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Einleitung

Diese Arbeit gliedert sich in zwei Teile, die an sich sehr verschiedene Gebiete behandeln.
Eine Gemeinsamkeit 148t sich jedoch voranstellen: Es wird dasselbe physikalische System
untersucht, nédmlich ein System von Gluonen im thermischen Gleichgewicht mit einem
Wiérmebad, das sogenannte Gluon-Plasma. Daher werden die Grundlagen dieses Systems
im ersten Kapitel behandelt, welches den beiden Teilen I.II voransteht.

In Teil I werden Ward-Identitéten fir (BP-resummierte) Gluon-Greens-
funktionen aus der BRS—Invarianz der Wirkung hergeleitet, von denen bei
Rechnungen zur Selbstenergie, Plasmafrequenz etc. im Rahmen der Stérungs-
theorie hdufig Gebrauch gemacht wird. Dabei geht es weniger um Originalitét
der Ergebnisse als vielmehr um eine nachvollziehbare Darstellung ihrer Her-
leitung, welche so in der Literatur meines Wissens nach nicht existiert.

In Teil IT wird ein Formalismus getestet, welcher geeignet sein kénnte, der
Theorie weitere exakt giiltige Resultate abzuringen. Inspiriert von der relativ
einfachen Struktur der ,wahren“ (d.h. BP-resummierten) nullten Néherung,
wird (auf dem Testgelédnde eines Variationsfunktionals fiir die Freie Energie)
versucht, die dynamisch generierten thermischen Massen mit einer massiven
abelschen Theorie zu simulieren.

Jedem der zwei Teile ist eine kurze separate Einleitung (S.14 bzw. S.26) vorangestellt,
wohingegen die Zusammenfassung der gesamten Arbeit auf Seite 75 zu finden ist.






Kapitel 1

QCD und Gluon—Plasma

Die Quantenchromodynamik (QCD) hat als Theorie der starken Wechselwirkung ihren
anerkannten Platz im Standardmodell der Elementarteilchen. Sie beschreibt die starke
Bindung von Quarks miteinander durch den Austausch von ,,Farbladungen®, welche von
Eichbosonen (den Gluonen) getragen werden.

Als eine nichtabelsche Eichtheorie birgt die QCD enorme technische Schwierigkeiten.
Dies liegt an der Tatsache, dafl der Kopplungsparameter (der Gluonen an die Quarks)
nicht notwendig klein ist. Daher kann man die bevorzugte Methode der theoretischen
Physik, eine Formulierung des Problems als Storungsreihe, im Gegensatz zur verwandten
(aber abelschen und mit kleiner Kopplung bestiickten) Quantenelektrodynamik (QED)
nicht ohne weiteres anwenden.

Es gibt jedoch einen Grenzfall der QCD, der sich mit einer Stérungstheorie behandeln
1aBt: der Grenzfall hoher Temperatur. Aus Untersuchungen der Renormierbarkeit ist be-
kannt, da3 der Kopplungsparameter g einerseits von der Energieskala abhéngt, bei der
der zu untersuchende Prozef§ ablauft, andererseits jenseits einer Skala Agcp klein wird
(running coupling, asymptotic freedom).

In einem statistischen Ensemble von Teilchen im Kontakt mit einem Warmebad wird
die mittlere Energie eines Teilchens durch dessen Temperatur T parametrisiert, so dafl
fiir sehr hohe Temperaturen die Kopplung ¢(7") klein und somit eine Stérungsrechnung
moglich wird. Dieses schwach gekoppelte System von Quarks und Gluonen nennt man

Quark—Gluon-Plasma (QG-Plasma).

Nach anfénglichen Problemen mit der konsistenten Beschreibung einer solchen ther-
misch angeregten Eichtheorie (zur ersten Orientierung diene die Einleitung von [1]) wur-
de der Durchbruch um 1990 mit Veroffentlichungen von Braaten und Pisarski (BP) er-
zielt (die wichtigste davon ist [2]). Sie zeigten die Notwendigkeit einer Resummation der
Storungsreihe. Dabei unterscheiden sie Impulse in soft (~ ¢7') und hard (~ T). Eine kon-
sistente Berechnung von Soft-Amplituden erfordert die Beriicksichtigung von sogenannten
yhard thermal loops“ sowohl in den Vertizes als auch in aufsummierter Form im Gluon—
Propagator. Mit dieser Resummationstechnik wurden mefibare Grolen des QG—Plasmas,
wie zum Beispiel die Dadmpfung der Gluon-Plasma Schwingungen, erstmals eichunabhén-
gig und mit dem physikalisch richtigen Vorzeichen erhalten [3].
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KAPITEL 1. QCD UND GLUON-PLASMA 4

Die Liste der erfolgreichen Anwendungen der BP-Resummation in der Stérungsrech-
nung erster Ordnung ist in den letzten Jahren betréichtlich gewachsen. Beispiele sind Rech-
nungen zur Debye—Abschirmung [4] sowie zur O(g)-Korrektur der Plasmon—Frequenz
[1, 5]. Andererseits konnte in [5] gezeigt werden, dafl diese Resummationstechnik nicht
universell giiltig ist, sondern konkret am Lichtkegel (also bei dufieren Impulsen K mit
K? — () zusammenbricht.

Da bei den obigen physikalischen Grofien thermisch angeregte Quark—Antiquark—Paare
nur eine untergeordnete Rolle spielen, soll in dieser Arbeit nur der Eichbosonen—Sektor
des QG—Plasmas untersucht werden. Die folgenden Abschnitte dieses Kapitels dienen der
Einfiihrung der verwendeten Notation. Es wird die Lagrangedichte des Gluon-Plasmas
vorgestellt, die Eichfixierung behandelt, die verbleibende (BRS-) Symmetrie aufgezeigt
sowie eine Auflistung bekannter Ergebnisse der Storungstheorie vorgenommen.

1.1 Eichsymmetrie und Lagrangedichte

In dieser Arbeit findet, wenn nicht ausdriicklich anders erwdhnt, die Minkowski—Metrik

(+———) Verwendung. Das Gluon—Plasma (reine ,, Hohlraumstrahlung®, keine Fermionen)
wird beschrieben durch die Lagrangedichte des SU(N)-Eichfeldes,
1
Ly = —ZFSVF“”’“ , (1.1)

mit dem Feldstéirketensor F5, = 0,A% — 8,A% + gf*Ab A¢. Der Index ,YM* steht
fiir ,, Yang-Mills“, der Farbindex a lduft von 1 bis n = N? — 1. Die Lagrangedichte
(1.1) beschreibt Gluon—Hohlraumstrahlung, in Analogie zur Quantenelektrodynamik oh-
ne Elektron—Positron—Paare zur Beschreibung der normalen Hohlraumstrahlung. Ly, ist
invariant unter der infinitesimalen lokalen Eichtransformation der Gluon—Felder
a a U a ab A b
Ap— [An] = A — DAY (1.2)
mit der kovarianten Ableitung
D = 679, — gf " A (1.3)

und beliebigen Funktionen A°(z). Im folgenden sei kurz die Ratio hinter (1.1) bis (1.3) in
Erinnerung gerufen.

Die Forderung der Invarianz des Materie-Sektors der QCD, Lqyarks = ¥ (1940, — m) ¥,
unter der lokalen SU(N) Eichtransformation

oo [ =00, P [§] =gUTT U= N@T (1)

zwingt zunéchst zu der Erweiterung 0, — D,, = 0, —igA, in der Lagrangedichte. In (1.4)
sind A%(z) reelle Funktionen und 7% die n = N? — 1 hermiteschen und spurfreien Gene-
ratoren der SU(N). Weiterhin diktiert die Invarianz von Lquaks (jetzt mit der kovarianten
Ableitung D,, ) das Verhalten des Matrix—Hilfsfeldes A,, unter Umeichungen:

D, — [DJ)£UDU" ~ [A) =UAU - ; @)Ut . (1.5)
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Definiert man daher einen Feldstarketensor als

7

F.
g

D, D, ] =0,A, —0,A,—1g [Au A] (1.6)

so ist wegen [F,, )" = UF,,U~" die Bildung Sp (F, F*) invariant. Repriisentiert man
das Hilfsfeld A, =: A5T* mit Hilfe der SU(N)-Generatoren T (die Felder Af. sind
die n Gluonen), fiihrt dies mit F,, = F%7T* und der Orthonormierung Sp(7*T") =
%6“” auf die obige Formulierung der Gluon-Eigendynamik in adjungierter Darstellung.
Eine Summation {iber doppelt auftretende Farbindizes ist immer impliziert. Die total
antisymmetrischen Strukturkonstanten fo¢ sind dabei definiert durch

[T =iftere (1.7)

1.2 Pfadintegral-Formulierung

Die Beschreibung der Feldtheorie bei endlicher Temperatur erfolgt durch den Matsubara—
Formalismus [6, 7]. Die Zustandssumme ist definiert durch

Zyn = Sp (e_ﬁHYM) ) (1.8)

mit Hamiltonoperator Hy, und inverser Temperatur S = 1/T. Der Operator e Py
ist als Zeitentwicklungsoperator interpretierbar, welcher einen Zustand um At = —if3
weiterentwickelt. Stellt man die Zustandssumme (1.8) als Funktionalintegral iiber die
Felder A,(t,z) (definiert im Zeitintervall von ¢ = 0 bis t = —if8) dar und substituiert
T = it, ergibt sich (s. z.B. [6, 7, 8, 9], aber auch [10])

Zoi =N [Py el o0

(1.9)

t=—i1

N ist eine Normierungskonstante. Im Integral [ = foﬁ dr [d3z lauft die Integration iiber
die imaginére Zeit 7 = it entlang der Matsubara—Kontur von Null bis zur inversen Tem-
peratur (. Die Spur wird dabei durch die Randbedingungen der Felder implementiert.
Hier gilt fiir das bosonische Feld Aj

Al(r=0,2) = Aj(r=B,2) , (1.10)

wéhrend Fermionen antiperiodische Randbedingungen bekdmen. Wegen der Periodizitét
(1.10) in 7 148t sich eine Zerlegung in diskrete Fouriermoden mit den sogenannten Mat-
subara—Frequenzen w, vornehmen:

Al(, T) = Ze_i“’"TAZ(wn,E) . wy, =2mnT . (1.11)

Wn

Schreibt man demzufolge einen Viererimpuls als K = (iw,, k ), so laBt sich die Fourier-
transformation beziiglich aller vier Komponenten des Arguments sowie ihre Umkehrung
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wegen w, T = Kyt in kompakter Weise darstellen:

A% () = %:e—“@ AYEK) , AYK) = / T An () (1.12)

Z’:Z/,CSZTZ/(;SS . Kz =iwn(—iT)— kT (1.13)
8 ’ N

/ KT = BV, 00(k) = [K] , SK-Q]=1 . (1.14)

Als Eichtheorie benétigt (1.1) bei ihrer Quantisierung eine Fixierung der Eichung. Dies
wird durch Einschiebung einer Eins in (1.9) erreicht (,,Faddeev—Popov (FP) Trick*):

1 = A[A, B] /DUH5 (Fo[av) - BY) . (1.15)

Dabei hingt B*(z) nicht vom Feld ab, [DU symbolisiert eine Integration iber die gesam-
te Eichgruppe, und F*[A] stellt die sogenannte Eichbedingung dar. In den kovarianten
Eichungen wird z.B. F* = 0" A}, gewiihlt. A[A, B] ist ersichtlich eichinvariant, denn eine
Umeichung des ,,Start—A“ kann durch eine Verschiebung unter [DU wieder riickgéngig
gemacht werden. Daraufhin fithrt man in (1.9) unter [DA¢ die Verschiebung [A%]Y — A
aus, so dafl das (unendliche) ,,Volumen* der Eichgruppe [DU abgespalten werden kann:

T = Zew (/DU) ,

Zow = N/DAZA[A,B]H(S(]-““[A]—B“)efﬂ‘YM . (1.16)

Man beachte, dafl bei diesem Schritt die Eichinvarianz sowohl von L, als auch von A ein-
gegangen ist. Hier ist aulerdem der Index ,GP* (fiir ,, Gluon—Plasma*“) eingefiihrt worden.
Wiéhrend Z,,, den ,,Eichorbit“ noch enthélt und somit durch Integration iiber eichaqui-
valente Feldkonfigurationen iiberzahlt, ist die Eichfreiheit durch die Einfithrung von Zgp
behandelt und ausgeschlossen. Da Z,, und somit auch Zg, aufgrund der Definition (1.9)

5
nicht von B? abhiingt, darf man mit Gewicht eJ ¢I7! (iiblicherweise wird G[B] = —5-B?
gewihlt) iiberintegrieren und sodann die Deltafunktion ausnutzen. Damit ist

Zop = 2/ [Az Al FlelEnei (1.17)

mit Z, = [ DBe/ BG[B]. Der Faktor Z, garantiert, daf§ der Ausdruck unabhéngig von
Eichparametern bleibt, die durch die Gewichtsfunktion G einfithrt worden waren. Ich
absorbiere ihn also an dieser Stelle nicht, wie sonst iiblich, in der Normierungskonstanten.
Mit Blick auf das Variationsverfahren ist ndmlich Z.p in allen Details ernst zu nehmen,
da es nicht nur als erzeugendes Funktional fiir Greensfunktionen dient, sondern explizit
ausgewertet werden muf.

Das Funktional A kann formal als eine Determinante geschrieben werden. Zuerst be-
gibt man sich in (1.15) entlang dem , Eichorbit“ an die ,Stelle“ der Delta—Zacke (im
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folgenden wieder Af genannt). Sodann geniigt, um sie zu kreuzen, die infinitesimale Um-
eichung:

A = [pae T (Fo[AL — DA - B)

D a
-/ f (¢°) . "= 5—Inhalt ;
‘d tdib a,a:
o A = |aetX| - jdetM“b
oAb =
Bis auf ein irrelevantes Vorzeichen ist dabei
SF*[A]
“° = D 1.1
M (5AZ # (1.18)

der sogenannte FP—Operator. Schliefilich kann man A als Integral iiber Grassmann—
Felder, die FP-Geister, darstellen (s. z.B. [11], [12]):

T e

‘/D el el 1g)

Hier ist £ eine frei wiahlbare Phase, die unter den Betragsstrichen eingefiithrt werden durfte,
um besser mit den Notationen verschiedener Autoren vergleichen zu kénnen (z.B. £ = —i
in [5]). Benutzt man Zg, lediglich als erzeugendes Funktional von Greensfunktionen, ist
eine komplexe Phase irrelevant. Dagegen miissen bei einer expliziten Auswertung von Zgp
(vgl. Kapitel 4.1) die Betragsstriche restauriert werden. Damit ergibt sich als endgiiltige
Formulierung von (1.9) (bis auf die Betragsstriche um die FP-Determinante):

—/D (Ascbes) e S Cor (1.20)

mit der Lagrangedichte in eichfixierter Form (und der Standardwahl der Gewichtsfunktion,
G=—LBY),

»CGP - »CYM + »CGF + »CFP 5 (1.21&)
mit Ly = —ingF“”“ , (1.21b)
Lor = GIF] = —%(f“[A]) , Lpp = i M (1.21c)

Die noch offengelassene Eichbedingung F*[A] ist ein beliebiges Funktional des Feldes
A, so daf} der FP-Operator (1.18) invertierbar ist (denn sonst verschwindet detM). In
kovarianter Fichung wird z.B. F* = 0" A}, gesetzt, wie bereits oben erwihnt. Damit die
Lagrangedichte (1.21) dann hermitesch ist, gelte neben AT = A fiir die Geister ¢! = ¢ und
damit (£0)t = e [13].



KAPITEL 1. QCD UND GLUON-PLASMA 8

1.3 BRS-Invarianz in linearen Eichungen

Die relevante Symmetrie der eichfixierten Lagrangian (1.21) mit linearer Eichbedingung
F ist die BRS-Invarianz [14] (mit dem globalen Grassmann—Parameter w)

5 Al = —wDP" (1.22a)

Ss(&c?) = wé]—"a : (1.22b)
1

opc® = wgif“bccbcc : (1.22¢)

Dabei ist der Eichfeld—Term separat invariant (weil d5 A lediglich eine spezielle Eichtrans-
formation ist), wohingegen der Eichfixierungs— und der Geist—Term nur zusammen inva-
riant sind. Da in der Literatur normalerweise so vorgegangen wird, dafl nach Postulierung
der BRS—Transformation die Invarianz der Theorie schlichtweg nachgepriift wird, soll an
dieser Stelle einmal eine Herleitung der Symmetrie gegeben werden.

Inspiriert von der Form der infinitesimalen Eichsymmetrie (1.2), [A,]%; = A, — D, A,
kann man mit der speziellen Wahl A* = wc® das Transformationsverhalten des Eichfeldes
(1.22a) fordern. Wegen

0pLyy =0 (1.23)

miiffsen also, um eine Symmetrie der eichfixierten Theorie zu erhalten, die Transformati-
onseigenschaften der Geistfelder so bestimmet werden, dafl

On (Lar + Lop) =0 (1.24)
gilt (evtl. bis auf eine totale Ableitung, denn eine Symmetrie der Wirkung S¢p = [ B Low
ist gesucht).

Fiir die BRS—Variation der Eichbedingung gilt

§Fa
o FA] = 2 5, AP = —w M
sAL T

Damit folgt fiir die Variation (1.24)
1
0n (Lar + Lep) = =~ F* (~wM®Pe) +i (da(6%) M™c + () (M)

An dieser Stelle ist es natiirlich, (1.22b) zu fordern, da dann nur noch der letzte Term
iibrigbleibt. Unter der Annahme linearer Eichbedingungen F[A] (d.h. §2F/§A% = 0) ist
also

o (F
Og (»CGF _I_‘CFP) = z(ﬁc )513 ( D,ubcb>

SA,
oF"
SAS

Wak 1
o D,ib [wngbdececd_f_(chb}

o

= (&) [gfd’dw (Dzece> b+ Dl‘ib (5Bcb) }

— (o)
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Abbildung 1.1: Beitrédge zur fithrenden Ordnung der Gluon—Selbstener-

gie. Durchgezogene Linien symbolisieren Gluon-Propagatoren, gepunk-
tete Linien stehen fiir Geist—Propagatoren.

Dabei ist im letzten Schritt die Jacobi-Identitdt zur Umformung des ersten Terms be-
nutzt worden. Somit ist auch die letzte der BRS-Transformations—Gleichungen, (1.22¢) ,
hergeleitet, denn damit ist

[ } =0 ~ 5B(£GF+£FP):O

Es ist iibrigens moglich, die BRS-Transformation aufzuschreiben, ohne die Form der
im vorigen Abschnitt eingefiihrten Gewichtsfunktion G zu spezifizieren. In diesem Fall
lautet Gleichung (1.22b)

oG
o) = —ies f ] (1.25)
Mit der Wahl G = —i F? ergibt sich daraus wieder die oben angegebene Transformation.

1.4 Resultate der Storungstheorie im Hochtempera-
turlimes

Hier werde ich kurz diejenigen Ergebnisse zusammenstellen, welche im zweiten Teil der
Arbeit bendttigt werden. Konkret ist dies die Struktur des Gluon—Propagators in fithrender
Ordnung.

Der volle Gluon—Propagator héngt iiber die Schwinger—Dyson—Gleichung
Guw =G}, + G 17G,, (1.26)

vom nackten Propagator G° und der Gluon-Selbstenergie IT ab. Letztere hat in fithrender
Ordnung und unabhéngig von der Eichfixierung die Gestalt (vgl. Abb. 1.1)

11,,(K) = II,(K)A,,(K) + II,(K)B,,(K) . (1.27)
Die hier verwendeten Lorentz—Tensoren stellen die inzwischen etablierte Version [15] einer
Basis im Raum der symmetrischen Matrizen dar.

:VOV C_KOV+VOK D_KOK

A=¢g—-B-D B = =
g Y V2 Y \/EKQI{ ) K2 )

(1.28)
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wobei V = K2U — (UK)K ist. U = (1, 0) stellt die Vierergeschwindigkeit des ruhenden
Warmebades dar. Da jeder vom Impuls K abhéngige symmetrische Tensor nur von K
und U sowie der Metrik g ,,weil“, muBl er sich in der Basis (1.28) aufspannen lassen.
Weitere Darstellungen der vier Matrizen finden sich im Anhang C, werden aber erst
spater benotigt.

Wertet man die Beitrdge von Abb. 1.1 aus und beschrénkt sich auf die fiihrende
Ordnung O(g?T?), ergibt sich fiir die Koeffizienten in (1.27) explizit

,(K) = 2777,29 60) LK) = 3m? (1 _yg (i“)) , (1.29)

mit m? = g?NT?/9 und

g(z) = 2% — ;Z(ZQ —1) ln( il D . (1.30)

z—1

Der nackte Gluon—Propagator (wie er sich aus dem quadratischen Anteil der Lagrange-
dichte (1.21) ergibt) lautet in kovarianten Eichungen

1

KoK
GO:K2<9+<04—1) :

= >:[;2(H+B+aD) | (1.31)

Da der fithrende Anteil der Selbstenergie keinen Anteil proportional zu den Matrizen C
und D hat, ergibt sich daraus mittels (1.26) der Gluon—Propagator in fiihrender ( = wah-
rer nullter = true zeroth = tz) Ordnung als

G" = AA+ AB+aAD (1.32)
mit den Koeffizienten
Ap(K) =~ ANK) = (1.33)
WA TR (K)o T TR :

An dieser Stelle ist die Ratio erkennbar, die hinter Braaten und Pisarskis Argumentation
[2] steckt. Bendtigt man den Gluon—Propagator bei softem &ufleren Impuls K ~ ¢T', so
hat der fiithrende Beitrag zur Selbstenergie die gleiche Gréfienordnung O(g?T?) wie der
inverse nackte Propagator. Daher ist man gezwungen, die harten Loopimpulse, welche
diesen Beitrag zu IT ausmachen (die sogenannten , hard thermal loops“ = HTL’s), bereits
in tiefster Ordnung mit zu beriicksichtigen.

Analog erhalten auch die Vertizes schon in tiefster Ordnung Korrekturen durch HTL—
Einsetzungen, falls alle &ufleren Impulse soft sind (Abb. 1.2). Die resummierten Vertizes
haben in fithrender Ordnung die Form

F;ZVS’)(Kl,KQ,KS) = Fggi;)(Kl,Kz,Kg)+5F,§?;1,(K1,K2,K3) , (1.34)

D (K, Ko, K, Ka) = TRl (Ko, Ko, K, Ky) 4+ 00 (K, Ko, Ka, Ka) -, (1.35)

UrvoT nuvoT nuroT
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Abbildung 1.2: HTL-Korrekturen zum Gluon-Dreier- und -Vierervertex

wobei die Farbindizes weggelassen worden sind. Die nackten Anteile lauten

abc . rabe vo
(FO(?)))/“/U (Kb K27 K3) - ng ’ {gIJV(Kl - KQ) + Zykl ( 123 >} ’ <136>
abcd voT
(1—‘0(4))WJT (K1, Ky, K3, Ky) = —¢° {fabefeCd (JuoGur = Gur9ve) + 2ykl ( bed >} -(1.37)

Die HTL-Korrekturen 0I" ergeben sich aus der Auswertung der Diagramme in Abbildung
1.2 in fithrender Ordnung (s. z.B. [2]), sollen hier jedoch nicht angegeben werden.

Es ist moglich, diese ,neue nullte“ Ordnung (true zeroth order) in manifest eichin-
varianter Form als eine effektive Wirkung zu formulieren [16]. Diese generiert dann die
fithrenden Anteile aller Soft—Amplituden. Als qualitativ neues Merkmal hat die resum-
mierte Theorie auch , Vertizes“ mit mehr als vier Beinen, welche dann nur noch den
HTL-Anteil haben. Solche n—Vertizes werden in dieser Arbeit jedoch keine Verwendung
finden, sie sollen an dieser Stelle der Vollstandigkeit halber nur erwdhnt werden.



Teil 1

Thermische Ward—Identitiaten
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Kapitel 2

Ward—-Identitaten fiir
Gluon—Greensfunktionen

Ward-Identitéten, hier jene der thermischen Feldtheorie, sind essentiell fiir Rechnungen
im Rahmen der Storungstheorie. Sie werden gewinnbringend eingesetzt, um die Komple-
xitédt von algebraischen Ausdriicken auf ein iiberschaubareres Niveau herunterzubringen,
da sie im allgemeinen erlauben, n-beinige Greensfunktionen durch solche mit (n — 1)
Beinen auszudriicken. Als Braaten und Pisarski (BP) die Notwendigkeit einer Resumma-
tion schon in fithrender Ordnung bei soften dufieren Impulsen zeigten [2], leiteten sie aus
der algebraischen Struktur der neuen effektiven Vertizes I'** = I'° + ¢T" ab, daf} sie den
Ward-Identitaten

i’lfg 6Fu123(Q123) = Hum(Ql) - Hmz(QQ) ) (2'1)
54 5P#1234 (Q1234) - _5F#123 (Q1+4,2,3) + 5F#123 <Q1,2+473) (22>

geniigen (zur Notation vgl. unten). In [17] bezeichnen sie diese Identitéten allerdings
ehrlicher als ,,blole Relationen zwischen Integralen®.

In diesem Kapitel soll die Herleitung der thermischen Ward-Identitdten sowohl fiir
den resummierten Gluon—Propagator als auch fiir die resummierten Gluon—Dreier— und
Vierervertizes ,auf eigene Fiifle gestellt® werden. Dabei ist die Kenntnis der algebrai-
schen Struktur der HTL-Ergénzungen zu den nackten Greensfunktionen nicht erfor-
derlich — man kann die Eichinvarianz der effektiven Wirkung [16] ausnutzen, um auf
dem Standardweg iiber die BRS-Invarianz des eichfixierten erzeugenden Funktionals die
Ward-Identitidten zu erhalten. Der entscheidende Unterschied zur Herleitung der 7" = 0
-Identitéten ist dabei die konsequente Beachtung der BP—Neusortierung der Greensfunk-
tionen, sobald eine diagrammatische Entwicklung vorgenommen wird.

2.1 Eine allgemeine Identitét

Wiéhrend Kobes, Kunstatter und Rebhan [18] die Eichabhingigkeit des die 1PI-Diagram-
me erzeugenden Funktionals ausnutzen, um die Grundlage zur Herleitung von Ward—

14
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Identitdten in einer sehr weiten Klasse von Eichungen (einschliefllich background field
gauges) zu legen, wird meine Vorgehensweise eher analog zu der von Becher, Bohm und
Joos [19] sein und sich auf lineare Eichungen beschrinken.

Zunéchst soll eine allgemeine Eigenschaft hergeleitet werden, aus welcher dann speziell
die thermischen Ward—Identitéten fiir Gluon—Greensfunktionen abgeleitet werden kénnen.
Dazu wendet man die BRS-Transformation (1.22) auf das erzeugende Funktional der
vollen Greensfunktionen

WJ, 5, pl = N /D (Ascbes)e S (D) (2.3)
mit Y= JHAT + p + pc” (2.4)

an. Mit der Lagrangedichte £ ist in diesem Kapitel immer Lqp aus Gl. (1.21) gemeint. Die
Normierungskonstante N = [D(A%e"c) exp( [ L) garantiert W[0] = 1. Das Funktional
W ist BRS-invariant:

W+ 0,W = N/D ef (L+0pL+S+05Y)

- N/D el e —
~ W = (2.5)

wobei die zweite Zeile durch Verschiebungen unter dem Funktionalintegral zustande-
kommt, welche die BRS—Transformation genau wieder aufheben, also A — A — §z A usw.

Andererseits folgt wegen
opX = JMOpAL + (05¢")p* + p*opc®
= —w [J““Dzbcb — ;F“[A] P+ ;gf“bcp“cbcc] (2.6)
aus (2.5) mit 6L = 0 und infinitesimalem w:
W+ 0,W = N/D { fﬁéBE} o ] (CHonLs)

N/D(AZEbCC) {1 + /,85]32 + O(w2)} efﬁ(LJrE)

Q

B
— W4+ {/ 532} W4+ 0W?) . (2.7)

Felder—dquelien

In (2.6) muBte auf den Gramann—Charakter von w, p und p geachtet werden. Aufgrund
von 6zW = 0 ergibt sich daraus die Bezichung

ﬂ a a 1 a a 1 aoc -a —
0= / {J“ di*om — Al I “p 5pb5ﬁc} W, p,pl (2.8)
wobei hier die Kurzschreibweise

de = p» = 5700, — g5 yue (2.9)

A—dy
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eingefiihrt wurde. Nach Differentiation nach einer Antigeist-Quelle p?(z) sowie anschlief3-
endem Nullsetzen der Geist—Quellenfelder folgt schlieflich die , allgemeine Ward--Identi-
tat* (vgl. (12-132) in [11])

L g b bd
~FUE W) = [ i) d*y) DIy, <) 2.10)

Y

Dabei wurde die Schreibweise

Dj'(y, =) := _5ﬁb(y)5pd(Z)W[Jﬁp]‘ (2.11)

p=p=0
fiir einen Geist—Propagator in Anwesenheit der Quelle J benutzt. Die Beziehung (2.10)
habe ich insofern als , allgemeine Ward-Identitat“ bezeichnet, als sich aus ihr alle Iden-
titdten fiir n—Punkt—Funktionen mit (im diagrammatischen Sinne) ausschliefllich gluoni-
schen Beinen herleiten lassen.

2.2 Gluon—Propagator

Da die BRS-Transformation und somit auch die ,,allgemeine Ward-Identitét“ (2.10) oh-
nehin nur in linearen Eichungen gelten, wird hier die Eichbedingung zu

FA] = 1AL (2.12)

spezifiziert. Im Hinblick auf kovariante Eichungen hat man also sofort f* — 0" vor
Augen. Der Vierervektor f# soll in diesem Abschnitt jedoch noch allgemein bleiben, damit
die hier hergeleitete Ward-Identitét fiir den Gluon-Propagator auf verschiedene lineare
Eichungen angewandt werden kann (im zweiten Teil der Arbeit wird neben kovarianter
auch in Coulomb- und axialen Eichungen gearbeitet).

Eine Zweipunktfunktion bringt wird per Anwendung von § Ja(z) auf (2.10) ins Spiel
gebracht. Nach J =0 (~ d; mufl J rechts treffen) ergibt sich

1
~f"(2) Gij(w, 2) = d*(x) D} (, ) (2.13)
a J=0
Hier ist der Gluon—Propagator GG definiert als
G (2, 2) = SO W |, (2.14)

2.2.1 In O(1)

Mit Hilfe der Annahme, die Greensfunktionen lieflen sich in einer g—Potenzreihe wie z.B.
G =G%¥+ G + ... darstellen, kann man Gleichung (2.13) in g-Ordnungen ansehen. Der
Index ,,tz* bedeutet dabei ,,true zeroth order® bzw. ,,wahre nullte Ordnung* — , wahre®
Ordnungen sind analog zu Kapitel 1.4 im BP-Sinne gemeint, also mit Resummation bei
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Soft-Impulsen — , | tf* steht fiir ,true first“ etc. . Schreibt man also (2.13) in tiefster
Ordnung ¢° auf, so ergibt sich wegen d3* — 6°°9, + O(g)

— f,,( ) GLr U x, 2) = 6°0r D (x, 2) (2.15)
Nach Fouriertransformation dieser Gleichung (und Weglassen von 3~ e~*@~2) auf beiden

Seiten) sowie unter Beriicksichtigung der Tatsache, dafi der Geist—Propagator in fithrender
Ordnung keine HTL-Einsetzungen enthélt

1
Dtazb - D(%l; - —ﬁ(;ab ; (216)

folgt eine Ward—Identitéat in ,,true zeroth order®

1
K2
mit colour-diagonalem Propagator G @ = §%@,,. In den kovarianten Eichungen lautet
wegen f(—K) = iK diese Identitt z.B. KG, = aK/K*.

iﬁ,(—K) GI(K) =iK'— (2.17)

2.2.2 Exakt

An dieser Stelle kann man mit wenig Aufwand die Ward—Identitét fiir den vollen Gluon-
propagator GG gewinnen. Es gibt die ,trivialen Nullen“ im Funktionalintegral: Wegen par-
tieller Integration in [fDé gilt

0 = DAL by e ED = [Dlasde) (~MIA 4 ) el T

- (—MC”[éJ] ,sb+p)(x)W[Jpp] : (2.18)

Nach Anwendung von d,a(,), p = p = 0 wird (2.18) zu
MP[65](x) DYz, 2) = 6% (x — 2) W[J] . (2.19)

Operiert man mit 6F°[A]/dA*(z) auf die Gleichung (2.13), so dafl auf der rechten
Seite der FP-Operator M|d;] entsteht, und vergleicht mit (2.19) bei J = 0, so folgt die
Ward-Identitdt fiir den (vollen) Gluon—Propagator in Ortsdarstellung

© () £(2) G, =) = 660 — =) (2.20)

Eine geldufigere Version (s. z.B. [20])! ergibt sich nach Fouriertransformation und Unter-
driickung von Y e~ X(@=2) auf beiden Seiten:

FHE) Gao(K) [/ (—K) = a6 (2.21)
In kovarianten Eichungen gilt also KGK = a.

'Kunstatter stapelt dort etwas hoch: Er behauptet, sein Beweis sei sehr viel einfacher als solche, welche
den BRS—Formalismus, wie hier auch geschehen, benutzen. Dabei scheint er zu tibersehen, dafl eines der
von ihm benutzten Ergebnisse (s. Anhang A in [18]) gerade diesem Formalismus entspringt.
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+ 12

2 Ly 0

Abbildung 2.1: Struktur der 3-Punkt-Ward-Identitat. Durchgezogene Li-
nien symbolisieren J—Ableitungen, gepunktete Linien stehen fiir Differentia-
tionen nach den Geistfeld—Quellen p (einlaufender Pfeil) und p (auslaufender
Pfeil). Der dicke Punkt bezeichnet das erzeugende Funktional W.

+ 12

2 19 )

Abbildung 2.2: Die O(g)-Beitrige zur 3-Punkt—Ward-Identitdt. Alle Pro-
pagatoren und Vertizes sind in ,true zeroth order® gemeint. Daher sind
diejenigen, welche bei Soft-Impulsen zu BP-resummierten Gréfien werden
(Gluon—Propagator und —Dreiervertex), besonders gekennzeichnet.

2.3 Gluon—-3—Vertex in O(1)

Ab hier wihle ich kovariante Eichungen, also f, = 9, in der bisherigen Notation. Becher,
Bohm und Joos [19] suggerieren mit ihrer Herleitung von Ward-Identitéten in der QED,
zum Extrahieren einer Beziehung fiir den Dreiervertex die , allgemeine Ward-Identitat*
(2.10) zweimal nach der Quelle J zu differenzieren. Nach Ausfithrung der Differentiationen
soll die entstehende Gleichung wieder bei J = 0 ausgewertet werden. Dies erzwingt, daf3
auf der rechten Seite von Gleichung (2.10) eine Ableitung d§; das J treffen mu. Man
erhalt

1 a,
E 8&23) 5{]}?11(:51)6&](2)(5&](3) W[J] o == d;jb(xg) 5J:11(J?1) D? 3(?[72, l'g) + 12 s (222)

wobei unter ,, 1«> 2% genau (1, ay,x1) <> (e, a9, T2) zu verstehen ist.

Gleichung (2.22) wird nun in Ordnung g' ausgewertet. Es ist dabei nétig, in niedrigster
Ordnung mit ,,BP-Philosophie® zu arbeiten, d.h., Gluon-Propagator G* und 3-Gluon—
Vertex I'** erhalten bei Soft-Impulsen HTL-Korrekturen (,,true zeroth order®, tz), Geist—
Propagator D und Geist—Gluon—Vertex I'j, bleiben nackt. Ab jetzt wird der superscript
tz unterdriickt, alle Greensfunktionen sind in niedrigster Ordnung gemeint. Nach Fou-
riertransformation per 3" e *@i%i ergibt sich auf beiden Seiten der Gleichung eine energie-
und impulserhaltende Deltafunktion [Q1 + Q2+ @3], die von nun an impliziert ist. Ab hier
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arbeite ich explizit in den kovarianten Eichungen f,(K) — —ikK,. In tiefster Ordnung
lautet (2.22) also (vgl. Abb. 2.2)

L (i), G (Q1) O(2) G(3) T2 Qu) =

—iQ3* G (Q1) D(Q2) D(Q3) 123 (Q213) + 12
g2 Gr2(Q1) D(Qs) 66" + 12 . (2.23)

Ich benutze hier eine verkiirzte Notation fiir die Indizes: Mehrfachindizes sind als Aufzéh-
lung gemeint — so lautet beispielsweise der oben vorkommende Geist—Gluon—Vertex I'y,
ausgeschrieben I'j2*%(—Qs, Q1, 3) . Die Propagatoren sind diagonal in ihren Farbindi-
zes, d.h. G 53 =0 @G, und D® = §° D . Benutzt man nun auf der linken Seite der Glei-
chung die Ward-Identitét (2.17) fiir den ,,zeroth order* Gluonpropagator, QG = aQ/Q?,
so fallt der Eichparameter o heraus. Da der Geist—Gluon—Vertex I';, sowie der Geistpro-
pagator D in tiefster Ordnung keine HTL—Korrektur erhalten, kann man deren bekannte

,hackte* Struktur

1
Q?
auf der rechten Seite einsetzen (hier wurde im Geistterm £ = ¢ gewihlt; @ ist der Impuls

der auslaufenden Geistlinie) und die unter der Deltafunktion jederzeit erlaubte Ersetzung
—(@Q3 — Q1,2 ausnutzen. Damit ist

(K, P,Q) = —igf*®Q, . D(Q)=- (2.24)

_C;?,) G Q1) G(2) Q4 T 112 (Q123)

— gfa123

K2

Q202 — ) + 12 . (2.25)
p

1

G (Qy) (

Q3 Q3

Multipliziert man beidseitig mit ¢Q3 G~*(1) G~!(2) und bringt auf der rechten Seite
die Gluon—Selbstenergie II {iber deren Definition durch die Schwinger-Dyson—Gleichung

<G°}Q)>W N <G(1Q)># + 1 (Q) (2.26)

ins Spiel, ergibt sich mit dem nackten inversen Gluonpropagator 1/G° = Q%9+ (£ —1)QQ
die Ward—-Identitét fiir den Gluon—Dreiervertex:

QT2 (Qu23) = —igf™ {H(QQ) + Q2 — Q) 9)#12 + 12 . (2.27)

Dabei wurde Gebrauch von aQG™! = Q?Q gemacht, was nach Multiplikation mit dem
tz—Propagator von rechts zu (2.17) dquivalent ist.

Mit Hilfe der beiden Beziehungen

F51122§ (Q123> - Z’gfams {Flg?gg <Q123) + 5P#123 (Q123)} (228>
um(QmS) = Q5" {gmz (@1 — Q2),,, +zykl 123}
= (@y— Q)+ 12 (2.29)
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+ zykl. 123

Abbildung 2.3: Diagrammatische Veranschaulichung der 4-Punkt-Ward-
Identitét

ist es moglich, die Ward-Identitét fiir die HTL-Ergédnzung 61" zum nackten Dreier—Vertex
herauszupréparieren:

;3 5FM123(Q123) = HM12(Q1) - HM12(Q2) . (230>

Dies ist Gleichung (2.17) in [1]. Die erste der ,Integral-Identitéten® von BP ist damit
hergeleitet.

2.4 Gluon—4—Vertex in O(1)

Die Vorgehensweise ist inzwischen bekannt. Zunéchst bringt man die 4-Punkt-Funktion
durch dreimaliges Differenzieren der ,allgemeinen Ward-Identitat“ (2.10) nach der Quelle
J ins Spiel und setzt dann J = 0:

1
~ O 8 ymia a8 000 W | =

o M

5J:11(x1)5j(2) dsgb(gjg) 5pa4(x4)5,3b(x3) W[Jﬁp] ‘0 + Zykl. 123 . (231)

Diese Relation ist in Abbildung 2.3 diagrammatisch dargestellt.

In O(1) und O(g) reduziert sich (2.31) auf Gleichung (2.13) in der entsprechenden Ord-
nung und bringt daher nichts Neues. Die erste interessante Ordnung ist O(g?), da dann
erstmals (auf der lhs) alle vier Linien im Vierervertex gekoppelt vorkommen konnen. Die
Bezeichnung ,,lhs* (fiir ,left hand side*) entspringt dabei der Reihenfolge der Diagramme
in Abbildung 2.3 Die ganze Gleichung wird im folgenden durch lhs = rhsl + rhs2 sym-
bolisiert. Nach Fouriertransformation und bis auf einen Faktor Z[QH”H]B{_i(Qx)1+--+4}
lauten die O(g?) —Beitrige von (2.31)

lhs = >< + >—< + zykl. 123

—iQ/« —iQ/a
1

= (iQu) @@ (T (@Qum) +

T a
+ F;;;; (Q27371+4) G P56 (Q2+3) Fgllfg(Q1,4,2+3) + zykl. 123} , (2.32&)
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<iQ —iQ

rhsl = } + //+ \/ + zykl. 123

—1

= {— Q1" T2 (Qa3-2-3) G (Qa13) I ot (Q-12434) D(Q1) D(Q4) [G“p(Qﬂm +

: 2 7Y @235 as14 1,3
— Q3 T2 (Q_23,-2-3) D(Qa13) Ty (Q-2-31,4) D(Q2) D(Q4) [G“p(Q)] +
+ 2Zeilesos} + zykl. 123 (2.32b)

S g feate >/ —jg faste >/ + zykl. 123

= {= g T Quanea) [Gun(@) 67 (Quin) DQ) +

— g T (Quyana) G (Q5) 6°°G P (Q1) D(Q4) D(Q144) +
+ 2Zeiles s} + zykl 123 (2.32¢)

ths2 = | —jqfabe

Bei der Auswahl der jeweils beitragenden Diagramme wurden von vornherein jene nicht
beriicksichtigt, welche schon die 2-Punkt-Ward-Identitit (2.13) in O(g?) ausmachen. Dies
sind genau die nichtverbundenen Diagramme, welche sich aus Abb. 2.3 ergeben, wenn
sich die Beine 1 und 2 zu einem Gluon—Propagator verbinden. Bei der diagrammatischen
Reprisentation der obigen Terme wurde der Ubersicht halber auf die spezielle Kenn-
zeichnung der resummierten Greensfunktionen verzichtet. Sie sind alle in , true zeroth or-
der® gemeint, d.h., Gluon-Propagator und Gluon-3—Vertex enthalten HTL-Korrekturen,
wihrend Geist—Propagator und Geist—Gluon—Vertex nackt bleiben. Die verkiirzte Index—
Schreibweise lehnt sich an die Notation des vorigen Abschnittes an. Als zwei Beispiele
seien

Fiﬁé (Q-12434) = Fl(ll,lp(zsa4(_Q17 Q2 + Q3,Q4)
wd  [G(Q)] = G (Qu) G Q)

genannt. Gluon- und Geistpropagator sind diagonal in ihren beiden Farbindizes.

Zur weiteren Umformung konnen die bisher erhaltenen Ward-Identitdten in ,true
zeroth order® (2.17,2.27) benutzt, kann auf der rechten Seite der nackte Geist—Gluon—
Vertex (2.24) eingesetzt und — wann immer notig — die Existenz der Impulsdeltafunktion
ausgenutzt werden, um Ersetzungen wie —()7 — (24314 durchzufithren. Lat man iiberall

einen Faktor iD(Q),) weg, ergibt sich nach Anwendung von [G;}(Q)} b
lhs = QpPEZH(Quasa)  +  1gf™™ X
1 €5
X {F£23355(Q2,3,1+4) g+ G(Q2+3) (a @Q1Q1 — G_l(Ql)>:| +

1
(e
+zykl. 123, (2.33a)

+ g [ D(Q243) (Q2+3)e, {Gl(Qz) — G Qs) + = (Q3Q3 — Q2Q2)} }
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N a 1 a €
rhsl = 4gf*** x {a (Q1Q1)e1e6 T2257(Q2,3,144) G (Q243) +

+1igf* D(Qa43) | Q1G™H(Qs) — Q1G ™ (Qa) + ;Q2+3 (Q3Q3 - Q2Q2>L , }
+zykl. 123 | (2.33b)
rhs2 = dgf“* x { —T225(Q,3144) G2y (Q1) G (Qay3) +

+ig £ D(Qa1s) (Q1 + Qoraey [671Q2) — 6@}

€23

+zykl. 123 . (2.33¢)

Nach dem Kiirzen identischer Terme auf beiden Seiten (diese Freude sollte sich der
mit einem Stift bewaffnete Leser nicht nehmen lassen!) folgt die Ward-Identitét fiir den
Gluon—Vierervertex in ,true zeroth order® (s. auch (1.5) in [21]):

Qihl F511§§’3<Q1234) =g F515§§’(Q1+4,2,3) + zykl. 123 . (2-34>

Bildet man in (2.34) die Spur iiber zwei der vier freien colour-Indizes, beispielsweise
per Multiplikation mit 6“2, ergibt sich mit §*2 T'j1234 = g*?N§®a T die in Tadpole—
Diagrammen verwendbare abgespeckte Version

H1234

2 D5 (Qu23a) = =T s (Quians) + T (Quogas) (2.35)

Da (2.35) fiir die nackten Vertizes I ()

Fﬁ?gs (Q123) = (Ql - Q2>usgu12 + (QQ - Q3)#1g/t23 + (Q3 - Ql)uzguls
F}(L(1g34 <Q1234) = Gu4Ypas + Gui3Guza — 29#129#34

trivial gilt, folgt mit I' = T'© + §T" die Ward-Identitét fiir den HTL-Anteil des Vierer-
vertex:

54 5FM1234(Q1234) - _5PM123 (Q1+4,2,3) + 5F,u123<Q1,2+4,3) . (2'36)

Dieses Ergebnis ist identisch mit (2.17) in [1]. Damit ist auch die zweite von BPs ,Inte-
gralidentitiaten®, (3.33) in [2], hergeleitet.

2.5 Ausblick

Es versteht sich, dafl nun mit obiger Verfahrensweise weitere Identitéiten hergeleitet wer-
den kénnen. Die Formulierung der allgemeinen Ward-Identitdt (2.10) mit Hilfe des erzeu-
genden Funktionals W der Greensfunktionen erwies sich als iibersichtlich genug, um eine
diagrammatische Interpretation zuzulassen.

Einerseits konnen Relationen fiir hohere Korrekturen der 2,3,4-Punkt—Funktionen er-
halten werden, wenn man die in diesem Kapitel in jeweils tiefster Ordnung ausgewerteten

Gleichungen (2.13,2.22,2.31) in relativer O(g) betrachtet. So &8t sich z.B. eine Bezie-
hung fiir die O(g)-Korrektur zum Dreiervertex I'*f ableiten, wenn Gleichung (2.22) in
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O(g?) ausgewertet wird. Es ist vorerst schwer, ein Anwendungsbeispiel fiir solche Ward-—
Identitédten zu finden. Moglicherweise aber wiirde man bei Rechnungen in ,,next-next—to
leading order® zur Plasmafrequenz einen vergleichbaren Profit aus diesen hoheren Ward-—
Identitédten schlagen konnen, wie es schon in ,next—to“ [5] mit Hilfe der bekannten (und
oben erneut hergeleiteten) tz—Identitéten moglich war.

Andererseits konnen durch eine Erhohung der Anzahl von J—Ableitungen auf die ,,all-
gemeine Ward-Identitét“ (2.10) auch Identitéten fiir n—Vertizes mit n > 4 (welche nur in
der resummierten Theorie vorkommen) abgeleitet werden. Dazu kénnte man jedoch die
obige Formulierung auf das per W = e" definierte erzeugende Funktional V' der verbun-
denen (connected) Greensfunktionen umschreiben, um so von vornherein die Anzahl der
beitragenden Terme zu verringern.



Teil 11

Variationsverfahren

24






Kapitel 3

Das Variationsverfahren

Ein Variationsverfahren bietet sich immer dann an, wenn ein schwieriges Problem sto-
rungstheoretisch nicht mehr behandelbar ist. Ein solcher Fall liegt mit der QCD vor,
wenn man (vom Hochtemperatur—Limes herkommend) in Bereiche vordringen will, in de-
nen die Kopplung nicht mehr klein ist. Bestenfalls ist es moglich, in einer sehr spekulativen
Weise die Storungsresultate in Bereiche tieferer Temperatur (also wachsender Kopplung)
extrapolieren, wie dies Schulz in [1] gemacht hat. Er folgt der erhaltenen O(g)-Korrektur
zur longitudinalen Plasma—Frequenz w bis in Bereiche mit groffler Kopplung, um mit dem
Verschwinden von w erste Anzeichen fiir den erwarteten Phaseniibergang aufzuzeigen. Ge-
nau an dieser Stelle soll das Variationsverfahren, dessen Herleitung Inhalt dieses Kapitels
ist, kldarend eingreifen. Mit Feynmans niederschmetternden Kommentaren zur technischen
Realisierung von Variationsverfahren [22] im Hinterkopf wird klar, dafi damit die Ziele ex-
trem hoch gesteckt sind. Der verwendete Variationsansatz (die Trial-Theorie) wird erst
im folgenden Kapitel aufgezeigt.

Aus der Quantenmechanik kennt man das Variationsprinzip, welches die Tatsache aus-
nutzt, daf der tiefste Energieeigenwert eines Systems das Minimum des Erwartungswertes
des Hamiltonians, genommen mit einer (bis auf Normierbarkeit und Randbedingungen)
beliebigen Wellenfunktion, ist:

W) | -

)
Benutzt man eine Test—Wellenfunktion ¢ mit unbestimmten Parametern, so kann man
durch Variation nach diesen Parametern den Erwartungswert minimieren, um eine obere
Schranke fiir die Energie des Grundzustandes zu erhalten. Dariiberhinaus wird sich auch
|¢) der Grundzustandswellenfunktion annahern, soweit es seine Parametrisierung zuléaft.

Auch in der Quantenstatistik kann man #&hnliche Ungleichungen herleiten. Es sind
die Extremaleigenschaften der thermodynamischen Potentiale bekannt, z.B. nimmt die
Zustandssumme Z eines Systems im Gleichgewichtszustand ein Maximum beziiglich sta-
tistischer Operatoren p aus seinem Hilbertraum an:

Zlpl < Zlpa] 5 Flpl > Flpar] - (3.2)

26
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Die zweite Ungleichung in (3.2) ist wegen der Definition der Freien Energie F' = —T'In (2)
dquivalent zur ersten. In diesem Sinne ist F'[p] ein quantenstatistisches Variationsfunktio-
nal, dessen Minimaleigenschaft ausgenutzt werden kann, um etwas iiber ein Ensemble von
Teilchen, z.B. iiber das als kanonisches Ensemble beschriebene Gluon—Plasma, zu lernen.

In Kapitel 8.1 wird die quantenstatistische Herleitung der obigen Ungleichung (3.2)
direkt auf eine Feldtheorie iibertragen. Hier jedoch favorisiere ich eine andere Version,
welche in dem Buch von Feynman [23] zu finden ist. Dabei wird von vornherein in der
Pfadintegralformulierung gearbeitet.

3.1 Feynmans Herleitung

Aus der Definition der Freien Energie
F,=-Tn(Z,) (3.3)

und der Funktionalintegraldarstellung der Zustandssumme einer auf den Feldern ¢; defi-
nierten Feldtheorie

Z, =N / Dep; 516 (3.4)

ist auf wenigen Zeilen ein Variationsfunktional herleitbar, welches erlaubt, die ,,zu schwere*
Theorie S, = [?L, mit einer ,einfacheren® Trial-Theorie S = [? £ zu approximieren.

Dazu schreibt Feynman den Exponenten im Funktionalintegral als S, — S + S und
erweitert mit der Zustandssumme der Trial-Theorie, Z = N [D¢; e’ :

N |Dé¢; eS¢
N [Dg;es
wobei das thermische Mittel (im Trial-Raum) als

o N [D¢; O[] e°
(Olod) = N [Dg; e’

Z, N/D@ S = (%) 7, (3.5)

(3.6)

eingefiithrt worden ist. Mit Hilfe der Annahme, da8l (S, — S) reell sei, kann man nun die
Konvexitat der Exponentialfunktion

<ef> > elf) (3.7)

zur weiteren Umformung von (3.5) ausnutzen. Hierzu zeigt Abb. 3.1, dafl es dabei nicht
auf die Verteilung der Stiitzstellen ankommt. Die Ungleichung (3.7) tiberfithrt (3.5) in

Z, > el%=9) 7

Nimmt man den Logarithmus von beiden Seiten, multipliziert die entstehende Gleichung
mit (—7") (was das Ungleichheitszeichen umdreht) und verwendet die Definition (3.3) der
Freien Energie, so ergibt sich die zentrale Ungleichung

F, < F=T(S~S) = V[S] . (3.8)
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fi (f) f
Abbildung 3.1: Geometrische Interpretation der Ungleichung (ef) > e’

Hier ist F', analog zu (3.3), die Freie Energie der Trial-Theorie (die Gréfien ohne Index
sind immer solche aus der Trial-Theorie). Da das so eingefiihrte Variationsfunktional U
durch die Freie Energie F, der vollen Theorie S, nach unten beschriankt ist (das Gleich-
heitszeichen gilt ersichtlich fir S = S,), kann man durch seine Minimierung nach der
,besten® Trial-Theorie S suchen.

Dieser Punkt ist so entscheidend, daf3 ich ihn noch einmal mit anderen Worten wieder-
holen mochte. Gleichung (3.8) erlaubt, verschiedene Trial-Ansétze zu untersuchen. Dabei
fithrt eine gute Trial-Theorie zu einem tiefen Wert des Variationsfunktionals U. Daher
kann durch eine Minimierung von U diejenige von mehreren Trial-Theorien S bestimmt
werden, welche dem Verhalten der eigentlich interessierenden Theorie S, am néchsten
kommt.

3.2 Besonderheiten bei Eichtheorien

Bestiickt man das Variationsfunktional (3.8) mit Eichtheorien, so stellt sich sofort die
Frage, ob die beiden Theorien Sy und S derselben Eichsymmetrie gehorchen, ja ob sie
sogar identisch eichfixiert sein miissen. Im Hinblick auf die geplante Anwendung des Va-
riationsverfahrens auf das Gluon-Plasma sollen diese beiden Fragen hier kurz beleuchtet
werden.

Zunéchst ist klar, da3 beide Theorien auf denselben Feldern definiert sein miissen,
um eine Eweiterung des Exponenten um (S — S) in Gleichung (3.5) sinnvoll vornehmen
zu koénnen. Da aber von vornherein mit der eichfixierten Version beider Theorien gear-
beitet werden kann, gibt es keine Einschrankung der zugelassenen Trial-Eichsymmetrie.
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Dies ermoglicht es, eine Yang—Mills—Theorie wie das Gluon—Plasma per Variationsfunk-
tional z.B. mit einer abelsch eichinvarianten Trial-Theorie zu vergleichen (Néheres dazu
wird im néchsten Kapitel dargelegt). Die abelsche Theorie mufi dabei lediglich auf die
entsprechende Anzahl der Felder in der vollen Theorie erweitert werden.

Weiterhin ist es nicht notig, beide Theorien identisch eichzufixieren, wie eine klei-
ne Umformulierung der Ungleichung (3.8) zeigt. Bei der Fixierung der Eichung mittels
Faddeev—Popov—Trick (vgl. Kapitel 1) war zur Kompensation der Eichparameterabhén-
gigkeit, die mit Hilfe einer Gewichtsfunktion eingefiihrt werden konnte, ein Faktor 1/7;
aus dem Funktionalintegral herausgezogen worden. Die Zustandssumme (1.20) des Gluon—
Plasmas hatte nach erfolgter Abspaltung des Eichorbits die Form

N 3
Zow =7 / DA% ) e Cor (3.9)

bekommen. Es bereitet keinen groflen Aufwand, Feynman’s Herleitung des Variations-
funktionals U auf den Fall auszuweiten, in dem die Trial-Theorie mit einer anderen
Gewichtsfunktion eichfixiert wurde. Analog zur im vorigen Abschnitt skizzierten Argu-
mentationslinie ergibt sich mit S, = S¢p

N [D(Ascbec) eSar=5eS 7, N

ZP — 77/1) Aafbc S
¢ N [D(Asde) S  Z, 7, (Aec)e

_ <esgp—s>§bz > 6<SGP—S>§”Z , (3.10)

B B

wobei Z = ZMb JD(Asec?) e® die Trial-Zustandssumme ist. Das Variationsfunktional U

erhélt also durch das Auftreten des Faktors % in (3.10) einen zusétzlichen Term:

Zy
V[S] = F — T (Sep — §) — T (ZB> . (3.11)
Diese Form des Variationsfunktionals ist diejenige, welche in den folgenden vier Kapiteln
benutzt wird.

So einfach sich die Variationsmethode auch darstellt, sind einige Kommentare bereits
hier angebracht.

o FLxistenz: Die Trial-Zustandssumme Z sollte als Produkt konvergenter Integrale
geschrieben werden, um die Erweiterung in Gleichung (3.5) formal rechtfertigen
zu konnen. Dies wird im néchsten Kapitel zu einer euklidischen Lesart der Trial—
Wirkung S = [? £ fithren (vereinfachend gesagt geht dann fiir grole Werte des
Feldes der Integrand e gegen Null).

o Ausleuchtung: Als Trial-Theorie will man eine ,behandelbare* Theorie hinschrei-
ben, welche einige wenige Parameter enthélt, die mit dem Variationsverfahren zu
bestimmen sind. Dabei steht dieser Wunsch nach Einfachheit der Erfordernis ge-
geniiber, der Trial-Theorie soviel Freiheit wie moglich zu lassen, um U nahe an
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sein Minimum bringen zu kénnen. Es ist bekannt, dal die Giite des Variationsan-
satzes der entscheidende Punkt bei der Anwendung von Variationsmethoden ist.
Daher ist eine gewisse Erwartungshaltung im Hinblick auf das Verhalten der zu un-
tersuchenden Theorie (wie hier z.B. das Entwickeln einer thermischen Gluon—Masse)
hilfreich.

e Nebenminima: Da das Variationsfunktional nach der Wahl der Trial-Theorie not-
wendigerweise nur einen kleinen Bereich im vollen ,, Variationsraum® ausleuchtet, ist
nicht zu entscheiden, ob nur ein lokales oder wirklich das gesuchte globale Minimum
von U gefunden wurde. Lediglich der Vergleich von U—Absolutwerten verschiedener
Trial-Ansétze liefert ein Kriterium fiir die Giite des jeweiligen Ansatzes.

e Realitit: Der entscheidene Schritt in der obigen Herleitung war die Annahme der
Realitdt des Exponenten (S, — S) bzw. (Sqp — 5), welche erst die Benutzung der
Ungleichung (3.7) erlaubte. Im Eichtheorie-Fall ist dabei insbesondere die Inter-
pretation des Geistfeld-Anteils Spp als reelle Grofle kritisch. Um die thermischen
Mittel in (3.11) auszuwerten, wird daher im néchsten Kapitel die delikate Annahme
gemacht werden miissen, dafl die Ungleichung auch noch fiir hermitesche Exponen-
ten gilt.



Kapitel 4

Die Trial—Theorie in kovarianten
Eichungen

In diesem Kapitel wird der Variationsansatz, die zur Auswertung des Funktionals U[S] aus
Gleichung (3.11) benotigte Trial-Theorie S, ausgearbeitet. Daf dabei eine Einsicht in das
Verhalten der zu studierenden Theorie Sgp niitzlich ist, wurde schon im vorigen Kapitel
erwiahnt. Fiithrt man sich die einfache Struktur des in der Storungstheorie erhaltenen
Gluon—Propagators (1.32) (in kovarianten Eichungen mit Eichparameter «)

1 1 o

GuwK)=——Auw+-——-B.+

K2~ II(K) "™ " K?—1II,(K) b (4.1)

K2
vor Augen, so liegt die Idee auf der Hand, genau diese Struktur durch eine einfachere
Theorie zu simulieren. Die Funktionen II; , sind bekannt und werden im langwelligen

Limes (lg — 0) beide zur ,thermischen Gluon-Masse* m = gv N T'/3.

Als Trial-Theorie soll ein (massives und n = N? — 1 -fach genommenes) abelsches
Eichfeld untersucht werden. Der Schliisselpunkt zur Simulation des Gluon—Propagators
(4.1) ist dabei die Einbringung eines Massenterms. Normalerweise (vgl. z.B. [11] zum
Stueckelberg—Lagrangian) wird mit Einfiihrung der Photonmasse die Eichsymmetrie der
Theorie gebrochen. Es ist allerdings moglich, die Eichinvarianz aufrechtzuerhalten, wenn
ein nichtlokaler Massenterm akzeptiert wird. Ausgangspunkt einer solchen Formulierung
ist eine (schwer lesbare und fehlerbehaftete) Arbeit von Manka [24]. Dort erfolgt die Dar-
stellung mit einer im Fock-Raum quantisierten 7rial-Theorie. Manka beschreibt jedoch
weder den Masseneinbau in einer verstédndlichen Weise, noch enthélt seine Trial-Theorie
einen freien Eichparameter. Die sich beim Versuch, den von ihm gezeichneten Weg nach-
zugehen, ergebenden Schwierigkeiten werden in Kapitel 8 dargestellt und lielen es sinnvoll
erscheinen, die hier dargestellte Funktionalintegral-Formulierung zu verfolgen.

Konkret sei die Lagrangedichte der Trial-Theorie gegeben durch

1 1
»Cinv - _ZFaQb- + §AM(MA)M . (42)
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Hier ist Fl = O*A” — 9V A" | sowie

(MAY(z) = / 6 m (z — o) Ay(a') (4.3a)
m*(x) = Y e KT (m? A" (K) +m} B“”(K)) . (4.3b)

Zur Definition der Lorentztensoren A" und B*” siehe (1.28). Die beiden Parameter my
und my sind somit als noch nicht bestimmte Konstanten in die Theorie eingeflossen und
sollen spéater durch Minimierung des Variationsfunktionals bestimmt werden. Mit einem
Blick auf (4.3) wird ersichtlich, dafl es moglich ist, sogar eine Impulsabhéngigkeit der
Trial-Massen m; , zuzulassen (s. Kapitel 7). Hier jedoch soll zunéchst der technisch ein-
fachste Fall konstanter Massen behandelt werden. Manka duflert die Vermutung, dafl eine
Variation solcher Trial-Massen den Wert gv/N' T'/3 reproduzieren konnte.

Die abelsche Version der infinitesimalen Eichtransformation (1.2) lautet

[Auing = Ay — 0N (4.4)
Daher ist wegen der Transversalitdt der Matrizen in (4.3) (K,A" = K,B"" = 0) neben
dem {iblichen Kinetik-Term F'? auch der Massenterm abelsch eichinvariant und man kann
(4.2) analog zur vollen Theorie (1.20) quantisieren. Konkret wihle ich die kovarianten
Eichungen (der Plural soll an den noch nicht festgelegten Eichparameter « erinnern)

FA] = OMAZ ) (4.5)
Der FP-Operator (1.18) lautet im hier vorliegenden abelschen Fall somit
Mgg.,kov. = 5abauau . (46)
Damit liest sich die Zustandssumme der Trial-Theorie
B
mit
1 5 1 i 1 9 D
Liny = _ZFab‘ + QAM(MA) . Ly = ~5 (0A)" |, Ly, =1i&c0c . (4.8)

Die Indizes zur Bezeichnung des Eichfixierungs- und des Geistterms der Trial-Theorie
werden nur zur besseren Unterscheidung von denen der vollen Theorie kleingeschrieben.

Aus der Darstellung

B
S = / (Einv +[’gf +[’fp)
_ Z <_;Au(_K) {R"”(K) _ MIW(K)} A (K)—¢(K) [iKz} c(K)) (4.9)
mit R”V(K)ZKQQW—F(;—l) K"'K"

und M™(K) =m? A" +mj;B"
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kénnen die inversen Propagatoren (in den eckigen Klammern) ablesen werden. Zur hier
verwendeten Konvention der Fourierdarstellung siehe (1.12). Im Geistterm ist hier £ = 1
gewdhlt worden. Die Fourierdarstellung der Geistfelder sei

c(x) = %: e BTEEK) , e(x) = ; e FTEK) . (4.10)

Mit Hilfe der Definition (1.28) der vier Matrizen A bis D gewinnt man als Darstellung
des inversen Gluon-Propagators in der Matrixbasis

1 1 1
GYHYy=—RAL+——B,+——D, |, 4.11
( )M At H + AZ 122 + CKAO H ( )
wobel die Koeffizienten durch
A 71 A —1
w(K) = 25— mZ, o(K) = 77 (4.12)

gegeben sind. Das Fehlen eines Beitrags proportional zur Matrix C erleichtert die Inver-
tierung wesentlich, und der volle Gluon—Propagator der Trial-Theorie ergibt sich als

G = AR, +ABL, +aAgD,, . (4.13)

Hier ist deutlich zu erkennen, dafl der thermische Gluonpropagator (4.1) imitiert wird. An
die Stelle der Polarisationsfunktionen I1; ,(K) sind in der 7Trial-Theorie die konstanten
Massen my , getreten.

4.1 Berechnung der Zustandssumme

Die Trial-Theorie (4.8) ist wechselwirkungsfrei, so daf} die strenge Auswertung ihrer Zu-
standssumme nur ein technisches Problem darstellt. Ferner, da die kovarianten Eichungen
(4.5) linear sind, ist der FP—Operator (und damit der Geist—Term in der Lagrangedichte)
unabhéngig vom Feld A, so dafi das Funktionalintegral in (4.7) in zwei Anteile faktori-
siert:

N

7 = S ZaZy, (4.14)
b

Zy — / DA, el Emttap) (4.15)

Zsyp = ‘/D(cc)efﬁﬁfp (4.16)

Hier sind die Betragsstriche um den FP—Anteil wieder restauriert worden (vgl. (1.20) ). Die
drei Anteile der Zustandssumme — Z;,, Z4 und Z;, — werden nun einzeln berechnet. Den
groBiten Aufwand erfordert dabei Z 4, weshalb diese Rechnung hier ausfiihrlich dargestellt
werden soll.
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In der Fourierdarstellung (4.9) wird
Ty = /Dflﬂ exp < ZA Ly 4 ) , (4.17)

wobei ein Minuszeichen als Index fiir ein Vorzeichen des Arguments steht: A~ := A(—K).
Um Z, auszuintegrieren, kann man zunichst neue Integrationsvariablen einfiihren, die
den Exponenten diagonalisieren. Unter Beibehaltung der Minkowski—Metrik ist man bei
euklidischer Lesart des Exponenten (vgl. dazu die Bemerkungen am Ende des vorigen
Kapitels sowie [6, 8]) zu der Ersetzung Ay — iAy gezwungen, um das Funktionalintegral
(4.17) konvergieren zu lassen. Dies fiihrt im Fourierraum zu der Relation AO = AS,
wahrend A = A* ist. Somit wird beispielsweise

A(—K)K" = Ay(—K)K° + A;(—K) K7 = —A)(K)K° + A5(K)K7 = (A,(K)K")"

Im letzten Schritt wurde beachtet, dafl Ky und damit auch X7 = —Kolg rein imaginér
sind. Auf diese Art ergeben sich folgende Anteile des Exponenten:

—AA"A, = |EVAP+|BYA = el + e (4.18a)
E/f’22: (0,_6\172) 3 5172' E:O, 321’2:1
R 1 ~
—A B"A, = WH@A‘LF =: b? (4.18b)
—A DA, = ——|KA = & . (4.18¢)

Die Koeffizienten e 5, b und d sind nach der analytischen Fortsetzung Ay, — iA, also reell
und transformieren den Integranden in (4.17) auf Gaufi-Form. Weil

1 1
2 _pe, L 1y A K" (4.19)
dA, ’ d4, vV? dA, —K?
ist die Jacobideterminante hier trivial:
10 0 0
8(61, €9, b, d) . 1 det 01 0 0

8(111,112,;13,;10) \Y —K2V2 00 _K(]k _k_2

0 0 k K

E(K? — k2

VEK?2K?k?
Die Auswertung der Determinante ist in einem Koordinatensystem erfolgt, in welchem
k parallel zur e, liegt, so dafl sich die beiden senkrechten Vektoren ey, als e, bzw. €,
darstellen lassen.

Mit den neuen Integrationsvariablen e; ...d zerféllt (4.17) in ein Produkt aus vier
gewOhnlichen Gau3—Integralen:

s o ) o159
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X de exp (—; (_ﬁig) b2>] Vdd exp (-i (_i;) d2>] (4.21)

nf#)3) )

n, k

wobei das letzte Gleichheitszeichen bis auf einen (f—unabhéngigen) Faktor gilt.

Die Berechnung der beiden anderen Beitridge zu Z, nédmlich Z, und Zy,, ist demge-
geniiber einfach. Ersterer hat bereits die Form eines Gau3-Integrals. Fiir den zweiten
Beitrag verwendet man den inversen Geistpropagator D! = iK? und erhilt [6]

Zp ~ H \/al ’ pr = H(_BQKQ) ) (42?))

wobei im ersten Ausdruck eine irrelevante Konstante weggelassen wurde. Zy, ist reell und
positiv, wie gefordert.

Insgesamt lautet also die Zustandssumme der Trial-Theorie
Ay Ay 1/2 9 9\ 1/2
z7=NTI (—52> (—52> (-K?) " (4.24)
n, k

Man sieht (und so mufite es sein), dafl die in Z4 verbliebene Eichparameterabhidngig-
keit genau vom Z%;Term aufgehoben wurde. Die Konstante A ist unabhingig von den
Variationsparametern m;  und o.

4.2 Thermisches Mittel

Als néchstes muB ist zu lernen, wie die thermischen Mittel (3.6) auswertet werden. Dazu
schreibe ich (wie in der Stérungstheorie) fiir jedes Feld eine Quelle in das Funktionalinte-
gral, um so Potenzen von Feldern unter dem Integral in Potenzen von Ableitungen nach
deren Quellen umzuwandeln und aus dem Integral herauszuziehen. Erst nach Ausfithrung
dieser Ableitungen werden die Quellen wieder auf Null gesetzt:

1 )
<O[A, é’ C]> = Z /D(AMEC) O[A’ (—:7 C] QS[A’C’C]
1 ) L
= — O[d5,—5,, 05| /D(AMEC) eS[Avcvchﬂ(JuA +petep) . (4.25)
g Ju=p=p=0

Hier braucht nicht mit den Betragsstrichen von der FP—Determinante gearbeit zu werden,
da eine eventuell komplexe Phase sich auch im Nenner ergeben wiirde und somit entfllt.
Die so eingefithrten Quellen geniigen den Hermitezititsbedingungen J' = J, pf = —p
und (p/&)T = —p/&. Die Geistfeld-Quellen sind ihrerseits Grassmannfelder. Da die Trial—
Theorie S (vgl. Gleichung (4.8)) frei ist, 148t sich das Funktionalintegral auswerten. Geht
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man zur Fourierdarstellung der Felder und Quellen iiber (der Lesbarkeit halber werden
die Tilden iiber den Objekten unterdriickt), ergibt sich fiir den Exponenten

1
Z{ 2Au(G YA, + J, A —eD™ c+pc+cp}
K

—Z{— “Hh A, 4 2 J G".J,—¢eD~ c—i—ﬁDp}

Dabei sind G und D Gluon- bzw. Geist—Propagator der Trial-Theorie. In der zweiten Zeile
wurden unter dem Funktionalintegral die Verschiebungen A* — A* + G*'J,, ¢ — ¢+ Dp
und ¢ — ¢+ Dp (Jacobideterminante = 1) vorgenommen, so dafl nun die Quellen—Terme
von den Feldern entkoppelt sind. Daher ist die Integration ausfithrbar (und ergibt genau
die Zustandssumme Z), so daf schliefllich bleibt:

(O1A2.c]) = Ol6s, ~b,, 05] € (1 7 472) . (4.2

Ju=p=p=0

Mit Hilfe von (4.26) ist klar, da8 nur Terme, welche eine gerade Potenz von A-Feldern
sowie ebensoviele Geist- wie Antigeistfelder (¢ bzw. ¢) enthalten, ein von Null verschiede-
nes Mittel haben konnen. Diese Tatsache wird im néchsten Kapitel die Zahl der Terme aus
<SGP> stark verringern. Die zwei zur Auswertung des Variationsfunktionals wesentlichen
Mittel lauten

(AIA(Q) = ppodrge=" | = [K+QIGu(K) , (427)
(@F)(Q)) = ~dpuduqe=™| = —[K-QID(K) .  (42)

p=p=0
Hier bezeichnet [K] die Impulsdeltafunktion (1.14).

Alle Grundlagen zur Auswertung des Variationsfunktionals sind nun gelegt. Als zu un-
tersuchende Theorie wurde das Gluon-Plasma in Kapitel 1 vorgestellt. Die Trial-Theorie
(4.8) ist in diesem Kapitel mit Hilfe von drei Parametern, ndmlich zwei Massen m; und
my sowie dem Eichparameter «, formuliert worden. Als wechselwirkungsfreie und abelsche
Theorie hat sie sich dabei als ,,einfach genug” erwiesen, so dafl sowohl ihre Zustandssum-
me ausgerechnet als auch eine Vorschrift zur Bildung thermischer Mittel angegeben wer-
den konnte. Die Tatsache, daf3 der Trial-Propagator die Form des resummierten Gluon—
Propagators (1.32) in fithrender Ordnung hat (dies war ausschlaggebend fiir die Wahl der
Trial-Theorie), nidhrt die Hoffnung, eine Minimierung von U beziiglich der Variations-
parameter konnte letztere auf stérungstheoretisch bekannte Werte festlegen, konkret also
mye — m = gv/N'T/3. Manka [24] duflert dies als Vermutung und gab somit letztlich
den Anstofl zu diesem Teil der Arbeit.

Im folgenden Kapitel werden nun die beiden Theorien Sgp und S im Variationsfunk-
tional zusammengefiihrt, um die Berechtigung der obigen Hoffnung zu iiberpriifen.



Kapitel 5

Das Variationsfunktional v in
kovarianten Eichungen

In diesem Kapitel soll die kovariant eichfixierte Yang—Mills—Theorie (1.21) mit der ko-
variant geeichten Trial-Theorie (4.8) untersucht werden. Der im Eichfixierungsterm der
Trial-Theorie eingefiihrte Fichparameter a wird auch als Variationsparameter betrach-
tet, darf sich also zunéchst durchaus von dem der vollen Theorie, welcher ab hier mit oy,
bezeichnet wird, unterscheiden. Um dem Leser ein miithsames Zuriickblédttern zu ersparen,
sind hier zundchst tabellarisch die bisher relevanten Ergebnisse gesammelt:

U o= or =T ()7 () -7 [(£e) (5.1)

= Vi+U,+UV5+ U,
— _1 2 _ L 2 —a w yab b
EGP - 4FYM 2aYM (aAYM) +ZCYMa D;L Cym (52)
1 1 1
L = —ZFfb_ + §AH(MA)“ - %(aA)Q + ic" 0% " (5.3)
1/2
F = -Tlwz , Z=N]] <_§2t> <_§2"> (_52[(2)1/2 (5.4)
n, k

1 B a Ra

Zy = [DBie ) BB (5.5)

Wie inzwischen gewohnt, stehen nichtindizierte Groflen fiir solche aus der Trial-Theorie.
AuBlerdem wurden im letzten Kapitel bereits die thermischen Mittel in der Form

(A K)A(Q)) = [K+QGul(K) | Gu =R +AB,, +alD,, (56)
_ 1
(eF)e(@) = ~IK-QID(K) . D(K)=—
erhalten. Die Abhéngigkeit von den Variationsparametern m, , steckt dabei in den Pro-
pagatoranteilen A, , = 1/(K? —m; ;). Will man die Minimaleigenschaft von U benutzen,

so ist sicherzustellen, dafl der Ausdruck (Sgp — n.S) reell ist (vgl. die Herleitung in Ka-
pitel 3 sowie die dortige Anmerkung zur Realitéit). Daher verwende ich hier die delikate

(5.7)

37
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Annahme, icc sei reell, damit trotz der Verschiedenheit der Eichsymmetrie von voller
und Trial-Theorie die verwendete Formulierung des Variationsverfahrens aufrechterhal-
ten werden kann.

Mit dem Ergebnis fiir die Zustandssumme der Trial-Theorie (4.24) 148t sich sofort der
ersten Term des Variationsfunktionals U, die Freie Energie F, angeben:

V, = —nThhZz
= —Vn Z {ln (—T2At) + ;ln (—T2A4) — ;ln (—T2A0) + ln/\/} . (5.8)
K

Da die Normierungskonstante N keinen Variationsparameter enthilt, braucht der letzte
Term nicht mitgenommen zu werden. Er sorgt lediglich fiir eine Verschiebung der Ener-
gieskala.

Damit die Gaufi-Integrale Z; und Z, existieren, ist der Eichparameter positiv zu
wéhlen. Dann gibt der zweite Term in (5.1) wegen

= 1T

ank

(5.9)

Ay

den folgenden Beitrag zum Variationsfunktional:

Vs =T (Z) - —;Vn (;) In (ai‘M> . (5.10)

Als nachstes mufl das thermische Mittel <S > der Trial-Theorie berechnet werden. Die
vier dabei auftretenden Terme ergeben sich dabei als

< iF§b> = _*Z TR (K1Q” — (KQ)g™) (Au(K)A,(Q))

- ;Z (K" — K'"K") G (K) = =Y K (At + ;m) ,(5.11a)
K K

<;AM(MA)“> = > O (2 A(Q) + mEB(Q)) (Au(K)ALQ)

K,Q
_ ;K (m?A# (K) + m}B* (K)) G (K)
_ Z(mtﬁﬁ mer) , (5.11D)
(= 5a04F) = —53 2P B (AK)4(Q)
_ —QZéZK“K“GW(K):—;Z : (5.11c)
(ede) = 3 - (-iK?) <C(K)C(QK>

= iy K’D(K)=>)_ . (5.11d)
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Somit lautet der dritte Beitrag zum Variationsfunktional

B B 1 1 1

1 1

_ nT/B;{—1—2—2+1} = Vi) (5.12)

eine zwar divergente, aber keinen Variationsparameter enthaltende Summe. In der letzten
Zeile wurde [P = 3 [d3z =: BV benutzt. U5 braucht daher in U nicht beriicksichtigt zu
werden.

Der letzte Term, der fiir das Variationsfunktional benétigt wird, ist das thermische
Mittel der vollen Theorie

Uy = 1 [ (ta) = 1 [ (L) -1 [ (Lu) . (5.13)

wobei hier eine Aufspaltung in den freien Anteil £, (quadratisch in den Feldern) und in die
Wechselwirkungsterme L;; niitzlich ist. Unter Felder—Identifizierung (Ayy = A, ¢y = €
und ¢yy = ¢) und Forderung der Farb-Diagonalitidt des thermischen Erwartungswertes
(<AaAb> = ¢ <AA> etc.) konnen zur Auswertung des ersten Beitrags in (5.13) schlicht

die Ergebnisse (5.11) benutzt werden:

1 1
(L) = 5‘“’<—4Fjb.—2a (aA)2+¢aa%>

_ nZ{—Kz(Aﬂr;Ag)— - +1} . (5.14)

200y

Der Wechselwirkungsterm L;,; enthélt sowohl kubische (AAA und ¢Ac) wie auch quar-
tische (AAAA) Beitrige in den Feldern. Zu seiner Auswertung erinnere man sich daran,
daBl thermische Mittel einer ungeraden Anzahl von Feldern A verschwinden, so daf} ledig-
lich der quartische Term zum Variationsfunktional beitragen kann:

|
(Lane) = (= gy ab Az ateas) (5.15)

Zu seiner Behandlung ist es niitzlich, sich der Formulierung des thermischen Mittels (4.26)
zu bedienen. Da die Trial-Theorie keinen Wechselwirkungsterm enthélt, miissen immer je
zwei Quellen—Ableitungen koppeln, so dal der Term Wick—artig in Produkte von Zweier—
Mitteln faktorisiert:

(AL AgAtr A=) = (ABAC) (AP A™) 4 (AL A (AS A=) + (AL AY) (A A™)

Wegen der Farb—Diagonalitit des Mittels wird der erste Term symmetrisch in den Far-
bindizes b und ¢, so daff er bei Kontraktion mit der (total antisymmetrischen) Struk-
turkonstante f¢ verschwindet. In den verbleibenden zwei Termen kann die Relation
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fabe fabe — Ny verwendet werden, so daf sich fiir den Beitrag des Wechselwirkungsterms
schliefSlich

<£int> = _lengabCfade <AZAIC,Ad’uA€’V>

- {6 (S6) - (S6w) (X67)) 6

ergibt.
Im néchsten Schritt wird zunéchst die K—Summe iiber den 7Trial-Propagator ver-

einfacht, um dann die Tensorstruktur der geschweiften Klammer auszuwerten. Da die

Propagatoranteile A; 4 o(K') beziiglich der Inversion von k gerade sind, braucht unter der
Summe nur der gerade Anteil der Matrizen B und D (s. (C.6)) beriicksichtigt zu werden
(A ist schon gerade):

Y GK) = Y {AR+AB+aAD}

K
KK KUU + KKK
— Z{At<g—UU—|—k2>—|—Ag V20
K
K? KK
+04A00U(;{—;} : (5.17)

wobei K" = (0, i ) den rédumlichen Anteil des Viererimpulses K bezeichnet. Der weiteren
Vereinfachung dienen die beiden Tensoren

Uy 2= UHUV_g/W y Uy = 4U#Uy—gwj . (518)

Mit Hilfe der Identitat

/d3k K;f F(k?) = ;uw /d3k FE) (5.19)

welche fiir jede nur vom Betrag des Vektors k abhiingige Funktion f(k?) gilt, kann die
Tensorstruktur in (5.17) vollstandig aus der Summe herausgezogen werden (denn die

Propagatoranteile A ¢o(K) héngen nicht von der Richtung von %k ab) und erhélt so

1
2 Gu(K) = T2ty + sv) = W (5.20)
K
mit r=3? Z (—2A; — Ay — alg)
K
k‘2 KZ
und s = ﬁQ; <_K2 Ag—kal(ogA[)) . (5.21)

Nun kann die geschweifte Klammer in (5.16) ausgewertet werden. Wegen

uw'=-3 , v/=0, wuu"=u,v"=3 , vuu"=12
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ist w,fw,” — w,w™ = 2(r 4 s)(r — 2s) und damit schlielich
1
<Eint> =5 G NnT* (r + s)(r —2s) . (5.22)

Unter Zusammenfassung der Ergebnisse dieses Abschnittes lautet das Variationsfunk-
tional insgesamt

Ulmy,mpy;a) = — Vnz {ln (—TQAt) + ;ln (—T2A€> — ;ln (—T2A0)}
K

1 o
- Vn(%:)an(am)
e 1a) 52 o)
Vn;{ K(At—i-QAg 2aYM+1

1
+ Vn A FNT* (r+ s)(r —2s) . (5.23)

5.1 Minimierung von v

Das Variationsfunktional in der Form (5.23) enthélt drei Parameter, welche durch die
Trial-Theorie eingebracht wurden und somit zur Variation ,zugelassen® sind. Die Mi-
nimierung von U beziiglich des Eichparameters « 148t sich schnell durchfiithren. Dazu
betrachte man nur die fithrenden Terme, welche die divergenten vollen K—-Summen in

(5.23) sind:
Vla] =Vn <;> ; (oZéM —In (ozi)) + const, . (5.24)

Der Faktor Y, ist positiv, in welchem Regularisierungsschema auch immer gearbeitet
wird. Die Funktion z — Inz hat ein Minimum bei = = 1, weshalb der Trial-Parameter o
per Variation auf den Wert des Yang—Mills—Parameters ay,, rutscht:

Vo] = Min. ~ o=y . (5.25)

Die ,,beste Trial-Theorie ist also genauso geeicht wie die volle Theorie. Aufgrund von
(5.25) darf ab jetzt ruhig der Index ,,YM* am Eichparameter entfallen.

Nach dieser kleinen ,, Aufwéarmiibung“ im Variationsraum wird es interessanter. Das
Variationsfunktional héngt nur noch von den beiden Massenparametern ab, allerdings in
nichttrivialer Weise. Es lautet

Vmy,mg = VaT* {—(2It + L) — ;(21} + Ly) + égQN(r +5)(r — 23)} , (5.26)

wobei Gebrauch von der Definition der vier folgenden Summen (alle positiv und dimen-
sionslos) gemacht wurde:

L, = 75421 (-T2A(K)) (5.27a)
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Jtl — —52ZA7§7£(K) 5 (527b)
K
Ly = =3 K*(An(K) — Ao(K)) (5.27¢)
K
2
Yo, = ﬁQZ;AM(K) . (5.27d)
K

Damit lauten die beiden Faktoren des g?>-Beitrags (eine Summe mit Index 0 bezeichnet
ihren Wert bei verschwindender Masse)

(r+s) = 2i+J—Yo+aYy, (5.28)

Fiir diese Summen kann man keinen geschlossenen algebraischen Ausdruck angeben. Die
Frequenzsummen sind jedoch in allen vier Fillen ausfithrbar (s. Anhang A.1), so daf} sich
eine Darstellung mittels gewthnlicher Integrale ergibt:

I s [ A

~ - 1 — e Pene 5.30

e~ =0 [ I (1— ) (5.30a)
3

he ~ 8 nlwn,e) (5.30b)
ko Wy

3 n(wy.p)

L, ~ [*m? / ik 1.4 '

£, Brmy, — (5.30c)
2 3

Yie ~ 52/ 2 <”<k)—”(wt")> . (5.30d)

mi , Jk k Wy, ¢

Das geschwungene Gleichheitszeichen steht hier fiir eine im Hoch—T-Limes ausgewertete
Summation (d.h. es werden divergente, aber T—unabhéngige Integrale vernachléssigt, wel-
che via T' = 0 -Renormierung absorbiert wiirden, vgl. [7] 2.4.4) und deckt sich mit der im
Anhang verwendeten Notation. Jedes dieser Integrale ist UV— und IR-konvergent. Genau
hier wurde iibrigens erstmals die explizite Form von A = 1/(K? — m?) benutzt. Kon-
kret sorgte die einfache Polstruktur dafiir, dafl die Frequenzsummen ausgefiihrt werden
konnten.

An dieser Stelle sollte betont werden, daf§ keine Storungstheorie durchgefiihrt wurde,
um die obige Form von U zu erhalten. Der Kopplungsparameter ¢ ist damit nicht not-
wendig klein gegen Eins! Vielmehr wird man zu jedem Wert von g ein Tupel (my, my) so
bestimmen diirfen, daf§ U einen Minimalwert annimmt.

Es ergeben sich nun zwei Strategien zur Minimierung von U. Erstens liefle sich die Auf-
gabe numerisch 16sen. Dies ist auch gemacht worden, soll aber erst im néchsten Abschnitt
genauer aufgezeigt werden. Der zweite (und im Hinblick auf den gewiinschten Vergleich
mit Ergebnissen der Storungstheorie ausschlaggebende) Weg besteht darin, die Integrale
einer Hochtemperaturentwicklung zu unterwerfen und sodann das Variationsfunktional in
tiefster Ordnung zu minimieren.



KAPITEL 5. VARIATIONSFUNKTIONAL IN KOVARIANTEN EICHUNGEN 43

5.1.1 Kleine Kopplung

Uber das Variationsfunktional werden die beiden Massenterme my,¢ eine Abhéngigkeit von
der Kopplung g bekommen (eine Potenz von T ist aus Dimensionsgriinden trivial; weitere
Temperaturabhéngigkeit nur implizit durch ¢(7")). Nimmt man an, daf§ die Potenzreihe
linear in der Kopplung startet, also

mee~gl+... baw. g r~g+... (5.31)

ist, so kann man sich U im stérungstheoretisch zugéinglichen Bereich (¢ < 1) in einer
asymptotischen Entwicklung beziiglich kleiner € (oder ¢g) ansehen. Mit Hilfe der Entwick-
lungen (B.9)-(B.13)

Ly =~ g; — 214537@ - 1;535 +oee (5.32)
Jio > 112 - ;et,e +.., (5.33)
Liy ~ 11255’5 — ;Taf’g +... (5.34)
Y, o~ ; - 417r€f + (5.35)
ergibt sich
(21 + L)te =~ Z; — éﬂei’,g + : (5.36)
(r+s) =~ 1;“ 217Tat+... , (5.37)
(r—2s) ~ ;_Q;Et—fﬂ&rf—--- : (5.38)

Der Beitrag (r — 2s) enthélt den Eichparameter « nicht. Fiir kleine ¢, 4 lautet somit das
Variationsfunktional

Vles, ] =

VnT4{1 3 Ot

VnT4{1 3 l+ao
47

st 13707 "3

gQNet}—F 3 gzNag} : (5.39)

357 T4

Hier sind e—unabhéngige Konstanten weggelassen worden. Aus dieser Darstellung ist di-
rekt abzulesen, wohin die beiden Massen bei Variation des Funktionals wandern:

5

o, , U 20 ~ mE=T%2= ;—4&;}2]\7T2 : (5.40a)
1

m2 = T22 = ;O‘ @NT? . (5.40D)

Die Annahme (5.31) hat sich somit als konsistent erwiesen.

Das Ergebnis (5.40) enttduscht jedoch die in den Ansatz gesetzten Hoffnungen auf
zweierlei Art und Weise. Zum einen bestimmen sich die beiden Trial-Massen nicht zum
erhofften Wert g/ N T'/3, dem langwelligen Limes der Gluon-Polarisationsfunktionen 17, ,
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aus der Storungsrechnung. Zum anderen, und das ist erheblich gravierender, bleibt eine
Abhéngigkeit vom FEichparameter a@ = ay, im Resultat bestehen. Diese verbleibende
Eichabhéngigkeit stammt von der Mittelung des wechselwirkenden Anteils der Yang—Mills
Lagrangedichte her, genauer gesagt vom quartischen Term <AAAA> aus Uy

Die Interpretation dieser a—Abhéngigkeit im Resultat ist nicht restlos klar. Einerseits
konnte durch eine zu enge Wahl der Trial-Theorie als Variationsansatz dem Funktional
U schlichtweg nicht ,,erlaubt“ worden sein, ein eichunabhingiges Resultat zu produzieren.
Die volle Theorie S¢p zeigt in storungstheoretischen Rechnungen ihre Eichunabhéngigkeit
ja gerade erst im Zusammenspiel aller Diagramme, d.h. aller Vertizes. Aber hier haben
beim Mitteln mit der freien Trial-Theorie die Dreiervertizes (also die in den Feldern kubi-
schen Terme) nichts beitragen konnen, da <AAA> = <EAC> = 0 ist. Andererseits kénnte
der Ursprung der Eichparameterabhéngigkeit noch tiefer liegen, ndmlich in der Tatsa-
che, dafl der ,delikate Schritt“, icc als reelle Variable anzusehen, nicht aufrechterhalten
werden kann. In diesem Fall wiirde die Herleitung der Minimaleigenschaft des hier ver-
wendeten Variationsfunktionals fiir Eichtheorien nur dann giiltig bleiben, wenn Sgp mit
einer ebenfalls nichtabelsch eichinvarianten Trial-Theorie S untersucht wiirde.

Trotz der angesprochenen Probleme soll das in diesem Sinne , kranke“ Variationsfunk-
tional (5.26) noch etwas griindlicher untersucht werden, bevor im néchsten Kapitel weitere
Eichfixierungen besprochen werden.

5.1.2 Weiche Plasmon—Frequenz

Ein interessanter Effekt 148t sich zeigen, wenn man in U die asymptotische Entwicklung
nur nach der longitudinalen Masse (der Plasmon—Masse) vornimmt. Ausgangspunkt die-
ser Idee ist eine Spekulation in [1], wo Schulz nach Erhalten der ersten Korrektur zur
longitudinalen Plasmafrequenz auf die Moglichkeit hinweist, dafl diese Groe (eventu-
ell auflerhalb des stérungstheoretisch zugénglichen Bereichs) ganz verschwinden konnte
(Stichworte: gluon condensation; gas of glue-balls). Daher stellt sich die Frage, ob ein
solcher ,,Mechanismus® sich im hier vorgestellten Variationsverfahren, welches ja fest au-
Berhalb der Stérungstheorie verwurzelt ist, zeigen wird.

Angenommen, es gibe also einen Bereich, in dem die longitudinale Masse kleine Werte
annimmt: £, < 1. Die Gré8enordnung sowohl von ¢; als auch der Kopplungskonstanten g
ist demgegeniiber nicht festgelegt. Wiederum mit Hilfe von (B.9)—(B.13) folgt

1 -3« 1 3

(T + S) = 2Jt — 24 s (7” — 28) = 2Jt + g — Ef‘:g . (541)
Damit lautet der fiir ¢, < 1 fithrende Anteil von U
VnT?* (1 1 -3«
Ve ~ - {35})’ — {QJt ~ ] gQng} + const., . (5.42)
Variation nach der longitudinalen Masse gibt
1-3
V=0 ~ &= {zjt— 240‘] N . (5.43)
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Aus Selbstkonsistenzgriinden gilt diese Gleichung natiirlich nur fiir kleine ¢, , also in der
Néhe des Verschwindens der eckigen Klammer (sowie bei ¢ = 0; dieser Punkt wurde aber
oben schon untersucht). An dieser Stelle deutet sich der oben angesprochene ,, Mechanis-
mus“ an, der (bei a < %) die longitudinale Plasmon-Frequenz weichwerden 1afit:

1 -3«

Ey = 0 fU_I' QJt = 24

~ g~16 fir a=0 . (5.44)

Der Wert ¢, ~ 1.6, bei dem das Integral J; den Wert 1/48 annimmt, wurde numerisch
erhalten.

5.2 Numerische Auswertung

In diesem Abschnitt wird das Resultat einer numerischen Auswertung des Variations-
funktionals (5.26) mit Hilfe der schon frequenzsummierten Integrale (5.30) kommentiert.
Schreibt man diese dimensionslos auf, so lauten sie

1 00
Lo ~ _ﬁ/odx ?In(l—e V) | (5.45)
1 o g2 1
Jt’g ~ ﬁ/gdx 776\/—. 1 s (546)
L, =~ 5ie=]t,£ ) (5.47)
2 1 o gt 1
2y, o~ / d . 5.48
et 30 272 Jo o Ve —1 ( )

Hier steht /" fiir /2% + ¢} ,, mit dem dimensionslosen Massenparameter &, = Bm ;.
In der letzten Zeile wurde bereits einer der beiden Y —-Beitriage ausintegriert (s. (A.12)).

Die numerische Auswertung der Integrale selbst stellt kein grofleres Problem dar, da die
Bosefunktion im Integranden jeweils fiir ein schnelles Abschneiden sorgt. Fiir jeden Wert
von ¢ ist dann dasjenige Tupel (g4, &) zu bestimmen, welches U minimiert. Abbildung
5.1 zeigt (fir N = 3 und o = 0) das Ergebnis dieser Auswertung in einer Auftragung von
gp uber g;.

Auf der Kurve sind einige Werte des Kopplungsparameters g angegeben. Es sind deut-
lich die beiden oben untersuchten Punkte erkennen, an denen eine oder beide Massen klein
werden und somit eine Entwicklung der Integrale erlauben. Sogar der Wert ¢, ~ 1.6, bei
dem die longitudinale Masse wieder gegen Null geht, stimmt mit der Vorhersage (5.44)
iiberein. Dies bestétigt die Richtigkeit der oben verwendeten Hoch—T—Entwicklungen.
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Abbildung 5.1: U-Minimum-Wanderung mit wachsender Kopplung g fiir
N = 3 und a = 0 in einer Auftragung von &, iiber ;. Auf der Kurve
sind einige Werte von g angegeben.
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Kapitel 6

Andere Eichfixierungen

Im vorangegangenen Kapitel war die in U verbliebene Abhéngigkeit von der Eichfixie-
rung ein besonderer Dorn im Auge, der zu weiteren Bemiihungen zwingt. In deren Vorfeld
soll hier versucht werden, etwas Ubersicht in das Verhalten des Variationsfunktionals in
anderen (als kovarianten) Eichungen zu bringen. Die erste Wahl féllt auf die Coulomb—
Eichung, wobei (in der Sprache des ersten Kapitels) die Eichbedingung F* = 9’ A% lautet.
Angeregt von einer Idee A. Rebhans! méchte ich jedoch (solange es technisch durchfiihr-
bar bleibt) zunéchst noch ein wenig allgemeiner bleiben, indem ich eine ,,Mischeichung*
verwende, welche sowohl die reine Coulomb-Eichung als auch die kovariante Eichung als
Spezialfille enthélt.

Es schlieit sich ein kurzer Abschnitt iiber den Versuch der Formulierung in einer
axialen Eichung (TAG) an. Dort scheitert die Auswertung von U jedoch daran, dafl der
Trial-Propagator einen quadratischen Pol bei Ky = 0 enthélt und somit die notige Fre-
quenzsummation behindert.

6.1 Mischeichung

Hier wahle ich als Eichbedingung sowohl der vollen als auch der Trial-Theorie das Funk-
tional

Fr=0"An , 0"=0"—a(UO)U" = ((1-2)0p,0) (6.1)
Der reelle Parameters x legt die gewiinschte Eichung fest. Ersichtlich enthélt die ,,Mischei-
chung” (6.1) die beiden Spezialfille

r=0 ~» kovariante Eichung |, (6.2)

x=1 ~ Coulomb — Eichung

In dieser ,,Mischeichung“ wird nun in den néchsten beiden Abschnitten zunéchst die
Trial-Theorie bearbeitet (Propagatoren, Zustandssumme), um dann das Variationsfunk-
tional aufzustellen und im Spezialfall der Coulomb-Eichung auszuwerten.

! Anton Rebhan, DESY, Hamburg
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6.1.1 Trial-Theorie, Zustandssumme, Propagator

Da die ,,Mischeichung® (6.1) eine lineare Eichung ist, wird die Behandlung der Trial—
Theorie im wesentlichen analog zu Kapitel 4 durchgefiihrt. Die Trial-Lagrangedichte ist
hier

1 ~ -
L= Ly — 2—(&4)2 +ic0"d,c (6.4)
a
wobei der eichinvariante Teil wie bisher (s. Gl. (4.2))
1
Linw = 4F§b + A(MA) (6.5)

lautet. Man erhélt die inversen Propagatoren

1 1
-1
G =R+ A

1= — I
A, Bu + —K,K, , D '=iKK . (6.6)

Dabei wird K analog zu 9 definiert: K = ((1—1z)Kj, k ). Nach einer kurzen Rechnung
ergeben sich aus (6.6) die Trial-Propagatoren in dhnlich kompakter Schreibweise:

—K? o 1
7‘/ Vy + — K Kl/ ) D - =
(KK)2k2 " (KK)? " iKK

G = AR, + 4y (6.7)

Hier ist V# = VA(K) = (—=k2,— (1—2) K, ]?:) Via G7'G = ¢ kann man den Gluon—
Propagator testen. An dieser Stelle soll es jedoch geniigen zu sehen, daf} (6.7) einerseits fiir
x = 0 genau zum Propagator (4.13) wird und andererseits die Ward-Identitét KGK =«
erfiillt.

Zur Berechnung der Zustandssumme mufl wieder eine Diagonalisierung des Exponen-
ten in

7, = /1921# e LA (6.8)

vorgenommen werden (die Tilden haben hier verschiedene Bedeutungen: Zlu bezeichnet
ein fouriertransformiertes Feld). Der einzige Unterschied zu (4.18) ist dabei

~ KHMKV - 1 -~ —
ATy AR (69
wobei NV ein wihlbarer Faktor ist (IV < 0, damit d reell ist), mit dem z.B. die Jacobideter-
. . o dd 1 7
minante zu Eins gemacht werden kann. Mit Wi~ VN
hier
10 0 0
8(61,62,b,d) 1 det 01 0 0
———= = |———— de
O(A1, Ay, Ay, Ay) V—NV? 0 0 —Kok —k?
00 k K
k(KoK — K?) KK ) _ (KK)?
NI il 1 fir N = o2 (6.10)
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Also ergeben sich fiir den Photon—Anteil der Zustandssumme hier wieder gewohnliche
Gaufl-Integrale:

74 = /D(61 y .d) eZ(ﬁ(e%—e%)-ﬁ-mé b2+(KK)2 dz)

<—T2(%[[(:)2)§ . (6.11)

[N

- () (1)

n,

=]

Mit den Anteilen

Z~[IVe' o Zy =T] (-F(KK)) (6.12)

erweist sich somit die Zustandssumme der Trial-Theorie (wie auch erforderlich!) unab-
héngig von der Wahl der Eichbedingung (und somit natiirlich in volliger Ubereinstimmung
mit (4.24)) als

ZaZsy ) s E [ K2\
7, 11 (‘T At) (_T Af) <_T2> ' (6.13)

N

n, k

J =

6.1.2 Variationsfunktional und Minimierung

In diesem Abschnitt wird das Variationsfunktional

V=F- Tln< ) +T/ T/ﬂ<zgp> (6.14)

entlang der Linie von Kapitel 5 ausgewertet, diesmal allerdings in der allgemeineren
»Mischeichung“ (6.1). Sowohl die Trial-Theorie als auch die volle Theorie seien misch—
geeicht, so dal es jetzt zwei reelle Parameter x und xy,, gibt, welche die Eichung der
jeweiligen Theorie festlegen. Damit die bisherige elegante Notation (8 K ) beibehalten
werden kann, sollen die Grofien, die vom Eichfixierungsterm der vollen Theorie herstam-
men, mit einer Doppeltilde versehen werden:

— —

K:=(1-2u)Ko k) , K=(1-2)Ko k) etc (6.15)

Die ersten beiden Terme von U sind unabhéngig von der Wahl der Eichung. Von der
Zustandssumme wurde dies gerade im vorigen Abschnitt gezeigt. Die Jacobideterminante
hingegen fangt lediglich Umskalierungen der Felder auf. Daher kénnen die Ergebnisse (5.8)
und (5.10) hier iibernommen werden:

F- Tln(g’;) = v i (=72a) + S (-7280) - S (<1740}
v (F)G) o0
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Entlang der folgenden Zeilen wird klar, dafi das Ergebnis (5.12) fiir das thermische
Mittel der Trial-Theorie selbst ebenfalls unabhéngig von der Wahl der Eichung ist:

T(s) = T</B£>:T;<—;A—é,4—all)c>
— T; [—;glf—i—l} K —K]=-V (Z) : (6.17)

K

Hier sind nacheinander die Definition der inversen Propagatoren, das thermische Mittel
zweier fouriertransformierter Felder (s. (5.6), (5.7)), sowie die Impulsdeltafunktion (s.
(1.14); [K] = BV bei K = 0) verwendet worden. Diese elegante Art der Ableitung von

<S > sollte aber nicht die in Kapitel 5 ausgefithrten expliziten Rechnungen schmélern,
sondern im Gegenteil als Test auf deren Richtigkeit angesehen werden.

Als einziger Anteil des Variationsfunktionals, der eine Anderung der Eichbedingung
,bemerken“ kann, bleibt also das thermische Mittel der vollen Theorie:

—T/ﬁ (Lov) = —T/ (o) T/ Lint) (6.18)

Hier ist wieder die Aufspaltung in den freien und den wechselwirkenden Anteil der La-
grangedichte vorgenommen worden. Der Beitrag vom freien Anteil lautet jetzt

(Lo) = 5a< e 1 (5A)2+i65u8“c>

47 9a,

1
- —KQ(A +A)—
n;{ LT Otyn

= nZ{—K2(At+;Ae>— : (—AZK2<§‘7)2+Q(EK)2)

K 200y k‘Q(KK)2 (KK)2

+ (EK)} . (6.19)

K,G"E, + i(?K)D}

Bei der Mittelung des Wechselwirkungsterms Ly, trigt wieder nur der quartische Term
bei. Dieser ist unabhéngig von der Wahl der (linearen) Eichung der vollen Theorie, so dafl
Gl (5.16) giiltig bleibt:

<£int> = _leQQfabCfade <AZAIC,Ad’MAe’V>
1

= —;¢"Nn (e (Xa6y) - (X 6w) (X a™)} (6.20)

Der Unterschied zur Vorherlgen Behandlung besteht lediglich darin, daB jetzt {iber misch-
geeichte Trial-Propagatoren G zu summieren ist:

K? ~ ~
S Gu(K) = Z{Atﬂw—AgNV%JrNaKuKV}
K

K RKK? "7 (KK)?

1
= §T2(fuu,,+§vw)::ww : (6.21)
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wobei hier
Fo= 62§j<—2A —A LSS ) (6.22a)
P\ T M R (®w) -
o - 22 K2 )
s = (3 EK< Ay s )2—|—Oz(~ E (6.22b)

ist. Als kleinen Test kann man z = 0 setzen (fiir kovariante Eichung der Trial-Theorie)
und erhélt (da dann K = K) genau die Summen (5.21). Es ergibt sich deshalb wiederum
die aus dem vorigen Kapitel schon bekannte Struktur

(Lint) = —(15 GPNnT* (F + 5)(F — 28) . (6.23)

Unter Zusammenfassung der Ergebnisse dieses Abschnittes lautet das Variationsfunk-
tional insgesamt

Ulmy ;o] = — Vnz {ln (—TQAt) + ;ln (—T2A€) _ ;ln (_TQA())}
K
—Vn (;) ;ln of:M

20717172 17 10\2
—VnZ{—K2At—1K2Ag— ! (—AZK@V) —|—oz(§K))

2 200y

(KK)
" (KK) }
+Vn é GNT* (7 +3)(F —23) . (6.24)

Setzt man hier zy, = x = 0, eicht also beide Theorien kovariant, so reduziert sich (6.24)
auf das Funktional (5.23) aus dem vorigen Kapitel.

Auch hier soll als ,,Aufwérmiibung“ im Variationsraum zunéchst nur beziiglich der
Eichparameter variiert werden. Es wére wiinschenswert, daf3 die beiden Trial-Eichpara-
meter a und = auf den Wert der jeweils entsprechenden Yang-Mills-Konstante rutschen.
Dazu sehe man sich das Verhalten der am stirksten divergenten Terme von U an:

ot = () (2 () - (2] o

Mit den neuen Parametern & = a/ayy und & = (1—2yy)/(1—2) lautet die geschwungene

Klammer | |
{ }:{2ax2—21na—x} : (6.26)

Eine notwendige Bedingung fiir ein Extremum ist das Verschwinden des Gradienten, wel-
cher hier

(0a,05){ } = (;jQ - 2154’0_@ - 1) (6.27)
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lautet und genau am erwiinschten Punkt & = z = 1 verschwindet. Es bleibt noch nach-
zupriifen, ob dieser stationdre Punkt wirklich ein Extremum von U ist. Dazu berechnet
man die Determinante

D = ’aa ° &f{ Hd:i:l = oa2 7 o <0 (6.28)
und sieht somit, daf es sich leider nur um einen Sattelpunkt handelt (fiir ein Minimum ist
D > 0und 92{ } > 0 hinreichend). Dies ist eine Katastrophe, da somit gezeigt worden
ist, dal U beziiglich seiner Eichabhingigkeit nicht nach unten beschrankt ist, was im
Widerspruch zu seiner Herleitung steht! Im folgenden werde ich das Funktional trotzdem
an der Stelle (& = 1,7 = 1) auswerten.

Mit a = ayy und = vy, also mit in gleicher Weise mischgeeichten Theorien, hat
das Variationsfunktional die Form

1 1
U[mt, mg] = —Vn Z {ln (-TQAt) + 5 In (—T2Ag) - 5 In (—TQA())}
K
—Vn)_ {—KQAt - 1K2AZ _ 1 + 1}
- 2 2
+Vn é G NT* (7 + 3)(F — 23) (6.29)

= VnT? {—(2It + L) — ;(215 + L) + égQN(f + 3)(F — 25)} . (6.30)

In der letzten Zeile wurde wieder Gebrauch gemacht von der Definition (5.27) der Summen
I'und L, um U in der Form (5.26) darzustellen. Es ist also wiederum erkennbar, daf§ die
verbleibende Eichabhéngigkeit des Variationsfunktionals nur vom letzten Term herkommt,
denn sowohl 7 als auch § (vgl. (6.22)) enthalten die beiden Eichparameter ayy und zyy.

Bei der Auswertung von 7 und § gibt es einen elementaren Unterschied zwischen der
Coulomb-Eichung mit = 1 und den ,anderen® Mischeichungen. Das liegt daran, daf
einige der auftretenden Summanden Nenner der Form (l? K') haben, welche in Coulomb—
Eichung auf (—k?) reduzieren und somit wegen der verdinderten Polstruktur nach Fre-
quenzsummation qualitativ andere Ergebnisse liefern konnen. Dieser Spezialfall mufl also
bei der weiteren Auswertung des Variationsfunktionals gesondert behandelt werden.

Die Behandlung der Mischeichung selbst soll an dieser Stelle abgebrochen werden. Eine
weitere Auswertung der in (6.29) auftretenden Summen (Frequenzsummation und asym-
ptotische Entwicklung nach kleinen Massen) ist zwar technisch moglich, aber wenig erhel-
lend und wurde daher aus Zeitgriinden unterlassen. Im Verlauf der Arbeit entstand der
Wunsch nach einer Mischeichungs—Formulierung erst, nachdem Ergebnisse in Coulomb—
Eichung auf dem Papier standen. Dabei stellte sich die Frage, ob sich das Coulomb—
Resultat in einem Limes z — 1 glatt ergeben wiirde. Dies ist jedoch aufgrund der fiir
x = 1 verdnderten Polstruktur sicher nicht der Fall.
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6.1.3 Coulomb—Eichung

In der Coulomb-Eichung xy,; = 1 lauten die beiden Faktoren, die den letzten Term des
Variationsfunktionals bilden,

~ ~ «
(F+35) = 62; {_2At + /;M} —2J; (6.31)
. . 3K? 3K?% + 2k?
(7' — 25) = 62 Z {—2At + Ag ? — Qym k“l} — 2Jt — 3X@ . (632)
K

Hier haben also genau die ay,—abhéngigen Terme keinen Pol mehr, sind deshalb tempera-
turunabhéngig und brauchen nicht berticksichtigt zu werden. Auf diese Art stellt sich ein
Effekt ein, als wdre in Coulomb-Eichung der Eichparameter oy, strikt auf Null gesetzt:

1 1
Veoou|me, mg] = VnT* {—(21t + L) — 5(21Z + Ly) + 3 g*N J; (2J, — SXg)} . (6.33)

Das Variationsfunktional verliert so im Coulomb—Fall seine Eichparameterabhéngigkeit.
Die in (6.32) neu eingefiihrte Summe ist als

K2
Xppi= -0 =5 (A= A) (6.34)

definiert.

Analog zu Kapitel 5.1.1 soll hier nun das Verhalten des Coulomb—geeichten Variations-
funktionals im Hoch—T—Limes, d.h. fiir kleine Kopplung ¢ < 1, untersucht werden. Dazu
ist es wieder empfehlenswert,

€t,g==ﬁmt’go<g+...<<1 (635)

zu schreiben, was sich spéter als eine konsistente Annahme erweisen wird. Der tempera-
turabhéngige Teil (B.14) der hier neu auftretenden Summe X ist in dieser Ndherung

T T?
Xy~ —my=— ) .
Vi 47ng 471'66 (6 36)

Damit und mit den asymptotischen Entwicklungen (B.9)—(B.13) der iibrigen Summen ist

QI+ L), ~ & Loy (6.37)
t,{ — 45 127T€t’€ R s .
1 1
Jt =~ ﬁ — gé‘t —+ ... y (638)
1 1 3
2J; —3Xy >~ - — —& — — cee .
Jt 3 ¢ 6 27‘(‘6t 47_(_55 + (6 39)

Eingesetzt in den Ausdruck (6.33) fiir das Variationsfunktional lauten die e—abhéngigen
Terme

VnT?* (1 1 VnT* (1 1
vcoul[gta g@] ~ ? {35? — 992N€t} + 8771' {3?5? — GQQNSg} . (640)
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Das Funktional Uy, findet also sein Minimum bei den Massen

g2NT2
9 )

g2NT2
6

m? = T2 = m; =T = (6.41)
Dies ist einerseits konsistent mit der Annahme (6.35), liefert aber trotz Unabhéngigkeit
vom Eichparameter nur fiir einen der beiden Variationsparameter, ndmlich fiir die trans-
versale Masse m;, den erwarteten Wert m = g\/ﬁ T/3. Dieses auf den ersten Blick im
Vergleich zum kovariant geeichten Fall (vgl. das dortige Resultat (5.40)) erfreulichere Er-
gebnis mochte ich jedoch nicht iiberbetonen, da die Eichabhéngigkeit der verwendeten

Formulierung des Variationsverfahrens nicht grundlegend verstanden ist.

6.2 Eine axiale Eichung: TAG

Zum Abschlufl dieses Kapitels soll das Variationsfunktional in einer weiteren linearen
Eichung formuliert werden. Verschiedene Autoren [25] bevorzugen die temporale axiale
Eichung wegen einer einfachen Struktur der Propagatoren. Ferner benutzt Bernard [8] sie
als physikalische (d.h. die richtige Anzahl von Polarisationsfreiheitsgraden enthaltende)
Eichung zu einer Hamilton’schen Formulierung der Zustandssumme.

In axialer Eichung wéhlt man eine Eichbedingung der Form
FlA] = pun, AY (6.42)

wobei n,, ein konstanter, dimensionsloser Vierervektor ist und p die Dimension einer Masse
hat. In der Diskussion des Gluon—Plasmas ist die temporale axiale Eichung (temporal axial
gauge, TAG) mit n, = U, = (1, 6) gegeniiber anderen Wahlen von n,, ausgezeichnet, da
dieser konstante Vierervektor als Definition des Ruhesystems des Plasmas von vornherein
in die Theorie einfliefit.

Die Trial-Theorie hat in TAG also die Lagrangedichte

12

L= Lin (U A" +ipeU,0"c (6.43)
wobei L;,, aus Gleichung (6.5) sowohl den kinetischen Term als auch den Massenterm

umfaBt. Aus (6.43) folgen die Trial-Gluonpropagatoren

_ 1 1 /ﬂ
G!' = —A+ —B-"UoU 6.44
AR STV (6.44)
K2 _ _ o K?

Die Notation ist wie gewohnt. A, bezeichnet die Propagatoranteile (4.12), A, B und D

sind die Matrizen (1.28), und K = (0, k ) enthélt nur den Dreier—Anteil des Impulses K.
Der Propagator (6.45) erfiillt die Ward-Identitit y2UGU = —a und stimmt mit den in
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[25, 26] angegebenen Versionen iiberein. Der Geistpropagator ist durch D = —1/uK, ge-
geben. Im iibrigen kann man die bisherigen TAG-Ergebnisse auch aus den entsprechenden
Mischeichungs—Groflen erhalten, wenn man K — 1ulU sowie den dazu orthogonalen Vie-
rervektor V — iK setzt. Das i in den angegebenen Ersetzungen hat seinen Ursprung dar-
in, daf} die Fourierdarstellung aus einer Vierer—Ortsableitung 0 den Viererimpuls (—iK)
werden 148t, wihrend hier der konstante Vektor U nicht transformiert.

In der Form (6.30) des Variationsfunktionals sind aufgrund dieser Uberlegung also
alle linearen Eichungen behandelbar. Da die axialen Eichungen linear sind, kann man von
den Untersuchungen des Abschnitts 6.1.2 profitieren und das Variationsfunktional in der
Form

Vlms, mi] = VaT* {—(2@ + L) - ;(214 + L)+ ég2N(7’ +8)(r — 25>} (6.46)

iibernehmen. Dabei sind lediglich die Gréflen r und s abhéngig von der gewéhlten Eichung.
Laut Definition (5.20) ergeben sie sich in TAG als

K? a K?
_ 2 _ _ _
rrac = ;( 24 K3 A£+M2 K§> : (6.47)
o
STAG = 52Z<—2> . (6.48)
K H

Einer weiteren Auswertung des Variationsfunktionals steht hier die Polstruktur 1/K2
in r im Wege (in beliebigen axialen Eichungen F o< n,A" wire der Pol bei 1/(nK)?).
Einige Autoren wie z.B. Kalashnikov [26] definieren solche Summen als 3" 1/K2 = 0, um
in TAG dieselben Ergebnisse wie in anderen (kovarianten) Eichungen zu erhalten. Hier
jedoch ist kein eichunabhéngiges Resultat in Aussicht, so dafl nichts {iber den Umgang mit
diesen Summen gelernt werden kann, indem zum Vergleich die Ergebnisse in kovarianter,
Coulomb— oder Misch—Eichung herangezogen werden.

Dieses Kapitel hat zweierlei gezeigt. Zum einen ist durch die Behandlung weiterer
linearer Eichfixierungen die Struktur des Variationsfunktionals U klar zum Vorschein ge-
kommen. Es hat sich herausgestellt, dafl U immer in der gleichen Form formuliert werden
kann (vgl. (6.46),(6.30),(5.26)), wobei zur Auswertung der zwei Summen 7 und s eine
Kenntnis des Propagators in der jeweiligen Eichung vonnéten ist. Zum anderen hat die
Ausarbeitung der Mischeichung gezeigt, dafl eine Benutzung von U zur Variation nach
Eichparametern duflerst kritisch ist. Damit erhilt auch die in den kovarianten Eichun-
gen per Variation gelungene Identifizierung der Eichparameter o = avyy, (s. (5.25)) eine
fragwiirdige Bedeutung.



Kapitel 7

Variation nach Starke der
Gluon—Selbstenergie I/

In diesem Kapitel wird mit Hilfe eines modifizierten Ansatzes fiir den Massenterm der
Trial-Theorie untersucht, ob die in den bisherigen Resultaten verbliebene Eichabhéingig-
keit ihren Ursprung im Ansatz konstanter Massen hatte. Ausschlaggebend ist dabei die
Tatsache, daf§ die ,,thermischen Massen“ I1; ,(K) des leading—order Gluon-Propagators
(1.29) eine wohldefinierte Impulsabhéngigkeit haben und sich erst im statischen Limes

N

k — 0 der Konstanten m = gv/ N T'/3 néhern.

7.1 Trial-Theorie mit II;

Die Formulierung des Massenterms der Trial-Theorie in Gleichung (4.3) erlaubt durchaus,
den Koeffizienten vor den Matrizen A und B eine Impulsabhéngigkeit zu geben. Hier sei
also der abelsch eichinvariante Anteil der Trial-Lagrangedichte gegeben durch

1 1 B ) ,
Liny = =775 + 5Au(@) / S e K@) M (KA () (7.1)
x’ K
Dabei beschriankt die Forderung nach Eichinvarianz von Lj,, die Funktion M,, (K) auf

die Form
My (K) = My(K)R,, (K) + M(K)B, (K) . (7.2

An dieser Stelle ist es niitzlich, von den bisherigen Untersuchungen zur Form des Varia-
tionsfunktionals U zu profitieren. In kovarianten Eichungen lautet der Trial-Propagator
hier

GMV = Atgp,l/ + AEBMV + aAOD[l,V ) (73)
1 1
At,Z(K> - K2 B MtJ(K) ) AU(K) - ﬁ (7 4)

56
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Es ist daher moglich, die Darstellung von U mit Hilfe der in (5.27) definierten Summen
I, J, L und Y sowie

(r+s) = 2+ =Y, +aYy (7.5)
(r—2s) = 2Ji+ Ji+2Y,+ a(3Jy — 2Y0)

direkt aus der Gleichung (5.26) zu tibernchmen:
1 1
UV = VaT {—(2[t L) = 520+ L) + PN+ 5)(r - 25)} .

Bei der Auswertung der Summen wie z.B. J;, = —,BQZAt, ¢ geht entscheidend die
Polstruktur der Propagatoren ein. Der hier verwendete Ansatz fiir die noch zu spezifizie-
renden Funktionen M, ,(K') orientiert sich, wie die Kapiteliiberschrift schon suggeriert, an
den bekannten Ergebnissen fiir den fiihrenden Anteil der Gluon—Selbstenergie. Ich wéhle

M, o(K) := Af}e I (K) (7.8)

mit [1; , aus Gleichung (1.29). Damit sind A\; und )\, als Variationsparameter eingefiihrt.
Mit diesem Massenterm wird also der leading—order Propagator der QCD im Hochtempe-
raturlimes mit Hilfe der abelschen Test—Theorie exakt simuliert, falls A\, = A\, = 1 ist. Die
per Variation zu beantwortende Frage ist also, ob sich beide Parameter zu Eins bestimmen
lassen.

7.2 Auswertung

Es ist moglich, den Trial-Propagator mit Hilfe einer Skalenrelation durch seine bekannte
Spektraldarstellung [1] bei A\;, = 1 auszudriicken. Daher ist es moglich, auch in diesem
Fall eines impulsabhéngigen Massenterms die zur Auswertung des Variationsfunktionals
benotigten Summen als asymptotische Reihe darzustellen.

Die spektralen Dichten [27] p; , des leading-order Gluon-Propagators (1.32) sind de-
finiert durch

pre(7, k)
dx ) 7.9
K Ht Y / K2 — 1’2 ( )
Die explizite Form von p;, ist z.B. in [ | aufgefithrt, sie wird hier aber nicht weiter

interessieren.

Auch fiir die Propagatoren des , A-Falles“ lassen sich spektrale Dichten pg’\g definieren:

dx 7.10
Da die Funktionen I1; ;(K) nur vom Verhéltnis K,/k abhéngen (s. (1.29)), ergibt sich aus
(7.10) per Skalierung K — A; (K sowie der Substitution z = A\; ,y unter dem Integral die
Beziehung

1 1 /)E,)\e)()\t,e Y, Ao k)
2 1T N /dyy

— = 7.11
N, K7 = I0,4(K) K- (7.11)
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Durch Vergleich mit (7.9) folgt die ,,Skalenrelation*

A2, 00 Moy, Mek) = prely k) (7.12)

welche die neu eingefiithrten Dichten pg’\g) auf die bekannten Funktionen p; , zuriickfiihrt.

Dank (7.12) ,erben* die spektralen Dichten der A-Propagatoren samtliche Eigenschaf-
ten der urspriinglichen und in [1] umfassend studierten Dichten p; 4, insbesondere deren
Summenregeln [28; 15]:

/da:xpgj\g)(:c, k) = (7.13a)
1 oy 1

/dx; o k) = (7.13b)
1 o 1

de = pV (@, k) = = 7.13

/xxpfcm) 3N, m? £ k2 (7.13¢)

Mit Hilfe der Spektraldarstellung (7.10) und den Bezichungen (7.13) ist es nun moglich,
die asymptotisch fiihrenden Terme der in U vorkommenden K-Summen anzugeben. Die

dazu benotigten Schritte werden in Anhang B.2 dargestellt. Im Hoch—T—-Limes ergibt sich
(B.31):

I, = Zi+0+0+ I = - C ]'@+ (7.14a)
790 Tt T 90 24t ot T '
1 1 1
— - (4. 14
Jy = 12+0+ . Je 5 47TQ+ (7.14Db)
1
Li=0+0+... . L= u( Q L. (7.14c)
1
v, Yot 14
£ 3 4WQ+ (7.14d)

Dabei ist (¢ = V3 At,¢fm. Die ,Masse“ m hat im Unterschied zu den vorangegangenen
Kapiteln hier den festen Wert m = gv/ N T'/3, wiahrend A\; und A, die Variationsparameter
sind.

Fiir kleine ¢;, kann man jetzt das Variationsfunktional wieder hinschreiben. Wie im
Fall konstanter Massen startet der (27+ L)-Term erst mit (3, wihrend von den Ausdriicken
(r 4+ s) und (r — 2s) nur letzterer einen linearen Term hat:

1
(21 + L)y = const. , (2] + L), = const. — Ton G o, (7.15)
7r
1 3
(r+s) = —ga—kO-C : (T—23):Const.—4—<°g . (7.16)
T

Erstaunlicherweise fillt in dieser Néherung der Parameter (; (bzw. );) heraus. Fiir das
Variationsfunktional ergibt sich also

1
‘;ag%vg} . (7.17)

V(G = VBN~ VaTt L -
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Hier sind die (—unabhéngigen Konstanten weggelassen worden. Es folgt

1 1
O, V=0 ~ (&= ;ag2N ~ Aizggo‘;«u : (7.18)

So haben sich also weder die Hoffnung, ein Massenterm mit derselben Impulsabhéngig-
keit wie die thermische Gluonmasse konnte ein eichunabhéngiges Resultat produzieren,
noch die Erwartung, die eingefiihrten Vorfaktoren A wiirden sich per Variation zu A =1
bestimmen, erfiillt.



Kapitel 8

Versuch der Quantisierung im
Fock—Raum

Wie schon bei der Herleitung des Variationsfunktionals in Kapitel 3 angedeutet wurde,
148t sich das Variationsverfahren auch in einer Hamilton’schen Formulierung der zu un-
tersuchenden Theorie anwenden. Anstofl dazu gibt die Arbeit von Manka [24], der durch
Variation im physikalischen Sektor des Hilbertraumes der vollen Theorie [29, 13] jegliche
Eichparameterabhéngigkeit vermeidet. Er behandelt zwar dasselbe physikalische System,
welches auch in dieser Arbeit untersucht wird, fiihrt seine Betrachtungen aber nur fiir eine
transversale Trial-Masse m; durch. Angeregt von Mankas Bemerkungen zur Moglichkeit
des Einbaus einer longitudinalen Masse my, in die Trial-Theorie soll in diesem Kapitel
versucht werden, den von ihm gegangenen Weg auf zwei Variationsparameter zu verallge-
meinern.

Im ersten Abschnitt geht eine erneute Herleitung des Variationsfunktionals einem ein-
fachen Anwendungsbeispiel voran. Darauthin wird der physikalische Sektor des Hilbertrau-
mes der vollen Theorie mit Hilfe der BRS-Ladung identifiziert, um dann die Berechnung
der einzelnen Terme fiir U analog zum Funktionalintegral-Formalismus der vorangegan-
genen Kapitel voranzutreiben.

8.1 Hamilton’sche Formulierung der Variationsme-
thode

Die Herleitung der Extremaleigenschaften der thermodynamischen Potentiale eines quan-
tenstatistischen Ensembles wird wird in Standardlehrbiichern behandelt (s. z.B. [30]). Die
Ungleichung fiir die Freie Energie soll hier zur Einfiihrung der Notation wiedergegeben
werden, um dann mit Hilfe einer geeigneten Parametrisierung des Dichteoperators das
Variationsfunktional zu definieren.

Wegen der Konvexitat des Logarithmus

—In(z) >1—2x (8.1)

60
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gilt fiir zwei im gleichen Hilbertraum (HR) wirkende statistische Operatoren p und py die
Ungleichung

Sp (pIn(p)) = Sp (p [W(p0) = (pop ")) = Sp (pIn(ee) - (8:2)

Sei nun py = e P40 /7Zy mit Zy = Sp (e PH0) der Dichteoperator eines kanonischen
Ensembles mit Hamiltonoperator Hy, dann folgt mit (8.2) die Minimaleigenschaft der
Freien Energie im Raum der Dichteoperatoren p:

Flp] = Elp| = TS[p|] = Sp(pHo) + T Sp (pIn(p))

[
> Sp(pHo) + T Sp(pIn(po)) = =T'In(Zo) = Flpo] - (8.3)

Gibt man dem statistischen Operator p die Form p = e™## /Z mit Z = Sp (e7"#) und mit
einem beliebigen positiv—definiten, hermiteschen Operator H (fortan als Trial-Theorie
bezeichnet) aus dem HR von Hy, so folgt

_5H

vww:%<fzc%—HQ—me>sz]. (5.4

Das auf diese Weise eingefiihrte Funktional U erlaubt also wiederum, verschiedene Trial—
Theorien H miteinander zu vergleichen. Es hat ein Minimum bei H = Hj, also zeichnen
sich gute Trial-Ansétze H durch tiefe Funktionalwerte U[H] aus.

In einer etwas kompakteren Formulierung liest sich das Variationsfunktional wie folgt:
U=F+(Hy— H) =min. . (8.5)

Dabei ist F = —T In(Z) = —T In(Sp (e ?#)) die Freie Energie der Trial-Theorie, und
das thermische Trial-Mittel ist durch

(0) = sp (27 0) (3.6)

definiert. Alle nichtindizierten Objekte (Z,H) bezeichnen Trial-Grofen, wiahrend nur
noch Hj auf das eigentlich interessierende System verweist. Dieses kann eine Feldtheo-
rie sein und somit eine Trial-Feldtheorie zur Bestiickung des Variationsfunktionals er-
fordern. Zunéchst soll jedoch im folgenden Abschnitt mit dem Heisenberg-Modell ein
quantenstatistisches Beispiel gegeben werden, bevor der restliche Teil dieses Kapitels sich
dem Gluon—Plasma widmet.

Ein einfaches Beispiel: Curie—Weif

Als Beispiel zum Funktionieren der Variationsmethode soll hier ein einfaches System die-
nen, welches in Kursvorlesungen iiber statistische Mechanik standardméfig behandelt
wird (s. z.B. [30]). Es wird gezeigt, dal die optimale , mean—field“~Naherung fiir das
Heisenberg-Modell genau der Curie-Weifl—-Hamiltonoperator ist.
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N Elektronen mogen sich auf einem Gitter angeordnet befinden. Betrachtet man nur
die Spin—Spin—Wechselwirkung, so lautet der Hamiltonoperator bei Anwesenheit eines

externen Magnetfeldes B = Be,

N
l—, - _
H:—MB ZU;—§ZJZ‘]‘O'Z‘O']‘ y (87)
i=1 irj
mit den Pauli-Spinmatrizen ¢ und dem Bohr’schen Magneton p = |e|h/2m,. . Die ge-

strichene Summe steht fiir die Unterdriickung der Selbstwechselwirkung, also des ¢ = j
-Terms.

Bei verschwindender Spin-Spin Kopplung, J;; = 0, folgt fiir die mittlere Magnetisie-
rung pro Elektron

mo i= ;/,Zof = tanh(BuB) . (8.8)

In der sogenannten ,, mean—field approzimation ndhert man den Wechselwirkungsterm
des Hamiltonian (8.7) durch —m(3; 07)0, mit 6 := 3,"J;; . 0 ist wegen der Translations-
symmetrie des Modells j—unabhéngig. Also hat der gesamte Hamiltonoperator in dieser
Néherung die wechselwirkungsfreie Form (Curie-Weif})

0
Hew = —pBag 307 mit Bug = B+— (8.9)
: fu

weshalb sich mit (8.8) jetzt die mittlere Magnetisierung eines Elektrons
m = tanh (BuBeg) = tanh(BuB + S6m) (8.10)

als implizite Gleichung schreiben 1&aft.

Das Variationsverfahren ist nun in der Lage, den besten Parameter Bg zu liefern. Die
Theorie (8.7) ist also mit Hilfe des Trial-Hamiltonians

N
Hy=-)Y o7 (8.11)

%
=1

zu untersuchen. Nach dem Aufstellen des Variationsfunktionals (8.5) wird man durch des-
sen Minimierung eine Bedingung fiir den Parameter A erhalten und mit (8.10) vergleichen

koénnen (A = pBef). Es ist

U = R+ (H-H)

1 N
i A ij

A

wobei < >)\ das thermische Mittel beziiglich H) ist. Die Zustandssumme lautet

Zy= Sp (eﬁ’\zi"f) = (eﬂ’\ —1—6_’8’\)N = (2 cosh(ﬁ)\))N . (8.13)
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Daraus ergibt sich einerseits sofort der erste Term in (8.12), wihrend andererseits der
zweite Term geschickt mittels

1 2
<Zaf> = Z—)\Sp (eﬂ’\z" Zaz> = O(gn) In Z), (8.14)
i A

herzuleiten ist. Der dritte Term wird durch eine explizite Ausfiihrung der Spur iiber
Produktzustdnde von Spinoren berechnet:

b 1 e
<Z Jij 0'1'0']'> = ZZ Jij Sp (Gﬂ)\z O'Z'O'j)
1] v]

A
1 N=2 ! z Z)
= 7 (2 cosh(ﬁ)\)) %: Jij SP 12 (eﬁ/\(01+02) 0102)
= (2 cosh(ﬁ)\))_2 S0 (626>\ —1-1+ 6—25)\)
J
= Nftanh*(B\) . (8.15)

In der dritten Zeile ist wieder die Definition von 6 = Zi/JZ-j verwendet worden. Insgesamt
lautet das Funktional (8.12) also

1
VN =-ThZ\+ (A= uB)dpyInZ, — 5V tanh?(B\) (8.16)
so daf die Minimierung von U mit Hilfe der Identitét 0y = 80g) die Bedingung

1
0 = AU = (\—uB)B0%InZy — 5 V0B tanh?(B\)

= BN (9px tanh(BA)) (A — 1B — O tanh(B)))
~ A = puB + ftanh(GN) (8.17)

ergibt. Weil hier die mittlere Magnetisierung durch m = tanh(8\) gegeben ist (vgl. (8.8)
oder auch (8.14)), folgt
A=uB+60m=pBeyg . (8.18)

Die ,,mean—field“—Naherung (8.9) ist also die optimale Naherung fir B,z — wie oben
behauptet.

8.2 Der physikalische Hilbertraum

Dieser Abschnitt widmet sich der Untersuchung der vollen Theorie. Mit Hilfe der erhal-
tenen Ladung Qgzrs der BRS-Symmetrie wird der physikalische Sektor des Hilbertraumes
identifiziert, um so den von Manka [24] beschrittenen Weg nachzuvollziehen. Die eich-
fixierte Lagrangedichte der SU(N), des reinen Yang-Mills-Eichfeldes, laute in diesem
Kapitel

]- YM . _
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Dabei halte ich mich an die Formulierung einer Eichfixierung mittels Hilfsfeld B, um die
Quantisierung analog zu Manka bzw. Kugo/Ojima (= KO) [29] oder Nakanishi/Ojima (=
NO) [13] vornehmen zu kénnen. In (8.19) lauten der Feldstérketensor und die kovariante
Ableitung wie gewohnt

Fi, = 0,A, —0,A] + gf“bcAZAf, :

Dzb — 5abaﬂ . gfabcAZ
Damit die Lagrangedichte (8.19) hermitesch ist, gelte neben Al = A,, B' = B fiir die
Geister ¢! = ¢ und damit (£0)T = &é.

Die Eichinvarianz der nicht eichfixierten Yang-Mills-Lagrangedichte (—1F?) ibersetzt
sich in die BRS-Invarianz von Sgpr = [ d*x Lgp . Mit dem globalen Grassmann-Parameter
w lautet diese

§AL = —wD* | §B*=0 (8.20a)
1
6(&c*) = —iwB* | 0ct = wigf“bccbcc . (8.20b)

Der Unterschied zur im ersten Kapitel angegebenen Transformation (1.22) ist schnell
anhand der Bewegungsgleichung ay,B* = —9J" A}, zu verstehen. Per Noether-Theorem
kann man die Existenz eines erhaltenen Stroms (vgl. NO 3.4.2-2)

Ji = Bepmabd | (Db pria _ ;gfabc(a,ugéa)cbcc
= BeDHabeb _ 0gh B 4 ;gf“bc(a“ﬁéa)cbcc + 0, (c"FVH)
zeigen, wobei in der letzten Zeile zur Umformung die Bewegungsgleichung
Dsz,uz/,a — OBY — ig (@)t

benutzt wurde. Die dazugehérige (hermitesche) erhaltene Ladung Q = [ d®z J°(z) schreibt
sich ,
3 amyab b a a 4 abc —a\ b c
Quns = [ % (BUDE — 0B + o™ (@uée)ee) (8.21)

Es gibt noch eine erhaltene Ladung von (8.19), die Faddeev—Popov Geist-Ladung
Qc. Aus der Invarianz des Geist-Terms unter der Skalen-Transformation ¢* — e’c® und
¢ — e~ %% mit reellem Parameter 6 folgen via Emmi Noether der erhaltene Strom und
die (hermitesche) Ladung

Jh =i (9,88  + & Dtet)
Vi / & (e + D) (8.22)

Mit Il = 04 L, den zu @, (= Ag, B, ¢, £c?) konjugierten Impulsen, fordert man die
kanonischen equal-time (Anti-) Kommutatoren (vgl. NO 3.4.1-23)

[14(2), ®s(y)] 70 = —id,6(x —y) (8.23a)
[Hp(2), Ha(y)] w0 = [®:1(2), s(y)] 0 =0 . (8.23b)
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Dabei werden Antikommutatoren (Index +) nur zwischen zwei Fermionfeldern (e, ¢) ge-
nommen, und der Index 0 auBerhalb der Klammern steht fiir 2° = 3°. Die kanonische
Quantisierung fithrt auf einen Hilbertraum H mit indefiniter Metrik. Folgt man den Ar-
gumenten von KO und NO, so ist (analog zum Gupta-Bleuler-Formalismus in der QED)
auch in nichtabelschen Theorien der wohldefinierte physikalische Unterraum H,, C H als

Hpn = {|a) € H; Qurs|a) =0, Qcla) = 0} (8.24)

konstruierbar. Salopp gesagt driickt diese Bedingung die Eichinvarianz der physikalischen
Zustande aus. Sie wird im néchsten Abschnitt dazu verwendet werden, den Hamilton-
operator der Trial-Theorie auf den physikalischen Sektor zu begrenzen und somit die
Spurbildung im Variationsfunktional in diesem Teilraum zu definieren.

8.3 Kanonische Quantisierung der 7Trial—Theorie

Die Trial-Theorie in kovarianter Hilfsfeld—Eichung lautet

L= = Fh = B4+ SB 4 SAMAY — i@ . (325)

Hier ist wieder F! = 0"A” — 0¥ A", und im Massenterm seien die beiden Variations-
parameter m; , wie gewohnt (4.3) eingebaut. Da der Massenterm abelsch eichinvariant
ist, besitzt £ die BRS-Symmetrie der vollen Theorie (8.20) in abelsch vereinfachter Form
(Strukturkonstante f¢ = 0, keine Farbindizes).

Aus (8.25) folgen die Bewegungsgleichungen

0,F' = "B — (MA)” | (8.26)
9,A" = —aB (8.27)
Dc=0, O&G=0 |, (8.28)

welche nun zunéchst durch geeignete Zerlegungen der Felder gelost werden, um dann die
eingefithrten Koeffizienten als Erzeugungs— und Vernichtungsoperatoren zu interpretieren
und deren Vertauschungsregeln abzuleiten.

Die Geistfelder geniigen einer masselosen Klein-Gordon-Gleichung, kénnen also als

clx) = /\/m cre
c = _— Eke_iK(mz .C. )
ce(z) = / W ¢ +hel (8.29h)

mit KO+ = (k, k‘) K? = 0 zerlegt werden. Hier (und im folgenden) steht ¢ fiir C(E)
Nimmt man die Divergenz der Bewegungsgleichung (8.26), sso ist zu sehen, dafl auch das
Hilfsfeld B ein masseloses freies Feld ist: OB = 0. Daher sei

/d3 1/ [Nobpe 8% 4 he.) (8.30)

SO e (8.29a)
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mit noch festzulegender Konstante Nj.

Die (abelschen) erhaltenen Ladungen (8.21,8.22) lassen sich somit in Erzeuger/Ver-
nichter—Schreibweise angeben [vgl. Manka (3.8), NO (3.4.3-4)]:

QU0 _ / &z (Be—cB) = / Pk {iNoclby + he) (8.31)
QU= _ / B (cté + c20) = / &k {(¢c)len+ e} (8.32)

Zur Charakterisierung des physikalischen Sektors H,;, argumentieren NO (§3.4.3) wie
folgt: Da die FP-Geister im abelschen Fall von den restlichen Feldern entkoppeln, kann
man den vollen Hilbertraum H in einer zeitunabhéngigen Weise als Tensorprodukt H =
H' ® Hyp zerlegen. Dabei ist Hyep der von ¢, ¢ aus dem FP-Vakuum |0)zp generierte
Geist-Fockraum. Wegen der Entkopplung reicht es aus, den Unterraum H' ® |0)pp zu
betrachten. Setzt man also |phys) = |ph) ® |0)rp, wobei |phys) € H, [ph) € H' ist,
reduziert sich die Bedingung an die physikalischen Zusténde auf

QY |phys) = i/d3k kNby, [ph) @ ¢}, [0)pp = 0

Wegen der linearen Unabhéngigkeit des Geist-Sektors ergibt sich schlieBlich by |[ph) = 0
und somit insgesamt
be [phys) =0 . ¢ |phys) =0 . (8.33)

Der physikalische Hilbertraum hat also weder B-Feld- noch Geist-Anregungen. Welche
Moden von A physikalisch sind, wird von den Vertauschungsrelationen mit B abhéngen.

Zum Losen der Bewegungsgleichung (8.26) hilft eine Diagonalisierung des Massen-
terms. Dies leistet eine Zerlegung des Feldes A, in Anteile proportional zu den drei Ma-
trizen A, B und D:

Au(r) = Ze g;wAU K)
= Ze*”“( oK) + B (K) + D, (K)) A"(K)
= Ay(r)+ AL(x) + A (x) . (8.34)

Der ,transversale“ (Spin 1) Anteil A" + A" ist divergenzfrei: 0A(z) = 0A"(z). Aufgrund
der Matrix-Eigenschaften (R* = A, B? = B, AB = AD = BD = 0) folgt nun

(MA)(x) = miAj(x) + miAj ()
Damit und mit (8.27) zerfiillt die Bewegungsgleichung (8.26) in die drei Anteile!

OAD = 8, (B+90A%) = (1 — )3, B | (8.35)
(O+mp)Ar=0 , (D+mi)A;=0 . (8.36)

'Fiir @ = 1 sind wir genau hier auf dem Niveau von Mankas Bewegungsgleichungen und verstehen
somit auch, wie sein Massenterm gemeint war. Man kann sogar via A*Y = —E{'EY — E§EY (s. Anhang
C) zwei verschiedene m; einfiihren.
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Um bei der Losung von (8.35) nicht in allzu grofie technische Schwierigkeiten zu geraten
(vgl. dazu die Formulierung mit Dipol-Geistfeldern in NO §2.3.4 und die Kommentare zu
a # 1 in 1Z §3-2-2), werde ich im folgenden nur noch den Fall & = 1 behandeln.

Die ,transversalen“ Bewegungsgleichungen (8.36) werden gelost von (neue Notation:

AT — AW 4 A@) A A(3))

’\ / ,{5)‘ l;a eZK )z“—i-h } , 8.37
mit wiy) = /k? + m%/\) , KV# = (W lg ) und den Polarisationsvektoren
WD) = (0,€10(k)) , e@n(k) =Ny (Lwsk /K?) . (8.38)

Eingeklammerte Indizes numerieren die Moden, sind also keine Lorentzindizes. Wie schon
von Geist- und B-Feld gewohnt, steht ay, fiir a( k).

Fiir den ,skalaren® Anteil A} sind die beiden Bewegungsgleichungen (8.35) und (8.27)
simultan zu 16sen. Mit Hilfe der Entwicklung fiir B und der Struktur (8.37) 148t sich der
folgende ,, Ansatz“ machen:

“(k
nv Ky

Dabei ist nu(lg ) ein noch zu wéhlender Polarisationsvektor, der aber der Bedingung
n’K(® £ 0 geniigen sollte, um £® polfrei zu halten. Der Ansatz erweist sich als er-
folgreich:

0A> &k 0 q —KON Ky el = 0
" v { uo CRO) ( ) + } ’
AR = 4k {~kNoNoaroye ™ + h.c.} = -B

Vo

Insbesondere bleibt n,( k ) frei wihlbar! Mit der Parametrisierung n*( k ) = (n°, nk /k),
n® # i (in welche andere Richtung sollte 1 zeigen?) sieht man, dal n*/(nK) nur von der
Kombination n := n°/fi abhiingt (jetzt muf n # 1 sein), und man sichert sich die ,,Block-

Orthogonalitét“ der Polarisationsvektoren: der transversale Sektor (1,2) entkoppelt, d.h.
5&1’2) E:u,((),?)) — 0.

Unter Zusammenstellung der Ergebnisse (8.37), (8.38) und (8.39), lautet die Losung
der Bewegungsgleichungen (8.26) und (8.27)

3

Au(z) = ZA,S”(@“)

N

{5()‘ (k)arn e iKW h.c.} (8.40)

é/ \/ (27)2 2w
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RO N7 _i?ivo_]\ff (n, k /k) (8.41a)
Noagy =br, n#1

glr — (0,31,2(/;)) ;€12 k=0 ety =1 (8.41b)

e@n = N, (LWE /k:2> (8.41c)

mit wy = ,/kQ—I—m%)\)' . KWwe = (W, k) sowie den Massen mgy = 0, mua =
my, m(z) = my. Es ist an dieser Stelle beruhigend, die oben angegebenen Polarisati-
onsvektoren mit den in der Literatur aufgefiihrten zu vergleichen. Dies wird durch die
von mir eingefithrten Konstanten n und Ny 35 ermdglicht:

~ Manka [24] wiihlt (bei vertauschtem 0 < 3 -Sektor)

ik
mf?éo : N3:;n€7n:ujlf)7N0:

1
=, Ny =2
V2l

me =0 Ngz\;;,n:—]_,N():l,NB:\/?

— Kugo und Ojima ([29], GL. (D 14)) sowie Nakanishi und Ojima ([13], GIn. (A.5)-
(A.18)) behandeln nur den masselosen Fall. Sie benutzen (¢(©)
e, =¢€%)

— g =¢", 0 -

1
me=0 Ngz—ik,n:—l,NoNB:E

Jetzt sind alle Vorbereitungen getroffen, um die Quantisierungsregeln (8.23) zu bear-
beiten. Sie lauten explizit

|Ta(2), B, = ~id@-7) . (8.42a)

[IT'(x), A()] = —i6%8(E —7y) (8.42b)

und alle anderen Kommutatoren verschwinden, also
[Ai, A;] = [1;, 1;] =0, (8.42¢)
[B7B] = [HB7HB] :O ) (842(:1)

Die Impulse IT} = Jg, L lauten bei ,algebraischer Lesart® der Massenmatrix, d.h. un-
ter der Annahme, der Massenterm in der Lagrangedichte enthalte keine zeitabgeleiteten

Znach Berichtigung des Vorzeichens seiner Gleichung (3.11a)
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Felder Au und gebe somit keinen Beitrag zu den Impulsen,

& 4’k A KO
j Fj = /— ixWap e VT 4 hee (8.43a)
J j )\Z::O /7(277)22%» { J ) }
mit )" =wpe” — e K
m, = —A" | (8.43b)
I, = ice |, e = —ic . (8.43¢)

Mit den Annahmen

[aky ahyy | = 6k —k") . [aa] = [dal] =0,  (844a)
mw #0 < my =my (Blockorthogonalitit) (8.44b)

woraus sofort 75y, = 7w folgt, lassen sich die Quantisierungsregeln in Relationen fiir die
Matrix 77 umschreiben. Berackert man alle 36 Kommutatoren, so ergibt sich eine Losung
nur im Fall my, = 0 (die Rechnung ist im Anhang D aufgefiihrt). Eine ,schéne* Wahl der
noch nicht festgelegten Konstanten n und Ny 35 (im Hinblick auf einfache Vertauschungs-
relationen) ist die von Manka und NO, so da$ sich (s. (D.27))

my = 0 : n=-1 s NBN()N?)* =1 s 77)\>\/ = (845)

— o O O
o O = O
o= O O
o O O

ergibt. Weshalb Manka die Matrix 77 auch fiir den Fall einer nichtverschwindenden longi-
tudinalen Masse m, angibt, konnte nicht nachvollzogen werden.

8.4 Hamiltonian, Zustandssumme und Propagator

Leider ist die Quantisierung nur im Fall m;, = 0 und fiir « = 1 gelungen. Wenigstens
fiir diese Einschrénkung auf nur einen verbleibenden Variationsparameter m; soll das
Variationsfunktional (8.5) hier aufgestellt und diskutiert werden. Dazu ist zunéchst der
Trial-Hamiltonian zu bilden. Mit den Impulsen (8.43) lautet seine Dichte

H = AT + By + ¢l + &cllee — L

1 . 1 1
= ZFgfb. + A;F70 — 5A(MA) +(9;B) A7 —532 + ghost . (8.46)
N—_——
Haa HaB HpB

Benutzt man nun die Erzeuger/Vernichter-Darstellung der Felder A, und B, so erge-
ben sich fiir die drei Anteile des Hamiltonians H = [d3z 'H nach einer einfachen, aber
platzverbrauchenden und deshalb hier nicht wiedergegebenen Rechnung die Ausdriicke
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(i = AA, AB, BB)

Hz' . Z /d3 R)\)\’ { V)3 ﬁ)\)\’ -+ (CLTA,CL)\ —+ hC)} (847)

25
mlt RAA_ k RAA_RAA_Wt
|N0N\
RAB:_ n_Bl k RAB:_k

1
R, = = |No Ny |*

Alle nicht angegebenen Elemente der drei Matrizen R verschwinden. Insgesamt folgt mit
der Wahl n = —1

H = HAA + Hap + Hpp + ghost

— ( SZ/dSk wy — /d3kw n™ al,ay + ghost
%Y

kE (k+w) + /d3k Wy alal + a2a2>
_ 3 T 1
/d kk ((ZOCL3 + a3a0> + ghost . (8.48)

Jetzt ist der im physikalischen Sektor des Hilbertraumes wirkende Anteil des Hamilton-
operators leicht zu identifizieren. Aus der Bedingung (8.33) folgt aufgrund der oben vorge-
nommenen Identifikation by, oc ay() sofort, daf skalare Gluon—-Anregungen unphysikalisch
sind: ag, (o) |[phys) = 0. Ferner miissen auch die longitudinalen Anregungen ausgeschlossen
werden, denn die Sektoren 0 und 3 kommutieren nicht (s. (8.44,8.45)):

—

[ako),alsy | = =0(k =) ~  ar) al)|0) = —6(k —q)|0) #
~ aq(3)|0> ¢ {|phys)}
Somit ist insgesamt
ar()|Phys) = as)|phys) = c|phys) =0 (8.49)

so dafl die gesamte letzte Zeile von (8.48) dem unphysikalischen Sektor zugeschrieben
werden muf3, wihrend der physikalische Anteil von H

Hy, =

2m)? /d3k wy + /dgk W (a{al + agag) =: Hy+ flph (8.50)

lautet. Hy bezeichnet den konstanten Anteil des Trial-Hamiltonians.

Mit (8.50) 148t sich die Zustandssumme der Trial-Theorie

Z = Spy (7)) = > (phle " |ph)

ph

— ¢ P10 3" (phle e ph) (8.51)
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berechnen. Da H};, dem Hamiltonoperator von zwei klassischen harmonischen Oszillatoren
entspricht, kann die Spur z.B. in Besetzungszahldarstellung

o) = { s 5) =~ (ol@)" ()" 10 (5.52)

ausgewertet werden:

Z = e_BHOHZ<”17n2;§|€_ﬂth‘n17n2;§>

— ni,ng
q K

= ¢ ]] (zn: eﬁwm)Q = eﬁHor[(l_i_m)Q : (8.53)

Hier wurde in der letzten Zeile Gebrauch von der geometrischen Reihe gemacht.
Damit lautet die Freie Energie der Trial-Theorie

d3k

(2m)?

F=-Tw(Z)=Hy+2VT / n(1—ef)=—2vTh, ,  (8.54)

womit bereits der erste Beitrag zum Variatonsfunktional (8.5) ausgewertet ist. In (8.54)
ist die Definition des Integrals I; aus (A.11a) benutzt worden. Mit Hilfe der in diesem Ab-
schnitt vorgenommenen Quantisierung der Trial-Theorie konnen nun die weiteren Terme
von U ausgewertet werden.

8.5 UVU—-Auswertung und Minimierung

Wie auch in der Pfadintegralformulierung des Variationsfunktionals ist das wichtigste
thermische Mittel, das zu dessen Auswertung benétigt wird, jenes von zwei Feldern A,

1
=y 7

(A@AW) |

Sy (1 A, (2)A, (1))

g (8.55)
Zur Auswertung der Spur stellt man die Felder in der Erzeuger/Vernichter Schreibweise
(8.40) dar und benutzt die Vertauschungsrelationen, um eine Normalordnung zu erreichen.
Da die Spur nur iiber physikalische Zustédnde genommen wird, gilt

0000
1

— 5k — k' .
eﬁwt_l ( ) ) (856>

(e avon), =

o O O

10
01
00

o O O

AN

mit w; = /k% + m%l. Die unphysikalischen Moden tragen also nicht zum thermischen
Mittel bei. Mit <aa> = <aTaT> = 0 ergibt sich damit

(Au(@) Auly))

dgk ; - 77 / 7\ *
_ [ AE kG- |y e Y o)
20—y / (2m)32 © l gy T

ph WV Wi
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1 1 7\ * 7\ R\ ¥
- - (A) )Y (A) )Y
t Wy eBwt _ ] )\21:2{(8“ v )k+(6/1‘ v )k}]
Pk e 1 1
ikle=v) [ { } : 8.57
/(27r)3wt ‘ R T (8:57)

In der letzten Zeile wurde die Kenntnis der Polarisationsverktoren 58‘) und die Darstel-

lung der Matrix A (C.5) mit Hilfe der beiden zu k orthogonalen Dreiervektoren e o
ausgenutzt. Aulerdem ist der Normalordnungsterm des nichtphysikalischen Sektors weg-
gelassen worden, da er keinen Variationsparameter enthélt. Bei gleichem Arguinent T=1y
ist im Integranden von (8.57) nur noch die Matrix A von der Richtung von &k abhéngig,
so dafl die Tensorstruktur genau wie in (5.19) aus dem Integral gezogen werden kann.
Wegen

KK, v K k
#ﬁ—uuy—}—% 7ITllJC uW:UMUV—gW, KM:<Oak>

ist schlieBlich (vgl. Mankas Gl. (3.14))

A =—u, +

2 Er Tl 1
<Au($)Ay($)>ph = =3 U / P [2+e o J (8.58)
2
=~ —5 uuVJt . (859)

In der letzten Zeile wurde benutzt, dafl das verbliebene Integral genau die Form der
bisher immer verwendeten ,,Summe® J hat, und zwar nach deren Frequenzsummation
(s. (A.11b)). Das geschwungene Gleichheitszeichen erinnert an die Vernachldssigung des
Terms ohne Bosefunktion und ist nur im unten behandelten Hoch—T—Limes giiltig.

Das thermische Mittel des Hamiltonians der vollen Theorie ergibt sich per Felder—
Identifizierung Ay, = A und Byy = B zu

3/. , . 1 o
<HGP>ph - / <Aj7Y1\4F\/jl?4 + Byu(—A%) + 1 Fé,+ (0uBya) ALy — % B+ gh.>

_ <6aa H>ph + 3'192 /d3(L’ <fab0fadeAzAlc/Ap,dAl/,e>ph
+ ;(1 — o) [d (B 4+ [d <;A(MA)>ph 4 gh.

= <nH>ph + ngNn (g g — gh7g"P) /dgac <A“A”>ph <ApAg>ph
+ [at <;A(MA)>

2
- <nH>ph +3 PNV I2—m2], . (8.60)

ph

ph

Dabei ist H der Hamiltonian der 7Trial-Theorie. Bei den obigen Umformungen wurde
ausgenutzt, dafl thermische Mittel sowohl von einer ungeraden Anzahl von Feldern als auch
von unphysikalischen Freiheitsgraden (Hilfsfeld B und Geistfelder) verschwinden. Ferner
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erlaubte die Farb-Diagonalitit des Mittels eine Summation iiber die Strukturkonstanten
vor dem in A, quartischen Term: fo%fe% = Nn. In der letzten Zeile schlieBlich ist (8.58)
zur Anwendung gekommen.

Die Abspaltung des thermischen Mittels des Trial-Hamiltonians in (8.60) erspart des-
sen Auswertung, da in U nur die Differenz Hgp — H beitragt. Mit n—fach genommener Tri-
al-Theorie lautet das Variationsfunktional (8.5) unter Verwendung der Ergebnisse (8.54)
und (8.60) insgesamt

UV = nF+<HGP—nH>

ph
2
— v (-25 it s g2NJE) . (8.61)
Dabei ist wieder ¢; = Bm; als dimensionsloser Massenparameter eingefiithrt worden. Mit

Hilfe der asymptotischen Entwicklungen (B.9,B.11) der Integrale I; und J; lauten die fiir
g; < 1 fithrenden Terme des Variationsfunktionals

2 2 3
Vel ~ nVT! (—2 [”—EMFQ] —e? [1—5’5] + 22N [1—&]>

90 24 127 12 A4rw 3 144 247
= nVT* 6—? — gQNi + + const (8.62)
127 36mr o '

Eine Minimierung beziiglich des einzigen Variationsparameters ¢; ergibt demzufolge

! . [ € g 1
0=0.,0U0=nVT"|——-¢°N—

Am 367
2N 2NT?
~ 2= 97 ~ mi=Y 5 (8.63)

In schoner Analogie zum Resultat des Funktionalintegral-Weges in Coulomb-Eichung
(6.41) nimmt hier die transversale Masse den beim Aufstellen der Trial-Theorie antizi-
pierten Wert m; = gv N T/3 an.

An dieser Stelle sei eine historische Bemerkung gestattet. Urspriinglich hatte Man-
kas Arbeit dazu gefiihrt, das Variationsverfahren auf dem in diesem Kapitel dargestellten
»BRS-Weg“ zu formulieren. Da jedoch der Einbau einer longitudinalen 7Trial-Masse an
den Quantisierbarkeitsbedingungen gescheitert ist (s. Abschnitt 8.3), hat das schon sehr
vielversprechende Resultat (8.63) zum Umstieg auf die Feynman’sche Funktionalintegral-
formulierung gefiihrt. Auf diese Weise ist es zwar gelungen, den Engpafl der Quantisierung
zu umgehen, gleichzeitig ist aber das Problem der Eichabhingigkeit aller Resultate auf-
getaucht und konnte seinerseits nicht gelost werden.

Es ergibt sich allerdings eine verbliiffende Beziehung zwischen dem hier erhaltenen
Ergebnis (8.61) fur U[m,] und der vorher hergeleiteten Form des Variationsfunktionals in
Coulomb-Eichung (6.33), welches beide Variationsparameter enthélt. Einerseits sind beide
Ergebnisse unabhéngig vom Eichparameter der vollen Theorie, wenn auch aufgrund vollig
verschiedener Mechanismen. Wahrend hier die Beschréankung auf physikalische Zusténde
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den Parameter oy, herausfallen lief3, hatten im Coulomb—Fall alle eichparameterabhéngi-
gen Groflen keine fithrende T-Abhéngigkeit und konnten so im Sinne des Hoch—T-Limes
vernachléssigt werden. Andererseits, und das ist um so erstaunlicher, zeigen beide Re-
sultate dieselbe Abhingigkeit von der transversalen Masse (beachte €2J = L im Fall
konstanter Massen, s. (B.8)):

2
Vroami] = Ucoume, me=0] = nVT* {—(2@ + L) + 3 9N Jf} . (8.64)

Das erste Gleichheitszeichen gilt genau bis auf eine Konstante.

Bevor man trotz dieser Ubereinstimmung aber die m,~Abhingigkeit von U, ernst-
nehmen darf, ist die aufgezeigte Instabilitdt des Variationsverfahrens gegeniiber Varia-
tionen der Eichung (vgl. die Diskussion in ,Mischeichung®, Abschnitt 6.1.2) zu beheben.
Dies kann Ziel einer weiteren Bearbeitung der Thematik sein®. Eventuell sollte bei einer
Neuformulierung des Variationsverfahrens als erste Anwendung an die Skalare Elektrody-
namik [31] als toy model des Gluon-Plasmas gedacht werden, um die Eichunabhéngigkeit
des Variationsfunktionals zunéchst mit Hilfe einer abelschen (vollen) Theorie zu testen.

3Auch ein Jahr Diplomarbeit geht einmal zuende ...



Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde das Gluon—Plasma, der Eichbosonensektor des Hoch—T-Limes
der QCD, untersucht. Dabei ist einerseits eine Herleitung der bekannten thermischen
Ward-Identititen fiir Gluon-—n—-Punkt Funktionen (n = 2...4) gegeben worden, wiahrend
andererseits ein Variationsverfahren bereitgestellt und einer ersten Anwendung zugefiihrt
wurde.

Ausgehend von der Eichinvarianz der effektiven Wirkung des Quark—Gluon—Plasmas
konnten im ersten Teil der Arbeit die von Braaten und Pisarski aufgeschriebenen Relatio-
nen fiir die HTL—-Zusétze zu den nackten Greensfunktionen als ,,echte Ward—Identitéiten
identifiziert werden. Die Rechnung bestand aus einer konkreten Auswertung der aus der
BRS-Invarianz des erzeugenden Funktionals hergeleiteten ,allgemeinen Ward-Identitat*
in der jeweils tiefsten Ordnung unter Beriicksichtigung der BP-resummierten Diagram-
me. Da es nur wenig weitere Miihe bereitete, konnte auch die Herleitung der exakten
2-Punkt-Identitdt mit angegeben werden. Moglichkeiten der Gewinnung weiterer Iden-
titdten auf dem beschrittenen Weg — wie beispielsweise die Behandlung mehrbeiniger
Greensfunktionen, aber auch hoherer Ordnungen — sind aufgezeigt, aber mangels konkre-
ter Anwendungsmoglichkeiten nicht durchgefithrt worden.

Die Variationsmethode steckt noch in den ,, Kinderschuhen®. Als eine erste Anwendung
ist im zweiten Teil der Arbeit versucht worden, das Entwickeln der thermischen Gluon-
masse auflerhalb eines storungstheoretischen Rahmens zu bestétigen. Ausgehend von der
einzigen einschldgigen Arbeit (Manka 1986) und unter Beseitigung einiger ihrer Méngel
habe ich meine bisher in dieser Richtung geleistete Arbeit dargestellt. Die Rechnung leidet
unter einer bislang nicht zu behebenden Krankheit: alle Resultate sind eichabhéngig. Die
bei der Herleitung des Funktionals verwendete Abschétzung der Freien Energie scheint zu
grob gewesen zu sein, um der Theorie zu gestatten, ihre Eichunabhéngigkeit zu behalten.
Es konnten allerdings neben der Formulierung des Variationsproblems fiir eine (Eich-)
Feldtheorie wichtige technische Schritte, wie die eichinvariante Einbringung von Mas-
sentermen in die Trial-Theorie und die asymptotische Entwicklung vieler K—Summen,
geleistet werden. Mehrere Eichungen wurden in diesem Zusammenhang untersucht.

Erste Hiirden sind zwar genommen, doch die Hoffnungen, die stérungstheoretische
Grenze zu iiberschreiten, haben sich vorerst nicht erfiillt. Vermutlich wird der feldtheore-
tische Funktionenraum nur unzureichend von der Trial-Theorie erfafit. Weitere Bemiihun-
gen konnten sich deshalb auf eine von vornherein storungstheoretische Formulierung des
Variationsfunktionals konzentrieren, um Ordnung fiir Ordnung dessen Eichunabhéngig-
keit zu bewahren.
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Anhang A

Frequenzsummen

Hier werden die im Teil IT der Arbeit definierten Grélen I,J,L und Y (5.27) der Frequenz-
summation unterzogen. Dazu werde ich im ersten Abschnitt kurz die Standardmethode
zur Auswertung von Frequenzsummen [7, 6] skizzieren, um dann eine Integraldarstellung
der betreffenden Groflen zu erhalten.

A.1 Methode

Eine Summe iiber Matsubara—Frequenzen Ky=1iw, mit w, =2mnT 1aBt sich geschickt als
Konturintegral in der komplexen 2-Ebene schreiben:

S F(R) = TS Flien) H_b;%m{mmmm+nempgm}
) 1 )
fiir gerade F : = 5 j{dQ 2n(Q)F(Q2) . (A.1)

Hierbei umschlieBt der Integrationsweg die rechte Halbebene! gegen den Uhrzeigersinn
gerichtet. Mit der inversen Temperatur 8 = 1/T ist n(Q) = 1/(e”?—1) die Bosefunktion
und { {

ﬁmyzi@@ywwﬁnzi+m@ (A.2)

deren ungerader Anteil. Mit Hilfe der Cauchyschen Integrationsformel?

fM(z) = 217rz %dﬂ (© i(g))nﬂ (A-3)

ist auch klar, wie bei der Frequenzsummation mit Mehrfachpolen umzugehen ist.

!Das gilt nur, wenn der Integrand fiir grosse €2 verschwindet, also F schwiicher als exp(—3(2) abfillt.
Ansonsten verlduft der Integrationsweg nur neben der imaginiren Achse herunter.
2s. z.B. Bronstein; giiltig fiir analytisches f, das innerhalb des Integrationsweges keine Pole hat.

7
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Es folgen einige ausgewertete Frequenzsummen, welche im néchsten Abschnitt beno-
tigt werden:

;; = Ak (A4)

2 ;4 = ;kg (1 — 30y] (k) = _21k8k ”(]f) (A.5)

;K;Kg = x2ik2 (n(kk) - n?) , K= (Ko, 7) (A.6)

;;6 — —8]165 (820% — 330, + 3] Alk) = _;kz ,3”(:) (A7)

;ij - _2(x21—k2) (xé@(f;;) * [/:2 e ﬂijﬂ ni?) (A.8)
1 n(k) n(z) n(y)

%K?sz’i T R =) )= Y

Wie zu erwarten ist, gehen die Ergebnisse (A.6,A.8,A.9) in den Limetes z,y — k in die
entsprechenden Summen (A.5,A.7) iiber.

Frequenzsummen iiber Pole in K geben den Termen also iiber die Bosefunktion eine
Temperaturabhéngigkeit. Wenn (wie im in dieser Arbeit behandelten Hoch—T—Limes)
nur Terme mit fithrender 7-Potenz wichtig sind, kann die Ersetzung (k) — n(k) in der
Bosefunktion vorgenommen werden, wie es auch in der Storungstheorie gemacht wird. Um
diesen Schritt jeweils zu markieren, wird im folgenden anstelle eines Gleichheitszeichens
die Notation ,,~“ verwendet werden.

A.2 Konstante Massen

Die Summe [ (5.27a) hat, verglichen mit den anderen, durch den Logarithmus eine beson-
dere Struktur. Da sie jedoch fiir ein ideales Gas aus massiven Bosonen typisch ist, findet
man die Auswertung der Frequenzsumme von [ in der Literatur wieder, wie z.B. in [6, §].
Benutzt man zu ihrer Auswertung die Beziehung [6]

> In ((27m)2 + x2) =z+2In (1 - e_x) + const, (A.10)

so folgt bis auf eine Konstante, welche unabhéngig von w; , = /k% + mﬁ gl ist, also keinen
Variationsparameter enthélt,

Iy = _;ﬁ4/:%o:ln (62((")721_'_(")?,6)) _ _53/:{;@%,3—1—111(1_6ﬁww)}

5 /:’ I (1—e ) (A.11a)

Q



ANHANG A. FREQUENZSUMMEN

79

Der Beitrag vom ersten Term in (A.10) wird in der letzten Zeile als T = 0 -Term unter-
driickt [6, 32]. Er wiirde (da I ausschlieBlich als Beitrag zur freien Energie benotigt wird)

lediglich eine Verschiebung der Energieskala bewirken.

Die Frequenzsummen der Grofien (5.27b)—(5.27d) sind direkt ausfithrbar und tiberfiih-

ren sie in die folgenden Integrale:

3n(we)
J ~ 2/ s
o [
3 n(wy.p)
ot Frme ko Wy
e = D[ (1) ntous)
b miz k k W0

Der erste Beitrag zu Y kann direkt aufintegriert werden:

23 2

3 1 [e%)
[Tk k:—/d -
ﬁ/k nh) =55 ), a1~ 30

(A.11Db)
(A.llc)

(A.11d)

(A.12)

Die hier gewonnenen Integraldarstellungen werden im Kapitel 5.2 einer numerischen
Auswertung zugefiihrt. Ferner finden die Frequenzsummen (A.4)-(A.9) im Anhang B

weitere Verwendung.



Anhang B

Hoch—T—Niherungen

In diesem Anhang werden die in Hoch—T-Limes asymptotisch fithrenden Terme der im
Haupttext auftretenden Summen herausgearbeitet. Diese sind definiert als (die nackten

Summationszeichen symbolisieren hier volle K—Summen)

Lo = %}42 In(=T%Ae)

Joo = =0 Ay,

Lo = =B K*(Ai—ADp)

Vo= PY A

Xy = —522 K2 5 (At —Ao)

und enthalten die Trial-Propagatoranteile
1 1

B E T aLK) N TR

(B.1a)

(B.2)

Dabei ist der M, , von der jeweils benutzten Version des Massenterms der 7rial-Theorie

abhéngig und mufl vor Ausfithrung der Summation spezifiziert werden.

In den zwei folgenden Abschnitten wird einerseits mit M; , = m; o der Fall konstanter
Trial-Massen behandelt (vgl. Kapitel 4-6), wihrend andererseits mit My, = A7 11y ¢(K)

der technisch schwierigere ,, A\-Fall“ fiir Kapitel 7 bearbeitet wird.
Volle K—Summen fiihren zumeist auf elementare Integrale wie

4

/dx ro_T , /dx T
0 e —1 6 0 et —1 15

Beispielsweise ist

1 3 n(k) 3 n(k) IS x 1
N g ) PR L _ 1
P2 ﬂ/k k 6/k k 271'2/0dxe””—1 12

(B.3)

(B.4)
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Dabei wurde neben der Frequenzsumme (A.4) die dort eingefiihrte Notation ,,~* verwen-
det. Damit wird hier eine Term proportional zu |, ,;9’ 1/k, einem typischen UV-divergenten
und temperaturunabhéngigen Integral, unterdriickt. Allgemein werden solche Beitréige
von einer Renormierung bei 7" = 0 beseitigt bzw. machen hochstens einen Beitrag der
relativen Ordnung O(g?) aus [2, 7]. Analog zu (B.4) ergeben sich unter Benutzung von
(A.5) und (A.7) die temperaturabhéingigen Anteile der folgenden Summen:

B g 11
e 2 15
Y g ~ 58 (53004 °08) s = - (B.6)

B.1 Konstante Massen

In diesem Fall lauten die Propagatoren (B.2)

1

BB =g
t,0

(B.7)

d.h., mit M, ((K) — m7, = const. wird der technisch einfachste Fall behandelt. Es
ergeben sich sofort Relationen zwischen einigen der Summen (B.1):

_aat,gjt,z = 5t,€<]t,€ ) 5t2,eJt,e = Lt,Z . (B-S)

Hier bezeichnet ¢, o = #my , wieder die dimensionslosen Trial-Massen.

Dolan und Jackiw geben fiir I in [32] eine asymptotische Reihe bis einschliellich Ter-
men der Ordnung O(g?) an:

w1
90 24
Dabei enthélt die Konstante ¢ = 2 + 21In(4w) — 2y & 5.41 die Eulersche Zahl v ~ 0.577.

1 1 c
Ehet 127T5§,z + 647T28?’£1n (5?,z> - m#e +0(er,) - (B.9)

It,Z ~

Mit Hilfe dieses Ergebnisses konnte man sich nun wegen (B.8) die beiden Summen J
und L verschaffen. Diese sollen hier jedoch auf der gleichen Ebene wie Y und X behandelt
werden, um die erste Relation in (B.8) als einen Test auf Richtigkeit der verwendeten
Néherungen aufzubewahren.

Die sich von nun an wiederholende Strategie bei der Auswertung der Summen (B.1)
lautet wie folgt:

e Da das verbliebene Impulsintegral im allgemeinen nicht exakt losbar sein wird,
liegt es nahe, die Terme einer asymptotischen Entwicklung nach kleinen Massen
(mee < T bzw. €y < 1) zu bestimmen. Dazu wendet man sich am besten wie-
der der Form der jeweiligen Summe vor Ausfithrung der Frequenzsummation zu.
Zunichst wird der fithrende Term durch Nullsetzen aller Massen m; , extrahiert
und das verbleibende Integral ausgewertet.
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e Um die erste Korrektur zu erhalten, findet die in der Stérungstheorie verwendete
soft-Néaherung der Bosefunktionen des Integranden Verwendung. Dabei kann man
ausnutzen, dafl der Hauptbeitrag bei der Integration einer mit der Bosefunktion
n(x) gewichteten Funktion aus dem Bereich kleiner Argumente x kommt, so daf3
néherungsweise n(x) — 1/8z gesetzt werden kann. Die Stellen, an denen diese soft—
Néherung benutzt wird, werde ich mit ,~“ markieren.

Einen fithrenden konstanten Anteil haben nur J und Y. Die Auswertung findet sich
oben in den Gleichungen (B.4) und (B.5). Mit der obigen Strategie sowie unter Benutzung
des Integrals

0 1 00
/0 dz il arctan(x) ‘0 == : (B.10)

ergeben sich als (fiir kleine ¢) fithrende Terme:

Jt,e = _52 ZAO - 52 Z (At,e - Ao) ~ i + ﬁQ /,j <ﬁ<wt,€) _ ﬁ(/f))

12 W g
o~ 112—1-5/]63(@—]:2):112_57”3,@43@
Lo = & e 1125?,2 - 417T5?,e (B.12)
Yie = B> 224 — 32> (A — Ao)
~ 50 [ (") - gm0 52
~ 5m§¢/:w§;€2 — % . (B.14)

Die beiden fithrenden Terme der so gewonnenen .J-Entwicklung (B.11) lassen sich nun
anhand der Relation (B.8) mit der von Dolan und Jackiw angegebenen Entwicklung (B.9)
fiir I vergleichen:

1 1 1 1
—0.]=—e— —24+... = <_>:
0, 125 47T5+ € € eJ

Die soft-Néherung war also konsistent.
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B.2 ,\Fall«

Im , A-Fall“ lauten die Anteile des Trial-Propagators
1
K2 =X, I (K)

Atg(K) = (B15)
wobei die Funktionen I, o(K) genau die Gluon-Selbstenergiebeitrige in fithrender Ord-
nung (1.29) sind. Zunéchst gilt die folgende Relation zwischen den Summen (B.1):

— A0, Lt0 = Ley (B.16)

Um die Summen (B.1) auszuwerten, gehe ich zur Spektraldarstellung (7.10,7.12) des
Trial-Propagators iiber:

Ay o(EK) = /dxx ’;t(‘;f; /d ;2 ’?{‘; 3 A) . (B.17)
Damit hat sich die Ky—Polstruktur des Propagators wesentlich vereinfacht, so daf§ die
Formeln (A.4)-(A.9) zur Frequenzsummation auch hier anwendbar sind. Wendet man nun
die im vorigen Abschnitt beschriebene Strategie an, um jeweils die ersten beiden Terme
der Summen zu erhalten, und benutzt man fiir die z—Integration die Summenregeln der
spektralen Dichten (7.13), so entwickelt sich die Berechnung der Hoch-7T-Né&herungen
entlang der folgenden Zeilen:

Jie = =Y Ay = Jl’s"idJszoft (B.18)
Jeod = 2N AL A (B.19)

T = Y (A Ag) = — [/; )\’)\ _[;2]

k

252/: LPE(EQ)\ . k:)

r z k
262/: $;P£<ﬁ>\mm)_6}l€2} :ﬁ/k {W_/:z]
ﬁﬁ}\m/oo de ¢

1+a22 47

(B.20)

pos [ 2GR <o [E-E] -0 e

In der Notation von [1] ergibt sich (mit m — Am) unter Verwendung der dortigen Glei-
chungen (5.9,D.3) fiir die soft—Anteile ebenfalls

Jsoft — _BZZAZO ~ —362K: — _i ’

47
Jtsoft — _522At0 ~ 0
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Weiter ist
Ly = —=B'Y K*(Ar— D) = L+ LP" (B.22)
leead — _3/\2m2ﬁ4ZA0 — _C262ZA0 ~ 2 (B23)

Lt = gty [K%@ —1- 3A2m2A0]

[ _ 12 z k
Y /(Hx k)xW()"A)—l—?)/\QmQAO

P /3 3Nm?  3\*m?
k| 3A2m?2 4 k2 k2

CB /oo da CS
R — B.24
22 Jo 1+ 22 4 ( )

z k
Lt — /642[(2 At — _ﬂ4Z/K2 ()i\g’ A)

_1.2

~ 5[ /x L “) — 0 (B.25)

Oder, in [1]-Notation mit den dortigen (table 1), (D.9) und (5.9):

Lzoft — _54Z<Q€_C2T2AO) ~ —3C2/62K _ _ﬁ

47
L = =3 0, ~0

Von Y wird nur der longitudinale Anteil benétigt:

k2
lead 2 k2 1
4 - 3 § 5 N 3 (B.27)

v = [ [k @ (55 (ﬁ(k)_ﬁ(x)> " m@ﬁ(“]

z A2 2 — k2 k T 2k

<[ [ "5 5] = [y ]
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_ V3Agm /oo dz ¢ (B.28)
272 o 1+ 22 4

Zur Auswertung der fithrenden Terme der Summe [ ist die Relation (B.16) niitzlich.
Mit dem konstanten Anteil

[\V]

Ilead — ;ﬁ4 Zln (_TQAO) ~ 1

Y

e}

welcher sich mit Blick auf (B.9) ergibt, folgt

lead & ¢
Ig ~ [ — ﬁ + E y (B29>
It ~ Ilead + 0

AbschlieBend seien die in diesem Abschnitt erhaltenen Reihenanfinge der Ubersicht
halber hier gesammelt:

2

== +0+0+ =T _ Loy Loy (B.31a)
"7 90 P90 4 127
1 11
Jo=—4+04... Jp=— — — B.31b
1= T+ =57 ¢ ( )
1 1
Li=0+0+... , L= —C— 4+ ... (B.31c)
12°  4rx
11
Yp=-— —(+... B.31d
(=3 47r<+ ( )

Dabei bezeichnet ¢ = v/3'\,Bm.



Anhang C

Matrix—Darstellungen

Aus der Definition (1.28) der Matrix A,

A" = g — B® — DM (C.1)
1463t sich mittels

v 174 1 14 ]' 14
B _ DM — _WV“V —ﬁK“K

K2 nrTv (UK) v (UK)2 w v 1 "% ’aZ

= U = (UK + KUY 4 S S KUK — S KMK

14 1 v 174 14
= UM +E{K“K ~ (UK)(UK + KU)™ + (UK )*U"U"}

|
= U+ KR

(hier wurde nacheinander V = K?U — (UK)K , K* = (UK)? — k? und

N

K" := K" — (UK)U" = (0, k) (C.2)

benutzt) eine dquivalente Darstellung finden:

 ——
A = g — UrUY + @K“K (C.3)

Als eine dritte Variante ergibt sich iibrigens wegen

o

- . N kok
610€1+€2062+7:1 (C4)
mit den zwei zu k orthogonalen Vektoren e 5 - k= 0, e;-ej =0d;, durch Vergleich mit
(C.3) die Darstellung
A" — _EMEY — EVEY (C.5)

Dabei haben die Vierervektoren Ef, = (0, €12) nur Eintrdge im ,rdumlichen® Anteil
(p=1,2,3).

86



ANHANG C. MATRIX-DARSTELLUNGEN 87

Mit Hilfe von K = (0, k ) kann man die Tensoren B und D in ihre geraden und
ungeraden Anteile (beziiglich k — — k) zerlegen:

KUurUY + K'K” N Ko(UK + KU )™

K=KU+K ~ DW= e 3 (C.6a)
_ KUrUY + KRK'KY  Kok*:(UK + KU)™
V=-kU-KJK ~ B= ;;2 0 + = ( Vj ) (C.6b)

Demgegeniiber hat die Matrix A keinen ungeraden Anteil, wie aus der Darstellung (C.3)
direkt ersichtlich ist. Um (C.6) zu testen, kann man sich per g—B—D = g—UU—-KK/k* =
A von der Konsistenz mit Gleichung (C.3) iiberzeugen.



Anhang D

Auswertung der
Quantisierungsregeln

In diesem Anhang werden die Quantisierungskommutatoren aus Kapitel 8 explizit ausge-
wertet. Die in den Vertauschungsregeln (8.44) eingefithrte Matrix 77, soll hier bestimmt
werden.

Bestiickt man die Quantisierungsregeln (8.42) mit den Darstellungen der Felder und
Impulse (8.30,8.40,8.43) in Erzeugern und Vernichtern und benutzt die Annahmen (8.44) |
so ergeben sich Relationen fiir die zu bestimmende Matrix 7). Im folgenden ist stets eine
Summation iiber Moden-Indizes A impliziert, auch wenn diese nicht angegeben sind. Es
gelten dann die Regeln der Matrixmultiplikation. Lorentzindizes werden auflerhalb der
Klammern angegeben.

2 = ( ieMNIN 7 )%+(d1to - (D.1)
- ot ij Ji
—2g" L (5”){*);—1—()(”6*) N (D.2)
w k w -k
' TR i
0 = (65*)4— (dito) R (D.3)
w k %
! 7o\" L\
0 = (XX )A — <d1t0> R (D.4)
w k s
0 = Moo( k) — Too(— k) (D.5)
\ 7’7 00
0 = (65*); dito” (D.6)
w k -
0 = (NaNoiin )% = (NG NG o) - (D.7)
~ 0j ~ 40
0 = = - — D.
(2 @) (wa€ ) (D.8)
0 = (NBNOUOA (ZX ) ) (N Ng o0 0 ) > (D.9)
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' 7o\ 70
0 = (68*)_\ — (dito) . (D.10)

w k —k
Die hier gewihlte Reihenfolge deckt sich iibrigens genau mit der Reihenfolge der Kom-
mutatoren im Haupttext (8.42).

Da bekannt ist, wie sich die Polarisationsvektoren ¢, und Xp unter k — —k verhalten,

konnen diese Relationen mit Hilfe der Annahme 7( k:) =n(— k) und unter Benutzung von

nT =i (was direkt aus der Definition von 7 folgt) umgeformt werden in
1-— .
1 = 3%( n <>m5<x>> (D.11)
n k
y 7oA\
—g7 = 3%<5X*)4 (D.12)
w k
A%
= ~e* D.1
0 (&?w ) (D.13)
0 = (xnx>4 (D.14)
w
0 = (D.15)
N
0 = — D.16
(€w )E ( )
0 = R (NaNoigre* )4 (D.17)
n
0 = — D.18
3(=5x); (018
0 = S (NalNoior x* )A (D.19)
7\
0 = gre<e ) (D.20)
w

Dabei bezeichnen R den Realteil und & den Imaginérteil der entsprechenden Grofle.

Es ist nun die Matrix 1 so zu bestimmen, daf alle Relationen erfiillt werden. Weitere
bisher unbestimmte Parameter sind n und Npjp. Zunéchst ist erkennbar, da8 (D.15)
und (D.16) unabhéngig von 7 identisch erfiillt sind. Ferner liefern (D.13) und (D.14) die
Bedingungen

Tan < reell ,  NoNgNj 1mag ) (D.21)
Mit (D.21) sind auch die Gleichungen (D.17) und (D.18) identisch erfiillt. Zur Behandlung

der verbleibenden vier Gleichungen ist es sinnvoll, zwei Félle zu unterscheiden, denn die
Blockdiagonalitdt von 7 erzwingt 13 = 7390 = 0 fiir ungleiche Trial-Massen, also fiir
my = 0. In beiden Fillen sei n reell. Dann reduzieren sich (D.11), (D.12) und (D.20),
(D.18) mit Hilfe der Ansétze

o 0 0 0 mo 0 0 73

- 0 1 0 0 _ 0O 1 0 O

mf ?é O . 77)\)\/ - O 0 1 0 9 mf - O ,'7/\)\’ - O O 1 O
0 0 ﬁ33 7730 0 0 ﬁ33

(D.22)



ANHANG D. AUSWERTUNG DER QUANTISIERUNGSREGELN 90

auf folgende Bedingungen (rechts der Fall m, = 0):

I e 1

7700 - n|N0NB|2
2 2
- my N3 ~
—(n—1)-%

0 = oo K;| No Ny |

n - ~
0 = [NoNs|* m—1p et | Ns|* 33

Moo = 0 (D.23)
NoNg|? , .~
- 10_ Z’ oo + iNoNs N3 o (D.24)
oo = 0 (D.25)
n+11NoNg _

Im Fall my, # 0 ergibt sich nur die triviale Losung 799 = 733 = 0, die Quantisierung
scheitert hier also. Demgegeniiber bietet sich im Fall my, = 0 die Wahl n = —1 an, da
damit neben 750 auch 733 verschwindet. Ferner wéhle ich noch NoNgNj = i (genau wie
Manka [24] und NO [13] dies tun), so dal die Losung insgesamt

me=0: n=-1, NoNgN; =1,

lautet.

M =

o O O
o O = O
o= O O

(D.27)

o O O
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