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1. Einleitung

Die theoretische Physik hatte iiber die Jahrzehnte hinweg das Ziel verschiedene Theorien zu einer ein-
heitlichen Theorie zusammenzufassen. Bereits im 19. Jahrhundert gelang es James Clerk Mazwell zwei
zunichst unterschiedlich zu scheinende Phinomene zu vereinen. Die Maxwell-Gleichungen vereinen Elek-
trizitdt und Magnetismus zum Elektromagnetismus. Diese Theorie ist eine klassische Theorie des Elektro-
magnetismus. Zwei andere grofle Theorien sind Albert Einstein’s Allgemeine Relativitdtstheorie und die
Quantenmechanik. Beide liefern fiir sich sehr genaue Ergebnisse in Experimenten. Die Allgemeine Rela-
tivitdtstheorie beschreibt den Makrokosmos sehr genau. Die Quantenmechanik hingegen beschreibt den
Mikrokosmos sehr gut. Selbst Albert Einstein versuchte lange Zeit die beiden Theorien in einer allumfas-
senden Theorie zu vereinen. Alle Versuche, auch die seiner Mitstreiter, schlugen bislang fehl. Es existieren
vier fundamentale Wechselwirkungen. Die gravitative Wechselwirkung wird von der Allgemeinen Relativi-
tétstheorie beschrieben. Diese ist jedoch eine klassische Theorie. Die zweite fundamentale Wechselwirkung
ist die Elektromagentische Wechselwirkung. Diese klassische Theorie wird durch die Maxwell-Gleichungen
beschrieben. Die dritte fundamentale Wechselwirkung ist die Schwache Wechselwirkung. Diese Kraft ist
fir den B-Zerfall verantwortlich. Die Schwache Wechselwirkung ist sehr viel schwécher als beispielsweise
die Elektromagentische Wechselwirkung. Die vierte und letzte Wechselwirkung ist die Starke Wechsel-
wirkung. Diese Kraft halt Neutronen, Protonen und viele andere Teilchen im Innersten zusammen. Die
Fiille an klassischen Theorien reichen jedoch nicht aus, um jegliche physikalische Phéanomen beschreiben
zu konnen. Die Quantenelektrodynamik (QCD) ist die quantentheoretische Version der klassischen Elek-
trodynamik. Das Photon entsteht in der QED als Quantum des elektromagnetischen Feldes.

Die quantentheoretische Version der Starken Kraft, ist die Quantenchromodynamik (QCD). Die Ubertra-
gungsteilchen sind die acht masselosen Gluonen. In den spéaten 1960 Jahren vereinten die Physiker Steven
Weinberg und Abdus Salam den Elektromagnetismus und die schwache Kraft zu der Elektroschwachen
Kraft. Die elektroschwache Theorie zusammen mit der QCD bilden das Standardmodell der Teilchenphy-
sik. Im Standardmodell sind zw6lf Ubertragungsteilchen. Da sind die acht Gluonen, die W*, das Z° und
das Photon. Dieses sind alles Bosonen. Andererseits beinhaltet das Standardmodell die Materieteilchen,

die Fermionen.



In dieser Arbeit wird untersucht, wie sich das Standardmodell der Teilchenphysik aus der Stringtheorie er-
geben konnte. Diese Arbeit behandelt nur eine Méglichkeit, ndmlich die der sich schneidenden D-Branen.
Das erste Kapitel behandelt die bosonsiche Stringtheorie. Diese wird im zweiten Kapitel dann zur Super-
stringtheorie weiterentwickelt. Weiterhin wird im dritten Kapitel gezeigt, wie sich aus der Stringtheorie
D-Branen und Eichfelder ergeben, um im vierten Kapitel das Standardmodell der Teilchenphysik aus

sich schneidenden D-Branen zu konstruieren.

Zum grofiten Teil stammen die Informationen aus dem Buch von Barton Zwiebach, A First Course
In Stringtheory. Dies ist ein Standardwerk, um die Stringtheorie auf Bachelor-Niveau verstéandlich zu
machen.

Obwohl diese Arbeit auf deutsch verfasst ist, werden die englischen Begriffe Stringfﬂ und anenﬂ ver-

wendet.

Lengl.:Faden
2Ist eine Abkiirzung des Begriffs Membrane, engl.: Membran



2. Die Bosonische Stringtheorie

Der folgende Abschnitt beschéftigt sich mit der historisch am frithsten verfassten Stringtheorie; der bo-
sonischen Stringtheorie. Diese Theorie beschreibt lediglich Bosonen, Fermionen werden nicht behandelt.
Es werden in diesem Abschnitt die Grundlagen der bosonischen Stringtheorie gelegt. Die Ausfithrungen
basieren auf [I], Kapitel 4 bis Kapitel 13.

2.1. Der Nicht-relativistische String

Ein String ist ein eindimensionales Objekt, eine Saite mit einer Masse. Strings kénnen sich transversal
oder longitudinal bewegen. Dabei wird die Richtung entlang des Strings die longitudinale Richtung und
die Richtung orthogonal zum String die transversale Richtung genannt.

Ein klassischer nicht-relativistischer String kann in der (z, y)-Ebene beschrieben werden. Seine Endpunkte
sind bei (0,0) und (a,0) festgehalten. Seien die transversale Verschiebung eines Punktes auf dem String
durch die y-Koordinate und die longitudinale Verschiebung durch die z-Achse gegeben. Die Abbildung 2.1
zeigt die Situation. Die Bewegungsgleichung fiir einen nicht-relativistischen String ist eine Wellengleichung

der Form
2 2
— - ——=0. (2.1)

Diese ist analog zur Wellengleichung der klassischen MechanikﬂFiir den gestreckten String ist die Ge-
schwindigkeit der Quotient aus der String-Spannung T und der String-Massendichte g,

Vo = \/? (22)

Gleichung (2.2) zeigt, dass sich die Wellen mit steigender Spannung Ty schneller bewegen.

2.1.1. Bewegungsgleichungen und Randbedingungen

Die Gleichung (2.1) ist eine partielle Differentialgleichung mit sowohl rdaumlichen, als auch zeitlichen
Ableitungen. Zur Losung dieser Gleichung werden Randbedingungen hinzugezogen, die die Losungen
am Rand des Systems festlegen. In diesem Fall werden die Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen

benutzt. Die Dirichlet-Randbedingungen
y(t,x =0) =y(t,z =a) =0, (2.3)

spezifizieren die Position der String-Endpunkte. Die Neumann-Randbedingungen

dy Oy

%(t,l': )= %(tvl’:a)a (2.4)

sind zur Beschreibung von sich frei entlang der y-Achse bewegenden String-Endpunkten niitzlich.

2 2
3In der klassischen Mechanik lautet die Wellengleichung fiir eine Saite a—g — U%M = 0 mit vp als die Geschwindigkeit
0

oz ot2
der Welle.



Abbildung 2.1: Links: Ein String mit Dirichlet-Randbedingungen an den Endpunkten. Rechts: Ein
String mit Neumann-Randbedingungen an den Endpunkten (Abb. aus[I]).

Die Funktion

y(t, z) = y(x) sin (wt + @), (2.5)

beschreibt einen String, dessen Punkte in y-Richtung sinusférmig oszillieren, wobei w die Winkelfrequenz
der Oszillation und ¢ eine konstante Phase beschreiben. Einsetzen von (2.5) in (2.1) liefert
d*y(x) 2 Ho

d.fL'Q tw T()

y(z) = 0. (2.6)

Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung. Mit Dirichlet-Randbedingungen folgt

die nicht-triviale Lésung

ITn

yn(z) = Ay sin (T) n=12..., (2.7)

mit A, als eine beliebige Konstante. Der Wert n = 0 kann ausgeschlossen werden, da es sich dabei

um einen ruhenden String handelt. Durch Einsetzen von (2.7) in (2.6) bekommt man die moglichen

[T,
Wy = —°<@> n=1,2,.... (2.8)
ko \ a

Verwendet man Neumann-Randbedingungen, so erhélt man folgende Gleichung

Frequenzen

yn(x) = A, cos (@> , n=0,1,2,.... (2.9)
a

Hier kann der Wert n = 0 nicht ausgeschlossen werden. Der String oszilliert zwar nicht, ist aber nach

y(t, z) = Ap verschoben. Die moglichen Frequenzen sind aber die gleichen wie in (2.8).



Die Bewegungsgleichungen eines nicht-relativistischen Strings erhélt man aus der Variation der Wirkung.
Ein String mit konstanter Massendichte p, einer konstanten Spannung Ty und festen Endpunkten bei

x = 0 und = = a, besitzt eine kinetische Energie von

1 [ Jy 2
T== d —= ] . 2.10
5 [ o) (52) (2.10)
Die potentielle Energie V' ist gegeben durch
1 [ ay\>
V== To | == ) dz. 2.11
() @ 210

Die Lagrange-Funktion ergibt sich dann aus T'— V'

L(t) = /O [;uo (2?;)2 5Ty (giﬂ do = /0 Lz (2.12)

mit der Lagrangedichte
AT SN A LA (2.13)
ot ox) 2" \ot) " 27%\ox) - '
Die String-Wirkung ist dann
s ik ‘11 oy S| Oy 2
= L - IV (Y
s= [ woa=[ | [2““(6%) % (51) |
o ¢ dy 0y
= — = . 2.14
/T‘ dT/O de(@t’@x) (2.14)

Definiert man weiterhin

oL Oy
t_ Y~ 2.15
oL oy
x_ 9% _ 19 2.16
P 8yl 0 ox ) ( )
mit ¢y = % ergeben sich die Bewegungsgleichung des nicht-relativistischen Strings durch Variation der
Wirkung S zi{Y]
opt  opP*
—— =0. 2.17
ot | oa (2.17)

4Herleitung vgl. Anhang B Herleitungen



2.2. Der Relativistische String

Genau wie ein Punktteilchen in der Raumzeit eine Weltlinie beschreibt, wird die String-Trajektorie in
der Raumzeit durch dessen Weltfliche beschrieben. Diese Fléche ist zwei-dimensional. Die Abbildung 2.2
zeigt die zwei-dimensionalen Weltflichen im Raumzeit-Diagramm.

Fiir ein Punktteilchen ist die Wirkung proportional zu der Eigenzeit, die auf der Weltlinie des Punkt-
teilchens verstreicht. Die Eigenzeit multipliziert mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ ist die lorentzinvariante
Eigenldnge der Weltlinie. Bei Strings spricht man von der lorentzinvarianten Eigenfliche der Weltflache.

Die relativistische String-Wirkung ist proportional zu seiner Eigenfldche.

Abbildung 2.2: Die Weltfliche eines offenen Strings (links) und die eines geschlossenen Strings
(rechts)(Abb. aus[I]).

Es gilt nun die Weltflichen der Strings geeignet mathematisch zu beschreiben.

Eine Linie in der Raumzeit kann durch eine Variable parametrisiert werden. Eine Flédche ist ein zwei-
dimensionales Objekt, dass zwei Parameter, €' und ¢2, erfordert. Jeder Punkt & ldsst sich dann als
(€1, €2) darstellen. Im Allgemeinen bilden die infinitesimalen Flichenelemente ein Parallelogramm. Die

Seiten dieses Parallelogramms werden mit dv; und dv bezeichnet. Dies ist in Abbildung 2.3 gezeigt.

de2

S

o

dv
2
2

A
x! dv,

Abbildung 2.3: Links: Der Parameter-Raum (&1, £€2) mit einem kleinen ausgewiihlten Rechteck. Rechts:
Die Fléche in in dem Ziel-Raum mit einem kleinen Rechteck, ein Parallelogramm, das
durch die Vektoren dv; und dv, aufgespannt wird (Abb. aus[I])

(=]



Auflerdem werden zwei Tangentialvektoren der Form

oz

_ oz 9%
o

&2

4, de' und  di, = ——de2, (2.18)

konstruiert. Die Flache dA wird iiber

dA = |d5, | |d5s| [sin(0] = |di,| |dds] /T = cos?(0)
= /|45 |d? — |5 da ? cos?(6), (2.19)

bestimmt, wobei 6 der Winkel zwischen den Vektoren dv; und du ist. Unter Verwendung des Skalarpro-

dukts erhédlt man

dA = \/(dUl - dTy) (dTy - Ty) — (o - T)°. (2.20)

Die Beziehungen aus (2.18) eingesetzt in (2.20) liefern fiir das Fldchenelement dA

or 9z \ (0f 07 or 97\’
A = delde? adinchodih B chadii il R [dadiyihdadiy B 2.21
A = deds Wa&l a&l) (652 a£2> <851 852) 221
Die gesamte Flache bekommt man durch Integration aller Flachenelemente
07 07\ (of OF AN AN
A= 1ge2 )22 ) 2= ) 2.22
] e \/(851 a&l) (852 852) (851 a&?) (222

Das Integral erstreckt sich iiber die Bereiche der Parameter &' und &2.



2.2.1. Reparametrisierungs-Invarianz der Flache

Die Parametrisierung einer Flache erlaubt es das Flachenelement explizit auszudriicken. Die Flache ist
unabhingig von der Wahl der Parametrisierung. Dies nennt man Reparametrisierungs-Invarianz. Eine
sinnvolle Wahl der Parametrisierung liefert unter Umsténden einfacher zu 16sende Bewegungsgleichungen
eines physikalischen Systems. Das Flachenfunktional aus (2.22) ist reparametrisierungs-invariant. Denn
(2.22) ist unter einer Transformation von (£!,£2) — (€1, £2) invarian Da die Vektoren g—g und %
Basisvektoren sind, ergibt sich durch

0r 0%
die induzierte Metrik. Damit kann die Flache A umgeschrieben werden in
A= /d§1d£2\/§, mit g = det(gij). (2.24)

Die Weltfliche eines Strings wird parametrisiert durch o und 7, d.h. ¢! = 7 und £2 = ¢. Dabei beschreibt o
die Position entlang des Strings und 7 die Zeit auf dem String. X* (7, o) beschreibt die Stringkoordinaten

in der Raumzeit

XH(r,0) = (XO(T,J),...,Xd(T, U)) . (2.25)

do []

Abbildung 2.4: Links: Der Parameter-Raum (7,0) mit einem kleinen ausgewéhlten Rechteck. Rechts:
Die Flache der Target-Raumszeit mit einem Parallelogramm, das durch die Vektoren
dvy} und dvYy aufgespannt wird (Abb. aus[I]).

Die Abbildung 2.4 zeigt auf der linken Seite die Parameter-Raum-Oberfliche eines offenen Strings und
auf der rechten Seite die Oberfliche in der Raumzeit. In dem Parameter-Raum, kann ¢ nur endliche
Werte annehmen, wobei sich 7 hingegen von minus Unendlich bis plus Unendlich erstrecken kann.

Das Fliachenfunktional A aus (2.22) ergibt sich dann zu

oo o R - B

5Zur vollstindigen Herleitung vgl.[1],5.104-105




wobei die Tangentialvektoren in Analogie zu (2.18) gegeben sind durch

oxH oxXH
dvt = ——d dvlf =
vl T, dvb p

do. (2.27)

2.2.2. Die Nambu-Goto-Wirkung

Gleichung (2.26) beschreibt also eine Fliche. die unter Minimierung zu den Bewegungsgleichungen des
Strings fithrt. Die Wirkung S fiir den relativistischen String ist proportional zu seiner Eigenfliche und

ist gegeben durch die sogenannte Nambu-Goto- Wirkung

Ty [ 71 . N2 N2,
S:—C"/n dT/O da\/(X~X) —(X)7(x"?, (2.28)

dabei ist o1 > 0 und die Notationen fiir die Ableitungen,

" p
0X und XM = ai, (2.29)

T Oo

XH =

gelten. Die Nambu-Goto-Wirkung ist reparametrisierungsinvariant. Denn wie in Abschnitt (2.2.1) die
Reparametrisierung-Invarianz von rdumlichen Oberflichen gezeigt wurde, kann auch die Nambu-Goto-
Wirkung auf eine reparametrisierungs-invariente Weise ausgedriickt werden. Man schreibt die induzierte
Metrik vop5 auf der Weltfliche als

X" XY 09X 09X

T = e 95 = e g7 0

wobei 7, die Minkowski-Metrik des Target-Raums ist. Die Indizes o und § laufen iiber die Werte 1 und
2. Auerdem gilt ¢! = 7 und €2 = 0. Explizit ist 7,5 eine 2 x 2-Matrix der Form

(X)) Xx-x
Vb = (X . X/ (X/)2> . (231)

Mit der induzierten Metrik kann man die Nambu-Goto-Wirkung schreiben als
T .
S=—— [drdoy/—y, mit v =det(vag). (2.32)
c

Nicht nur, dass die Nambu-Goto-Wirkung in dieser Form eindeutig reparametrisierungs-invariant ist,
diese Form ist auch kompakter als in der Form von (2.28).
2.2.3. Bewegungsgleichungen, Randbedingungen und B-Branen

Die Bewegungsgleichungen fiir einen relativistischen String erhilt man aus der Variation der String-
Wirkung. Hierzu wird die Nambu-Goto-Wirkung variiert. Die Nambu-Goto-Wirkung aus (2.28) wird in

ein Doppelintegral mit der Lagrangedichte £ umgeschrieben, sodass

Tf Tf o1 .
S = / drL = / dT/ dol (X", X", (2.33)
Ti Ti 0



gilt, wobei die Lagrangedichte gegeben ist durch

T

£ x0) = =2 (% x)* — (%) ()2, (2.34)

Durch Variation der Wirkung (2.33) ergeben sich die Bewegungsgleichungen fiir einen relativistischen
Stringﬁ zZu

P, IPg
L+ S =0. (2.35)

mit den Abkiirzungen

T G SE O L e Y10 R 240
LA Xyt () ey
o — oL :_E (XXI)X#_(X)zXIIL ) (2.37)
v OX M c \/(X-X’)Q—(X)Q(X’)Q

Gleichung (2.35) gilt sowohl fiir offene, als auch geschlossene Strings. Allerdings zeigt ein Blick auf (2.36)
und (2.37), dass die Bewegungsgleichung sehr kompliziert ist.

Fiir die Losung eines Systems am Rand miissen Randbedingungen hinzugezogen werden. Geschlosse-
ne Strings haben weder Anfangs- noch Endpunkte, daher miissen keine Randbedingungen angewandt
werden. Bei offenen Strings wird unterschieden zwischen Endpunkten, die fixiert sind bzw. Endpunkte
die frei sind. Dies fiihrt erneut zu den Dirichlet- bzw. Neumann-Randbedingungen, dh. es gibt zwei Arten
von Randbedingungen, die fiir einen offenen String-Endpunkt in Frage kommen.

Die eine Moglichkeit ist die der Dirichlet-Randbedingungen, bei der der String-Endpunkt wahrend der
Bewegung fixiert ist. Es gilt

oxXH
or

(r,00) =0, n#0, (2.38)

wobei o, entweder Null oder gleich oy ist. Die andere Méglichkeit fiir die Randbedingung ist fiir freie

Endpunkte des Strings
P (1,04) =0. (2.39)
Diese Randbedingung gilt auch fiir py =0

Pg (,01) = PG (7,0) = 0. (2.40)

6Herleitung vgl. Anhang B Herleitungen
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Abbildung 2.5: Eine D2-Brane, die sich iiber (z!,2?) erstreckt. Die Endpunkte koénnen sich frei be-
wegen auf der Fldche, miissen jedoch an der Brane bleiben. Dies zeigt die Dirichlet-
Randbedingungen fiir die Stringkoordinaten x® (Abb. aus[I]).

Aus dem Abschnitt iiber nicht-relativistische Strings ist bekannt, dass Dirichlet-Randbedingungen auf-
kommen, falls die String-Endpunkte an einem physikalischen Objekt gebunden sind. In Abbildung 2.1 ist
auf der linken Seite der String an zwei Punkte gebunden. Auf der rechten Seite kann sich der String frei
auf und ab entlang der vertikalen Achse bewegen. Horizontal findet keine Bewegung statt. Die Objekte,
an denen die offenen Strings enden sind charakterisiert durch die Anzahl der rdumlichen Dimensionen.
Diese Objekte werden D-Branen genannt. Das D steht dabei fiir Dirichlet. Die Objekte, an denen die
Strings in Abbildung 2.1 enden, sind null-dimensional, also D0-Branen. Die Linien auf der rechten Seite
der Abbildung sind ein-dimensional. Sie werden D1-Branen genannt.

Eine Dp-Brane ist ein Objekt mit p rdumlichen Dimensionen. Abbildung 2.4 zeigt eine D2-Brane in
einem dreidimensionalen Raum. Durch die Bedingung x® = 0 wird ihre Lage spezifiziert. Diese Brane
erstreckt sich iiber die (2!, 2%)-Ebene. Die Dirichlet-Randbedingung bezieht sich auf die Stringkoordina-
te X3. Diese muss an den String-Enden verschwinden. Falls die String-Enden freien Randbedingungen
entlang aller rAumlichen Dimensionen unterliegen, ist dies zwar eine D-Brane, jedoch eine raumfillende
D-Brane. Diese D-Brane fiillt den Raum vollkommen aus, so dass sich die Enden des offen Strings frei

im Raum bewegen kdnnen.

2.2.4. Die statische Eichung

Die Bewegungsgleichung (2.35) ist wegen den Ausdriicken (2.36) und (2.37) kompliziert zu 16sen. Da-
her wird die Reparametrisierungs-Invarianz der Nambu-Goto-Wirkung ausgenutzt, um die Bewegungs-
gleichung zu vereinfachen. Aufgrund der Reparametrisierungs-Invarianz kann die Parametrisierung frei
gewahlt werden. Die Reparametrisierungs-Invarianz in der Stringtheorie ist analog zu der Eichinvarianz
der Elektrodynamik. Die Maxwell-Gleichungen besitzen eine Symmetrie unter Eichtransformationen, die

es erlaubt verschiedenen Potentiale A,, zu wéhlen, die die gleichen E und B Felder beschreiben.

11



In Abbildung 2.6 wird eine zeitlich konstante Hyperfliche ¢t = tg im Ziel-Raum gezeigt. Diese Flache

schneidet die Weltflache entlang einer Kurve.

g
S

A A /
74 — [ THE B string
= : t=ly|planer 77/ (i1 att=t
f‘:’_!f ;,i’/;‘ = 0
B H /] / ;’// / o
lh T HIL T/
i,

Abbildung 2.6: Links: Ein Streifen eins offenen Strings im Parameter-Raum. Das vertikale Segment
AB beschreibt die Linie 7 = t3. Rechts: Die Weltflache eines offenen Strings im Target-
Raum. Der String bei ¢t = ty ist die Schnittstelle der Weltfliche mit der Hyperfliche
t =ty (Abb. aus [1]).

Fiir jeden Punkt @ auf der Weltflache gilt

7(Q) = Q). (2.41)

Diese Wahl der 7-Parametrisierung wird als die statische Eichung bezeichnet, denn die konstanten -

Linien sind ,statische Strings®. Das heif}t
XO(r,0) = ct(r,0) = cr, (2.42)
oder vereinfacht
=t (2.43)
Somit kénnen die Stringkoordinaten X* geschrieben werden als
XH(1,0) = X\(r,0) = {ct,X(T7 0)} , (2.44)

wobei X die rdumlichen Koordinaten des Strings reprasentiert. Somit werden die Ausdriicke in der Be-
oxe _(ox0 oX\ _(, X
do \ 9o 9o ) \ 0o )’

oxr  [9Xx° 90X 0X
o <8t m) - ( 8t> | (245)

Diese Parametrisierung trennt also die rdumlichen Koordinaten von den zeitlichen.

wegungsgleichung zu
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2.2.5. Die Transversal-Geschwindigkeit

Mit der Eichbedingung X° = ct = cr ist die Weltfliche hinreichend parametrisiert. Die Frage ist nun,

wie man eine sinnvolle String-Geschwindigkeit definieren kann. Die triviale Vorstellung, man koénne die
zeitliche Ableitung von X benutzen, stellt sich als falsch heraus. Wére % die String-Geschwindigkeit,

wiirde diese von der Parametrisierung abhédngen, da dieser Ausdruck eine Funktion von o ist.
Es erweist sich als sinnvoll eine transversale String-Geschwindigkeit v zu definieren. Dazu muss ein neuer
Parameter s eingefiihrt werden. Der Parameter s(o) beschreibt die Lénge des Strings, mit s(0) = 0 und

s(o1). Dann gilt

—

0X

Oo

—

ds = ‘dX

= |do]. (2.46)

Der Vektor %—f beschreibt die Anderung von dem Vektor X beziiglich der String-Lange. Auflerdem ist
80X /8s ein Einheitsvektor, denn es ist

(%) )

Im letzten Schritt wird die Bedingung (2.46) benutzt. Die Transversal-Geschwindigkeit eins Strings wird

oxX

o

oX oX _oXof (%) _
ds 0s 0o do \ Os N

dann definiert durch

(2.48)

L 0X [9X oX\oX
o \at s ) os

Fiir weitere Berechnungen erweist es sich als sinnvoller die Transversal-Geschwindigkeit ¥’ zu quadrieren,
ox\° (ox ox\
2
== - (= = . 2.49
L (m) <8t as> (2.49)

Ziel ist es die String-Wirkung in Termen der Transversal-Geschwindigkeit auszudriicken. Unter Verwen-

dung der statischen Eichung 7 = ¢ und den Gleichungen (2.45) findet man

-\ 2 N\ 2 - -
. 0X 0X . 0X 0X
(X)22_02+<8t> | (X/)2:<80) T (2:50)

Mit diesen GroBen schreibt wird der Ausdruck unter der Wurzel der String-Wirkung (2.28) zu

2
(X-x') = (X)* (X)) = (Zj) (2 —?), (2.51)

13



oder alternativ

I
|
|

(2.52)

Diese Ausdriicke werden in die String-Wirkung (2.29) eingesetzt und es ergibt sich

o1 2
S = —To/dt/o do (Zj) - % (2.53)

Diese String-Wirkung gilt sowohl fiir offene, als auch geschlossene Strings. Die zugehorige Lagrange-

Funktion lautet
Ui
L= —To/ds -5 (2.54)

Fiir jedes infinitesimale Stiick des Strings ist Tyds die Ruheenergie des Strings. Somit ist die Lagrange-
funktion ein Integral iiber die Ruheenergie multipliziert mit einem relativistischen Faktor.

Wenn man dieses Ergebnis mit der Lagrange-Funktion eines relativisitischen Teilchens, die gegeben ist
durch

2
2 v

L=-—-mc\/1——,
2

(2.55)

vergleicht, so interpretiert man 7 [ ds als die Ruheenergie eines Strings. Der Faktor mc? ist der relati-

vistische Faktor fir ein Teilchen.
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2.3. Strome auf String-Weltflachen

Jedem String soll ein relativistischer Impuls p,, zugeordnet werden. Dieser soll erhalten sein, falls sich
der String frei bewegt. Der Impuls p, ist kein Strom, sondern eher eine Ladung. In der Tat ist jede
Komponente des Impulses p,, fiir sich erhalten, falls ein Satz von erhaltenen Ladungen vorliegt.

In der Nambu-Goto-Wirkung (2.28) wird die Langrange-Dichte iiber die Weltflachen-Koordinaten 7 und
o integriert, nicht jedoch tiber die Raumzeit-Koordinaten z#. Die erhaltenen Strome leben dann auf der
Weltflache. Explizit ist

0

a6 (2.56)

S:/dgodglﬁ(a()x“,al)(“) mit  (¢°,¢") = (r,0) und 9, =

Um erhaltene Strome zu erhalten, wird eine Feldvariation der Form § X* betrachtet, die die Lagrange-

Dichte nicht verandert. Eine solche Variation ist gegeben durch
0XH(r,0) = e, (2.57)

wobei e eine Konstante ist, die unabhéngig von 7 und o ist. Die Lagrangedichte £ ist invariant, da diese

nur von den Ableitungen 0, = X* abhéngt. Die Variationen verschwinden, denn
0(0aXH) = 04 (0XH) e = 0. (2.58)

Die entsprechenden Stréome sind dann

oL

iy = B (Gp,dh) = (;}é, gﬁ“) (2.59)
Mit den Gleichungen (2.36) und (2.37) ergeben sich die Strome zu
gi =P = Udn) = (PLPY)- (2.60)
Die Kontinuitatsgleichung
0aJ5 =0, (2.61)
liefert dann
0aPS = P, P, (2.62)

or Oo

Dies entspricht der Bewegungsgleichung (2.35) fiir einen relativistischen String.
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Den Raumzeit-Impuls erhélt man dann als das Integral der Impulsdichte P iiber den Raum bzw. iiber
o. Das bedeutet,

Pu(T) :/ P (7, 0)do, (2.63)
0
wobei 7 konstant bleibt. Der Impuls ist erhalten, da %ﬁ‘ =0 ist, denn
dp, /"1 oP;, /” Py, o1
— _Fde = — do = [—P%|°" =0. 2.64
dr o 0T 7 o Oo 7 [ P“]O ( )

Das zweite Gleichheitszeichen resultiert aus der Gleichung (2.64). Fiir einen offenen String mit freien
Endpunkten garantieren die Randbedingungen (2.39) das die Impulsdichte P an den Endpunkten Null
wird. Fiir geschlossene Strings ist der Term gleich Null, denn ¢ = 0 und o = o1 beschreiben den gleichen
Punkt auf der Weltflache. Allerdings muss der Impuls nicht immer erhalten sein. Fiir offene Strings mit
Dirichlet-Randbedingungen muss der Impuls p,, des Strings keine Erhaltungsgrofie sein. In der Tat garan-
tiert die Randbedingung (2.38) nicht, dass (2.66) verschwindet. In diesem Fall sind die Strings-Endpunkte
an eine D-Brane gebunden, deren Impuls zusammen mit dem String-Impuls eine Erhaltungsgrofie bildet,

so dass der Gesamtimpuls erhalten ist.

Die Wirkung des relativistischen Strings ist lorentz-invariant. Das bedeutet, dass Lorentz-Transformationen
der Koordinaten X* die Wirkung invariant lassen. Mit Hilfe der Lorentz-Invarianz kénnen auch erhal-
tenen Strome konstruiert werden. Bei der Quantisierung relativistischer Strings werden diese erhaltenen
Strome von Bedeutung sein.

Lorentz-invariante erhaltene Strome sind definiert als

M, = XuPy — XU Py (2.65)
Daraus lasst sich die Antisymmetrie
MG, =M, (2.66)

ableiten. Die Kontinuitétsgleichung wird damit zu

oMy, N oM?,

=0. 2.67
or Jo ( )
Die zugehorigen ,,Lorentz-Ladungen“sind
M, = / (M}, do — MZVdT) (2.68)
Auch diese sind antisymmetrisch, denn M,,,, = —M,,,. Unter konstanten 7-Linien ergeben sich die Lorentz-
Ladungen zu
M, = /M;V(T, o)do = / (X, P; — X, Pdo). (2.69)
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Da M, antisymmetrisch ist, ergeben sich sechs erhaltene Stréome in vier Dimensionen. Die Indizes ¢
und 5 sind Raum-Indices. Da P die Impuls-Dichte reprasentiert, gewéhrleistet Gleichung (2.68), dass
M;; die Drehimpuls-Dichte charakterisiert. Die Komponenten M;; messen den String-Drehimpuls L mit

L, = %Eijijk, wobei ¢;;, das Levi-Cevita-Symbol ist.

An dieser Stelle wird eine neuer Parameter, der sogenannte Slope Parameter o’ eingefiihrt. Die physika-
lische Bedeutung dieses Parameters wird deutlich, wenn man sich einen starren rotierenden offenen String
vorstellt. Fiir diesen ist o/ eine Proportionalitatskonstante zwischen dem Drehimpuls L des Strings und

dem Quadrat der Energie F, denn es ist L oc E2. Damit ldsst sich die String-Spannung ausdriicken als

, 1

d o = .
e T o Tohe

T (2.70)

~ onalhc

Die String-Wirkung (2.28) wird dann zu

5= m [f ar /Ogl do/ (X - X7)° = (%) (x7)? (2.71)

Mit Hilfe des Slope Parameters kann eine charakteristische Léange des Strings, ¢, = heva/, dargestellt

werden.
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2.4. Relativistische Lichtkegel-Strings

Bisher wurde die statische Eichung X°(7,0) = er benutzt um das Verhalten des klassischen relativisti-
schen Strings zu beschreiben. Diese Eichung beschreibt einen Zusammenhang zwischen der Weltflachen-
Zeit 7 und der Raumzeit-Koordinate X°. Unter einer Fiille an Eichungen, stellt sich die Lichtkegel-Eichung
als besonders geeignet heraus, um die Bewegungsgleichungen (2.35) zu vereinfachen. Die Koordinate 7

wird als eine Linearkombination der String-Koordinaten geschrieben,
n, XH(1,0) = At (2.72)

Mit n, = (1,0,...,0) und A = ¢ bekommt man die Eichung X°(7,0) = cr heraus. Die Abbildung 2.6
zeigt die Bedeutung des Vektors n,.

string
atr

Xo, Xa, ...

X! nx'=\r

Abbildung 2.7: Die Eichbedingung n- X = A7 fixiert die Strings so, dass sie die Kurven an der Schnitt-
stelle der Weltfliche mit der Hyperfliche orthogonal zu dem Vektor n# sind (Abb. aus

D).

Um eine verallgemeinerte Eichung fiir sowohl offene, als auch geschlossene Strings zu erhalten, werden

folgende definierende Gleichungen gesetzt

n-X(r,0) =B (n-p)r

2m 1, fiir offene Strings

n-p=—n-P° mit f= . (2.73)
B 2, fur geschlossene Strings
Aus den verallgemeinerten Eichungen ldsst sich ableiten, dass die folgenden Gleichungen gelterﬂ
X-X'=0, X*+Xx?=0. (2.74)
Die beiden Gleichungen werden zu einer Gleichung
(X +Xx)* =0, (2.75)

"Die vollstindige Herleitung ist in [I], S.179-183 nachzulesen
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zusammengefasst. Dies fiihrt zu Vereinfachungen der Impulsdichten P™* und P?#, da nun

1 .

P = X, (2.76)
1

Po = — X (2.77)

gilt. Diese Gleichungen werden in die (2.35) eingesetzt und liefern
Xr X0 =o. (2.78)
In der gewédhlten Parametrisierung sind die Bewegungsgleichungen Wellengleichungen.

2.4.1. Losung der Wellengleichung und Moden-Entwicklung
Die Wellengleichung (2.78) wird nun explizit gelost. Es wird weiterhin von einer raumfiillenden D-Brane
ausgegangenen. Die allgemeinste Losung von (2.78) ist
1
XH(r0) =5 [f (T +0) +g"(r —0)], (2.79)
wobei f* und g beliebige Funktionen sind. Gleichung (2.77), die Randbedingungen fiir freie Endpunkte
P = 0 und die Neumann-Randbedingungen implizieren

oXH

P 0 bei o=0,m. (2.80)
Die Randbedingung am Punkt o = 0 liefert
ox# 1
—_— = _[f™ n =0. 2.81
o (7,0) = 5 /(1) + g ()] = 0 (281)

Da die Ableitungen von f* und g* Ubereinstimmen, unterscheiden sich die Funktionen f* und g* nur um
eine Konstanten c¢. Nachdem g = f# + ¢* in (2.79) ersetzt wird und die Konstante ¢* in die Definition

von f* miteinbezogen wird, folgt
1
X4(r,0) = 3 [f*(r+0)+ (7 — o). (282)

Die Randbedingung am Punkt ¢ = 7 liefert

ox*

W(T, ) = % [fY(r+7)+g"(r—7)]=0. (2.83)

Die Funktion f* weist eine 2m-Periodizitiat auf. Im Allgemeinen lisst sich eine periodische Funktion als

Fourier-Reihe schreiben, so dass

' (u) = 1"+ Z [a® cos(nu) + bk sin(nu)] , (2.84)

n=1
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gilt. Durch Integration dieser Gleichung und Umbenennung der Konstanten erhélt man

Fu) = f§ + fllu+ > [Ak cos(nu) + Bl sin(nu)] . (2.85)

n=1

Dieses Ergebnis wird in Gleichung (2.82) eingesetzt
1 o0
X (1,0) = (fo + fi'(t+ o) Z [A% cos(nT + no) + B sin(nt + ncr)])

1 (fo + fi(r—o) i AL cos( T—na)—i-Bﬁsin(m——na)])

n=1

1 oo
<2f0 +2f1 (7 E [A¥ cos(nT) cos(no) + BE sin(nT) cos(na)]) . (2.86)
Durch Ausklammern und Kiirzen bekommt man

XHM(r,o)=fi'+ fi't+ Z [AY cos(nT) 4+ B sin(n1)] cos(no). (2.87)

n=1
Die Koeffizienten A# und B# werden durch neue Koeffizienten ersetzt. Es ist iiblich, die Gleichung (2.87)
in komplexen Zahlen auszuriicken. Durch Ausnutzen der Euler-Beziehung e'* = cos(x) + isin(x) und

einigen Umformungen ergibt sich

A cos(nt) + Bl sin(nt) = — [(BE + iAl) e — (BE —iAk) e "]

(3

5 n
V2
:72\/5

(al e — ahie=inT (2.88)
wobei * das komplex Konjugierte bezeichnet. Der Faktor v/2a/ wird eingefiihrt, damit die Konstanten a#
und a}* dimensionslos werden.

Die Impulsdichte (2.76) kann genutzt werden, um die Konstante f}* physikalisch zu interpretieren. Es ist

1
2ma/

oK =

1
- 27Touf{t+'” ) (2.89)

wobei die Punkte Terme mit cos(no)-Abhéingigkeit bedeuten, die wegen [ cos(nz)dz = 0, wegfallen.
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Durch Integration der Impulsdichte iiber o € [0, 7] ergibt sich der Gesamtimpuls

1

2ra!

p’u':/ da‘PTH: 7Tf1pl7 (2.90)
0

woraus
A =2a'pt (2.91)

folgt. Es zeigt sich, dass f1* eine zum Raumzeit-Impuls des Strings proportionale Grofe ist.

Mit f{' = z{; und den obigen Ergebnissen wird aus Gleichung (2.87)

) cos(no)

NG (2.92)

n

o0
Xt (1,0) = af +2d'p"T —iV2d/ E (a’,‘L*emT — alte "
n=1

Dabei entspricht zf, der Grundschwingung (zero-mode). Die restlichen Terme entsprechen dem Impuls
und die Summe beschreibt die Oszillationen. Falls die Koeffizienten a# verschwinden, reprisentiert die

Gleichung die Bewegung eines Punktteilchens.

Es werden folgende Notationen eingefiihrt:
ab =V2a'pt, abt=adat, o, =a¥\/n mit n>1 (2.93)
AuBlerdem gilt o, = (a#)*. Insgesamt 16st die Gleichung

~in7T cos(no)

”w
X¥(r,0) = 2l + V2t +iv2ar Y ot RN (2.94)

n#0 n
die Wellengleichung mit Neumann-Randbedingungen. Die Ableitungen der Gleichung (2.94) nach 7 und

o liefern

XH =V2a Z ot cos(na)e™ ™", (2.95)

neEZ

XM = —i\/JZ o sin(no)e™ 7. (2.96)

ne”Z

Eine Linearkombination der Gleichungen (2.95) und (2.96) ergibt

Xt XM =V2a/ ) alemn(E), (2.97)
neZ

Damit wird eine Losung der Wellengleichung gefunden, die den relevanten Randbedingungen gentigen.
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2.5. Lichtkegel-Losung der Bewegungsgleichung

Bisher wurden Losungen der Wellengleichung gefunden, die die relevanten Randbedingungen erfiillen. Es
muss jedoch ebenfalls die Einschrankung (2.74) erfiillt sein. Dazu wird die Lichtkegel-Eichung benutzt. Zur
Loésung in der Lichtkegel-Eichung werden die Lichtkegel—Koordinaterﬁ hinzugezogen. In den Lichtkegel-
Koordinaten werden 2+ und =~ anstatt von 2% und x! verwendet. Die Eichung in Lichtkegel-Koordinaten
wird so gewéahlt, dass n- X = X gilt. Der Vektor n, wird derart gewéhlt, dass n, = (%, %, o,..., 0)
ist. Damit folgt

n.X:M:)ﬁ :p0+p1:+,
V2 ’ V2

Diese Ausdriicke eingesetzt in die definierenden Gleichungen von (2.73) liefert

(2.98)

2 1, fiir geschlossene Strings
Xt (r,0)=pa’ptr, pt= Tpt+ it 8= & & (2.99)
B 2, fiir offene Strings

Der Formalismus der Lichtkegeleichung wird benutzt, um zu zeigen, dass sich die gesamte String-Dynamik

in den transversalen Koordinaten widerspiegelt. Diese transversalen String-Koordinaten werden mit
X'=(X2,X? .., X% mit I=(2,...,d), (2.100)
zusammengefasst. In der Lichtkegel-Eichung sind die Zwangsbedingungen (2.74) gegeben durch
—2 (X EXT) (X X+ (X & XI/)Q —0, (2.101)

wobei das relativistische Skalarproduktﬂbenutzt wurde. Mit den Ableitungen X = fa/pt und X/ =0
folgt

. 1 . N 2
X~ +Xx = (Xf iXI) . (2.102)

© 2Balpt
Es wird angenommen, dass pt # 0 ist. Wire pt = 0, miissten sich der Impuls p' und die Energie weg
heben, dies kann jedoch nur passieren, falls es sich um ein masseloses Teilchen handelt, dass sich in ne-
gative x' Richtung bewegt. In Lichtkegel-Koordinaten ist dies aber nicht méglich. Fiir pt = 0 kann der

Lichtkegel-Formalismus nicht angewandt werden.

Im Fall eines offenen Strings (8 = 2) lautet die Losung der String-Bewegungsgleichung fiir transver-

sale Koordinaten X7 unter Verwendung der allgemeinen Losung (2.94)
inT

cos(no) .

I —
X1(r,0) = xf + V2o ad T + iv2a/ Z T
n#0

- (2.103)

8vgl. A. Formelsammlung
9vgl. A. Formelsammlung
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Weiterhin liefert die Eichbedingung 2.99 fiir die Koordinate X+
XT(r,0) =2aptT = V2a/a] 7. (2.104)

X~ ist eine Linearkombination aus X° und X!. AuBerdem erfiillt X~ die gleiche Wellengleichung und
die gleichen Randbedingungen. Daher gilt fiir die Koordinate X~

—o—inT
X7 (r,0) =z + V2o T+1iV2/ Z In € cos(na). (2.105)
n#0 n
Durch die Ableitungen der Gleichungen und unter Verwendung der Gleichung (2.97) mit u = — und
u = I findet man mit
XX =V22' ) a,emE), (2.106)
nez
XI + XI / / ZQI 7’LTL(T:|:0') (2107)
neZ

zwei Linearkombinationen. Mit diesen Gleichungen und (2.102) lassen sich die Minus-Oszillatoren explizit
bestimmer["V]

— —in(r£0) _ I +q)(r+ I, p=in(r
V2o Y e "””>_2p+zapae i(pta)(rEo) _ 2p+ S alal_ein(to)

nez p,qE€Z n,pEZ

2p+z > afal_, | e mrED (2.108)

n€Z \pEZL

Die Minus-Oszillatoren folgen dann der Gleichung
n 1 ol = Ll 2.109
pEZL

Dies ist eine explizite Gleichung fiir die Minus-Oszillatoren o, in Termen von transversalen Oszillatoren.
Es werden die Virasoro-Moden geschrieben als

/
2d'a,, =

—Li mit L} = fZan Lal (2.110)
pEL

wobei L:- die transversalen Virasoro-Moden genannt werden, die die Schwingungs-Moden der X~ cha-

rakterisieren. Insbesondere gilt mit (2.93) fiir n = 0:

1

2’y =2a'p” = };Lé, (2.111)
1

=2ptp = JL({ (2.112)

10ygl. [1],S.189
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Insgesamt ergibt sich

X_ :tX_/ o ZLJ_ —in(t+o) _
nez

= 1o p+ (X7 +xM)2. (2.113)

Die Masse eines Strings kann mit

Zna“‘ ! (2.114)

bestimmt werden. Dies folgt, da in Lichtkegel-Koordinaten die relativistische Energie-Impuls-Beziehung
M? = —p*=2p"p~ —plp! mit c=1, (2.115)

lautet. Mit den eingefiihrten Notationen aus (2.93) und der Gleichung (2.110) schreibt sich die Gleichung

als

o111 .
Wy == (a5a5+2a1 f)—pp + = Zna al (2.116)

n=1

Wegen a*a = |a|? > 0 gilt insbesondere M? > 0. Das zeigt, dass die klassische String-Masse M = v/ M?2

eine reelle Zahl ist.

2.6. Quantisierung offener, relativistischer Strings

In Gleichung (2.73) wurden Weltflichen-Parametrisierungen dargestellt, unter denen sich die Bewegungs-

gleichungen zu Wellengleichungen reduzierten. Diese fithrten zu den Impuls-Dichten

1
2ma!

1
2ma/

u! PTM —

)

PoH = — X", (2.117)

Fiir offene Strings in der Lichtkegel-Eichung gilt X+ = 2ra/p™ 7. Unter Verwendung der Gleichung (2.102)
und S = 2 ergibt sich

. 1 1

Dies liefert einen Ausdruck fiir P7—:

) I' I
pro— Lt x- L L1 oy (P”P”+X X2>

2o’ 210’ 20/ 2p+ (2ma’)
xI'xr
= priprl 4 . 2.119
2p+ ( (27r0/)2> ( )

Fiir eine Quantentheorie offener relativistischer Strings in Lichtkegel-Eichung ist es notwendig eine Menge
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an Schrodinger-Operatoren zu wihlen. Diese werden als
(x'(0) 25, P (0), pT), (2.120)

gewahlt. Diese Operatoren besitzen keine explizite 7-Abhéngigkeit. Die zugehorigen Heisenberg-Operatoren

sind dann
(X'(r,0),25 (1), P (1,0),pT (7)) . (2.121)

Als néchstes werden Kommutatorrelationen definiert. Diese Operatoren werden derart konstruiert, so
dass sie nicht miteinander kommutieren, falls sie sich an dem selben Punkt auf dem String befinden.

Somit lautet der Kommutator
[XI(T, o), PTJ(T, J/)] = in”ﬁ(a —ad'). (2.122)

Die Delta-Funktion garantiert, dass der Kommutator fiir ¢ # ¢’ verschwindet . Die weiteren Kommuta-

torrelationen lauten
[X'(0), X ()] = [P (a), P ()] = 0, (2.123)
und
25, p"] = —i (2.124)

Die Operatoren z, und p* kommutieren mit allen anderen. Die zugehorigen Heisenberg-Operatoren ge-
niigen den gleichen Kommutatorrelationen.Als néchstes muss ein Hamilton-Operator konstruiert werden.

Der Hamilton-Operator generiert die 7-Translation. In Lichtkegel-Eichung ist X+ = 2a/p*r, sodass

0 oxX+t ;4 0
== 2 _ — 2.125
or — or ox+ P ox+ (2.125)
gilt. Das heifit, dass der Hamilton-Operator, der Anderungen in 7 beschreibt, gegeben ist durch
H=2dpTp = 2o/p+/ doP7". (2.126)
0

ist. Einen Ausdruck fiir P7~ wurde bereits zu Beginn des Abschnitts mit Gleichung (2.119) hergeleitet.
Mit Gleichung (2.119) lasst sich der Hamilton-operator explizit als ein Heisenberg-Operator darstellen

X (r,0) X" (1,0)
(2ma’)? -

H(r) =nd /OTr do (P™ (r,0)P™ (r,0)) + (2.127)

Der Hamilton-Operator generiert die quantenmechanischen Bewegungsgleichungen. Dieser vereinfacht
sich, wenn er in Termen der transversalen Virasoro-Moden ausgedriickt wird. Wie bereits gesehen, ist

Ly = 2a/ptp~, so ergibt sich mit Gleichung (2.127)

H=1Lg. (2.128)
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Damit der Hamliton-Operator lorentz-invariant ist, muss eine zusétzliche Konstante hinzugefiigt werden.
Die sich ergebenen quantenmechanischen Bewegungsgleichungen X! — X" = 0 unterscheiden sich nicht
von den klassischen Bewegungsgleichungen.

Die bislang klassischen Variablen o, und al werden dann zu quantenmechanischen Operatoren mit den

Kommutatorrelationer[l]

I J

lal, al] =mn" 6,in0. (2.129)

Der Operator af kommutiert mit den anderen Operatoren, denn es ist

[zf,al] =0 fiir n+#0, (2.130)
und
[z, o] = V2a'in'”. (2.131)

Es gelten die Notationen, analog zu (2.93)

al =Vv2ap! o =alyn, o, =dallvn n>0 o =V2a'p’, (2.132)

wobei
mit neZ (2.133)
gilt. Die Operatoren z{ und p’ sind hermitesch, denn
(@) =ab (") =p". (2.134)
Diese Operatoren erfiillen den folgenden Kommutator
[zg,p'] = in"’. (2.135)

Fiir n > 1 ist ol der Erzeugungsoperator und o! ,, der Vernichtungsoperator. Der Ortsoperator kann dan

mit Hilfe der Erzeugungs- bzw Vernichtungsoperatoren geschrieben werden als
1 . .
X1(r,0) = xl + V2 adT + iv2a/ Z - [ale™™T —al €] cos(no). (2.136)
n#0

Es besteht ein vollstandiger Satz an Basis-Operatoren aus den Null-Schwingungen mit einem zusétzlichen

Satz an Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren.

"Die vollstindige Herleitung ist nachzulesen in [I], S.239-246
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2.6.1. Virasorooperatoren offener Strings

Es wurden die Moden-Ausdriicke fiir die transversalen Koordinaten X(7,0) bereits angegeben. Fiir die

anderen Lichtkegel-Koordinate X T ist die Entwicklung

X*(r,0) =2a/p" T = V2a/af. (2.137)
Fiir die Koordinaten X~ ist
1 .
X (r,0) =x5 + V2o T +1iV2a/ Z —a,, e " cos(no). (2.138)
n
n#0

Analog zu (2.109) werden die transversalen Schwingungsmoden, die Virsoro-Moden L;-, zu transversalen

Virasoro-Operatoren

1
=3 > al . (2.139)

PEZL

Weil auch die Oszillatoren zu Operatoren werden, kommt es auf die Reihenfolge bei der Anwendung an. Da
zwei a-Operatoren nicht miteinander kommutieren, falls sich deren Mode zu Null addieren, kommutieren
die Operatoren Lg- nur dann nicht, falls n = 0. Das bedeutet, dass ausschlieflich Lg untersucht werden

muss. Der Operator Ly ist gegeben durch

1L
Ly = Za,p ol faoao + = Za,p af + = Zap . (2.140)
peZ
Die erste Summe auf der rechten Seite ist normalgeordnet, denn der Erzeugungsoperator steht links von
dem Vernichtungsoperator. Es erweist sich als sinnvoll mit normal-geordneten Operatoren zu arbeiten, da
diese auf eine einfache Weise auf den Vakuumzustand wirken. Obwohl die erste Summe normal-geordnet

ist, muss die zweite Summe erst noch normal-geordnet werden.

1 — 1 &
EZaéaipZEZ(aI o +[a ozl ])
p=1

p=1
1 & I T = II
~ 52 al0l s3> m
p=1 p=1
1 1 >
=52 oo+ (D=2 p (2.141)
p=1 p=1

Hier wurde sowohl [a{), al p] = pép’pnf I"als auch, dass es (D —2) transversale Richtungen gibt, verwendet.

Der Operator L3 wird als

Ly = fozoozo Za_pozp =ao'plp! + Zpagf IIJ, (2.142)
p=1
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definiert. Ly ist hermitesch, denn (L(J)-)Jr = Lg. Weiterhin wird die Ordnungskonstante a eingefiihrt, so

dass
/o— 1 1
20p” = o (Ly +a), (2.143)
mit
a—l(D—Q)i (2.144)
=3 p=1p» .

ist. Damit ergibt sich fiir das Massenquadrat
1 1 >
M? = —p* =2p*p” —p"p' = = (L +a) —p'p' = — (a + Znaﬁafl> : (2.145)

Die Ordnungskonstante a verschiebt den Massenquadrat-Operator um einen konstanten Betrag. Ein Pro-
blem ergibt sich, da a — oo ist. Dieses kann mit Hilfe der Zeta-Funktion gelost werden. Die Zeta-Funktion

ist definiert als
> 1
— > 1. 2.146

Das Argument s der Zeta-Funktion ist eine komplexe Zahl. Die Summe konvergiert nur dann, falls der
Realteil des Arguments grofler als Eins ist. Die Zeta-Funktion kann fiir alle moéglichen Werte von s

definiert werden. Es zeigt sich, dass bis auf s = 1, {(s) endlich ist. Explizit ist

1

. 2.14
B (2.147)

(1=~

Dies ist eine mogliche Variante um die Summe E;il p auszudriicken. Das Ergebnis ist nicht nur endlich,

sondern auch negativ. Dies in (2.143) eingesetzt liefert
=-(D-2)> p=—— (D -2). (2.148)
p=1

Die weiteren Kommutatorrelationen der anderen transversalen Virasoro-Moden sind gegeben durch|

Ly, L] = (m—n)L;,

m—+n

fir m+n#0. (2.149)

Dies ist die Virasoro-Algebra ohne zentrale Entwickelung. Die Virasoro-Algebra mit zentraler Entwicklung
ist definiert durch

[Ly. Ly] = (m—n)L, b2

m min T T (7713 - m) 5m+n,0 fir m+n=0. (2150)

Die Virasoro-Algebra ist die wichtigste Algebra in der Stringtheorie. In der Lichtkegel-Eichung werden

die Virasoro-Operatoren zu Lorentz-Generatoren.

2Herleitung vgl. [, S.253-257
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Abschlielend wird der Kommutator eines Virasoro-Operators mit dem Ortsoperator bestimmt. Es zeigt

sich, dass sich der Kommutator auf

(L. X' (r,0)] =&, X" + €5, X7, (2.151)
lasst, mit
& (1,0) = —ie"™" cos(mo),
€9 (1,0) = €™ sin(mo). (2.152)

Die Gleichung (2.151) kann derart interpretiert werden, dass der Virasoro-Operator Reparametrisierungen

der Weltflache generiert. In der Tat dndern sich die Koordinaten 7 und o wie

T =T+l (T,0),

o— o+l (1,0), (2.153)
wobei ¢ ein infinitesimaler Parameter ist. Somit ergibt sich fiir den Ortsoperator X’

X! (r 4 et 0+ 25) = X (r,0) + ¢ (€5, X7 + ¢5,X7")

=X'(r,0)+¢[Ly, X (1,0)] . (2.154)

Setzt man nun m = 0 in Gleichung (2.154), so ergibt sich ] = —i und £J = 0. Dies eingestzt in (2.151)

liefert

0
Ly, X' = —i—x". 2.155
[ 0> ] ZaT ( )
Diese Gleichung entspricht genau der Heisenberg-Bewegungsgleichung fiir den Ortsoperator X’. In der
Tat ist Ly bis auf eine Konstante der String-Hamilton-Operator. Dieser generiert Zeit-Translationen.
Auflerdem verschwindet £7, fiir alle m bei 0 = 0 und o = 7. Das bedeutet, dass die Reparametrisierung,

die von den Virasoro-Operatoren generiert wird, die o-Koordinate an den Endpunkten &ndert.

Wie bereits gesehen, erlaubt die Lorentz-Invarianz der String-Wirkung, dass Weltflichen-Strome M¢

nv

gefunden werden konnten. Die sich ergebenen erhaltenen Strome M, sind dann gegeben durch Gleichung
(2.69). Fiir offene Strings gilt

MW:/ Mgu(ﬂg)dg:/ (X, P] — X,P) do. (2.156)
0 0

Unter Verwendung der Gleichungen in (2.117) ergibt sich

1
2T

MM =

!

/ (X*XY — X¥X") do. (2.157)
0
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Nach einigen Umformungeﬂ erhélt man den Ausdruck

(oo}

M* = ghp¥ — xhpt — i — (", o —a” ot 2.158
0 0 n

—n“n —n“n
n=1

In der Lichtkegel-Eichung spielt insbesondere der Lorentz-Generator M ~! eine grofie Rolle. Denn die
Koordinate X~ ist eine nicht-triviale Funktion der transversalen Koordinaten. Ein konsistenter M ~!-
Generator muss in der Lage sein, Lorentz-Transformationen auf den String-Koordinaten zu generieren.

Der Generator M~ muss ebenfalls die Kommutatorrelation
(M~ M7 =0 (2.159)

erfiillen. Durch einige Umformungerﬂ gelangt man zu dem Ausdruck

[e.9]

1 i 1
-1 _ I I n _ L o1 1 7L
M~ = xop Taipt (2§ (Lo + a) + (Lo + a) z] N ;:1 - (Li,of —al L) . (2.160)

Es ergibt sich fiir den Kommutatoﬂ (2.159)

m

(M~ M) = —ﬁ mil (ol —al,al) {m [1 - 214(17—2)] . [214(D—2) +a} }

(2.161)
Dieser Ausdruck wird Null, falls
1 i(D 2) +i i(D 2)+a| =0 VYmeZ" (2.162)
A Y m |24 o I '
ist, da die Summe der Oszillatoren Y>>, (a’,, ;) — a’, al ) nicht verschwindet. Es geniigt die Fille
m =1 und m = 2 zu betrachten. Aus der Bedingung (2.162) folgt
-1 (D-2)=0 wnd ~(D-2)+a=0 (2.163)
24 - Ty “= '
Die erste Gleichung bestimmt die Anzahl der Raumzeit-Dimensionen. Diese sind
D = 26. (2.164)
Die zweite Gleichung fixiert die Ordungskonstante a
1 1 24
= (D-2)=——(26—-2) = —— = —1. 2.1
0= P2 =52 =—5 (2.165)

13ygl.[1], S.260
Hyel.[1],9.260-261
5vgl.[1],5.260-262
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Der Wert fiir a deckt sich mit dem aus (2.148). Aufgrund von Gleichung (2.226) ergibt sich der Hamilton-

Operator zu
H=Ly—1. (2.166)

In der Tat ist hier Lz bereits normal-geordnet. Die Bedingung der Lorentz-Invarianz der quanten-
theoretischen Beschreibung der Stringtheorie fithrt zwangsldufig zu einer festen Anzahl von Raumzeit-
Dimensionen. Eine analoge Berechnung zeigt, dass die Raum-Zeit-Dimensionen in Superstringtheorien
auf D = 10 beschrankt wird.

2.6.2. Der Zustandsraum offener quantenmechanischer Strings

Die klassische Behandlung eines offenen Strings ergab keine sinnvolle physikalische Theorie, denn das
Massenspektrum war kontinuierlich. Nur der Grundzustand ist in er klassischen Theorie ein masseloser
Zustand ohne Polarisation. Auch ergibt die klassische Beschreibung offener Strings keinen Zustand, der
als Photon identifiziert werden kann. Diese Probleme kann eine Quantentheorie offener Strings 16sen,
denn die Quantisierung fiithrt auf diskrete Werte des Massenspektrums und ergibt masselose Zustéande.

Die Grundzusténde sind
p*, o) - (2.167)
Per Definition werden sie durch den Operator al, vernichtet
allpt,pr) =0 n>1, I=2,...,25. (2.168)

Der allgemeine Basiszustand |\) des Zustandsraumes kann somit geschrieben werden als

co 25

N =TI (@) o+ 57) (2.169)

n=11=2

wobei A, ; eine nicht-negative Zahl ist, die angibt, wie oft der Erzeugungsoperator all vorkommt. Die
Reihenfolge, in der die Erzeugungsoperatoren angewandt werden kénnen ist belanglos, denn die Erzeu-
gungsoperatoren kommutieren untereinander. Man beschrénkt sich auf den Fall, in dem die Zustédnde nur
eine endliche Anzahl von Erzeugungsoperatoren enthalten, die auf den Grundzustand wirken. Das heifit,
dass fiir jeden Zustand |A) nur eine endliche Anzahl von A, ; ungleich Null sind. Da der String-Hilbertraum
eine unendlich-dimensionaler Vektorraum ist, der durch einen Satz unendlich vieler Basisvektoren aufge-
spannt wird, gibt es unendlich viele verschiedene Teilchen in der Stringtheorie. Um das Massenspektrum
offener Strings zu untersuchen betrachtet man den Massenquadratoperator aus (2.145). Aus vorherigen

Abschnitten ist a = —1 bekannt. Der Massenquadrat-Operator schreibt sich dann als

1 (oo}
M=~ (-1 + Zna{ja,{) : (2.170)
n=1
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Die auftretende Summe
N* = "nalial, (2.171)
n=1
ist der Besetzungszahloperator. Der Massenquadrat-Operator ist dann
M2 =L (C14 Nt 2.172
=~ (-1+N9). (2.172)

Wird der Besetzungszahloperator auf einen Zustand angewandt, so ermittelt dieser die Anzahl der Teil-

chen in dem betrachteten Zustand. Weiterhin gelten die folgenden Kommutatorrelationen

[N*,al] = —nal. (2.173)
Da N+ normal-geordnet ist, vernichtet dieser die Grundzusténde
N*[p*,pr) = 0. (2.174)

Wenn der Besetzungszahloperator auf den Basiszustand angewandt wird, so ist der Eigenwert gleich der
Summe der Moden aller Erzeugungsoperatoren in dem Zustand. Es folgt
oo 25
NEDA)=NE[A) mit Ny =" ni,;. (2.175)

n=171=2

Die Eigenwerte von N sind nicht-negative Zahlen, sodass M? > —% ist. Der Zustandsraum quantisierter
offener Strings ist mit einem Skalarprodukt versehen. Um ein sinnvolles Skalarprodukt definieren zu

koénnen, werden zu den ket-Vektoren die bra-Vektoren benétigt. Es gilt
it i) = (ot pr - (2.176)
Das Skalarprodukt ist definiert tiber
W prlp™,or) =0 (0" —p") 6 (0 — Pr). (2.177)

Der Basiszustand wird mit dem bra-Vektor (A| zu

oo 25
M=ol [T ]] (al)™" . (2.178)

n=11=2

Es wird nun der Grundzustand ndher untersucht. Fiir diesen Zustand ist N+ = 0. Um die Masse dieses

Teilchens zu finden, wird der Massenquadratoperator auf diesen Zustand angewandt

R B 1 .
M2 |p*,pr) = — (=14 N2) Ip*.pr) = = — p*".pr) (2.179)
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Wegen der Ordungskonstanten a = —1 wird die Masse nicht Null. Das Skalarfeld mit M? < 0 wird
Tachyon genannt. Ein negatives Massenquadrat deutet auf eine Instabilitdt der Theorie hin.

Weiterhin wird der néchste Zustand mit dem niedrigstem Masssenquadrat untersucht. Diese kommen auf,
wenn N+ =1 ist. Die Zustéinde zu N1 sind masselos, denn M? = 0. Falls die Ordnungskonstante einen
nicht-negativen Wert hétte, so wiirden in der quantenmechanischen Formulierung der Stringtheorie keine
masselose Zustédnde vorkommen. Es gibt D — 2 = 24 masselose Zusténde, da jeder transversale Oszillator

auf die Grundzustidnde einwirken kann
o\ |p*. 7). M2all [p*,pr) = 0. (2.180)

Der allgemeinste masselose Zustand ergibt sich aus einer Linearkombination dieser Basiszustédnde
25
I -
Z&alT lp*.pr) . (2.181)
=2

Dieser Ausdruck hat Ahnlichkeit mit dem FEin-Photon-Zustand der Maxwell-Theorie. In der Lichtkegel-
Eichung sind die Ein-Photon-Zustinde gegeben durch

D—

[u

&all Q). (2.182)

pt.pr
I=2

Vergleicht man die beiden Zustédnde (2.181) und (2.182) miteinander, so ist zu erkennen, dass beide einen
transversalen Vektor &7, die gleichen Impulse und die gleichen Massen fithren. Die Zustédnde korrespon-

dieren zueinander

o' |t pr) «— ayl | 19). (2.183)

Die quantentheoretische Beschreibung der Stringtheorie offener Strings beinhaltet also Photonen-Zustinde.

AbschlieBend wird der Zustand mit N+=2 untersucht. Dieser Zustand wird gebildet, durch zweimaliges

Anwenden der Operatoren a] a'

ai'al"|p*, pr) (2.184)
Die vollstdndige Anzahl der Zustédnde ist
1 1
5(D—2)(D—1)+(D+2):§(D—2)(D+l), (2.185)

mit dem Massenquadrat-Operator M? = % Diese Zustinde werden massive Tensoren genannt. In D =
26 Dimensionen gibt es 324 solcher Zustinde. Fiir den Fall N = 3 bekommt man schon 2600 Zusténde.
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2.7. Quantisierung geschlossener, relativistischer Strings

Geschlossene Strings besitzt keine Endpunkte. Allerdings habe sie Periodizitdtsbedingungen. Der Parameter-
Raum (7,0) fiir geschlossene Strings ist ein Zylinder. Es muss also die Weltflichen-Koordinate o kom-

paktifiziert sein
o~ 0o+ 2m. (2.186)

Zwei Punkte auf der Weltfliche, die sich um eine Vielfaches von 27 unterscheiden, beschreiben den

gleichen Punkt. Demnach sind die String-Koordinaten gegeben durch
XH(r,0) = X*(1,0 +2m) firalle 7,0 (2.187)
Die allgemeinste Form der Bewegungsgleichung ist
XH(r,0) = X} (u) + X (v), (2.188)

mit u = 7+ o und v = 7 — 0. Dabei bezeichnen X/ eine links-laufende Welle, die sich gegen negative o
bewegt und X, eine rechts-laufende Welle, die sich gegen positive o bewegt.
Die String-Koordinaten kénnen nach ihren Eigenschwingungen entwickelt werden und ergeben dann
o efin'r . X
XM(1,0) =axh + V2d/alT + i 5 Z (ake™ 4+ ake 7). (2.189)

n
n#0

Hierbei ist off = &/ %p* und zp* = 2 = zfj, ol sind dabei die rechts-laufenden und a# die links-
laufenden Oszillatoren.
Bei der Quantisierung der geschlossenen Strings, dhneln sich die kanonischen Kommutatorrelationen

denen, der offenen Strings. Fiir die transversalen Lichtkegel-Koordinaten und Impulse wird
[XI(T, o), PTJ(T, a')] =id (0 —0o') n'’, (2.190)

gesetzt und wie gewohnlich werden die Kommuatatoren zweier Koordinaten und zweier Impulse Null

gesetzt. Fir die Null-Mode ist [:ca , p*] = —i. Es gelten die folgenden Kommutatorrelationen
[&7171’ O_é'r{] = m5m+n,07lua
[aim O‘i] = m6m+n,0nIJ- (2191)

Entgegengesetzte Oszillatoren kommutieren hingegen miteinander, d.h.
ol al] =0. (2.192)

In Analogie zu den offenen Strings, werden Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren gebildet:

ol =al\/n und ol =dally/n, n>1
,al =alyvn wnd &', =allyn, n>1. (2.193)
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Die nicht-verschwindenden Kommutatorrelationen sind

@l alt] = 6man', [al,al'] = 6m ', (2.194)

m’ ¥'m m)'n

und

[wh,0d) = [oh,ad) = i/ S, [ahp] = in'. (2.105)

In Lichtkegel-Koordinaten generiert p~ die X T-Translationen, mit X = o/p*r. Da 0, = o'pTdx+ ist,

ist der Hamilton-Operator gegeben durch
H=dp"p . (2.196)

Um einen normal-geordeneten Hamiltonian zu finden ist es nétig die transversalen Virasoro-Operatoren

flir die geschlossenen Strings zu bestimmen.

2.7.1. Virasorooperatoren geschlossener Strings

Wegen der zweierlei Oszillator-Typen, existieren zwei Sétze von Virasoro-Operatoren fir den geschlosse-

nen String

= 1 1
1 _ 11 1r I
L, = 3 g a,05,_p,, und L"i = g Oy (2.197)
PEZ PEZL

Da oy = & ist, folgt
L =Lg. (2.198)

Ein Blick auf die Definitionen von (2.197) zeigt, dass sich die Operatoren L3 und Lg unterscheiden.
Operatoren sind definiert iiber deren Wirkung auf Zustédnde. Aus Gleichung (2.198) folgt damit, dass fiir
jeden Zustand |\, \) die Eigenwertgleichung

L AR = L LA, (2.199)

gelten muss. Das heif3t, dass die Gleichheit der Operatoren die gleiche Wirkung auf die Zustédnde ha-
ben. In Analogie zu den Virasoro-Operatoren der offenen Strings werden die Virasoro-Operatoren der

geschlossenen quantisierten Strings folgendermafien definiert

B o B o
Ly = p'v" + N* Ly = p'p'N*, (2:200)
wobei N+ und N~ die Besetztungszahl-Operatoren
N*:Y nalfal, Nt =) nalfdl, (2.201)
n=1 n=1
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sind. Wie bei den offenen Strings, ist die Ordnungskonstante ¢ = —1 und die kritische Dimension ist
D = 26.

Der Massenquadrat-Operator fiir geschlossen Strings ist

2 _
2 1 1
M == (Nt +N+--2). (2.202)
Der Hamilton-Operator ergibt sich zu
H=dpp =L+ L -2 (2.203)

Diese Gleichung fiir den Hamilton-Operator ist die Summe aus dem ,offenen String“Hamilton-Operator
flir die rechts-laufenden Operatoren und ein ,offenenr String“Hamilton-Operators Eé‘ fiir die links lau-

fenden Operatoren. Unter Verwendung von (2.200) findet man
o —
H= 5pfpf + N+ + N+ -2 (2.204)

€L
ms

1

als auch die Operatoren L,

Sowohl die Operatoren L gentigen der Virasoro-Algebra aus (2.150).

In dem zwei-dimensionalen Parameter-Raum (7,0) der Weltflache geschlossener Strings, ist es der Ope-
rator Ly + ]33-, der die 7 Translationen generiert. Diese ist demnach eine Weltflichen-Energie. Wegen
der statischen Eichung fiihrt die Weltflichen-Energie zum raumzeitlichen Hamilton-Operator von (2.189).

Die andere Kombination Lg — Lg- stellt den Weltflichen-Tmpuls dar.

2.7.2. Der Zustandsraum

Die Grundzusténde sind erneut |p*,pr). Um die Basiszustinde zu erzeugen, miissen zwei Erzeugungs-

It und altf, auf die Grundzustdnde wirken.

n n

operatoren , a

Der allgemeine Basiszustand lautet

= [T ™| | T ™ ) (2205)

Die Besetzungszahloperatoren sind der Form

oo 25 oo 25

Nt = Z Zn)‘”’l und N1 = Z ij\m“;. (2.206)

n=11=2 m=1 J=2
Die Zustandsmassen erhélt man aus

M?* = % (N*+ Nt -2). (2.207)

Die Grundzustinde sind Ein-Teilchen Zusténde eines Quanten-Skalarfeldes. Fiir die Zustinde ist N+ =
N+ =0 und M? = —2<0. Dies sind also Tachyonen der geschlossenen Strings. Die néichst héheren
Zustdnde werden durch Anwenden zweier Oszillatoren auf die Grundzustdnde erzeugt. Die Anzahl der
Zustinde ist (D — 2)2.
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Ein allgemeiner Zustand ist gegeben durch

> Rpjai'alt ptpr) (2.208)
1,J

wobei Ry; die Elemente einer allgemeinen quadratischen Matrix der Grofie (D — 2) sind. Jede beliebige

quadratische Matrix kann in seinen symmetrischen und antisymmetrischen Teil separiert werden, so dass
1 1
Ry =5 (Rry+ Ryr) + 5 (Riy = Ryr) = S1y + A, (2.209)

ist,wobei S7; und A;; der symmetrische und antisymmetrische Anteil von R;; sind. Der symmetrische

Teil kann wie folgt weiter zerlegt werden

1
Sry= (S[J — M(5[JS) + D_ 25[]5 mit § =57 = (51‘]5'[,]. (2.210)
Der erste Term der rechten Seite ist spurlos, denn
1J 1 1 J
0\ 81— 550145 | =5 = 55014975 =0. (2.211)

Weiterhin wird S7; als der spurlose Anteil von S;; und S’ = % gesetzt. Schliefllich kann man Rjy

schreiben in
Rry= S]J—I—A]J—I—S}J. (2.212)

Der allgemeine Zustand (2.208) kann dann mit den obigen Beziehungen wie folgt zerlegt werden:

> Spaitalt ptpr) (2.213)
I1,J
> Argai'alt |p*,pr), (2.214)
I1,J
S'ai'ai" |p*, pr) . (2.215)

Den Zusténden aus (2.212) ist zu entnehmen, dass diese die Graviton-Zusténde représentieren. Die Ein-

Graviton-Zusténde sind gegeben durch

D—-2
> a1, (2.216)
1,J=2

wobei &7 eine beliebige symmetrische, spurlose Matrix ist. Da S;; ebenfalls eine symmetrische, spurlose

Matrix ist, ist es moglich die Zustdnde mit einander zu identifizieren:

ai'a)" |p*, pr) «— all 1) (2.217)
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Die Identifikation ist mdglich, da die beiden Zustdnde die gleichen Lorentz Indizes, den gleichen Impuls
tragen und die gleich Masse besitzen.

Die in (2.214) aufgefiihrten Zustdnde werden dem Ein-Teilchen-Zustand des Kalb-Ramond-Feldes zuge-
ordnet. Dieses Feld ist ein antisymmetrisches Tensorfeld B, .Mit B,,, wird das Mawellfeld A, verallge-
meinert. So, wie das Maxwellfeld an den Teilchen koppelt, so koppelt das Kalb-Ramond-Feld an Strings.
Strings tragen die sogenannte Kalb-Ramond-Ladung.

Die Zustdnde in (2.215) haben keine freien Indizes. Er korrespondiert zu einem Ein-Teilchen-Zustand

eines masselosen Skalarfeldes. Dieses Feld wird als das Dilaton bezeichnet.

38



3. Einfiihrung in die Superstringtheorie

In diesem Abschnitt wird die bosonische Stringtheorie verallgemeinert. Bislang wurde die bosonische
Stringtheorie behandelt. Diese Stringtheorien funktionierten nur in einer 26-dimensionalen Raumzeit. Alle
gefunden Quantenzusténde reprasentierten jedoch nur Bosonen. Eine physikalisch verntinftige Stringtheo-
rie muss aber auch Fermionen beschreiben kénnen. Nichtsdestotrotz konnten bereits wichtige Teilchen-
Zusténde, wie das Photon und das Graviton identifiziert werden. Die Ausfithrungen basieren auf [I],
Kapitel 14.

Klassiche bosonische Strings werden beschrieben durch deren Ortskoordinaten X*#(r, o). Diese sind klas-
sische kommutierende Variablen, deren Reihenfolge bei der Anwendung keine Rolle spielt. Nach der
Quantisierung werden die X*’s zu Operatoren, die im Allgemeinen nicht kommutieren.

Um Fermionen in eine Stringtheorie einzugliedern, werden neue dynamische Weltflichen-Variablen, 1} (7, o)
und ¢4 (7, 0), eingefiihrt. Diese Variablen sind keine herkdmmlichen kommutierende Variablen, dies sind

antikommutierende Variablen, dh. fiir zwei Operatoren f; und fo verschwindet der Antikommutator

{fi. o} = fife+ f2f1 = 0. (3.1)

Um ein relativistisches Fermion beschreiben zu koénnen, wird das klassiche Dirac-Feld, eine klassische
antikommutierende Feldvariable, benotigt. Die Quantisierung des Dirac-Feldes fithrt zu den Erzeugungs-
und Vernichteroperatoren. Diese gelten jeweils fiir das Teilchen und deren Antiteilchen. Auch diese Ope-
ratoren sind antikommutierende Variablen. Der Impulswert kann lediglich zwei Werte annehmen. Das

bedeutet f;)s f;)s = 0 fir alle Impulse p und Spins s. Ein Mehrteilchen-Zustand ergibt sich zu

f;1~,51fgz,82 "'f;k,sk |Q> (32)

Dieser Zustand kann beispielsweise ein Elektron mit dem Impuls pj; und Spin s; beschreiben. Wegen
f;,s f;{,s |Q2) = 0 gibt es keinen Zustand von Elektronen, die denselben Impuls und denselben Spin haben.
Wie bereits erwéhnt, erfordern klassiche Superstrings antikommutierende dynamische Variablen ¢# (7, o),
wobei der Index « die Werte av = 1,2 annimmt. Die dynamische Variable X* (7, o) war, fiir jeden Wert,

den p annehmen konnte, ein Weltfldchen-Boson.

Die Quantisierung dieser Objekte, verhalten sich wie Fermionen in der Raumzeit.
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Die Wirkung fiir Fermionen ist gegeben durch
R /dr /W do (X171 - x"'X") + 5, (3.3)
47Tal 0
wobei
1 ™
Su == [dr [ do (] @, + 000l + ] (0 - 20 v4] (34)
0

gilt. Die zusatzliche Wirkung Sy, ist die Dirac- Wirkung fiir ein Fermion, dass auf einer zweidimensionalen
Weltflaiche (7,0) lebt. Wie schon in der bosonischen Stringtheorie werden die Bewegungsgleichungen

durch Variation der Wirkung bestimmt. Somit ergeben sich die Bewegungsgleichungen zu
Or +0:) 1 =0,  (9r —5) P =0 (3.5)
mit den Randbedingungen
U1 (1,0.) 891 (7,04) = 3 (7, 0.)893 (7, 0.) = 0 (3.6)

Die Bewegungsgleichungen implizieren, dass v{ rechtslaufend und 11 linkslaufend ist, d.h.

1/)5(7', o) = \1'5(7' +o0) (3.7)

An den Endpunkten gilt

V1(1,0.) = £5 (7, 04) (3.8)
wobei
¥1(7,0) = ¢¥3(7,0) fiir 0, =0 (3.9)
Ol (r,m) = 2l(r,7) fir o, =7 (3.10)
gilt.

Man kann an den obigen Beziehungen erkennen, dass der Zustandsraum der Superstringtheorie in zwei
Unterrdume aufgeteilt werden kann. Diese beiden Unterrdume werden auch Sektoren genannt Der Ramond-
Sektor (R) fur das obere Vorzeichen in der Gleichung (3.8) und der Neveu-Schwarz-Sektor (NS) fir das
unterer Vorzeichen in (3.8). Das Fermionen-Feld soll iiber das volle Intervall o € [—m, 7] definiert sein,
d.h.

i(r,0) fir o €[0,7]
U(r,0) = . (3.11)
Yi(r,0) fir o€ [-m,0

Dies fiihrt zu bestimmten Randbedingungen. Das periodische Fermion W! entspricht den Ramond-

Randbedingungen und das antiperiodische Fermion W' entspricht den Neveu-Schwarz-Randbedingungen.
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Das bedeutet

Ul (7, 7) = +¥!(r,—7) Ramond-Randbedingungen
Ul (r,7) = —W!(r,—7) Neveu-Schwarz-Randbedingungen (3.12)

3.1. Der Neveu-Schwarz Sektor

Das Neveu-Schwarz Fermion kann als eine Funktion von (7 — o) angesehen werden. Dieses wechselt
sein Vorzeichen bei Transformationen der Art ¢ — ¢ + 27. Es muss nach gebrochen rationalen Moden

entwickelt werden

> blemire), (3.13)

reZ+1/2
Diese Gleichung garantiert die Antiperiodizitdt, denn fiir jede Zahl r = n + % gilt

6ir(o’+27r) _ eiraei(n+%)2ﬂ' _ eiraeiﬂ _ 761'7"0" (314)

Da W' eine antikommutierende Variable ist, antikommutieren auch deren Entwicklungskoeffizienten b?.
Die Koeffizienten mit negativen Entwicklungsmoden b , /o bl o0 sind die Erzeugungsoperatoren. Die
Koeffizienten positiver Moden b! /20 bl o sind die Vernichtungsoperatoren. Diese Operatoren wirken auf

ein Vakuum, das Neveu-Schwarz-Vakuum|NS). Die Operatoren erfiillen die Antikommutatorrelation
{6567} = 6,4 5.0077. (3.15)

Der Basiszustand in dem Zustandsraum des NS-Sektors wird durch

CTITLE) ™ T T 0™ NSy e bt o) (3.16)

I1=2n=1 J=2r=1/2,3/2,...

beschrieben. Dabei ist p, ;j entweder eins oder null. Die Reihenfolge, in der die b-Operatoren vorkommen,
spielt keine Rolle.

Der Massenquadratoperator, bevor er normal-geordnet ist, ist im NS-Sektor gegeben durch

_ai Za,paﬁf ST ool bl (3.17)

p750 reZ+3
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Woraus nach einigen Umformungen™|

1/ 1 . >
M? = = (—2 + Nl> mit Nt =Y ol al+ > rblb] (3.18)
p=1 r=13 .
folgt. Der Gleichung ist zu entnehmen, dass die Ordnungskonstante a = —% ist fiir D = 10. Die Zusténde
des N S-Sektors sind:
1 A2 1 4+ -
N—-=0: aM :_ia |p apT>v
1 o
NL_? : O/M2:0a bI_1/2 |NS>®|p+7pT>a
1 N
]\/vL =1: CYIZ\42 = 5,{@1_1,b£1/2b{1/2}|NS>®|p+7pT>a
3 .
N+ = 3 o' M? =1, {al b, 005,07, 0"} INS) @ |pF, ) - (3.19)
Die Zustéande mit N+ haben, mit o/ M? = —%, ein negatives Massenquadrat. Die Zustinde zu N+ = %

sind masselos.

Ein weiterer niitzlicher Operator ist einer, der (41) fiir bosonsiche Zustdnde und (—1) fiir fermioni-
sche Zustinde ergibt. Dieser Operator ist (—1), wobei F die Fermionen-Anzahl angibt. Daraus folgt,
dass Zustdnde mit gerader Fermionen-Anzahl bosonsicher Natur sind und die Zustdnde mit ungerader
Fermionen-Anzahl fermionischer. Die Wirkung dieses Operators auf die NS-Grundzustdnde liefert den
Eigenwert —1, d.h.

(DT INS) @ |p*,7r) = —INS) @ [p*,pr) - (3.20)

Wieviele Zustédnde sich auf der entsprechenden Massenebene befinden, kann mit der sogenannten gene-

rierenden Funktion herausgefunden werden. Fir den N S-Sektor lautet die generierende Funktion

o) n—% 8
fns(@) = % H <11+—$x”> : (3.21)

Die ersten Terme ergeben ausgeschrieben

1
Ins = NG + 8 + 364/7 + 128z + 4022/ + 115222 + .. .. (3.22)
X
Die Entwicklung zeigt das Tachyonfeld bei o/ M? = —%, die acht masselose Zustédnde im zweiten Term

und die 36 Zustinde bei o/ M? = %

16Dje vollstindige Herleitung kann in [I], S.313-134 nachgelesen werden.
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3.2. Der Ramond Sektor

Nach den Ramond-Randbedingungen (3.12) ist das Feld W' periodisch und kann wie folgt entwickelt

werden

U(r,0) ~ Y dhemTm), (3.23)
nez

Da auch hier ¥! eine antikommutierende Variable ist, sind die Oszillatoren d’, antikommutierende Ope-

ratoren. In Analogie zu dem NS-Sektor sind die Operatoren mit negativer Moden d’ ;,d},d!,, ..., Er-
zeugungsoperatoren und die Operatoren mit positiver Moden df,d}, d%, ..., Vernichtungsoperatoren. Die
Ostzillatoren des Ramond-Sektors gentigen der Antikommutatorrelation

{dfrw di} = 5m+n,051J~ (324)

Da die Ramond-Erzeugungsoperatoren antikommutieren, kénnen sie nur einmal in einem Zustand vor-
kommen. Durch Linearkombinationen werden die acht Null-Moden d} zu vier Vernichtungsoperatoren
und Erzeugungsoperatoren aufgegliedert. Die Null-Moden tragen nicht zum Massenquadrat der Zusténde
bei. Wenn man |0) als das Vakuum definiert, dann existieren 16 entartete Ramond-Grundzustande. Acht
der Zustinde |R,), a = 1,2,...,8, wirken mit einer geraden Anzahl an Erzeugungsoperatoren auf das
Vakuum, wihrend die acht Zustéinde |R;), a = 1,2,...,8 mit ungerader Anzahl an Erzeugungsoperatoren
auf das Vakuum wirken. Die Zustande |R,) und |Rz) werden mit |R4), A =1,...,16 zusammengefasst.

Der Ramond-Sektor des Zustandsraumes enthéalt die Zustidnde

9 oo 9
=TT ()™ 1
I=2n=2 J=2

8

()0, 1Ra) @ |p*, ), (3.25)
1

m

wobei py, ; entweder eins oder null ist. Analog zu dem NS-Sektor, existiert auch in dem Ramond-Sektor
ein Operator der Form (—1)F. Dieser Operator antikommutiert mit allen fermionischen Oszillatoren,
inklusive der Null-Moden

{(=DF,dy} =0, (3.26)
und
(=1)F [0y = —1]0). (3.27)

Es zeigt sich, dass alle |R,) fermionische Zustdnde und |Rz) alle bosonische Zusténde sind.
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Bevor der Massenquadratoperator normal-geordnet ist, ist dieser gegeben durch
1
== Za,p al + = an{nd; (3.28)
p#O ”EZ

Nach einigen Umformungerﬂ erhdlt man den Massenquadratoperator

M2:i2(a al 4 nd’ dl). (3.29)

/ —n-n —n-'n
n>1

Somit schreibt sich der Massenquadrat-Operator vereinfacht als

1
M?=—N* mit N*=> (o, o} +nd,d). (3.30)
[0

n>1

Gleichung (3.30) impliziert, dass die Ramond-Grundzustinde masselos sind.

Die Zustande auf den verschiedenen Massen-Ebenen sind

o' M? = 0: |R) |R)
o' M? = 1: al[R),dL |Rs) al|Ra),dLy |R,) (3.31)
o'M? =2 {alyaly 0ty dhd7 YR, || {alsy,alialy,dh d? Y | Ra), .
{al d",,d",} |Ra) {al d" |, d",} |Ra).
Hier sind die Zustéinde in zwei Gruppen unterteilt. Da sind zum einen die Zustinde mit (—1)F = —1.

Dieses sind die fermionischen Zustinde. Auf der rechten Seite sind die Zustinde mit (—1)f = +1. Dieses
sind die bosonischen Zustéande. Es gibt fiir jeden Zustand auf der linken Seite einen zugehorigen Zustand
der rechten Seite. Da es die gleiche Anzahl von fermionischen und bosonischen Zustdnden auf jeder
Massenebene gibt, zeigt sich die Supersymmetrie.

Die generierende Funktion fiir den Ramond-Sektors lautet

_16H<ifin)8, (3.32)

mit der Potenzereihenentwicklung folgt
fr(z) = 16 + 256 + 23042 4 153602> . . .. (3.33)

Wahrend die gerierende Funktion des R-Sektors nur ganzzahlige Potenzen von x beinhaltete, enthélt die
generierende Funktion des NS-Sektors sowohl ganzzahlige, als auch halbzahlige Potenzen von z. Es gibt

als doppelt soviel Zustiande wie in dem NS-Sektor.

7Zur vollstandigen Herleitung vgl.[1],S.316.
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3.3. Offene Superstrings

Wie bereits gesehen, besitzt der Ramond-Sektor Weltflichen-Supersymmetrie, denn es gibt die gleiche
Anzahl an fermionischen und bosonischen Zustinden auf jeder Massenebene. Da alle Zustédnde im R-
Sektor eine Spinor-Index tragen, erhélt man aus diesem Sektor nur Raumzeit-Fermionen. Der Ramond-
Sektor wird auf die Zustinde mit (—1)F = —1 gekiirzt. Dieses sind die Zustinde auf der linken Seiten von
(3.31.). Dieses sind die Zustande der Weltflichen-Fermionen, die als Zustdnde der Raumzeit-Fermionen
erkannt werden. Der sich ergebene Sektor heifitt R—Sektor. Mit den Zustéinden (—1)F = +1 wird der
R+-Sektor definiert. Die generierende Funktion (3.32) des Ramond-Sektors reduziert auf die Hélfte der

Zusténde

fR_(a:):8ﬁ Gji:)g (3.34)

Die Potenzreihenentwicklung ist
fr—(z) = 8 4+ 128z + 11522% + 76802° + 421122* + - - - . (3.35)

Daraus ergeben sich acht masselose fermionsiche Zustédnde. Kein Zustand des N S-Sektors tragt einen
Spinor-Index, so dass dieser Sektor die Raumzeit-Bosonen liefert. Die Grundzustinde |[NS) ® |p*, pr)
sind tachyonische Zusténde mit (—1)" = —1. Die masselosen Zustinde b’ ,, |[NS) ® [p*, pr) tragen einen
Lorentz-Index, so dass diese als die acht Photon-Zustdnde eines zehn-dimensionalen Maxwell-Eichfeld
identifiziert werden konnen. Diese acht bosonische Zusténde stehen in supersymmetrischer Ubereinstim-

mung mit den acht fermionsichen Zustdnden des R—-Sektors.

3.4. Theorien geschlossener Strings

Wie bereits gesehen, bekommt man geschlossene Strings durch multiplikative Kombination links-laufender
und rechts-laufender offener Strings. Das gleiche gilt fiir geschlossene Superstrings. Offene Superstrings
haben zwei Sektoren, den N S- und den R-Sektor. Sektoren geschlossener Strings kénnen vier verschiedene

Moglichkeiten annehmen
(NS,NS), (NS,R), (R,NS) und (R,R), (3.36)

dabei beschreibt der erste Eintrag in der Klammer den links-laufenden Sektor und der zweite Eintrag
beschreibt den rechts-laufenden Sektor. Auch gibt es die Operatoren (—1)f* und (—1)¥%, die die Fermio-
nen in dem L und R Sektor zéhlen.

Um eine Theorie geschlossener Strings mit Supersymmetrie zu erhalten, miissen die Sektoren aus (3.36)

gekiirzt werden.
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Wiéhlt man zum Beispiel

NS+ NS+
Links-Sektor : ,  Rechts-Sektor : ) (3.37)
R— R+

so bekommt man durch multiplikative Kombination dieser Sektoren die Type IIA Superstringtheorie
Type ITA : (NS+,NS+), (NS+,R+), (R—,NS+), (R-R+). (3.38)
Das Massenquadrat geschlossener Strings ist gegeben durch
%O/M2 =o' M? + o' M2, (3.39)

wobei M2 und Mé die Massenquadrat-Operatoren der offenen Strings sind, die benutzt wurden, um die
linken und rechten Sektoren auszubauen. Die Type ITA Superstring beinhaltet keine Tachyonen und die

masselosen Zustidnde erhdlt man durch Kombination der masselosen Zusténde der jeweiligen Sektoren:

(NS+,NS+):  bL, |NS),

—1/a ® bi]/2 |NS>R ® |p*,pr)

(NS+R+): L, INS), @ |Rp) ® |p*,pr) (3.40)
(R-,NS+): |Ra)p, ® 0L, INS), © |pt,Pr)
(R-R+): |Ra)p, ® |Rp) 1, ® |p*,pr)

Die ersten Zustédnde aus (3.40) fithren unabhéngige Vektorindizes und laufen iiber acht Werte. Es gibt
also 64 bosonsiche Zusténde. Es kénnen die schon bekannten Zusténde des Gravitons , des Kalb-Ramond-

Feldes und des Dilaton-Feldes gefunden werden:
(Ns+,NS+) masselose Felder g, By, und . (3.41)

Die zweiten und dritten Zustande in (3.40) beinhalten ein Ramond-Vakuum und dariiber hinaus Raumzeit-
Fermionen. Die letzten Zusténde in (3.40) beinhalten das Produkt aus zwei R Grundzustdnden und sind

daher Raumzeit-Bosonen.

Schliellich sollte erwdhnt werden, dass sich die gleiche Type ITA Superstringtheorie ergibt, falls die
beiden Sektoren R+ und R— in (3.37) vertauscht wiirden. Eine andere, die Type IIB Superstringtheorie
, mochte ich in dieser Arbeit nicht weiter Vertiefen@

Die hier beschrieben Type II Theorien sind nicht die einzigen Superstringtheorien. Es gibt zusédtzlich
noch zwei heterorische Superstringhteorie. Wahrend sich Type IT Theorien geschlossener Superstrings
aus der Kombination von links-laufenden und rechts-laufenden Kopien offener Superstrings ergeben, wer-
den in den heterorischen Theorien links-laufende offene bosonsiche Strings mit rechts-laufenden offenen
Superstrings kombiniert. Diese Theorien sind zehn-dimensional. Heterorische Theorien kommen in zwei
Versionen vor, ndmlich in der Eg x Eg Version und in der SO(32) Version. Sowohl Eg x Fg als auch

S0(32) sind Symmetriegruppen.

183elbstverstindlich kann diese in [I], S.323-324 nachgelesen werden.
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Schlussendlich gibt es neben den Type IT und heterorischen Theorien noch die Type I Theorie. Diese su-
persymmetrischen Theorie beinhaltet offene und geschlossene unorientierte Strings. unorientierte Strings
sind solche, die invariant unter der Umkehr der String-Orientierung sind.

DieListe der zehn-dimensioanlen Superstring-Theorien sind dann

e Type IIA,

Type IIB,

FEg x Eg heterorisch,

e S0O(32) heterorisch,

Type L

Diese fiinf Theorien wurden alle in der Mitte der 1980-er Jahre gefunden. Es gibt jedoch eine andere
Theorie. Die M-Theorie. Diese Theorie ist keine Stringtheorie. denn die M-Theorie enthélt Membranen
(2-Branen) und 5-Branen. Diese Branen sind allerdings keine D-Branen, wie in der Stringtheorie. Die M-
Theorie konnte helfen die Stringtheorie besser zu verstehen. Die oben genannten fiinf Stringtheorien sind
schon miteinander verwandt, die M-Theorie hingegen kénnte zeigen, dass es doch nur eine, fundamentale
Theorie gibt.

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass es fiinf Superstringtheorien und die M-Theorie gibt,

die jeweils nur Grenzen einer allumfassenden Theorie sind.
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4. D-Branen und Eichfelder

Bisher wurden offene Strings betrachtet, deren Koordinaten den Neumann-Randbedingungen unterla-
gen. Eine wichtige Eigenschaft dieser Strings ist es, dass sie sich auf einer raumfiillenden D25-Membran
bewegen. In diesem Abschnitt werden offene Strings betrachtet, die sich auf verallgemeinerten niederdi-

mensionalen Membranen befinden. Die Ausfithrungen basieren auf [1], Kapitel 15.

4.1. Dp-Branen und Randbedingungen

Unter einer Dp-Brane versteht man ein ausgedehntes Objekt mit p rdumlichen Dimensionen. In der
bosonsichen Stringtheorie wurde gezeigt, dass diese 25 rdumliche Dimensionen benétigt. Somit ist die
raumfiillende Brane der bosonsischen Stringtheorie eine D25-Brane. Im Folgenden wird d die Anzahl der
rdumlichen Dimensionen beschreiben. Die Anzahl der Raum-Zeit-Dimensionen ergibt sich aus D = p+ 1.
Eine Dp-Brane mit p < 25 erstreckt sich iiber einen p-dimensionalen Unterraum des 25-dimensionalen
Raumes.

In diesem Abschnitt werden Dp-Branen untersucht, die p-dimensionale Hyperflichen des d-dimensionalen
Raumes sind. Zur Beschreibung dieser Hyperflichen werden (d — p)-lineare Bedingungen bendtigt.

Die Raum-Zeit-Koordinaten x* werden dazu in zwei Gruppen unterteilt. Dabei wird die eine Gruppe aus
den Koordinaten bestehen, die tangential zum Weltvolumeﬂ sind. Dies sind die p rdumlichen Koordi-
naten. Die andere Gruppe beschréankt sich auf die (d — p) Koordinaten normal zu dem Volumen. Dies
wird kompakt als

0,1 .3 +1 ,.p+2 ,.p+3 d
P A N 7 P P P (4.1)

Dp tangentiale Koordinaten Dp normal Koordinaten

geschrieben. Die Lage der Dp-Brane wird durch das Fixieren der normalen Koordinaten festgelegt, d.h.
2=z mit a=(p+1),...,d (4.2)
Fiir die String-Koordinaten X* gilt damit

X0 xt x2 ... xp  xptl xet2 o xd (4.3)

Dp tangentiale Koordinaten Dp normal Koordinaten

Da die Endpunkte offener Strings auf einer Dp-Brane enden miissen, unterliegen die Koordinaten normal

zu der Brane den Dirichlet-Randbedingungen, d.h.
X1, 0) om0 = X (7,0)|o=r =0 mit a=((p+1),...,d. (4.4)

WEeil beide String-Enden den Dirichlet-Randbedingungen unterliegen, werden die String-Koordinaten X ¢
als die DD Koordinaten bezeichnet. Die Endpunkte des offenen Strings kénnen sich frei entlang der

tangential Richtung auf der Brane bewegen. Die String-Koordinaten tangential zu der D-Brane geniigen

19Tn Analogie zur Weltlinie eines Punktteilchens in der Raumzeit, einer Weltfliche eines Strings, ist ein Weltvolumen einer
p-Brane (p + 1)-dimensional.
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den Neumann-Randbedingungen
X"(1,0)lo=0 = X" (7,0)|o=r =0 mit n=0,1,2,...,p (4.5)

Diese String-Koordinaten werden als die NN-Koordinaten bezeichnet, da beide Endpunkte den Neumann-
Randbedingungen unterliegen.
Bedingung (4.3) kann auch als eine Aufteilung in Neumann bzw. Dirichlet-Randbedingungen angesehen

werden

Xt X" {X} {X? mit i=23,....,p und a=(p+1),...,d (4.6)
—_—
NN DD

Die NN-Koordinaten X(7,0) erfiillen genau die selben Bedingungen wie die Lichtkegelkoordinaten
X1(7,0) eines offenen Strings endend auf einer D25-Brane. Alle Ergebnisse, Kommutatorrelationen und
Entwicklungen kénnen nach Ersetzung I — ¢ iibernommen werden.

Es ergibt sich fiir die Entwicklung der String Koordinat@

1 .
X% r,0) =2+ V2 E —age """ sin(no). (4.7)
n
n#0

Da diese Gleichung keinen Term linear in 7 hat, ist der Netto-Impuls in die z*-Richtung gleich Null. Dies
beschreibt einen String, dessen Enden an die Brane gebunden sind. Wiirde es einen Term p®7 geben, so
miissten die String-Endpunkte fiir 7 # 0 nicht bei 2% = z® bleiben, so dass die Endpunkte nicht mehr an

die Brane gebunden wéren. Aus der String-Koordinate (4.7) ergeben sich folgende Ableitungen:
X = —iv2o/ Z ale " sin(no), X =2 Z ale™ "7 cos(no). (4.8)
n#0 n#0

Die Stringkoordinate X ist hermitesch, falls (a2)" = a®,, ist. Eine Kombination der Ableitungen liefert

X+ X*=V2a' Y age ME), (4.9)

n

n#0

Die Quantisierung verlduft dann analog zu der in Abschnitt 2.6 gezeigten Quantisierung relativistischer

offener Strings. Der Massenquadratoperator ist gegeben durch

1 oo P L > d
M= = (—1 +3 3 nal el + Y > ma%a;ﬁﬁ) : (4.10)

n=1i=2 m=1a=p+1

20Fiir die vollstindige Herleitung vgl.[1], S.333-335.
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Die Grundzustéinde, mit einer D25-Brane im Hintergrund, waren |p*, pr), wobei pr = (p?,...,pP) der

)

Vektor mit den Komponenten p! ist. Fiir die Grundzusténde hier gilt einfach

lpT,Pr) mit pr = (p*,...,pP). (4.11)
Es gibt Ostzillatoren, die entlang der Brane schwingen,
, 1=2,...,p, (4.12)
und Oszillatoren, die normal zu der Brane schwingen,

Pl

n o

n>1, a=p+1,...,d (4.13)

Dann sind die moglichen Zustédnde der Form

lﬁﬁ (a;‘j)k““i] [ﬁ f[ (a‘fnT)Ma] ", p) - (4.14)

n=1:=2 m=1a=p+1

Die Grundzustande

_ 1
ptpr), MP=——, (4.15)

sind Tachyonen-Zusténde auf der Brane, die dieselbe Masse haben wie die bei einer D25-Brane. Das
zugehorige Tachyonen-Feld ist ein Lorentz-Skalar auf der Brane. Ein Oszillator von den tangentialen

Koordinaten, der auf Grundzustand wirkt, ergibt die néchst hoheren Zustéande:
it - .
al ‘p+7pT>7 2227"’71)7 MQZO' (4.16)

Fiir jeden Impuls gibt es also (p +1) — 2 = (p — 1)- masselose Zustédnde. Bei den Zustdnden in (4.16)
handelt es sich um Photonen-Zustéande, das zugehorige Feld ist das Maxwell-Feld. Es folgt also, dass eine
Dp-Brane ein Mazwell-Feld auf dessen Weltvolumen besitzt.

Ein Oszillator aus den Koordinaten normal zu der Brane wirkt wie folgt auf die Grundzustédnde
aoi' [p*,pr), a=p+1,....d M =0. (4.17)

Fiir jeden Impuls gibt es (d — p) Zustéinde, die sich auch der Brane befinden. Auf einer Dp-Brane gibt es
fiir jede normale Richtung ein masseloses Skalarfeld.
Die masselosen Zustdnde auf einer Dp-Brane sind (p — 1) Photonen-Zustédnde und (d — p) Skalarfeld-

Zustande. Es ergibt sich also die gleiche Anzahl masseloser Zustéinde, wie auf einer D25-Brane.
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4.2. Offene Strings zwischen parallelen Dp-Branen

Es werden nun offene Strings , die sich zwischen parallelen Branen befinden, quantisiert. Falls zwei Branen
die gleichen Sdtze an longitudinalen und normalen Koordinaten haben, so sind die Dimensionen dieser
Branen gleich. Dazu sei die eine Brane am Punkt z¢ = z¢, die andere bei 2® = 7§ fixiert. Fiir den Fall
z¢ = z§ liegen die Dp-Branen iibereinander. In Abbildung 4.1 sind zwei parallel zueinander stehende D2-
Branen dargestellt. Die Abbildung zeigt, dass es vier verschiedene Typen von Strings gibt. Diese Typen
werden auch Sektoren genannt.

Dazu gehoren die Strings, dessen beider Endpunkte auf einer der Branen liegen. Diese bilden eine Klas-
se. Weiterhin gibt es die Klasse der Strings, dessen Endpunkte sowohl auf der einen als auch auf der
anderen Brane enden. Diese bilden zwei Sektoren, da hier die Orientierung der Strings zu beachten ist.
Das bedeutet, dass die Strings, die auf Brane eins beginnen und auf Brane zwei enden sich von denen

unterscheiden, die auf eins enden und auf zwei beginnen.

J : \

brane 1 brane 2

Abbildung 4.1: Zwei parallele D2-Branen. Hier sind 2! und 2? longitudinale Koordinaten, z3 ist eine
normale Koordinate. Die Position der Brane eins und Brane zwei sind spezifiziert durch
die Koordinaten z$ und Zj3. Diese Branen-Konfiguration beinhaltet vier verschiedene
String-Typen (Abb. aus [1]).

Fiir die NN-String-Koordinaten X+, X~ und X? gelten die bisherigen Uberlegungen des vorherigen Ab-
schnitts, denn die Randbedingungen sind bereits in (4.5) gegeben. Die DD-String-Koordinaten unterliegen
den Randbedingungen

X1, 0)|lo=0 = 2%, X7, 0)|lo=r =25, a=(p+1),...,d (4.18)
Fiir einen String, der sich von Brane eins zur Brane zwei erstreckt, gilt

1 .
X r,0) =2 + (2§ — %) % + V2a/ Z Eafle_”” sin(no). (4.19)
n#0
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Da die Konstanten z{ und z§ keine Parameter der String-Fluktuationen sind, werden diese auch bei
der Quantisierung nicht zu Operatoren. Es ist insbesondere zu erwéhnen, dass es keine Terme linear
in 7 gibt, das heiflt also, dass es keinen Impuls in die z*-Richtung gibt. Fir Strings, die sich von der

Brane zwei zu der Brane eins erstrecken, gelten die gleichen Beziehungen, unter Vertauschung der Indices.

Der Massenquadratoperator ist gegeben durch

Fa F+a 2
- 1
M2 = <M> + = (N —1), (4.20)

2ma’
wobei
co p [e’s) d
N+ = ZZna;Ta; + Z Z ma®ial, (4.21)
n=1i=2 m=1a=p+1

—a__~a
Lo Ty
2ma’

ist. Aus Gleichung (4.20) folgt, dass ein neuer Term, ( ), im Massenquadrat vorkommt. Da die

1 ) To—T7
2ra’ ) 2ma
spannung zum Quadrat, eines klassischen statischen Strings, der iiber zwei Branen gestreckt ist. Die

Stringspannung gegeben ist durch T, = ( entspricht der Term ( ) der klassischen String-
Konstante verschwindet, falls die Branen tibereinstimmen. Zur Untersuchung der Grundzustéinde werden
vier verschiedene Sektoren untersucht. Es erweist sich als hilfreich eine neue Notation einzufithren. Man
schreibt |p*, P} [ij]), wobei 4, j € [1,2] ist. Je nachdem, welche Brane beschrieben wird. Der erste Eintrag
in der eckigen Klammer steht fiir die Brane, an der der String beginnt. Der zweite Eintrag steht fiir die

Brane, an der der String endet. Dies fithrt zu vier Arten von Grundzustinden
ptE 1)), ptes(22), It m2)), et (1)) (4.22)

Die Zusténde offener Strings in dem [ik]-Sektor werden konstruiert, indem Oszillatoren auf |p*, i [i5])
wirken. Die Zusténde nehmen die Form (4.14) an, mit der Ausnahme, dass die Grundzustidnde durch
Ipt, P’ [ij]) ersetzt werden. Die Frage, die es zu beantworten gilt ist, wo die zu [12] korrespondierenden
Felder leben. Diese ist nicht ganz einfach zu beantworten. Diese Felder sind sicherlich (p+ 1)-dimensional.
Es ist nicht zu sagen, dass die Felder auf einer dieser Branen leben, sie leben auf beiden Branen.

Die Grundzustdnde der Strings, die sich zwischen den Branen erstrecken, sind

— _ 2
. 1 x5 — x¥
pt.p12]), M?= v (2 ,1> : (4.23)

Falls die Branen gleich sind, werden die Zustdnde zu den bekannten Tachyonzustdnden.
Falls die Branen voneinander getrennt bleiben, so bekommt das Massenquadrat einen positiven Beitrag.
Fiir den kritischen Abstand

¢ — 7% =27V, 4.24
2 1

reprasentieren die Grundzustinde masselose Skalarfelder. Fiir grofe Absténde der Branen voneinander

sind die Grundzustinde massive Skalarfelder.
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Um die néchst hoheren Zustdnde zu erhalten, wird ein Oszillator auf die Grundzustédnde angewendet

N
ot |pt, g [12 —(p+1),....d M>= (220 125

al ‘p apv[ D? a (p+ )7 [ e 27('@/ ( )

Es existieren (d — p) massive Zustidnde fir jeden Impulswert. Der Index a ist kein Lorentz-Index in der
(p + 1)-dimensionalen Raumzeit, was zur Folge hat, dass die Zustinde Lorentz-Skalare sind. Insgesamt
erhilt man (d — p) massive Skalarfelder.Oszillatoren aus Koordinaten tangential zu der Brane erzeugen

die Zustande

—a —a\ 2
it 4+ o § 2 Ly — I3
;112 =2,... M= = . 4.26
a’l ‘p ap7[ }>7 ? 9 » Dy < 27'('0[/ ) ( )

Fiir jeden Impuls ergeben sich (p + 1) — 2 = p — 1 massive Zusténde.

Ein massives Eichfeld hat mehr Freiheitsgrade als ein masseloses Eichfeld, ndmlich genau einen mehr
fiir jeden erlaubten Impulswert. In einer D-dimensionalen Raumzeit hat ein masseloses Eichfeld (D — 2)
Zustande fiir jeden Impuls p,, der p? = 0 erfiillt. Ein massives Eichfeld hingegen hat (D — 1) Zustinde
fiir jeden Impulswert p,,, der die on-shell-Bedingung p* + m?* = 0 erfiillt. Die Zusténde (4.26) sind nicht
ganz vollstdndig um das Maxwell-Eichfeld zu repréasentieren. Es fehlt ein Freiheitsgrad. Daher muss einer
der (skalaren) Zustédnde von (4.25) zu den (p — 1) Zustédnden von (4.26) wechseln. Insgesamt ergibt dies
dann einen massiven Vektor und (d — p — 1) massive Skalare.

Ein interessanter Fall ergibt sich, wenn der Abstand zwischen den Branen verschwindet. Zwar liegen die
Branen dann tibereinander und stimmen iiberein, dennoch besitzen sie noch vier Sektoren. Die masselo-
sen Zustéande offener Strings, die sich von Brane eins zu Brane zwei erstrecken, beinhalten ein masseloses
Eichfeld und (d — p) masselose Skalare. Der gleiche Feldinhalt wird durch einen Sektor beschrieben, des-
sen Strings auf der einen Brane beginnen und auf der selben auch enden. Das bedeutet, dass es sich um
vier masselose Eichfelder handelt, falls die beiden Branen tibereinstimmen. Im Rahmen der Stingtheorie
wechselwirken diese Eichfelder miteinander, indem die String-Endpunkte aneinander koppeln.

Genau diese wechselwirkenden Eichfelder werden durch die sogenannten Yang-Mills- Theorien beschrie-
ben. Auf dem Weltvolumen zweier iibereinstimmender D-Branes handelt es sich um eine U(2) Yang-Mills-
Theorie. Genauer gesagt enthélt die U(2) Theorie noch Wechselwirkungsterme, diese kénnen bei niedrigen
Energien vernachléssigt werden. Die 2 steht fiir die zwei iibereinstimmenden Branen. Zusammenfassend

lasst sich sagen:

Falls es N iibereinstimmende Dp-Branes gibt, existieren N? Sektoren und damit auch N?

masselose Eichfelder.

Das heiBit, dass N iibereinstimmende D-Branes U(N) masselose Eichfelder fiihren. Fiir eine einzelne Bra-
ne heifit das, dass sie durch eine U(1) Yang-Mills-Theorie beschrieben wird. Dies entspricht gerade dem
Maxwell-Feld.
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(c)

Abbildung 4.2: (a)Drei Branen, mit den Indices i,j und k, und Strings in dem [ij]-Sektor und im
[ijk]-Sektor.(b) Das Ende des Strings in dem [ij]-Sektor trifft auf den String in dem
[7k]-Sektor. Diese interagieren miteinander.(c)Der resultierende String im [ik]-Sektor
(Abb. aus [1]).

In Abbildung 4.2 wird gezeigt, wie Strings, die zwischen zwei Branen ausgestreckt sind, miteinander
wechselwirken konnen. In einem Prozess kann ein offener String sich mit einem zweiten String vereinen
um einen neuen offenen String zu bilden. Dabei vereint sich der Endpunkt des ersten Strings mit dem
Anfangspunkt des zweiten Strings. Der daraus resultierende String beginnt an dem Anfang des ersten
Strings und endet an dem Ende des zweiten Strings. Falls sich die Strings zwischen den Branen ausbreiten,
kann ein String aus dem Sektor [ij] sich mit einem String aus dem Sektor [jk] zu einem Produkt-String
im [ik] Sektor vereinen. Diese Interaktion ist moglich, da sich beide, das Ende des einen Strings und der
Anfang des anderen Strings, auf der selben D-Brane befinden. Der resultierende String ist dann nicht
mehr an die j Brane gebunden, da sich kein Endpunkt mehr auf dieser befindet. Der neue String gehort

dann zu dem [ik]- Sektor. Diese mogliche Wechselwirkung wird als
[if] * [jk] = [ik], tber j wird nicht summiert, (4.27)

geschrieben. Die Existenz von Yang-Mills-Theorien auf dem Welt-Volumen einer D-Brane-Konfiguration
hat grofle Relevanz, weil Yang-Mills Theorien benutzt werden, um das Standardmodell der Teilchenphy-
sik zu beschreiben. Die elektroschwache Theorie wird mit einer U(2) Yang-Mills Theorie beschrieben.
Diese Theorie beinhaltet die vier Eichbosonen v, W+ und Z°. Alle diese Eichbosonen sind massive Eich-
bosonen, aufler das Photon . Durch den Higgs-Mechanismus bekommen diese Eichbosonen ihre Masse.
Eine mogliche D-Brane Realisierung des Higgs-Mechanismus kénnte das Auseinanderziehen zweier vorher
iibereinstimmender D-Branen sein. Fiir zwei iibereinstimmende D3-Branen wird eine U(2) Yang Mills
Theorie benétigt, mit vier masselosen Eichfeldern lebend auf dem vier-dimensionalen Weltvolumen der
Branen. Es zeigt sich, dass eine elegantere D-Brane Konfiguration benétigt wird, um die elektroschwache
Theorie mit einzubeziehen. Im Folgenden wird diskutiert, wie das Standardmodell der Teilchenphysik mit

Branen konstruiert werden kann.
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5. Die Stringtheorie in der Teilchenphysik

Drei der vier fundamentalen Wechselwirkungen werden mit Hilfe des Standardmodells (SM) der Teil-
chenphysik einheitlich formuliert. Es werden sowohl die starke und schwache Kraft als auch die elek-
tromagnetische Kraft im Rahmen von Quantenfeldtheorien beschrieben. Die Wechselwirkungen werden
durch Symmetriegruppen erklirt. Diese Symmetriegruppen sind die der schwachen Kraft SU(2), die der
elektromagnetischen Kraft U(1) und die der starken Kraft SU(3). Zusammen bilden diese die Symmetrie
SU(3) ® SU(2) ® U(1). Die Ausfithrungen stimmen aus [I], Kapitel 21.

5.1. Schneidende D-Branes

In diesem Abschnitt wird eine D-Brane-Konfiguration betrachtet, die zu sich schneidenden D-Branes
fithrt. Diese sind ein guter Ausgangspunkt um zu einem String-Modell der Teilchenphysik zu gelangen.
Wie bereits gesehen, werden Fermionen benétigt um ein sinnvolles String-Modell der Teilchenphysik
zu konstruieren. Um Fermionen in eine Stringtheorie einzugliedern, wird eine zehn-dimensionale Super-
stringtheorie bendtigt. Dabei werden sechs der zehn Raumzeitdimensionen benétigt, um einen kleinen
kompakten Raum endlichen Volumens zu konstruieren. Dieser ist notwendig, um effektiv eine vier-
dimensionale Raumzeit zu bekommen. Dieser Raum wird derart konstruiert, so dass jede Dimension
zu einem Kreis aufgerollt ist. Der resultierende Raum ist ein sechs-dimensionaler Torus 7. Diese Kreise

haben alle den gleichen Radius und es gilt * ~ 2 + 27 R, fir i=4,...,9.

Um eine effektive Yang-Mills Theorie zu konstruieren, werden D-Branen bendtigt, wobei sich wenigs-

L 22 und 22 entlang der effektiven Raumzeit erstrecken miissen. Es miissen

tens drei Raumdimensionen x
also Dp-Branen mit p > 3 sein. Die anderen drei Raumdimensionen liegen auf dem Torus. In diesem
Abschnitt wird eine D6-Brane in der Type IIA Superstringtheorie behandelt. In der Tat, ist es moglich,
auch andere zu wahlen.

Die Situation mit zwei sich schneidende D6-Branen, a und b, bei denen jeweils drei Richtungen auf den

Torus T¢ = T? x T? x T? gewickelt sind, werden mit
D6-Brane a : (£§“),£§“),£§“)) und D6-Brane b : (Egb),ﬁgb),ﬁgb)) . (5.1)

bezeichnet.

Bei der D6-Brane gibt es drei Richtungen, die auf dem Torus 7% zusammengerollt sind. Die Umhiillung
wird durch drei Linien (€1, {2, £3) beschrieben. Die Linie (¢;) zeigt die Richtung der D-Brane auf dem j-ten
Torus T2. Dadurch, dass die D6-Brane durch die drei orientierten Linien charakterisiert wird, wird damit
auch der drei-dimensionale Unterraum der D6-Brane, der auf dem Torus liegt, spezifiziert. Verallgemeinert
ldsst sich sagen, dass die Orientierung eines i- dimensionalen Unterraums durch eine Wahl eines georderten
Satzes von i linear unabhingigen Tangentenvektoren gegeben ist. Somit kann beispielsweise die (z,y)-
Ebene durch das geordnete Paar der Tangentenvektoren ((1,0), (0,1)) charakterisiert werden. Der drei-
dimensionale Unterraum der D6-Brane auf dem Torus T, ist durch den orientierten Satz der Vektoren

(¢1,02,¢3) gegeben.
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Wie oft sich die D-Branen auf dem Torus schneiden, hdngt von der Schnittzahl I, ab. Die Schnittzahl
wird mit

3

Ly = [T #6767, (5.2)

i=1

bestimmt.

5.2. D-Branen und die Standardmodell-Eichgruppe

Wie bereits gesehen, befinden sich auf dem Weltvolumen von N korrespondierenden D-Branen die Eich-
felder U(N). Die Dynamik dieser Felder wird bei niedrigen Energien durch Yang-Mills Theorien mit der
Eichgruppe U(N) generiert. Im Standardmodell der Teilchenphysik werden die Eichbosonen, die Gluonen,
die W¥ Bosonen, das Z Boson und das Photon, durch Yang-Mills Theorien beschrieben. Die Gluonen
sind die Eichbosonen, die die starke Kraft iibertragen. Diese werden durch eine vier-dimensionale SU(3)
Yang-Mills Theorie beschrieben. Diese Theorie ist eng verwandt mit der U(3) Yang-Mills Theorie, die bei
niedrigen Energien auf dem Weltvolumen dreier korrespondierender D3-Branen entsteht. Die Konfigura-
tion der Branen fiir U(3) wird in Abbildung 5.1 gezeigt. Es existieren dabei neun verschiedene Sektoren
offener Strings, gekennzeichnet durch [:5] mit 4,7 = 1,2, 3. Der erste Index zeigt dabei, an welcher Brane
der String beginnt und der zweite, an welcher Brane der String endet. Die Abbildung zeigt jeweils einen

String von jedem Sektor. Jeder Sektor enthélt einen String-Zustand, der ein Eichfeld reprasentiert.

#1
[1,11w 8[1,2] 2[2,11 K /j[a,ﬂ
] [1 SJW

#2
22 s 6[2: . (j a3

| #3

(3.3]

Abbildung 5.1: Drei D-Branen, die zur Entstehung des Eichbosons der U(3) beitragen (Abb. aus [1]).

Die drei D-Branen tragen jeweils ein Maxwell-Feld. Diese Maxwell-Felder A;,, mit i = 1,2,3, sind
verbunden mit den Zustédnden «_ |[ii]), die einen offenen String représentieren, der an einer D-Brane

beginnt und an einer anderen endet. Mit Hilfe dieser Eichfelder wird eine Klasse von Zusténden der Form

> Awa-allii). (5.3)

konstruiert. Die Maxwell-Felder A(;) wechselwirken nicht miteinander, denn die Beziehung (4.27) ver-
bietet es, da die Endpunkte von verschiedenen Strings niemals auf der selben Brane enden. Auflerdem
wechselwirken sie auch nicht mit sich selbst, denn Maxwell-Felder sind freie Felder. Jedes Maxwell-Feld
Ay wechselwirkt jedoch mit jedem Zustand, der ihre Ladung trégt. Jeder String wird durch einen Wert
q1, g2 und g3 der Ladung beziiglich der Maxwell-Felder Ay, A(2) und A3 charakterisiert. Die Ladungen
der Zustédnde werden mit (g1, g2, g3) bezeichnet. In dieser Konvention tréigt ein orientierter offener String

eine Einheit negativer Ladung an seinem Endpunkt ¢ = 0 und eine Einheit positiver Ladung an seinem
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Endpunkt o = 7. Beispielsweise hat ein String in dem [12]-Sektor die Ladungen (—1,1,0). Hierbei ist
g1 = —1, da der String auf der ersten Brane beginnt. Es ist g5 = 1, weil der String auf der zweiten
Brane endet und g3 = 0, weil keiner der Endpunkte auf der dritten Brane endet. Die Summe aller drei
Ladungen ist Null. Insbesondere sind fiir einen String, beginnend und endend auf der gleichen Brane, alle
drei Ladungen Null. In der gewdhlten Branen-Konfiguration kénnen die neun Eichfelder in zwei Sétze,
nicht-miteinander wechselwirkender Felder, aufgeteilt werden. Das eine Eichfeld ist das Maxwell-Feld A s,

des Zustandes

1
|s3) = 7 (a1 [[11]) + a1 |[22]) + a1 |[33))) - (5-4)

Da Maxwell-Felder nur mit geladenen Objekten wechselwirken, tragt keines der Felder die Ladung des
A®) Eichfeldes.

Wie bereits erwéhnt, ist die Theorie der Maxwell-Eichfelder eine U(1) Yang-Mills-Theorie. Die U(3)
Yang-Mills Theorie von neun wechselwirkenden Eichfeldern auf drei iibereinstimmenden D-Branen ist
eine entkoppelte U(1) Theorie. Die restlichen acht Eichfelder definieren die SU(3) Eichtheorie. Es besteht
folgender Zusammenhang zwischen der Gruppe U(3) und den Gruppen SU(3) und U(1)

U(3) = SU(3) x U(1). (5.5)

Der vollstdndige Satz von den Bosonen im Standardmodell wird durch die Yang-Mills Theorie mit der

Eichgruppe
SU(3)e x SU(2)y x U(1)y, (5.6)

beschrieben. Hierbei steht c@ fiir die Farbe, V\E steht fiir die schwache Wechselwirkung und Y fir die
Hyperladung. Die SU(2),, x U(1)y beschreibt die elektroschwache Yang-Mills Theorie mit drei Eichbo-
sonen. Um die Eichgruppe SU(2) mit D-Branen konstruieren zu kénnen, werden zwei {ibereinstimmende
D-Branen bendtigt, die nicht mit den drei Branen der SU(3) gleich sind. Falls die zwei Branen-Sétze
aufgeteilt sind, wiirde sich fiir die Eichgruppe

U(3) x U(2) = SU(3) x SU(2) x U(1) x U(1), (5.7)

ergeben. Die U(1)’s kénnen jedoch nicht zur Konstruktion der U(1)y genutzt werden.

5.3. Offene Strings und die Fermionen des Standardmodells

Bisher wurden lediglich die Bosonen des Standardmodells untersucht. Auflerdem wurden D-Brane-Konfigurationen
untersucht, die bendtigt werden, um Bosonen zu erhalten. Fiir eine konsitente Stringtheorie, die auch die
Materieteilchen erklart, werden Fermionen bendtigt. Es miissen also zwei weitere tibereinstimmende D-

Branen eingefiihrt werden.

Dazu beschreiben f ein Fermion und f sein Antiteilchen. In dieser Notation korrespondieren das Elek-

tron e~ und das Positron et zu f und f. Nach der Quantenfeldtheorie gibt es sowohl Vernichtungs-

2engl.:color

22engl.:weak
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als auch Erzeugungsoperatoren, beide fiir links- und rechtshindige Teilchen und Antiteilchen. Fir die

Erzeugungsoperatoren schreibt man
(rh k) (7. 7%). (5.8)

wobei L fiir Linkshéndigkeit und R fiir Rechtshéndigkeit steht. Der Operator fz erzeugt somit ein links-
héndiges Teilchen, falls dieser auf das Vakuum wirkt.

Nach der Quantenfeldtheorie gilt, dass bei der Festlegung der Ladung von links-héndigen Teilchen die
Ladung der rechts-hdndigen Antiteilchen automatisch bestimmt ist. Sind die Ladungen spezifiziert mit
der elektrischen Ladung fiir einen Satz von nicht miteinander wechselwirkender Maxwell-Felder, so ist
die entgegengesetzte Ladung die Ladung mit einem entgegengesetzten Vorzeichen. Um diese Beziehung

darzustellen, schreibt man

fz + entgegengesetzte Ladung — f IT?"

fIT% + entgegengesetzte Ladung — fz (5.9)

Die Chiralitdat der Fermionen ist eine wesentliche Eigenschaft des Standardmodells. Eine Chiralitat der
Fermionen liegt vor falls fz und f;, also die links- und rechts-héndigen Zustinde, nicht die gleiche La-
dung haben.

Ladungen beschreiben, wie Teilchen auf Eichbosonen reagieren, d.h., dass links- und rechtshéndige Teil-
chen unterschiedlich auf das selbe Eichbosonen reagieren kénnen. Das Gleiche gilt fiir die links-bzw.
rechts-hidndigen Antiteilchen. Tatséchlich sind alle Fermionen in dem Standardmodell chiral. Die Chirali-
tatsbedingung ist eine sehr méchtige Bedingung, denn in einer Eichtheorie mit chiralen Fermionen kénnen
die Fermionen keine Masse bekommen, solange die Eichsymmetrie ungebrochen bleibt. Im Standarmodell
wirkt die elektroschwache Kraft SU(3) X U(1)en, chiral. Die in dem Standardmodell aufkommenden Fer-
mionen sind solange masselos, bis die Symmetriebrechung die Eichgruppe aus (5.6) auf SU(3)e X U(1)em
herunterbricht. Da weder die Farb-Kraft, noch die Elektromagnetische Kraft chiral wirkt, erhalten die

Fermionen ihre Masse. Die Massenskala wird durch die Massenparameter des Higgs-Sektors gesetzt.

Die Fermionen des Standardmodells teilen sich in drei Generationen auf. Es gibt eine Hierarchie der
Masse, die besagt, dass die erste Generation die leichtesten Fermionen und die dritte Generation die
schwersten Fermionen beschreiben. In jeder Generation gibt es Quarks und Leptonen. Quarks unter-
liegen sowohl der starken als auch der elektroschwachen Wechselwirkung, wiahrend Leptonen nur der
elektroschwachen Wechselwirkung unterliegen.

Die Quarks unterliegen der SU(3)-Farbkraft, da die Quarks die Ladung Farbe tragen. Die Farb-Ladung
kommt in den Farben rot(r), blau(b) und griin(g) vor. Die links-handigen Zusténde g;, eines Quarks gibt

es in drei Typen

qrr,qry und  grg. (5.10)

Die Zusammenfassung dieser drei Zustiande wird als die Darstellung 3 der Gruppe SU(3) beschrieben.

Man schreibt g7, ~ 3. Da die Farb-Kraft nicht chiral wirkt, tragen die Antiquarks q; die gegenteilige
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Farb-Ladung. Diese werden mit anti-rot(a-r), anti-blau(a-b) und anti-grin(a-g) bezeichnet. Dies wird als
(jLafra qLafb und qLafgv (511)

geschrieben. Man schreibt g; ~ 3. In der Gruppentheorie werden 3 und 3 als zueinander konjugierte
Darstellungen bezeichnet.

Die Diskussion iiber Quarks und die SU(3)-Eichgruppe kann iiber D-Branen und offene Strings intuitiv
dargestellt werden, denn offene Strings reprisentieren die Quarks. In vorherigen Abschnitten ist heraus-
gekommen, dass die SU(3).-Eichgruppe durch drei iibereinstimmende D-Branen repréisentiert werden
kann. Die drei Branen werden mit den Farben rot,blau und griin bezeichnet,d.h. dass die Branen die Far-
ben tragen. Die Quarks sind offene Strings, die einen Endpunkt auf einer dieser drei Branen haben. Im
Gegensatz dazu haben die Gluonen beide Endpunkte auf der Brane. Ein offener String, der auf einer Bra-
ne der Farbe rot endet, reprisentiert ein links-hdndiges rotes Quark. Das korrespondierende Antiteilchen,
ein links-héndiges Antiquark, beginnt hingegen auf der roten Brane. Diese Strings werden in Abbildung
5.2 dargestellt. Diese drei SU(3).-Branen werden als die Farb-Branen oder auch als die baryonischen

Branen bezeichnet. Baryonisch daher, weil ein Baryon ein Teilchen ist, dass aus drei Quarks aufgebaut

ist.
g ) red .
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Abbildung 5.2: Die links-héndigen roten, blauen und griinen Quarks sind offene Strings, die auf einer
Farb-Brane enden. Die links-héndigen anti-roten, anti-blauen und anti-griinen Anti-
quarks sind offene Strings, die auf einer Farb.Brane beginnen (Abb. aus [1]).

Es ist weiterhin moglich, die SU(3)-Ladungen dhnlich zu ihren Maxwell-Zustédnden zu bilden. Die drei
Ladungen (q1,¢2,¢3) in Bezug auf die Maxwell-Felder sind auf den Branen. Diese Ladungen definieren
die U(3) Ladungen des Zustands. Die Ladung der entkoppelten U(1) ist proportional zu (g1 + g2 + ¢3).

Dazu wird iiblicherweise das Paar (ai,aq) iiber

(a1,a2) = (q1 — q2,92 — g3), (5.12)

definiert. Die drei links-hdndigen Quarks aus (5.10), die die Représentation 3 der SU(3) sind, werden

charakterisiert durch

3: qrLr = (17O)a qry = (_17 1)7 ng = (07 _1) (513)
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Die drei links-hdndigen Antiquarks aus (5.11) werden dann charakterisiert durch

3: QL’I" = (_170)3 ng = (17 _1)7 ng = (07 1) (514‘)

Das Paar (a1, aq) wird als der Gewichts-Vektor bezeichnet. Die Eintrdge a; und as sind die Dynkin-
Fintrdge des Gewichts-Vektors. Die Repréasentationen aus (5.13) und (5.14) haben drei Gewichts-Vektoren.
Wie erwéhnt, werden die Quarks durch offene Strings représentiert, dessen Endpunkt auf einer der Farb-
Brane liegt. Es ist bisher noch nicht geklart, wo der andere Endpunkt liegt. Fiir links-hdndige Quarks
geniigt es die SU(2),,-Ladungen anzusehen. Die Quark-Zusténde werden mit der SU(3) Darstellung as-
soziiert. Man spricht in diesem Zusammenhang von der Isospin-Darstellung der Quarks. Fiir die Isospin-
%, wobei hier I3 die dritte Komponente
des Isopins beschreibt. Fiir eine bestimmte Farbe ist der Zustand des links-hdndigen u-Quark I3 = %

Darstellung I = % existieren die Zustdnde I3 = —é und I3 =

und das gleichfarbige links-handige d-Quark mit dem Zustand I3 = f%. Die Quarks uy, und dy, bilden
das SU(2),,-Dublett. Dies wird mit der 2-Darstellung der Gruppe SU(2) bezeichnet. Da Quarks in drei
Farben vorkommen, existieren drei SU(3)-Dubletts.

Die Gruppe U(2) kann durch U(2) = SU(2), x U(1) gebildet werden, die zwei iibereinstimmende D-
Branen beinhalten. Die links-héndigen u-Quarks sind Strings, die auf einer dieser D-Branen beginnen
und auf einer der Farb-Branen enden. Das links-hidndige d-Quark wird durch einen String gebildet, der
auf der anderen D-Brane beginnt und auf einer Farb-Brane endet. Diese beiden Branen werden als die
Links-Branen bezeichnet. Links-hdndige Quarks sind also offene Strings die auf einer Links-Brane begin-
nen und auf einer Farb-Brane enden.

Die Links-Branen tragen die Ladungen ¢; und g» fiir die Brane eins bzw. die Brane zwei. Es gilt ¢; = +1
flir einen String, der auf der Brane ¢ endet und g; = —1 fiir Strings, die auf der Brane 7 beginnen. Diese
Ladungen definieren die U (2)-Ladung eines Zustands. Die Ladung des entkoppelten U (1) ist proportional
zu (1 + g2). Der Dynkin-Eintrag a; wird mit

a1 = q1 — qo, (5.15)

bezeichnet. Ein String, der auf Brane eins beginnt hat die Ladungen (—1,0), sodass sich a; = —1 ergibt.
Da dies einem u-Quark entspricht, fir den I3 = % gilt, besteht ein linearer Zusammenhang zwischen der

dritten Komponente des Isospins und des Dynkin-Eintags aq

a
Iy = 731. (5.16)

Fiir ein d-Quark gilt entsprechend
1
a1 =1 und I3= ~3 (5.17)

Um die erste Quark-Generation beschreiben zu kénnen, werden also drei {ibereinstimmende Farb-Branen
und zwei ibereinstimmende Links-Branen benétigt. Die Quark-Zusténde, die sich durch Strings ergaben,
die sich von einer Branen-Gruppe zu einer anderen Branen-Gruppe erstreckten, zeigen nicht die Quarks
des Standardmodells, denn diese miissen chiral sein. Wenn die Branen jedoch von einander getrennt
werden, aber weiterhin parallel zueinander sind, werden die gestreckten Strings massiv, und die Quarks

erhalten Masse. Daher konnen sie nicht chiral sein.
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Es lasst sich jedoch eine physikalsich sinnvolle Situation konstruieren, in dem die iibereinstimmenden
Farb-Branen die iibereinstimmenden Links-Branen schneiden. Falls sich die D-Branen schneiden, wird
das Fermionen-Feld durch Strings représentiert, die sich nah dem Schnittpunkt von der einen Brane zu
der anderen erstrecken. Einige Zustdnde, die bei einem Schnittwinkel von Null masselos sind, werden
dann massiv. Unter Umstanden werden dann in der Néhe der Schnittpunkte die Zustdnde von (5.9)
reproduziert. Abbildung 5.3 zeigt, dass sechs Schnittpunkte notig sind, um die drei up-Quarks und die
drei down-Quarks zu bilden. Die jeweils drei Quarks werden durch sich, zwischen Branen erstreckenden,
Strings geformt. Antiquarks werden gebildet, indem die Orientierung der Strings umgekehrt wird. Wie

das Standardmodell verlangt sind diese rechts-héndig.
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Abbildung 5.3: Die links-hdndigen Quarks sind Strings, die sich von der Links-Brane zu einer baryoni-
schen Brane strecken. Die drei links-héndigen u-Quarks sind offene Strings, die auf der
ersten Links-Brane beginnen und auf einer baryonischen Brane enden. Die drei links-
héndigen d-Quarks sind offene Strings, die auf der zweiten Links-Brane beginnen und
auf eienr baryonischen Brane enden (Abb. aus [I]).

Im Standardmodell werden die Informationen iiber die Darstellungen und der Ladungen eines Teilchens
mit
(Farbe, Isospin)y, (5.18)

zusammengefasst, wobei Y die Hyperladung ist. Fiir alle drei uz- und alle drei dp-Quarks ist Y = %. In

dieser Darstellung kénnen die sechs Zustdnde der Quarks geschrieben werden als

(3,2)y, - (5.19)

Die Zahlen in der Klammer, die die Darstellungen bezeichnen, sind gleich der Anzahl der Zustédnde in der
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jeweiligen Darstellung. Das Produkt dieser zwei Zahlen ergibt die Gesamtzahl der Zustdnde 3 x 2 = 6.

Hyperladung bekommt man durch Beitrage der entkoppelten U(1)-Ladungen der baryonischen Zustande
und der entkoppelten U(1)-Ladungen der Links-Branen. Die Farb-Branen tragen die Hyperladung Y =
—%, die Links-Branen tragen die Hyperladung ¥ = —%. Die U(1)-Ladungen @1 und @2, die mit den

Farb-bzw. Links-Branen verbunden sind, sind gegeben durch

Q=qg+@+qg, Q2=0-+q¢. (5.20)

Jeder String, der auf einer baryonischen Brane beginnt und endet, oder der auf einer Links-Brane beginnt
und endet hat @1 = Q2 = 0. Andererseits wird ein links-hédndiges Quark durch einen String repréasentiert,
der auf einer Links-Brane beginnt und auf einer Farb-Brane endet. Solche Strings haben 1 = 1 und

Q2 = —1. Die Hyperladung links-héndiger Quarks erhédlt man durch

1 1
Y= 3@ 5Q ., (5.21)

wobei die Punkte fiir zusétzliche Beitrdge zusétzlicher Branen stehen. Da die links-héndigen Quarks keine

Endpunkte auf diesen zusétzlichen Branen haben, ist

Y:—%xl—%x(—l):l. (5.22)

Die links-héndigen Antiquarks @z, und d, erhélt man nicht aus der Umorientierung der bisher bespro-
chenen Quarks. An dieser Stelle ist die Chiralitdt der elektroschwachen Wechselwirkung wichtig. Denn
wiirde die elektroschwache Kraft nicht-chiral wirken, so wiirden diese Antiquarks ein Doublett mit den
zu den links-héndigen v und d Quarks entgegengesetzten Ladungen bilden. Diese wiirden wahrgenommen
als Strings, die auf der Links-Brane enden wiirden. Es zeigt sich, dass die links-hindigen Antiquarks
ar, und dj, jeweils SU (2)-Singulett mit der Darstellung 1 bilden. Die zugehorigen Strings haben ihre
beginnenden Endpunkte auf den Farb-Branen und enden jeweils auf einer zusédtzlichen D-Brane mit der

Ladung @3.Zusammenfassend sind die Darstellungen der ersten Generation links-hdndige Quarks

<Zi> ~(3,2)y,, G~ (3,1)_,, wd dp~(31),, (5.23)
Dies ist der Satz aus links-hédndigen Quark- und Antiquark-Zustdnden in der ersten Generation. Diese
Generation beinhaltet auch die zugehérigen rechts-héndigen Zusténde.

Als néchstes werden die links-hédndigen Leptonen der ersten Generation beschrieben. Diese beinhalten
das links-héndige Elektron-Neutrino und das links-hédndige Elektron zusammen mit dem links-hdndigen
Antineutrino und dem links-héndigen Positron. Da die Leptonen nicht an der starken Wechselwirkung
teilnehmen, tragen diese keine Farb-Ladung. Deren SU(3)-Darstellung ist 1. Das Elektron und sein Neu-
trino bilden ein SU(2)-Dublett mit der Hyperladung Y = —2. Das Positron und das Antineutrino bilden
hingegen ein SU(2)-Singulett mit den Hyperladungen ¥ = 1 und Y = 0. Die Leptonen werden zusam-

mengefasst mit

<'/6L>~(1,2)1/2, ef ~(1,1),, und 7o~ (1,1),. (5.24)
€L
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Die links-héndigen Antineutrinos sind Farb-, schwache- und Hyperladungs-Singuletts. Diese Zusténde
wurden bisher nicht detektiert. Die Zusténde aus (5.23) und (5.24) in Kombination mit den zugehérigen
rechts-handigen Zustdnden umfassen die Materiezusténde der ersten Familie des Standardmodells.
Offene Strings, die Leptonen représentieren, kénnen nicht auf den Farb-Branen enden. Das links-héndige
Neutrino und das links-héndige Elerktron entstehen durch Strings, die einen Endpunkt auf einer Links-
Brane und den anderen Endpunkt auf einer anderen, zusétzlichen Brane haben. Weder das links-héndige
Positron noch das links-hdndige Antineutrino haben einen Endpunkt auf einer Farb-Brane oder auf einer
Links-Brane.

Im Standardmodell kommt die elektrische Ladung Q.,, durch eine Linearkombination aus der Hyperla-

dung Y und der dritten Komponente I3 des Isospins
Qem =Y + I37 (525)

vor. Die Ladungen der zwei Quarks der ersten Generation sind gegeben durch

I
_|_
Wl wl o

Qem(uL) = Y(UL) + I3(UL) =

+
N — o] =

D= o =

Qem(dy) = Y (dp) + I(dy) = (5.26)

Dieses sind in der Tat die korrekten Werte. Das Proton besteht aus zwei up-Quarks und einem down-
Quark. Deren elektrische Ladung ist 2 x % — % =1.

Fiir die links-hédndigen Antiteilchen bekommt man

Qem(aL) = Y(aL) + Ig(ﬂL) = —; +0=—

Qem(dL) = Y (dy) + Ty(dy) = —3 +0 = - (5.27)

Der vollstdndige Satz von links-hdndigen Teilchen im Standardmodell ist demnach gegeben durch

3% [(3,2)1/5 + (3,1) 25 + (3, 1)1 + (1,2) 1o + (1,1)1 + (1,1)0] . (5.28)

Es zeigt sich also, dass die elektromagnetische Wechselwirkung nicht chiral wirkt., denn die Ladungen

der links-héndigen Teilchen und deren Antiteilchen sind entgegengesetzt.
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5.4. Das Standardmodell auf sich schneidenden D6-Branen

In diesem Abschnitt wird ein vollstdndiges String-Modell der Elementarteilchen hergeleitet. Dieses Modell
beinhaltet sich schneidende D6-Branen, die auf einen 7 Torus gewickelt sind. Dieses Modell wird im
Rahmen der Type ITA-Superstringtheorie behandelt. Das Modell beinhaltet alle masselosen Zusténde des
Standardmodells, vor der Symmetriebrechung.

Die wichtigste Eigenschaft des Standardmodells ist, dass es seinen Materieinhalt reproduziert, denn es
gibt drei Generationen, die fermionische Materiezustdnde mit gleichen Ladungen enthalten. Diese kann
unter der Annahme sich mehrfach schneidenden D-Branen erkldrt werden. Bislang wurden die links-
héndigen v und d Quarks an den Schnittpunkten der iibereinstimmenden baryonischen Branen mit den
iibereinstimmenden Links-Branen gefunden. Falls sich die Branen-Sitze derart um den 76 Torus wickeln,
so dass sich die Branen dreimal schneiden, dann bekommt man an den zweiten Schnittpunkten die links-
héndigen ¢ und s Quarks. Der dritte Schnittpunkt liefert die links-hdndigen ¢t und b Quarks. Wie oft
sich zwei D6-Branen schneiden ist durch (5.2) gegeben. Das Vorzeichen von I,, bezieht sich auf die
Orientierung der Strings. Die Anzahl der Zusténde an den Schnittpunkteﬂ wird iiber den Betrag von
I,p bestimmt. Die Orientierung der Strings korreliert mit dem Vorzeichen von I,;. . Falls I, > 0 sind
die links-héndigen Zustidnde Strings, die dich von der Brane b nach Brane a erstrecken. Falls I, < 0 gilt,
sind die links-hdndigen Zusténde Strings, die sich von der Brane a nach der Brane b erstrecken. Dabei
entscheidet die Orientierung der Strings iiber die Ladung der links-héndigen Zustdnde. Im Sinne der
Bedingungen (5.9), sind die Zustdnde an den Schnittpunkten chiral. Nach der Bedingung (5.9) werden
durch die entgegengesetzten Strings an den Schnittpunkten die entgegengesetzt geladenen Antiteilchen
charakterisiert.

Die drei baryonischen Branen werden mit N7 = 3 bezeichnet und N, = 2 bezeichnet die zwei Links-
Branen. Weiterhin sollen die drei Generationen der links-héndigen Antiquarks bestimmt werden. Der
offene String, der diese Quarks représentiert, beginnt auf einer baryonischen Brane, kann jedoch nicht
auf einer Links-Brane enden, da diese SU(2)-Singulett-Zustidnde sind. Es wird also eine neue D-Brane
benotigt, die mit N3 = 1 bezeichnet wird. N3 = 1 ist die Brane, auf der das u; Quark endet. Auf
der Brane N, = 1 endet das d;, Quark. Diese Branen werden Rechts-Branen genannt, denn die rechts-

héndigen Quarks leben auf diesen Branen.

23vgl. Schnittpunkte im Anhang.
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Abbildung 5.4: Branenkonfiguration aus N; = 3 baryonischen Branen, No = 2 Links-Branen, N3 =
Ng = 1 Rechts-Branen und N5 = Ny = 1 leptonsichen Brnanen. Die Y-Werte geben die
Beitréige zur Hyperladung der Strings an, die auf der Brane enden. An den Schnittstellen
wird die Anzahl der Schnittstellen mit I, mit a < b angegeben (Abb. aus[I]).

Fiir die Leptonen wird auch eine zusétzliche Brane bendétigt. Diese sei N5 = 1. Das Dublett, dass aus
dem Elektron und dem Elektron-Neutrino besteht, wird durch den Schnitt der leptonischen Brane mit
den Links-Brane charakterisiert. Schneidet die leptonische Brane die Rechts-Brane N3, dann wird das
links-héndige Positron produziert. Das links-hdndige Antineutrino ergibt sich aus einem weiteren Schnitt
der leptonischen Brane mit der Rechts-Brane N;. Zusammen ergeben sich also fiinf sich schneidende
D6-Branen. Bislang wurden mehr Leptonen gefunden, als wirklich ben6tigt werden. Dies ist aber in einer
Theorie mit nur D6-Branen unvermeidbar. Aufgrund der Regel, dass ein Satz links-hindiger Zustdinde,
die auf einer der Branen-Sdtze enden auch die gleiche Anzahl an ankommenden Strings haben missen,
ist es zuléssig eine weitere leptonische Brane hinzuzufiigen.

Da sich die baryonischen Branen dreimal mit den Links-branen schneiden, erhdlt man sechs Zusténde,
die jeweils in drei Farben vorkommen, also insgesamt achtzehn Zustdnde. Schneiden sich die Links-Brane
N5 und die leptonische Brane Nj, so liefert dieser Schnittpunkt zwei Zustdnde, die jedoch sechsmal
vorkommen. Insgesamt gibt es also auf den Links-Branen achtzehn ausgehende und zwdlf ankommende
Zustande. Allerdings fehlen sechs Zusténde, die auf Ny enden. Auf einer zusétzlichen Brane, die Ng
Brane, konnen diese Zustédnde beginnen. Durch das Hinzufiigen einer neuen Brane werden neue Teilchen
produziert. Dies sind insgesamt zwolf.

Links-héndige Antineutrinos ergeben sich durch den Schnitt der N4 Brane mit der N5 Brane. Dadurch,

dass das Antiteilchen rechts-héndig ist, sagt die Stringtheorie also rechts-hdndige Neutrinos voraus.
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Die Abbildung 5.5 zeigt N1 = 3 baryonische Branen und Ny = 2 Links-Branen, jedoch nur eine Rechts-
Brane N3 =1 und eine N4 = 1 leptonische Brane.

Alle fiir das Standardmodell nétigen Teilchen konnten auf diese Weise gefunden werden. Jedoch wurde
der Teilcheninhalt nicht exakt bestimmt, da man einige zusétzliche Teilchen bekommt, die bislang nicht

beobachtet wurden.
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Abbildung 5.5: Die Branen-Konfiguration, die zu der Standard-Modell Eichgruppe fiihren (Abb. aus
).

Um ein Modell zu liefern, bei dem es die exakte Teilchenanzahl ergibt, miissen sogenannte Orientifolds
eingefiihrt werden. Diese Orientifolds sind Hyperebenen mit p rdumlichen Dimensionen.

Abbildung 5.5 zeigt die entsprechenden Branen-Konfiguration. Es zeigt sich, dass es einen Satz von drei
baryonischen Branen und einen Satz von zwei Links-Branen gibt. Die gestrichelten Linien représentieren
die von den Orientifolds gespiegelten D-Branen.

In Modellen, die von sich schneidenden D-Branen ausgehen, passiert die Symmetriebrechung der elek-
troschwachen Theorie durch den Prozess der Branen-Rekombination. Fiir bestimmte Schnittwinkel zwi-
schen zwei Branen kann es zu tachyonischen Zustdnden im Spektrum offener Strings kommen. Das be-
deutet es wiirde sich um eine Instabilitdt in der Theorie handeln. Diese Instabilitdt kann zur Vereinigung
von Branen fiithren. Dies fithrt zu einer Verringerung der Eichgruppe, was wiederum zu weniger Schnitt-
punkten und somit zu einer geringeren Anzahl an Fermionen fithren wiirde.

Abschliefflend bleibt zu sagen, dass es bis jetzt nicht klar ist, ob eines dieser Modelle das zu erwartende

Spektrum nach der Symmetriebrechung liefern kann.
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5.5. Verschiedenen Maglichkeiten zum Standardmodell

In diesem Abschnitt werde ich kurz andere Moglichkeiten erldutern, die es ermoglichen das Standardmo-
dell zu konstruieren.

In dieser Arbeit wurde vor allem das Modell der sich schneidenden Branen erlautert. Es gibt jedoch ver-
schiedenen Ausgangspunkte um das Standardmodell zu konstruieren. Diese Ausgangspunkte sind die finf
Superstringtheorien und die M-Theorie. Jede dieser Theorien kann benutzt werden, um zu untersuchen,
wie sich das Standardmodell ergibt. Das Modell der sich schneidenden Branen benutzt die Type ITA-
Superstringtheorie als Anfangspunkt. Da die verschiedenen supersymmetrischen Stringtheorien und die
M-Theorie verschiedene Grenzbereiche einer einzigen Theorie sind, sind die verschiedenen Anséitze mit-
einander verwandt. Die ersten Versuche eine Stringtheorie zu konstruieren basieren auf der heteorischen
Eg x FEg Superstringtheorie. In dieser heterorischen Theorie sind sechs der neun Raumdimensionen zu
einem kleinen sechs-dimensionalen kompakten Raum, der als Calabi- Yau-Raum bekannt ist, zusammen-
gerollt. Die dadurch entstehende vier-dimensionale Theorie wird als N = 1-Supersymmetrie bezeichnet.
Falls es Supersymmetrie gibt, findet man auch chirale Fermionen. Durch die Kompaktifizierung der Raum-
dimensionen wird die Fg x Fg Eichsymmetrie auf Fg X Eg heruntergebrochen. Die Gruppe FEjg enthélt
SU(3) x SU(2) x U(1) als eine Untergruppe, so dass die Eichgruppe des Standard-Modells durch weitere
Symmetriebrechungen erhalten werden kann.

Die weitesten untersuchten Theorien sind die Type II und die Type I Superstringtheorien. Dabei stellt
sich eine Klasse von Modellen als besonders niitzlich heraus, die der sich schneidenden Branen, die auch
in dieser Arbeit behandelt wurden. Wichtige Modelle sind diejenige, die auf der M-Theorie basieren. Mo-
delle sich schneidender D6-Branen sind eng verwandt mit der M-Theorie. Die M-Theorie ist eine Theorie,
die elf Dimensionen verlangt. Realistische physikalische Modelle erfordern Kompaktifizierungen auf einer
sieben-dimensionalen Mannigfaltigkeit. Um eine vier-dimensionale Theorie mit N = 1-Supersymmetrie
zu erhalten, ist es notigt, dass die sieben-dimensionale Mannigfaltigkeit eine Go-Holonomie enthélt. Ga-
Holonomie ist eine geometrische Einschrankung der Raumkriimmung.

Chirale Fermionen und eine verniinftige Eich-Gruppe entstehen, falls der sieben-dimensionale Raum Sin-

gularititen enthalt.
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6. Zusammenfassung

Zu Beginn dieser Arbeit wurden die Grundlagen der bosonischen Stringtheorie gelegt. Dabei wurden
zundchst nicht-relativistische Strings mit bestimmten Randbedingungen und deren Bewegungsgleichun-
gen behandelt. Weiterhin wurde die Nambu-Goto-Wirkung eingefiihrt, die zu den Bewegungsgleichungen
relativistischer Strings fihrte. Verschiedene Typen der Eichung lieferten dann Vereinfachungen der Be-
wegungsgleichungen. Daraus ergaben sich dann verschieden Schwingungsmuster der Strings. Die Quan-
tisierung offener Strings lieferte dann ein Spektrum von Zustédnden, die als Photonen identifiziert wer-
den konnten. Es zeigten sich auch eine Instabilitdt in der Theorie, durch negative Massenquadrate ge-
lang man zum Tachyonen-Feld. Die Quantisierung geschlossener Strings lieferte Spin-2-Zusténde, die als
Graviton-Zusténde identifiziert werden konnten. Es zeigte sich, dass die bosonische Stringtheorie nur in
26 Dimensionen Sinn macht. Durch die im zweiten Kapitel eingefithrte Superstringtheorie, konnten die
Raumdimensionen auf 10 beschrinkt werden. Die Zustédnde, die bereits in der bosonischen Stringtheorie
gefunden wurden, konnten hier erneut verifiziert werden.

Im dritte Kapitel wurden D-Branen und Eichfelder eingefiihrt. Dabei wurden zunédchst Strings auf Dp-
Branen und auch zwischen parallelen Dp-Branen quantisiert. Daraus ergab sich dann eine zentrale Aus-
sage, dass D-Branen Maxwellfelder tragen konnen. Auflerdem wurde gezeigt, dass D-Branen in verschie-
denen Konfigurationen vorkommen. Das vierte Kapitel behandelte, wie sich das Standardmodell der
Teilchenphysik durch eine Konfiguration, von sich schneidender D-Branen, ergibt. Das sich ergebende
Modell hatte eine Schwiche, denn es enthielt zu viele Teilchen. Diese Schwéche wurde jedoch ausgemerzt
durch die Einfiihrung der sogenannten Orientifolds. Damit war es also moglich die genaue Anzahl der

Teilchen fiir das Standardmodell anzugeben.

6.1. Perspektiven

Bisher ist es nicht gelungen ein vollstdndig konstistentes Modell der Teilchenphysik aus Stringtheorien ab-
zuleiten. Dies ist Gegenstand aktueller Forschungsarbeit. Es existieren zwar Stringmodelle auf D-Branen,
dessen offene Strings den Teilcheninhalt des Standardmodells wiedergeben, eine abschlieBende Theorie
bleibt bisher jedoch aus. Der zukiinftige Erfolg bzw. Misserfolg wird davon abhingen, inwieweit sich die
bisherigen Modelle als richtig erweisen werden. Modelle sich schneidender Brane scheint nicht vollstéandig
realistisch zu sein. Falls die Symmetriebrechung im Zusammenhang eines Stringmodells genauer ausge-
arbeitet werden sollte, wire damit gezeigt, dass das Standardmodell sich aus einer Stringtheorie ableiten
liele. Eine solches Stringmodell wiirde interessante Voraussagen machen, die wiederum in neuen Experi-

menten untersucht werden miissten.

Es bleibt spannend.
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A. Formelsammlung

Spezielle Relativitatstheorie und Lichtkegel-Koordinaten

Vierervektor
ot = (mo,xl,xQ,x3) = (ct,x,y, 2) . (A1)

Das Skalarprodukt zweier Vierervektoren a* und b* ist definiert als

a-b=atb, = —ab’ +a'b' + a’b* + a®b® = n,,a"”, (A.2)
mit
-1 0 0 O
0 100
B = A3
K 0 0 10 (4.3)
0 0 1

als die Metrik. Die Lichtkegel-Koordinaten z+ und =~ sind definiert als zwei unabhingige Linearkombina-
tionen der Zeitkoordinaten und der gewihlten Raumkoordinaten, die iblicherweise durch x' représentiert

wird. Die Lichtkegel-Koordinaten lautet

rt = %(mo + zh),
xT = \%(mo —at). (A.4)
Das lorentz-invariante Linienelement lautet dann
—ds® = —2dzTdx™ + (dm2)2 + (dw3)2 . (A.5)
Mit der Lichtkegel-Metrik
0 -1 0 0
o= |0 01 (A6)
0 0 1,
schreibt sich das Skalarprodukt als
zoy=—ay" —aty + 2% + 2% = fuaty”. (A7)
Die Lichtkegel-Geschwindigkeit ist dann
%:%, mit Bz%. (A8)
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Die Lichtkegel-Impulse lauten

+

pt=—=0"+p') = —p_,

+:

P (P’ —p")=—ps.

Sl

Die Lichtkegel-Energie ist gegeben durch

,7Ecl

3
\

Quantenfeldtheorie
Die Ein-Photon Zusténde sind gegeben durch

D—

=

grall Q).

pt.pr
I=2

Die Ein-Graviton Zusténde sind gegeben durch

D—1
Z glja;iTPT |Q>, mit f[[ =0.
1,J=2

Die Lichtkegel-Eichbedingung lautet

mit

+ moo - _ 1 I 1 2
pT = — undp——2p+(p+m).

Der Heisenberg-Hamilton-operator wird postuliert mit

+
pr(r) oy 1
2m2

(" (n)p" (1) +m?)
wobei die nicht-verschwindenden Kommutatorrelationen
IJ

[xl,p‘]] =1in und [az&p"‘] =in T = —1,

sind. Die zeitunabhéngigen Schrédinger-Operatoren sind
(szxaaplaer) )
sind und die Heisenberg-Operatoren

(2! (7), 25, 0" (7).p™ (7).
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(A.14)

(A.15)

(A.16)
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B. Herleitungen

Herleitung der Bewegungsgleichungen (2.17)

Aus der Variation der Wirkung (2.14) ergibt sich

oL tr ' "
08 = i dt dx 5y+a, 5 dt d;v [P'6y + P 6y |

tf t x
:/ [Pt(sy}t bs dac—i—/ dt [Py "=0 dt — / dt/ (ap ;; >5y. (B.1)
0 ti

i

Hieraus ergeben sich dann die in (2.17) genannten Bewegungsgleichungen.

Herleitung der Bewegungsgleichungen (2.35)

Durch die Variation der Wirkung (2.33) ergibt sich die Bewegungsgleichung:

38 = /T dT/ do {5XM+GXW5X’“] / dT/ [ ”)+Pga(‘;f“)}

/ dr / do 6X”PT)+£(6X“7?") sxn (2L 0P
. 0o " 87 80

a1 oP] OP;,
— wpT Tf ppo]1 o
/O do [6X"P]] /T dr [6X"P]] / dT/ dod X < o 80) (B.2)

Da die Variation der Anfangs- und Endpunkte verschwinden soll, wird der erste Term Null,denn 6 X#*(7;,0) =
0 und 0X#(7f,0) = 0. Der zweite Term verschwindet auf Grund der Wahl der Randbedingungen. Die

Bewegungsgleichung fiir einen sowohl offenen, als auch geschlossenen String lautet

oP, 0P
or + oo

=0. (B.3)
mit den Abkiirzungen

oL T (X-X)X,- (XX,

Pl=—=-= : (B.4)
P () ey
pr_ 0L T (X X)X - (X)X (B.5)

Iz o0 Xu c \/(X~X’)2—(X)2(X’)2

Schnittpunkte

Ny =3, &YV =(,2, £)=@,-1), =1, -2);
Ny=2, 67 =1,1), 67=0,-2), &) =(-1,5)
Ny=1, (9 =q,1), £Y=1,0, £ =(15) (B5)
Ny=1, &Y =(,1), £Y=3,-4), & =(1,-5) '
Ny=1, 7=(1,2), £=(-1,1), £ =(@,1)
Ny=6, 09=1,2), (9=(-11), =@ -7);
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Die Zahlen N; geben die Anzahl der Branen des jeweiligen Satzes an. Die Linien ¢; charakterisieren die
Richtung auf dem jeweiligen Torus.
Die Schnittzahlen sind dann

Iio=3 Ti3=-3 ILy4=0,
L =0 TLe=-3 Ix=0,
Io4 =6 Ios =3 I =0, (B.7)
I3y =—6 I3s=-3 I3 =0,
I,s =0 Ijg=6 Isg = 3.

Wegen I,, = —Ip, sind nur die Schnittzahlen I,;, mit a < b dargestellt.
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