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Einleitung

Langst wurden die Atome der alten Griechen als fundamentale Bausteine der Natur abgeldst.
Sie offenbarten eine Substruktur, die teilweise wiederum iiber eine Substruktur verfiigte.
Nicht nur die Materie besteht aus winzigen Komponenten, das Gleiche gilt auch fiir die Kréfte
zwischen den Dingen. Die fundamentalen Bausteine der Natur sollen Punktteilchen sein —
nulldimensionale Objekte ohne Ausdehnung, die gegebenenfalls jedoch auch als Wellen in

Erscheinung treten konnen.

Da es bereits im 19. Jahrhundert gelang zwei zundchst voneinander unabhéngig gedachte
Naturerscheinungen zu vereinen, wollte man beim Elektromagnetismus nicht Halt machen —
Einstein selbst verbrachte Jahrzehnte damit seine Allgemeine Relativitdtstheorie mit der
Quantenphysik zu vereinen. Diesen steinigen Weg sollte er nicht alleine beschreiten, auch
nicht alleine daran scheitern. Andere Theorien konnten erfolgreich unter einen Hut gebracht
werden — so entstand die Theorie der elektroschwachen Wechselwirkung. Die
Quantenchromodynamik (QCD) wollte da zwar nicht mitmachen, aber in das errichtete
Gebdude des Standardmodells der Teilchenphysik war dann auch die QCD bereit Einzug zu
halten. Niemand wusste wie Einsteins Gravitation eingeladen werden konnte. Alle Versuche
etwas Neues zu bauen scheiterten. Seit einigen Jahrzehnten gibt es einen neuen Wegweiser

auf dem Pfad zu der Theorie, die Alles beschreiben konnte. Die Superstringtheorie.

Sie entstand aus der Ende der 60er Jahre entwickelten Theorie zur Beschreibung hadronischer
Phinomenologie — dem Dual Resonance Model. Wie sich herausstellte, waren seine
elementaren Bestandteile ausgedehnte Objekte — Strings genannt — was von den damaligen
Teilchenbeschleunigern nicht bestdtigt werden konnte; experimentelle Ergebnisse lieferten
keinerlei Hinweise auf eine nicht-punktformige Struktur innerhalb der Hadronen. So wurde
Anfang der 70er Jahre die QCD zu einer besseren Beschreibung der hadronischen Natur
herangezogen. Fiir einige war die Theorie der Strings jedoch zu schén, um nur eine

mathematische Kuriositdit zu sein’, man gab die Arbeit daran nicht auf [2].

Die Stringtheorie beschreibt eindimensionale Objekte, die sich durch die Raumzeit entwickeln
und etwa so lang wie die Planck-Linge (~ 107* m) sind. Kénnten wir uns die

Punktteilchen, wie Elektronen oder Quarks, genauer ansehen, dann wiirden wir winzige,

1 J.H.Schwarz in [2], S.47
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schwingende Féaden erblicken. Alles in unserem Universum besteht aus straff gespannten,
offenen oder geschlossenen, Strings. Alle Materie und alle Wechselwirkungen bestehen
prinzipiell aus demselben Material, das auf unterschiedliche Weisen schwingen kann. So
finden sich unter den Zustinden des geschlossenen Strings auch masselose Spin-2
Schwingungsmuster, die als das Wechselwirkungsteilchen der Gravitation interpretiert werden
konnen. Und die neuentdeckte Supersymmetrie vereint Bosonen mit den Fermionen, indem

sie jedem Teilchen ein supersymmetrisches Partnerteilchen zuordnet.

Damit vereint die Stringtheorie nicht nur alle Materie mit allen Wechselwirkungen, sie
erreicht auch die lang ersehnte Verbindung zwischen der Gravitation und der Quantenwelt.
Der Preis dafiir ist in Form von Raumdimensionen zu entrichten. Die urspriingliche
bosonische Stringtheorie ist in einem Universum mit 26 Dimensionen konsistent, enthélt
jedoch nicht die Fermionen. In der Superstringtheorie, mit Supersymmetrie, sind es 10
Raumzeitdimensionen. Da in wunserer vierdimensionalen Welt bisher keine
supersymmetrischen Teilchen beobachtet werden konnten, muss die Supersymmetrie
gebrochen sein. In der zehndimensionalen Welt wird die Supersymmetrie dadurch gebrochen,
dass Raumdimensionen aufgewickelt werden; das soll auch erkldren warum die zusétzlichen

Dimensionen nicht direkt zu beobachten sind.

Eine eingerollte Dimension gab es schon in den 20er Jahren des letzten Jahrhunderts, in der
Kaluza-Klein-Theorie. Die zusitzliche Dimension sollte sich an jedem Punkt des
dreidimensionalen Raumes befinden und stellte einen zusétzlichen Freiheitsgrad dar. In der
zehndimensionalen Superstringtheorie sind es sechs Raumdimensionen, die zusammengerollt
werden miissen — man spricht von Calabi-Yau-Rdumen. Diese sechsdimensionalen
Mannigfaltigkeiten konnen jedoch auf sehr viele unterschiedliche Weisen aufgerollt werden.
Wie sie aufgerollt sind, soll die Eigenschaften der Teilchen in der vierdimensionalen Raumzeit
malgeblich bestimmen. Das wiederum schrinkt die moglichen geometrischen Formen der
eingerollten Dimensionen ein. Und trotzdem verbleiben viele zehntausende Mdglichkeiten fiir
die Calabi-Yau-Réume. Welche Moglichkeit genau die zusétzlichen Raumdimensionen der

Stringtheorie, die unsere Welt beschreibt, repriasentiert, hat bisher niemand herausgefunden
[4].
Neben Strings und zusétzlichen Dimensionen enthdlt die Stringtheorie D-Branen

unterschiedlicher Dimensionalitidten, auf denen die Enden offener Strings enden kénnen. Die
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D-Branen selbst sind dynamische, massive Objekte und mafBgeblich an der Gestaltung der

Realitét beteiligt.

Es gibt auch nicht nur eine bekannte Stringtheorie, sondern fiinf. Fiinf Superstringtheorien, die
alle ein Teil der elfdimensionalen M-Theorie sein sollen. Die Theorien enthalten
unterschiedlich geartete Strings — so sind in der Typ I Theorie offene und geschlossene Strings
enthalten, in den Typ IIA und Typ IIB nur geschlossene Strings und in den beiden
heterotischen Theorien ebenfalls nur geschlossene Strings. Untersucht man die
Wechselwirkungen zwischen den Strings in einer der Theorien und variiert die
Wechselwirkung in eine bestimmte Richtung, so ist es moglich in einer der anderen
Superstringtheorien zu landen; die fiinf Versionen der Superstringtheorie beschreiben also
unterschiedliche Grenzbereiche einer einzelnen Theorie — der M-Theorie. Man nennt es S-
Dualitdt (strong-weak-duality). Der starke Wechselwirkungsbereich der einen Theorie ist dual
zu dem schwachen Wechselwirkungsbereich der anderen Theorie. Es gibt noch eine weitere
Dualitdt in der Stringthorie, die 7-Dualitit. Sie bedeutet, dass sehr klein eingerollte
Dimensionen in einer der Theorien, nicht von weit aufgewickelten Dimensionen der anderen

Theorie unterschieden werden kénnen [4] [5].

Die elfdimensionale M-Theorie selbst ist keine Stringtheorie, sie enthédlt M-Branen, die keine
D-Branen sind. Es gibt sogar eine Ende-der-Welt-Brane [6]. Die elfte Dimension dieser
Theorie ist so winzig klein, dass sie in der Stringtheorie nicht auffiel. Man vermutet, dass
Strings eigentlich zweidimensionale M-Branen in einem elfdimensionalen Universum sind
[4]. Wenn all das stimmen sollte, wird durch die Stringtheorien die Physik bei Energien
beschrieben, deren direkter Uberpriifung wir noch lange nicht fihig sein werden [6]. Bislang

konnte die Stringtheorie experimentell nicht verifiziert werden.

In dieser Arbeit soll untersucht werden, wie sich das Standardmodell der Teilchenphysik in
der Stringtheorie ergeben kann. Da es wohl an die 10° mdgliche Stringtheorien gibt, sind
die Moglichkeiten, wie sich das Standardmodell ergeben konnte, zahlreich. In dieser Arbeit

geht es um ein Modell auf sich schneidenden D6-Branen.

Im Rahmen dieser Arbeit konnen nicht alle wichtigen Konzepte der Stringtheorie

herausgearbeitet werden, es kann dahingehend kein Anspruch auf Vollstindigkeit und/oder
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Ausfihrlichkeit erhoben werden.

Das erste Kapitel beschreibt die bosonische Stringtheorie, die mangels Fermionen im zweiten
Kapitel zur Superstringtheorie entwickelt werden muss. Das dritte Kapitel fiihrt D-Branen ein,
anschliefend wird gezeigt wie Eichfelder durch Strings auf D-Branen entstehen. Und im
vierten Kapitel wird das Standardmodell in einer Konfiguration aus Strings und Branen

modelliert.

Das Material fiir diese Arbeit entstammt zum groften Teil dem Buch von B. Zwiebach, 4 first
course in string theory, das eine leicht zugéngliche Einfilhrung auf dem Niveau eines

Bachelor-Studiums der Physik bietet.

1 Bosonische Stringtheorie

In diesem Kapitel werden einige der grundlegenden Konzepte zur Beschreibung offener und
geschlossener Strings eingefiihrt, der relativistische String wird quantisiert und sein

Massenspektrum untersucht.

1.1 Nichtrelativistische Strings

Strings sind eindimensionale Saiten mit Masse und Spannung, die zu transversalen und
longitudinalen Schwingungen féhig sind. Transversal werden Richtungen senkrecht zur

Stringausdehnung genannt, longitudinale Richtung liegt entlang des Strings.

Der String erstrecke sich entlang der x-Achse und sei an seinen Endpunkten fixiert bei (0,0)

und (0, a). Die Stringspannung 7, hat Einheiten der Kraft und somit

[T',] =[Kraft] = [Energie] % : (1.1)

Die Gesamtmasse eines Strings ist M =p,a, mit M, Masse pro Einheitslédnge.

Eine infinitesimale Dehnung des Strings um dx belésst die Spannung wihrend der Dehnung in

etwa konstant und die Energieéinderung ist gleich der aufgewendeten Arbeit 7,dx. Die
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Gesamtmasse des nichtrelativistischen Strings éndert sich nicht. Ein relativistischer String
mit hoherer Energie, wiirde eine groflere Ruhemasse besitzen. Beriicksichtigt man, dass die

Energie in Einheiten von Masse mal Geschwindigkeit zum Quadrat gemessen werden kann,

ergibt sich
Ty )= S (v Pl v P (12)

Fiir einen nichtrelativistischen String sind Spannung und die Massendichte beides
festzulegende Parameter, die Geschwindigkeit auf der rechten Seite von (1.2) ist die

Geschwindigkeit transversaler Wellen.

Der straff eingespannte String gehorcht, wie auch eine Violinensaite, einer Wellengleichung
der klassischen Mechanik

o'y _10y_
2 7,20
ox~ v, Ot

(1.3)

v, ist die Geschwindigkeit der Wellen. Fiir die transversalen Wellen auf dem ausgestreckten
String gilt

T,
vo={ —2 (1.4)
| u,

und damit

82y u 82y
o Toar (1.9

fiir einen nichtrelativistischen String.
Je hoher die Spannung oder leichter der String, umso schneller bewegen sich die Wellen.

Da die Wellengleichung (1.5) eine partielle Differentialgleichung mit Ableitungen nach Zeit
und Ort ist, miissen zur Bestimmung der Losungen im Allgemeinen Rand- und
Anfangsbedingungen betrachtet werden. Die Randbedingungen legen die Losung am Rand
des Systems fest, die Anfangsbedingungen fiir eine bestimmte Startzeit. Hier werden Dirichlet

und Neumann Randbedingungen betrachtet.
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X=a

Abbildung /: Links: String mit Dirichlet Randbedingungen an den Endpunkten. Rechts:
String mit Neumann Randbedingungen an den Endpunkten [1].

Wie in Abbildung 1 dargestellt wird, legen Dirichlet Randbedingungen die Positionen der
Stringendpunkte fest:

W, x=0)=yt, x=a)=0 Dirichlet Randbedingungen. (1.6)

Koénnen sich die Stringenden frei entlang der y-Achse bewegen, miissen Neumann

Randbedingungen angewendet werden, wie rechts in der Abbildung angedeutet:

0 0
é (1,x=0) = ﬁ_ic/ (t,x=a)=0 Neumann Randbedingungen. (1.7)

Fiir einen String dessen jeder Punkt sinusartig und in Phase in y-Richtung schwingt, ist

w(t, x) = y(x) sin(wt + @), (1.8)

wo w die Winkelfrequenz der Oszillation und ¢ eine konstante Phase sind. Mit den oben
genannten Randbedingungen ergeben sich die folgenden nichttrivialen Ldsungen der

Wellengleichung, dabei kiirzt sich die Zeitabhéngigkeit heraus:

Mit Dirichlet Randbedingungen

nTtx
),

y,(x) = A4,sin(
a

n#0. (1.9)

A, ist eine beliebige Konstante. Der Wert n = 0 reprisentiert einen bewegungslosen String

und wurde deshalb ausgeschlossen. Die erlaubten Frequenzen sind
—
‘T, nm

wn:*V‘IJ—(T) , n=1,2,.... (110)
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Violinensaiten sind beispielsweise Dirichlet-Strings — um die Violine auf die richtige
Frequenz zu stimmen, muss die Spannung der Saiten richtig eingestellt werden. Je hoher die

Spannung umso hoher die Tonhdhe.

Mit Neumann Randbedingungen lautet die Losung

;mu):AﬁmM”ZxL n=0,1,2,.... (1.11)
Diesmal kann » = 0 nicht ausgeschlossen werden: zwar oszilliert der String nicht, wird aber
nach (¢, x)=4, verschoben. Die Oszillationsfrequenzen sind dieselben wie in (1.10).

AusschlieBlich nichtrelativistische Strings sind zu longitudinalen Schwingungen féhig, die

von Spannungswellen begleitet werden und hier nicht weiter behandelt werden sollen.

Die Bewegungsgleichung des nichtrelativistischen Strings erhélt man durch Variation seiner

Wirkung

1 (ov) _ 1, (ar)
2Hol\ar) T2telax) |

Definiert man die folgenden GréBen als

t, t a
S=[det L(t)= [dt [ dx (1.12)
t; t; 0

ox’ (1.13)

op
4 =0. 1.14
ot o0x 0 ( )

Mit (1.13) sieht man, dass es sich dabei um die Wellengleichung in (1.5) handelt.
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jg:(‘t

|

Abbildung 2: Links: Weltflache eines offenen Strings. Rechts: Weltflache
eines geschlossenen Strings. [1]

1.2 Relativistische Strings

Ziel dieses Abschnittes ist es eine Bewegungsgleichung fiir den relativistischen String aufzustellen und

einige allgemeine Begriffe einzufiihren.
Ein relativistisches Punktteilchen beschreibt in der Raumzeit eine Weltlinie, seine Wirkung ist

proportional zu der auf der Weltlinie vergangenen Figenzeit S = mc[ds . Eine Lorentz-
invariante Grofle ist das Produkt aus Eigenzeit und Lichtgeschwindigkeit — die Eigenlinge
(proper length).

Ein relativistischer String beschreibt in der Raumzeit eine Weltfliche (world-sheet). Die
String-Wirkung muss ein Funktional der String-Trajektorie sein. Eine Lorentz-invariante
GroBle soll die Eigenfldche (proper area) der Weltfliche sein. Abbildung 2 zeigt die

Weltflachen eines offenen und eines geschlossenen Strings.

Um das Flachenfunktional in der Raumzeit zu beschreiben, lassen sich die lokalen
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v

de (1

Abbildung 3. Links: Ein kleines Quadrat im Parameterraum (1, o). Rechts: Die
Flache in der Target-Raumzeit mit dem Bild des Quadrats - ein
Parallelogramm mit den Seiten dv," und dv,". [1]

Koordinaten auf der String-Weltflache durch 1 (Zeit auf dem String) und o (Position entlang
des Strings) parametrisieren.
Mit den iiblichen Raumzeit-Koordinaten x* = (x°, x', ..., x%) wird die Oberfliche durch

die Funktionen
X (t,0)=(X"(1,0), X'(1,0),.., X (1,0)) (1.15)

beschrieben — durch Abbilden eines Bereiches aus dem (1,6)-Parameterraum in die Raumzeit

— auch String-Koordinaten genannt.

Abbildung 3 zeigt fiir einen offenen String links die Oberfliche im Parameterraum, rechts die
Oberflache in der Raumzeit. Dabei kann 6 nur Werte in einem endlichen Intervall annehmen,
T kann sich von minus bis plus Unendlich erstrecken. Die Weltlinien der Stringendpunkte

haben konstante ¢ Werte, werden also durch t parametrisiert.

Um das Fliachenfunktional 4 zu bestimmen, betrachtet man das in der linken Abbildung
ausgewdhlte Element, seine Fliche dA im Targetraum rechts soll bestimmt werden. Im

Allgemeinen handelt es sich bei dem infinitesimalen Flichenelement um ein Parallelogramm,

das von den Vektoren dv* und dv," aufgespannt wird. Diese konnen auch als

ox" oXx"
= dtv, dv) =

dv/*
oT oo

do (1.16)

10
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geschriecben werden. So reprisentiert zum Beispiel 0 X#/01 die Anderung der

Raumkoordinaten beziiglich t. Multipliziert man das mit der Linge dt der horizontalen Seite
des Rechtecks aus dem Parameterraum, ergibt das den Vektor dv/, der diese Seite im

Targetraum représentiert.

Mit der Formel zur Berechnung der Fldche eines Parallelogramms

dA = |dv,||dv,||sin0] = |dv ||dv,|V1—cos’ 0

= \|av,Pldv,] — |dv,[|dv,] cos’0 (1.17)

= V|dv,P|dv, cos’0 — |dv,[ldv, ],

wobei 0 der Winkel zwischen den Vektoren dv,* und dv,” ist und die Terme in der dritten
Zeile vertauscht wurden um spéter ein negatives Vorzeichen unter der Wurzel zu vermeiden,

kann das Flachenelement geschrieben werden als

dA =1 (dv,-dv,} — (dv,-dv,)(dv,dv,). (1.18)
Das relativistische Skalarprodukt garantiert die Lorentz-Invarianz des Flaichenelements.

Mit (1.16) und erneuten Schreibweise als Skalarprodukt ergibt sich das Fldchenfunktional

\‘ 2 2 2
I\ ot o0 ot \ oo
Die Wirkung eines relativistischen Strings ist proportional zu der proper area der Weltflache
und lautet
T T, g, | . .
S = —70 f d'rf do\(X- X'V —(XV(X')} Nambu-Goto-Wirkung . (1.20)
T 0

Das Flachenfunktional musste mit passenden Konstanten multipliziert werden, um die

Einheiten der Wirkung zu erhalten. 0,>0 ist eine Konstante und fiir die Ableitungen gilt

:aXu Xu’:aXu

X* = )
ot ’ oo

(1.21)

Die Skalarprodukte sind in einer flachen Raumzeit definiert: XX =n,, X" X",

Die Wirkung muss reparametrisierungsinvariant sein, d.h. unabhédngig von der

11
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Parametrisierung die zur ihrer Berechnung fiihrte. Reparametrisierungsinvarianz in der

Stringtheorie entspricht der Eichinvarianz in der Elektrodynamik.

Der Ausdruck unter der Wurzel des Flichenfunktionals in (1.19) kann als Determinante einer

Matrix geschrieben werden:

dety ,=(X) (X' —(X-X') (1.22)
mit yaﬁz(j((f())(, fxﬁz) (1.23)

der induzierten Metrik auf der Weltflache

_, OX"OX'_0X0X
- "vogt o8 ogtoE"

Y (1.24)

M., 1ist die Minkowski-Metrik des Targetraums. Die Indizes o und B laufen jeweils iiber
zwei Werte, 1 und 2, und &'=1, &2=0.
Fiir das Langenquadrat gilt

oX'oX’
Hv agtx agﬁ

—ds® = dX"dX ,=n,, dX"dX" = n dede’, (1.25)

mit einem negativen Vorzeichen, da eine Oberfldche in der Raumzeit behandelt wird. Diese
GroBe ist eine geometrische Eigenschaft des Vektors dX* und darf nicht von der Art der

Parametrisierung abhingig sein, sie ist reparametrisierungsinvariant.

Mit Hilfe der induzierten Metrik y,, kann die Nambu-Goto-Wirkung (1.20) in

reparametrisierungsinvarianter Form geschrieben werden:
S= T°fdd N =d 1.26
=T TdoN—y, y=dety,. (1.26)

Diese kompaktere Form der Wirkung kann als eine erster Ndherung zur Beschreibung auch

hoéherdimensionaler Objekte, wie der D-Branen,dienen ([1], 6.4).

Durch Variation der Nambu-Goto-Wirkung (1.20) erhédlt man die Bewegungsgleichung fiir
(offene und geschlossene) relativistische Strings (Herleitung in [1], S.112f)

0py | 094 _

oT oo (1.27)

12
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dabei sind
9L __L(XX )X, ~ (XX,

D AN S O ST O

o7 = oL _ T (XXX, - (X)X, (1.28)
oX" e kX - (X)(x)

Strome auf der Weltfliche des Strings, die vom String getragenen Impulsdichten.

Um die Losung am Rand eines Systems zu bestimmen, miissen Randbedingungen beachtet
werden, hier also an den Endpunkten der Strings. Da geschlossene Strings iiber keine
Endpunkte verfiigen, bendtigen sie auch keine Randbedingungen. Endpunkte offener Strings
konnen fixiert oder frei sein. Bleiben die Stringenden wihrend der Bewegung fest, wird die

Dirichlet Randbedingung angewandt:

(tr,0,)=0, u#0, (1.29)

oT

0; bezeichnet die o-Koordinate eines Endpunktes, 0; kann gleich Null oder gleich 0,
sein. Da zumindest an den Endpunkten 0 X°/0T#0 gilt, dndert sich die Zeit, wenn t sich

andert und p=0 muss ausgeschlossen werden.

Die zweite mogliche Randbedingung ist die fiir freie Endpunkte
9.(1,0,)=0, (1.30)
sie muss auch fir p=0 gelten: ¢ (1, 0,) = ,(7,0)=0 (1.31)

Betrachtet man die Abbildung 1 auf Seite 8, so sieht man, dass sich Dirichlet
Randbedingungen ergeben, wenn die String-Endpunkte an ein physikalisches Objekt
gebunden sind. Rechts in der Abbildung steht es den Endpunkten frei, sich hoch und runter
entlang der vertikalen Linien zu bewegen, horizontale Bewegung ist hingegen verboten. Die
Objekte an denen die Strings enden miissen, sind durch die Anzahl ihrer rdumlichen
Dimensionen charakterisiert und heilen Dp-Branen. Der Buchstabe D steht fiir Dirichlet, p

fiir die Anzahl der rdumlichen Dimensionen.
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A

”':r/

gL s
/ A

e,
4 /l/

Abbildung 4. Eine D2-Brane, die sich in der (x',x*) Ebene erstreckt und
ein String, dessen Endpunkte an die Brane gebunden sind. [1]

b

Als Beispiel betrachte man in Abbildung 4 eine flache D2-Brane in einem dreidimensionalen
Raum. Thre Lage ist durch eine Bedingung festgelegt: x*=0. Das bedeutet, dass sich die D2-
Brane iiber die Ebene (x',x?) erstreckt. Die String-Koordinate X* ist der Dirichlet
Randbedingung unterworfen und muss an den Endpunkten verschwinden. Die String-
Endpunkte konnen sich frei entlang der Brane bewegen, sodass ihre Koordinaten X' und

X? die freien Randbedingungen erfiillen.

Wenn die Endpunkte eines offenen Strings freien Randbedingungen entlang aller rdumlicher
Dimensionen unterliegen, ist es immer noch eine D-Brane, aber diesmal eine raumfiillende D-
Brane. Da die Brane sich tiberall im Raum befindet und die Enden des offenen Strings {iberall

auf der Brane sein konnen, sind die Endpunkte vollkommen frei.

Die aufgestellte Bewegungsgleichung (1.27) beinhaltet die komplizierten Ausdriicke (1.28).
Die Reparametrisierungsinvarianz der String-Wirkung wird dazu beitragen diese zu
vereinfachen. Die rdumliche Parametrisierung der Weltfliche eines Strings kann frei gewahlt

werden. Es steht also frei, eine passende Parametrisierung auszuwihlen.

Fir jeden Punkt P auf der Weltfliche soll in einem gewdhlten Lorentz-System gelten

14
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T(P)=t(P) - eine Relation zwischen den konstanten t-Linien und der Zeit X°=ct auf
der Weltflache. Diese Wahl der t-Parametrisierung wird statische Eichung genannt, weil die

konstanten t-Linien ,,statische Strings* im ausgewéhlten Lorentz-System sind. Das heif3t
X(t,0)=ct(t,0)=cT oder T=t, Statische Eichung . (1.32)
Dann konnen die String-Koordinaten geschrieben werden als
X'(1,0)=X"(t,0)=[ct, X(t,0) (1.33)

Damit werden die Ausdriicke in der Bewegungsgleichung

oX" (6X° a)?)_(o g)

oo aao 0o oo (1.34)
ox'_(ox" oX\_(, oX
oT ot ' ot ot ]’

die Parametrisierung trennt Zeit- und Raumkoordinaten.

Mit der Wahl der t-Koordinaten ist es nun ein Leichtes das Vorzeichen unter der Wurzel in der
Nambu-Goto-Wirkung (1.20) zu iiberpriifen: man stelle sich ein ,,Stiick* String vor, ohne
Geschwindigkeit. Da es sich nicht bewegt ist 6 X/d¢ = 0 und mit (1.34) wird die Wurzel in
(1.20) zu

ox\
\/0—(%) (—c), (135)

eine positive Grofle, genau wie erwartet.

Beginnt man damit einen infinitesimalen String zu dehnen, so fithrt man ihm Energie zu und

schafft damit Ruheenergie bzw. -masse. Die potentielle Energie, um einen String der Linge a
zu erschaffen, betrigt V' =T,a und seine Massendichte ist p,=T7,/c*. Das bedeutet, dass

der String seine Masse allein durch die Dehnung erhélt. Die Ruhemasse des Strings ist allein

von seiner Spannung abhéingig!

Eine sinnvolle String-Geschwindigkeit ist die invariante Transversalgeschwindigkeit

p, =22 (1.36)

15
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der String bewegt sich durch den Raum, indem jeder Punkt des Strings sich in die Richtung
transversal zu der String-Ausdehnung bewegt. Die transversale Geschwindigkeit 6 X /67 an
jedem Punkt des Strings ist ein Vektor, orthogonal zu dem String und tangential zu der
Raumfldche des Strings. Die Weltflache war eine Oberfldche in der Raumzeit, die Raumfldche
ist eine Oberfliche im Raum, die sich aus den Strings zusammensetzt, die zu allen Zeiten

beobachtet werden — eine ,,Spur® des Strings ([1], 6.8).

Nun kann auch eine c-Parametrisierung gewéhlt werden — konstante o-Linien werden derart
konstruiert, dass sie senkrecht auf den konstanten t-Linien stehen. Die Tangenten 0Xloo

an den Strings sind orthogonal zu den Tangenten &.X /&7 an den konstanten o-Linien:

S

0

S

0

Il
o

(1.37)

»
q
®
—.‘

Die String-Wirkung kann mit vV, ausgedriickt werden. Dafiir betrachte man den

infinitesimalen Vektor ‘d X ‘ auf dem String und seine Linge ds, im Intervall do:

S1_|0X

ds =|d X|=|—||d o|, 1.38
s =|d X] ‘ aa‘l o (1.38)
0X .. . . ) , o

s ist die Anderung von X beziiglich der Lénge des Strings und ein Einheitsvektor:

- - - - - 12 2
0X 0X _ 90X 90 90X 0o _|0X (6_0) 1 (1.39)
0s 0Os 0s 0o O0s 0o |0o|\0Os

das letzte Gleichheitszeichen folgt aus (1.38).

Zur Umformung der String-Wirkung konnen die vereinfachten Bewegungsgleichungen (1.34)
benutzt werden und die statische Eichung T =1¢; damit werden die Ausdriicke in der

Wirkung (1.29) zu

- \2
: oX
X2:_ 2+ oA
=+ 2
- \2

0X
X'V === (1.40)
: 00X 0X (137
Yoxr=922.22 120

ot 00
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Einige elementaren Umformungen liefern schlieBlich
: : ds |
X PP =] (), (141)

was in die String-Wirkung eingesetzt ergibt

i’ d |
S=-T,) dt|]do—{1-—. 1.42
Jatfdo 15 (1.42)
Das bedeutet, dass wihrend der o-Bereich konstant bleibt, die Lénge des Strings zeitabhingig
ist. Diese Wirkung ist fiir offene und geschlossene Strings giiltig. Die zugehorige Lagrange

Funktion ist

2
Vi

L:—nfw“—j. (1.43)
C

Vergleicht man sie mit der Lagrange Funktion eines relativistischen Teilchens
L=-mc*{1-%, mit der Ruheenergie mc?und einem relativistischen Faktor, so kann fiir den

relativistischen String —7,[ ds als seine Ruheenergie interpretiert werden.

Damit kann die Hamilton-Funktion des relativistischen Strings berechnet werden ([1], Aufgabe

6.9). Seine Lagrangedichte £ aus L =[d o L lautet

v ds
=—T 4 1———. 1.44
L 0 c2d0' ( )

Zunichst wird die kanonische Impulsdichte @ (¢,0) bestimmt:

o)== r b1 2
’ (0.Xx) 2 ) \ coX]do (1.45)
T, vz ds
= — _— —V,
c ) do

und in die Hamiltondichte eingesetzt:
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0X
H=plt, )E—L

_Ty vi ds vl ds
" e T e

Vi

==

C
Tods [ fy ) ) [ )l g, s () (1.46)
cz do + cz cz OdO' cz ’ ’

es folgt die Hamilton-Funktion

_ S
H—f@ﬂ—fdawﬂ}

2 \-1 2 \_1L
h%ﬂzzufﬁ(—%)? (1.47)

Die Energie des Strings ergibt sich folglich aufgrund seiner transversalen Bewegung, die

Masse folgt allein aufgrund seiner Spannung, wie bereits erwédhnt wurde.

Etwas anders ausgedriickt, kann man sagen, dass der String durch die Energie parametrisiert
wird: Jedes seiner ,Teile“ gleicher Linge o besitzt dieselbe Energiemenge, der

Langenparameter ist somit proportional zu seiner Energiemenge. Mit Blick auf (1.47):

2 —-1/2
ds( _%) o, o =E oeloo) (1.48)
C 0 0

In dieser gewidhlten c-Parametrisierung ist die Energiedichte dE/do eine Konstante gleich der

Spannung.

Es ist iiblich einen neuen Parameter einzufiihren, den Regge slope Parameter o'. Dieser
Parameter ist seit den frithen Tagen der Stringtheorie bekannt; die Regge Trajektorien ergaben
sich, wenn man den Drehimpuls (gemessen in Einheiten von 7% ) gegen das Energiequadrat
hadronischer Anregungen auftrug. Damit lasst sich der einzige dimensionsbehaftete Parameter
in der String-Wirkung, die Spannung 7'y, ausdriicken als

1 , 1

" dmalhc und * :27TT0716"

(1.49)

Jetzt kann mit 7%,c¢ und «' eine charakteristische Linge, die String-Linge [, konstruiert
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werden:

(1.50)

2
Denn es ist [c]z%, [h]ZM; , [TO]Z%[%T fir [/, eingesetzt ergibt
2 2 2\~! 3 2
[1]= LML, LMLML\ _ML  T" , die Dimension einer Linge.
T T rr Lr? T° V2w Ll*M

Setzt man, wie in der Teilchenphysik iiblich, ¢ = 7% =1, kann die Nambu-Goto-Wirkung

geschrieben werden als

1

21

S=-

a,deH(X'X')Z—(X)(X')Z. (1.51)

1.3 Weltfliichen-Strome

Jeder String trdgt einen relativistischen Impuls p,, der bei einer freien String Bewegung
erhalten bleibt. Dabei ist der Impuls p, weniger ein Strom, als viel mehr ein Satz von

Ladungen, eine fiir jede seiner Komponenten.
Die zugehorigen Strome sind
s i) =[5, 3. (1.52)

Die Strome flieBen auf der zweidimensionalen Weltfliche, die der String in der Raumzeit

beschreibt und verschwinden tiberall aullerhalb der Weltfliche.

Die Ladungen erhdlt man, indem die Nullten Komponenten ¢, iiber den gesamten Raum

integriert werden. Man bekommt den Raumzeit-Impuls
p,=Jdo pl(t,0), (1.53)
0

T wurde beim integrieren festgehalten. Dieses Ergebnis stimmt mit der Interpretation {iberein,

dass @, die kanonische Impulsdichte ist, da es sich bei ¢, um die Ableitung der
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Lagrangedichte nach der Geschwindigkeit X* handelt. Der Impuls p, ist eine
Erhaltungsgrofe in der Weltflachen-Zeit 7, sowie in der Minkowski-Zeit ¢. Bei offenen Strings
die auf D-Branen enden ist es moglich, dass der Impuls nicht erhalten ist; dann ist aber der

Gesamtimpuls von String und D-Brane erhalten.

Die Wirkung des relativistischen Strings ist per Konstruktion lorentzinvariant bei
Lorentztransformationen der Koordinaten X*. Es konnen mit der Lorentz-Symmetrie

assoziierte erhaltene Ladungen konstruiert werden:

Die Erhaltungsstrome

M =X, 05-X, 0, oa=T1,0, (1.54)

sind antisymmetrisch M}, = - M .
Die zugehorigen Ladungen sind

M, =[(M, do-M dt). (1.55)

M verschwindet am Weltflichen-Rand offener Strings, da ° dort verschwindet. Bei

H

konstanten t-Linien sind die Lorentz-Ladungen
M, =[doM,=[do(X,pI-X, 0. (1.56)

In vier Dimensionen gibt es also sechs erhaltene Ladungen: drei Boosts M und drei

Rotationen M, i, ] sind Raumindizes. M

. 1st die Drehimpuls-Dichte. Die Komponenten

M messen den Drehimpuls I des Strings als L; = % €Ea M 4, €, 1st total
antisymmetrisch und €,; = 1.

Als Operatoren nach der Quantisierung gehorchen die Lorentz-Ladungen der Lorentz-Lie-

Algebra’.

2 Zur Definition der Lorentz-Lie-Algebra siche Anhang A.
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¢ r. AT
X X -NT

Abbildung 5: Die Eichbedingung n-X=AT legt die Strings fest als Kurven an dem Schnitt
der Weltflache mit der Hyperebene orthogonal zu dem Vektor »n*. [1]

1.4 Relativistische Lichtkegel-Strings

Zur Vereinfachung der Beschreibung der String-Dynamik wurde bisher die statische Eichung
benutzt, die eine Beziehung zwischen der Weltflichen-Zeit T und der Raumzeit-Zeit X°

herstellt:
X’(t,0)=cT. (1.57)

Nun sollen allgemeinere Eichungen betrachtet werden, insbesondere die Lichtkegel-Eichung,
die die Bewegungsgleichung (1.27) 0,¢,+0, ¢, = 0 vereinfachen wird. Insbesondere soll
T gleich einer Linearkombination der String-Koordinaten sein, was geschrieben werden

kann als
n, X“(t,0)=2Ar. (1.58)
Die Bedeutung des Vektors n* ist anschaulich in Abbildung 5 dargestellt.

Fir n,=(1,0,..,0) und A=c, folgtdaraus (1.57), die statische Eichung.
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Man wiht A= B«a’'(n-p)T ,; dabei ist B=2 fiir offene Strings und B=1 fiir geschlossene
Strings. Durch diese Art der Eichung wird erreicht, dass die beiden Parameter T und o

dimensionslos werden. (n-p) isteine Konstante, p* erhaltener Raumzeit-Impuls

pu(t)=[dop(t,0). (1.59)

Die definierenden Gleichungen der Eichung

nX(t,o)=Bua'(np)t,
) (1.60)

271 - -
(n‘P):T np'(t,
legen die Parametrisierung offener und geschlossener Strings fest. n-p" ist eine Konstante
auf der Weltflache.

Diese Wahl der Eichung fiihrt zu den Zwangsbedingungen ([1], 9.3)
XX'=0, X+X"7=0 Slx+xf=o, (1.61)

die zu einer erheblichen Vereinfachung der Impulsdichten aus (1.28) beitragen:

™= > ! - X",
""; (1.62)
o _ Xli !
2o’
In die Feldgleichung (1.27) 0,,+0,, =0 eingesetzt, folgt
X' — X" =0. (1.63)

In der gewihlten Parametrisierung sind die Bewegungsgleichungen des Strings
Wellengleichungen. Bei einem offenen String mit freien Endpunkten muss zusétzlich X*'

an den Enden verschwinden.

Die Wellengleichung (1.63) kann explizit gelost werden. Es werden offene Strings und eine

raumfiillende D-Brane betrachtet. Im allgemeinsten Fall ist die Losung
X“(T,U)Z%(f“('r-l-o)-l-g“('r—a)). (1.64)

An den freien Endpunkten des Strings — bei 6 = 0, m — miissen Neumann-Randbedingungen

betrachtet werden: 0 X*/0o = 0.
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aX“(T’ )

Firo=0: <= OZ%(f”’(T)—g“’(T)):O. (1.65)

Da die zwei Ableitungen in der Klammer iibereinstimmen, konnen sich deren Funktionen

lediglich durch eine Konstante unterscheiden. (1.64) kann also auch als
X“(T,O‘):%(f“(T-i-O')-Ffu(T—O')) (1.66)

geschrieben werden.
X H

oo

Firoc=m:

(T,'IT):%(fu'(T-i-Tr)—fu'(T—Tr)):O. (1.67)

Offensichtlich ist "' eine mit der Periode 27 periodische Funktion.

Eine periodische Funktion f*' kann mit Hilfe der allgemeinen Fourierreihe geschrieben

werden als

£ (u) = f‘;+i(a;‘cos(nu)+b;‘sin(nu)). (1.68)

n=1

Integrieren und Redefinieren der Konstanten liefert ([1], 9.4):
S (u)= fi+ flu+ Y (4" cos(nu)+ B! sin(nu)). (1.69)
n=1
Der Ausdruck kann in (1.66) eingesetzt werden:

X' (t,0)=

NI»—l

fot+fi (T+O’)+§:(AZCOS[)’!(T—O’)]-FBZSin[n(T—O‘)]))

+% f(‘)‘—i-f‘l‘(T—U)—i-i(A,‘,‘cos[n(T+(r)]+B,‘jsin[n('r—i-o)])

= é_(zfg+2f‘l‘(T)+i (Aﬁ,’cos(n'r)cos(na)+Bﬁ,‘sin(nT)cos(nU))) ,

n=1

so dass schlie8lich
i _ pH I 1< u
X'(t,0)=fi+fiT 2—2( 'cos(nT)+B s1n(n'r))cos(ncr) : (1.70)

Die Koeffizienten sollen durch andere ersetzt werden, die eine einfache physikalische
Bedeutung haben werden. Unter Ausnutzung der Euler Formel e™ = cosx+isinx und

durch elementare Umformungen folgt
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Ascos(nT)+B’;'1sin(nT)=—ii(a5*e"”—aseﬂ‘”), (1.71)
Vn
wobei a‘fE%J%B) das komplex Konjugierte von a’;E%\/%B) ist. Der Faktor

v2 o' wurde eingefiihrt um die Konstanten dimensionslos zu machen.

! ist eine zum Raumzeit-Impuls des Strings proportionale GroBe ([1], S.185):

Si=2a'p", setztmannoch f§= x;, dann bekommt die Gleichung (1.70) die Form

X' (t,0)= xg+20('p“'r—i\/20(’z_;(ai*ei'"—af:e[”T)% . (1.72)

Die Terme der rechten Seite entsprechen dabei der Reihe nach - der Grundschwingung (zero

mode), dem Impuls und durch die Summe werden die String-Oszillationen beschrieben.

An dieser Stelle wird eine weitere Notation eingefiihrt

oG
" =a'\n, (1.73)
o« =a"*n, n=1

Es giltalso o, = (a)". (1.74)

Damit ist die Léosung der Bewegungsgleichung fiir einen offenen String mit freien Endpunkten

auf einer raumfillenden D-Brane
Xi(t,0)=xp+V2a o T+iV2 'Z lcxfje_””cos(n(f). (1.75)
n#0 n

Die gefundene Losung der Bewegungsgleichung erfiillt die relevanten Randbedingungen —
die Neumann-Randbedingungen — muss zudem aber auch die Zwangsbedingungen (1.61),
(X+X'? =0, erfiillen. Dazu ist es notwendig die beliecbigen Werte der Konstanten zu

spezifizieren, was in der Lichtkegel-Eichung erreicht werden kann.
Es werden nun die Lichtkegel-Koordinaten benutzt’. Die Lichtkegel-Eichung wird derart

gewidhlt, dass n-X = X * ist. Dazusei n,= (v‘l_ZvLZO""’O ,dann folgt

X'+ X! 4 p!
WX:—VT—zxi mpzﬁﬁﬁzpﬁ (1.76)

3 Zur Definition siche Anhang A
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In die definierenden Gleichungen (1.60)

2

nX(t,o)=Bua'(np)t,
ep) = 207, 0),

eingesetzt:

X' (t,0)=Bua'p" T,
L_2m (1.77)

P BSO,

wo =2 fiir offene und =1 fiir geschlossene Strings ist. Die zweite Gleichung besagt, dass die
Dichte p* konstant entlang des Strings ist.

In der Lichtkegel-Eichung soll mit der einfachen Form von X * gezeigt werden, dass die

gesamte String-Dynamik in den transversalen Koordinaten

X' =(x*x>., X%, I=(2,..,d) (1.78)
steckt.
Die Zwangsbedingungen konnen in Lichtkegel-Koordinaten ausgedriickt werden:

(X X)X Txx )R (X =X P =0, (1.79)
und es folgt aufgrundvon X*'=0 und X* =g’ p*, dass

X xx =1

- Ba' 2p*

(X'=x"?,  p 20, (1.80)

p* =0 musste ausgeschlossen werden: Betrachtet man die zweite Gleichung in (1.77), so
ist p*, die konstante Dichte entlang des Strings, nicht negativ. Also gilt p™ >0 ; wire
p* gleich Null, dann miissten sich p' und die Energic weg heben — was nur dann
passieren kann, wenn es sich um ein masseloses Teilchen handelt, das sich in genau negativer
x' Richtung ausbreitet — in Lichtkegel-Koordinaten nicht moglich. Fiir p* = 0 ist der

Lichtkegel-Formalismus nicht anwendbar.

In Gleichung (1.80) werden die Ableitungen von X = in Termen von X' ausgedriickt,
bestimmen also diese Funktion bis auf eine Integrationskonstante x, . Zudem war es nicht
mehr notwendig die Wurzel zu ziehen (vergleiche (1.61)). Die gesamte String-Entwicklung ist

+

bestimmbar durch X'(7,0), p*, und x, .
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Mit der allgemeinen Lésung (1.75) lautet die explizite Losung fiir die transversalen

Koordinaten eines offenen Strings

X'(t,0) = xp+2a )T +i 2 > l0(f1e_i’”cos(na). (1.81)

n#0

AuBerdem ist

X+(T,O'):2(X'p+T(1;3) V2o T (1.82)
Analog
X (1,0)=x; +V2a og THIN2' Y l(><,1_e_"’”cos(n0). (1.83)
n#0

Bildet man die Ableitungen von X*, so lassen sich daraus zwei niitzliche

Linearkombinationen bilden ([1], 9.4)

X' X" =20 Y e, (1.84)
nezZ
die jeweils fiir y=— und fir pu =17 aufgeschriecben werden konnen und in (1.80)

eingesetzt, ist es moglich diese Gleichungen fiir die Minus-Oszillatoren «, zu 16sen ([1],

S.189). Dadurch wird die Losung der Bewegungsgleichungen vervollstidndigt, da die «, in

Termen der transversalen Oszillatoren geschrieben werden konnen. Es ist

- 1 1
V2« x, = " Z (x;,p(xgz FL,f (1.85)

2]7 PEZ

1 . .
L, nennt man die transversalen Virasoro-Moden

11 I
L= D oo (1.86)

PEZ

sie sind die Schwingungsmoden der X =~ - Koordinate. Das sieht man, indem die erhaltenen

Ergebnisse in (1.83) eingesetzt werden:

X*(T,U):x(;+%LjT+%ZlLief"”cos(ncr). (1.87)
p P n#0 n

26



Superstringtheorie und das Standardmodell der Teilchenphysik

Fir n =0 ist(1.85):

\/20('0(,::20('p7:LL3 —>2p+p=%Lé, (1.88)

+

p

was in (1.87) benutzt wurde. Man sieht, dass die gesamte Dynamik in den transversalen

Koordinaten steckt.

An dieser Stelle ist es moglich einen Ausdruck fiir die Masse eines Strings anzugeben. Dazu

kann das Massenquadrat mit der relativistischen Beziehung
M=-p'=2p p —p'p (1.89)
berechnet werden. Der erste Term auf der rechten Seite kann umgeschrieben werden

(1.73)

2p+p_ = %Lé_ (1'86) o ( (XO(XO+ZO( X ) i p[+%z nai* afl B (190)
n=1

und in das Massenquadrat eingesetzt, folgt

i (1.91)

2

1
o’
Dieses klassische Resultat wird durch die Quantisierung noch einen zusétzlichen Term

erhalten. Hier kann man allerdings sehen, dass die Masse eines klassischen Strings eine reelle

Zahlist—da a*a=|al’>0, ist M*>0.

1.5 Offene, relativistische, quantenmechanische Strings

Es wird weiterhin eine raumfiillende D-Brane angenommen.

In der Quantentheorie des offenen relativistischen Strings soll

(X'(0), xo, 9™ (o), p*] (1.92)
ein Satz unabhéngiger Operatoren, ohne eine explizite t-Abhangigkeit, sein ([1], 12.1).

Der Kommutator fiir die Operatoren X’(0) und @™ (o) ist
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(X '(0). 9" (c)]=in"s(c-0"). (1.93)

Das bedeutet, dass die Operatoren nur dann nicht miteinander kommutieren sollen, wenn sie
sich am denselben Punkt entlang des Strings befinden. Gleichzeitige Messungen an

verschiedenen Punkten des Strings sollen nicht miteinander interferieren.
AuBerdem gilt [XI(O') X (o ')] = [go”(o),g{)”(a ’)] =0 (1.94)
und [xo_, p+} =—i. (1.95)
Die Operatoren x, und p* kommutieren mit allen anderen Operatoren.

Als Lichtkegel-Energie sollte p~ die X* -Entwicklung generieren: 52 < p . Die

ox*
Hamilton-Funktion sollte die t-Translation generieren. In Lichtkegel-Eichung ist

X" =2a'p" T, also ldsst sich schreiben

8_5X+ 6 =2’ +
oT ot ox*t

o o 20'ptp. 1.96
p Sy p D (1.96)

Man kann vermuten, dass die t-Translation generiert wird durch

g

H=2x'p p "F2a'p [dop™. (1.97)

0

1

Einen Ausdruck fiir ("~ erhilt man aus (1.62) als @' = X,

2’

Zunichst muss aber X~ bestimmt werden aus (1.83) mit = W
«'2p

0, X +0,X =alo,X'+0,X'|

A: 0.X +0,X =

a
B: 0, X —-0,X =a

(1.98)

(8, X'V +28, X"0, X"+(0, X'V
(6, X"} —26, X" 8, X'+(0, X')*]

A—-B: 0.,X =a

(0, X"V+(, X'V

Dann ist
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T — 1 ; —
= X
L 2o’
=1 L 1 (yryxyi x|
2’ 20" 2 p”
1 1 1 2 Tl Tl 'y 1 (1.99)
= 2o’ + X X
2’ 20" 2 pt (( T e
T T/ T/ XI,XI,
= +—=—.
2p" v (21T0(’)2)
Das kann in die Hamilton-Funktion (1.97) eingesetzt werden und ergibt
K T T XI' B X]' ’
Hit)=na'[do|p™(t,0)p™ (r,0)+ X0 (1.0) (1.100)
0 (2ma’)

Der Hamilton-Operator erzeugt quantenmechanische Bewegungsgleichungen. Seine einfache

Form in (1.97), H =2«’'p* p~, erinnert an die transversalen Virasoro-Moden. Mit (1.88),
2p"p =y Ly, st
1
H=1,. (1.101)

Der wahre Hamiltonian wird allerdings eine zusidtzliche Konstante bendtigen um

lorentzinvariant zu sein.

Die quantenmechanische Bewegungsgleichung unterscheidet sich nicht von der bereits
betrachteten Klassischen: X’'— x’" =0. Das Gleiche gilt fiir die Randbedingungen ([1],
S.241).

Die klassischen Variablen o und @/ werden zu quantenmechanischen hermiteschen

Operatoren mit nicht-trivialen Kommutationsrelationen ([1], ausfiihrliche Berechnung in 12.2):
ool | = mn¥s,.,. (1.102)

Dabei kommutiert «; mit allen anderen Oszillatoren. AuBerdem gilt

xi,al|=0  fir n#0 (1.103)
und  [xp,00]= V2" in”. (1.104)

Hier ist analog zu (1.73)
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aéI\/Zcx'p',

o =al\n, (1.105)
O(inZaiT\/;, n=l.

Damitist (o) =a’ , nez. (1.106)

Auch die Operatoren x{ und p’ sind hermitesch

(xg) =x5, (p)'=p (1.107)
und erfiillen [xé , p[] =in". (1.108)
Mit n=>1 sind

o' Erzeugungs— Operatoren,

n

I . (1.109)
«, Vernichtungs— Operatoren.
Die Entwicklung des Ortsoperators kann mit (1.109) geschrieben werden als
X'(t,0)=xi+2a’ p't+iV20' ), lafleﬁ”—laine"” cos(no) . (1.110)
n=1 n n

Es gibt also fiir jede Schwingungsmode und jede transversale Lichtkegel-Richtung ein Paar
von Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren. Damit besteht ein vollstindiger Satz von
Basis-Operatoren aus den Null-Schwingungen plus einem wunendlichen Satz von

Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren.

Die transversalen Schwingungsmoden, die Virasoro-Moden L; , werden zu transversalen

Virasoro-Operatoren L;=1/2% _, «; & . Da auch die Oszillatoren a Operatoren sind,

n—pp-*
kommt es auf deren Reihenfolge an. Aus der Kommutator-Beziehung (1.102) folgt, dass sie
nur dann nicht miteinander kommutieren, wenn sich deren Moden-Nummern zu Null
addieren; das bedeutet, dass die zwei Operatoren in L, nur fiir n=0 nicht kommutieren und
damit allein Lj untersucht werden muss:

1 1 RS 1<
Ly=5 % o o= Eagag+5§laipcx;+5 §lo<;o<ip. (L.111)
p= p=

pEZ

Es soll mit normalgeordneten Operatoren, aufgrund ihrer wohldefinierten Wirkungsweise auf
das Vakuum, gearbeitet werden ([1], 12.4). In der ersten Summe auf der rechten Seite steht der

Erzeugungsoperator links neben dem Vernichtungsoperator — die Summe ist normalgeordnet.
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Die zweite Summe muss umgeordnet werden:

15wl =15 ool &
_1‘” lw
_21; Lo 22 (1.112)
1 & 1 =
=52 o o+ (D=2) 2, p.

p=1

=
Il

11

Dabei wurde ausgenutzt, dass |&), &’ |= pd, n" ist und, dass es (D-2) transversale

Richtungen gibt.

Die letzte Summe in (1.112) ist eine Summe iiber alle positiven ganzen Zahlen — ein
unendlich groBer Beitrag, was nicht ignoriert werden kann, da Lg in der Berechnung der

String-Massen (1.90) enthalten ist
2p p T ==Li=p' p'+M’ (1.113)

und zusitzliche Terme die Massen der String-Zustinde verdndern. Das klassisch errechnete
Massenquadrat in (1.91) liefert nicht die erwarteten masselosen Zustinde der Maxwell-
Theorie fiir offene Strings und die masselosen Zustinde geschlossener Strings verhalten sich
nicht wie die masselosen Zustdnde der Gravitation ([1], 12.4). Der letzte Term in (1.112) wird
Ordnungskonstante a genannt, er wird den zusitzlichen Beitrag an die Massen der String-

Zustiande liefern.
Der Operator Ly wird wie folgt definiert

1
Léza é +— Z(x 1o —cxpp+2pa a (1.114)

und die Ordnungskonstante a wird in (1.113) eingefiihrt: 2 p*™ p~ = = (Li+a).

Dann folgt fiir das Massenquadrat

a+Zna a ) (1.115)

n=1

M=-p’=2p " p —p'p' = i(Lﬁa)—p’

a verschiebt also den Operator um einen konstanten Betrag.

Formal ist a = o, kann aber mit der Riemannschen Zeta-Funktion umgeformt werden ([1],

S.253), die als unendliche Summe definiert ist
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il
=2 >1,
n=1 l’l

mit s€C,; die Summe konvergiert nur, wenn der Realteil des Arguments groBer als Eins ist.
Benutzt man die analytische Fortsetzung der Zeta-Funktion, so kann diese fiir alle moglichen
Werte des Arguments definiert werden und es stellt sich heraus, dass sie, bis auf s = 1, fiir alle

Werte endlich ist. Insbesondere ist

c(-1)=—=.

In die Ordnungskonstante a eingesetzt erhilt man

2 (D=2 1> :—— (D-2). (1.116)

p=1

Fiir die anderen transversalen Virasoro-Moden lauten die Kommutator-Beziehungen ([1],12.4):
fir m+n#0 definiert

L, Ly|=(m—n)L,., (1.117)
die Virasoro-Algebra ohne zentrale Entwicklung;
fir m+n=0 istdurch

D=2
(Lo Ly = (m=n) Lyt == (0 =m) 6, (1.118)

die zentral entwickelte Virasoro-Algebra gegeben.

Die Virasoro-Operatoren lassen sich als Generatoren der Reparametrisierung der Weltflache

interpretieren: Der Kommutator eines Virasoro-Operators mit dem Ortsoperator X' (T, o)

ergibt?
25, X' (v, 0)| =€, X' +E, X", (1.119)
. EulT,0)=—ie""cos(ma),
mit —
& (t,o)= " sin(mo).

Andererseits kann eine Anderung der Weltflichen-Koordinaten geschrieben werden als

4 Berechnung von 1.119 im Anhang B
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T > T+€&,(T,0), (1.120)
o - o+eg(T,0), ’

wo € ein infinitesimaler Parameter ist und fiir den transformierten Ortsoperator folgt

X' (T+€E ,o+€€) = X'(1,0)+e(E X' +€° x")

=X'(t,0)+€[L;, X' (T,0)]. (1.121)

Die Virasoro-Operatoren wirken auf die String-Koordinaten auf dieselbe Weise wie eine

Reparametrisierung der Weltflache.

Da L; der Hamilton-Funktion des Strings entspricht, werden durch diesen Virasoro-
Operator Zeit-Translationen generiert

[Ly, X']=—io, X', (1.122)

das entspricht der Heisenbergschen Bewegungsgleichung fir X”.

Erhaltene  Lorentz-Ladungen waren M, ,=[do M, =[do(X,pi-X,p;). Das kann

umgeformt werden, indem die expliziten Ausdriicke fiir die Impulsdichten eingesetzt und

anschlielend integriert werden, es ist dann ([1], 12.5):

™

1 . .
M"Y = do\X"X'-X" X"
2Tr0("£ ( )

. (1.123)
=xbp —xypt—i ), — (o, o, o).

n=1
In der Lichtkegel-Eichung ist der Lorentz-Generator M ~' von besonderem Interesse,
aufgrund von X, einer nichttrivialen Funktion transversaler Koordinaten. Konsistenz
verlangt von der Ladung M ~’; dass sie Lorentz-Transformationen der String-Koordinaten
generiert, die eventuell von einer Weltflaichen Reparametrisierung begleitet werden. Verlangt
man Lorentzinvarianz von den Ladungen, so miissen diese hermitesch und normalgeordnet

sein, der Kommutator zweier Generatoren muss verschwinden ([1], 12.5):
M M =o0. (1.124)

Durch Umformen und Ausfiihren von (1.123) erhélt man
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M#:x(;p]—4 }p+ (xé(L0L+a)+(LOL+a)xé) —

] 1 i 1 1 L
— ) — (L. x,—x_ L).
’20('p+,;n( —n'n -n n) (1125)
Eine sehr lange Rechnung’ fiihrt zu dem Ergebnis fiir den Kommutator

1
1-—(D-2
24( )

L
m

1

(1.126)

;42 —mtm —m“tm

M~ M =— 1 i(tx’ o) —o’ a’)[m
X p m=1

Es gibt zwei bisher unbestimmte Grofen — die Ordnungskonstante a und die Anzahl der

Dimensionen D. Damit der Kommutator oben Null wird, muss die geschweifte Klammer

verschwinden
m I—L(D—z) + L L<D—2)+a =0 firalle mezZ* (1.127)
24 m| 24 ’ '

denn die Summe iiber die Oszillatoren verschwindet nicht. Der Kommutator der Lorentz-
Ladungen kann also dazu genutzt werden, die kritische Dimension der Stringthorie zu
bestimmen! Ebenso die Ordnungskonstante a, die zu einer konstanten Verschiebung der
Stringmassen flihren wird. Es geniigt die Bedingung fiir m=1 und m=2 zu untersuchen ([1],

12.5).

Fiir die erste eckige Klammer in (1.127) ist

1

I—Q(D —2)=0 und es folgt die Anzahl der

Raumzeit-Dimensionen (1.128)

Fiir die zweite eckige Klammer ist

iw—z)m:o S a:—i(26—2):—1. (1.129)

Derselbe Wert ergibt sich auch durch (1.116) fiir D=26.

. -1 1 . :
Damit erhdlt man 2p  p = « (Ly + 0)2; (Ly —1). Die Hamilton-Funktion eines
Strings nimmt dann die folgende Form an

H=L,—1. (1.130)

5 Zur Erorterung sieche Anhang C.

34



Superstringtheorie und das Standardmodell der Teilchenphysik

1.6 Geschlossene, relativistische, quantenmechanische Strings

Dieser Abschnitt liefert eine Zusammenfassung der Ergebnisse der Quantisierung des geschlossenen

Strings (ausfiihrlich in [1], Kapitel 13).

Geschlossene Strings haben keine Endpunkte, die Weltflichen-Koordinate © muss

kompaktifiziert werden

o ~ o+2T.

Zwei Punkte auf der Weltflache, die sich nur durch ein Vielfaches von 27 unterscheiden, sind

derselbe Punkt. Die String-Koordinaten sind dann
X 7t,0)=X"(1,0+2m) fiir alle T und o. (1.131)

Das gilt fiir Strings, die sich in einem einfach zusammenhdngenden Raum ausbreiten, wo
jeder geschlossene String zu einem Punkt zusammengezogen werden kann (wie im
Minkowski-Raum). Sind Raumrichtungen zusammengerollt und wickelt sich ein String

darum, kann er nicht mehr zusammengezogen werden.

Eine allgemeine Lésung der Bewegungsgleichung fiir geschlossene Strings ist
X(t,0)=X}(t+0)+X%(1t—0). (1.132)
X% (L = linkslaufend) ist eine Welle, die sich gegen negative ¢ bewegt,

X% (R = rechtslaufend) ist eine Welle, die sich gegen positive ¢ bewegt.

Die Entwicklung der String-Koordinaten nach Eigenschwingungen ist

' 1 ino — —ino —inT
X' (1,0) = xt+V2 0 o +i %Z;(o&ﬁje & e ) e (1.133)

n#0

«, sind die linkslaufenden Oszillatoren, entsprechend sind die o rechtslaufende

Oszillatoren. AuBerdem gilt hier

o TR 0‘_’ u
%o = % \/ 2 P (1.134)
Ry _

Ly _ — LH
X, =X, =X,.

Bis auf die zero modes, hat die Theorie der geschlossenen Strings den Operator-Inhalt zweier

Kopien der Theorie offener Strings. Die Kommutator-Beziehungen nehmen eine Form an, wie
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man sie aufgrund der Kommutatoren der offenen Strings erwarten wiirde:
U (1.135)

Zwei ,entgegengesetzte” Oszillatoren kommutieren miteinander [(x' &Z] =0.

m’

Es konnen Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren definiert werden

(xi = a,ﬁ&, al_n = af\/;, nx1 (1136)
& =a\n, &, =aVn, nx=1 '
Nicht-verschwindende Kommutatoren sind
la',a"1=s,,n", ld,a"1=s,,n" (1.137)
LI 1 =T — o'y
und [xo,o‘o]—[xo;o‘o] l ) n (1.138)

I Jy_ .
[xo, 7] =in".

Aufgrund der zwei Arten von Oszillatoren, sollte es fiir den geschlossenen String zwei Sitze

von Virasoro-Operatoren geben:

11 I _1 L1 I I
L == X, 0%, ,, L = 5 Z o, (1.139)

2 pEZ pEZ
Aufgrund von & = o, ist
Ly=1L;. (1.140)

Da aber diese zwei Operatoren laut (1.139) sehr unterschiedlich sind, muss deren Gleichheit

bedeuten, dass ihre Wirkung auf Zustédnde geschlossener Strings dieselben Ergebnisse liefert.

Wie bei den offenen Strings (vgl. Gleichung (1.114)), werden die Virasoro-Operatoren

definiert — als normalgeordnete Operatoren ohne eine additive Konstante ([1], 13.2):

L, = O(—plpl—i-z na. a
4 " (1.141)
LOL = %plpl—i-z na:Tai .

n=1

Die Ordnungskonstante ist fiir den jeweiligen Operator dieselbe wie bei den offenen Strings
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(a =-1), ebenso die kritische Dimension D = 26. Das bedeutet, dass offene und geschlossene

Strings nebeneinander existieren konnen.

Das Massenquadrat ist

. 2 _
M*=—p*=2p"p —p’pI:?(L0l+Lé—2)—p]p1. (1.142)

Die Hamilton-Funktion des geschlossenen Strings

H=«'p" p~ = L;+L,-2. (1.143)

Fiir den offenen Strings war H=Ly—1, (1.143) ist also eine Summe aus der Hamilton-
Funktion fiir rechtslaufende Operatoren und der Hamilton-Funktion fiir linkslaufende
Operatoren. Die Operatoren L;, und Ei erfiillen die Virasoro-Algebra (1.117). Zusitzlich
verschwinden die Kommutatoren zwischen den Virasoro-Operatoren unterschiedlicher Arten.
Der volle Satz der Virasoro-Operatoren der geschlossenen Strings definiert zwei

kommutierende Virasoro-Algebren.

Fiir den offenen String hatte man festgestellt, dass seine Virasoro-Operatoren in derselben
Weise auf die String-Koordinaten wirken, wie eine Reparametrisierung der Weltflache. Bei
den geschlossenen Strings werden durch die Linearkombination Lé +Z0L t-Translationen auf
der Weltflache generiert; es ist also die Weltflichen-Energie. Aufgrund der statischen
Eichung, (1.32), die eine Beziechung zwischen der Weltflaichen-Zeit und der Lichtkegel-Zeit
herstellt, fiihrt die Weltflaichen-Energie zu der raumzeitlichen Hamilton-Funktion (1.143) , die
die Entwicklung der Lichtkegel-Zeit generiert. Die andere Kombination, LOL—ZOL , 1st der
Weltflichen-Impuls, da sie Translationen entlang der Weltflichen-Koordinate ¢ generiert; was
nicht mit dem Lichtkegel-Impuls verwechselt werden darf — der Weltflichen-Impuls

geschlossener Strings muss verschwinden. ([1], 13.2)
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1.7 Zustinde offener Strings

Die Quantisierung des offenen Strings fiihrte auf diskrete Werte fiir die Massen der

Stringzustidnde, wodurch sich passende Teilchenzustéinde ergeben werden.

Die Grundzustdnde fiir alle Impulswerte sind
|p+,ﬁr>, (1144)

sie sind auch Vakuumzustinde aller Oszillatoren, werden also durch den Operator a,

vernichtet:

allp® pr)=0, n=1, I1=2,.,25 (1.145)

Dabei ist p* der Eigenwert des Operators p* und pr ist der transversale Impuls,

dessen Komponenten die Eigenwerte des Operators p’ sind:
A+l o+ >\ ]+ > AT+ >\ T+ >
p ‘P ’pr>—P ‘P ,Pr>, p ‘p ,pr>—p ‘p ,pT>. (1.146)

Der allgemeine Basiszustand des Zustandsraumes kann geschrieben werden als ([1], 12.6)

Yot ) (1.147)

Die nicht-negative ganze Zahl A, ; gibt an wie oft der Erzeugungsoperator angewandt wird,
fiir jedes n=1 gibt es 24 Polarisationsrichtungen. Da alle Erzeugungsoperatoren
untereinander kommutieren, ist deren Reihenfolge nicht von Bedeutung. Hier wird man sich
auf den Fall beschrinken, dass nur eine endliche Anzahl von A, ; flir jeden Zustand ungleich
Null ist. Da es unendlich viele ganze Zahlen n gibt, enthélt die Stringtheorie unendlich viele

unterschiedliche Teilchen!

Zur Untersuchung des Massenspektrums offener Strings betrachte man den Massenquadrat-

Operator aus (1.115), der geschrieben werden kann als

M?=—(-1+N" (1.148)
mit  N'=2 na, a, (1.149)

dem Besetzungszahloperator — auf einen Zustand angewandt, gibt er die Anzahl der in dem
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Zustand enthaltenen Teilchen. Sein Eigenwert setzt sich aus den Moden-Nummern der

jeweiligen Operatoren zusammen.Es gilt

1 It 1t
[N ,a, ]Zna

n >’

[N{aﬂ = —nai ,
(1.150)
o 2
NN =N, M =SS,
n=11=2
Der n-te Oszillator trigt n Einheiten von — zu M? bei. Da die Eigenwerte des
Besetzungszahloperators alle positiv sind, gilt fiir alle String-Zustinde M>> —ﬁ. Nt ist

normalgeordnet und auf Grundzustinde angewandt vernichtet diese: N* ‘ r, 1_9}>=0.

Die Grundzustinde mit N* =0 sind Anregungen des Skalarfeldes | P, ﬁT> Um die

Masse dieser Anregung zu bestimmen, wirkt man mit dem Massenquadrat auf die Zusténde:

Me|p™, By = (N =1)|p" Fr)=——p" . 7). (1.151)

Dank der Ordnungskonstante a=—1 ist die Masse nicht Null geworden — bisher wurden
keine masselose Skalarteilchen entdeckt. Aber das vorliegende Ergebnis — ein negatives
Massenquadrat — deutet auf eine Instabilitdt in der Theorie hin. Das zugehorige Skalarfeld

nennt man Tachyon.

Die nichsten Zustinde mit N*=1 sind masselos: M?*=0. Da man mit jedem der
transversalen Oszillatoren a{' auf die Grundzustinde einwirken kann, gibt es D—2=24

masselose Zusténde:
It - 2 It —
a, ‘p+:pT>; M~ a, ‘P+,PT>:0~ (1.152)
Der allgemeine masselose Zustand ist eine Linearkombination dieser Basiszusténde:

25
Z E,a?’p , ﬁT> ¢, ist der Polarisationsvektor. (1.153)
1=2

Vergleicht man diese Zustinde mit den Ein-Photon-Zustédnden der Quantenelektrodynamik® in

6 Siehe Anhang A.
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Lichtkegel-Koordinaten: 27— ,a?, p1‘9>, so fillt auf, dass auch diese einen

transversalen Vektor §&; fiihren und durch den transversalen Lorentz-Index 7 gezihlt werden
— der Index ist wichtig, weil aufgrund dessen die Zustinde unter Lorentz-Transformationen

ineinander transformierbar sind. Es handelt sich um zueinander korrespondierende Zustinde:

a'lpt pr) = all,|Q). (1.154)

p+.prr

Das bedeutet, dass die masselosen Zustinde offener Strings (1.152) als die Photon-Zustinde

der Maxwell-Theorie identifiziert werden konnen!

In unserer vierdimensionalen Raumzeit-Welt haben Photonen D—2=2 Polarisationsrichtungen,
in der sechsundzwanzig-dimensionalen Raumzeit-Welt der bosonischen Stringtheorie konnen

die Photonen D — 2 = 24 Polarisationsrichtungen aufweisen.

SchlieBlich noch die Zustinde mit N+ =2 | die man durch

alﬁalﬁ‘p+,ﬁT> oder af‘p+,ﬁT> (1.155)

1
erhilt; das Massenquadrat ist M’ = gt Es gibt 3(D—2)(D—1)+(D—2) =324 solcher
Zustinde, sie werden massive Tensoren genannt.

Abschliefend noch einige Bemerkungen zu der Tachyon genannten Vakuum-Instabilitét der
bosonischen Theorie offener Strings’. Bisher wurden Strings im Hintergrund einer
raumfiillenden D-Brane behandelt; einer D25-Brane, die durchaus ein physikalisches Objekt
darstellt und damit iiber eine konstante Energiedichte verfligen kann. Mit diesem Hintergrund
ist die Theorie offener Strings gewissermalen eine Theorie der Brane selbst, was wegen dem
Tachyon im Spektrum offener Strings bedeutet, dass die D25-Brane selbst instabil ist und
darum zerféllt, zu einem stabilen Hintergrund mit Energie Null. Aber auch alle offenen
Strings zerfallen, da deren Endpunkte an D-Branen gebunden sind. Die freigegebene Energie
konnte an die geschlossenen Strings iibergehen, die nicht an die Existenz von D-Branen

gebunden sind.

Auch die Superstringtheorie ist nicht frei von Tachyonen, die entsprechenden Zustinde
konnen allerdings geeignet ,.heraus gewdhlt“ werden; zudem enthilt sie auch geladene D-

Branen, wo die Ladungserhaltung die Branen vor Zerfall schiitzt.

7 Folgend der Erdrterung in [1]
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1.8 Zustinde geschlossener Strings

Auch hier sind die Grundzustinde ‘ pt, ﬁr>. Um Basiszustinde zu erzeugen, miissen
zweierlei Erzeugungsoperatoren auf die Grundzustinde angewandt werden — die links- und

die rechtslaufende — &'" und «!'; der allgemeine Basiszustand ist ([1], 13.3)

" P (1.156)

ALK [ﬁnw

n=1 =2

o 25
[T11@,)
m=1J

=2

Nicht alle diese Zustinde gehoren dem Zustandsraum geschlossener Strings an. Der
Basisvektor |A,X) gehért dann und nur dann dem Zustandsraum an, wenn er N+ = N*
erfiillt. Diese Zwangsbedingung ergibt sich aus (1.140) Ly = Li. Die Zustandsmassen

erhdlt man aus

M2:%(NL+NL—2). (1.157)
Fiir die Grundzustdnde

N'=N'=0: M =-= Tachyonen, (1.158)

erhédlt man ein negatives Massenquadrat. Eine Instabilitdt der Theorie geschlossener Strings,

die noch unverstanden ist.

Der erste angeregte Zustand muss unter Einwirkung zweier unterschiedlicher Oszillatoren

gebildet werden:

Nt=N=1: do'a'|p", ), M'=o0. (1.159)
Es handelt sich also um (D —2)* masselose Zustinde.
Allgemein kann der masselose Zustand geschrieben werden als

ZRJaiTal”| " Br), (1.160)

dabei sind die R, Elemente einer beliebigen quadratischen Matrix der GroBe (D — 2). Jede
quadratische Matrix kann in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Teil zerlegt

werden:
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1
R, = §(R1J+RJ1)+

1
E(RIJ_RJI)ESIJ-i_A[J' (1-161)

Der symmetrische Teil S, kann noch weiter zerlegt werden:

S, = (S,J—ﬁaus —5,5=5,+5'5,,  s=5"=4"5s,,
in eine spurlose Matrix S  und das Mehrfache der Einheitsmatrix. Dabei ist ' = sz):
Damit konnte R, in drei Anteile zerlegt werden

Ry=S8,+4,+5'5,. (1.162)

Dann konnen auch die Zustinde (1.160) in drei Gruppen linear unabhédngiger Zustdnde

aufgespalten werden:

ZSUafTal”\ B, (1.163)
ZAIJ a” 1JT‘ +:ﬁT>: (1.164)
stal'a’|p*, pr). (1.165)

Vergleicht man die Zustdnde in (1.163) mit den Graviton-Zustinden der Quantentheorie freier

Gravitationsfelder®

D—1
2. Eyal Q) (1.166)

1,J=2

fallt auf, dass beide Sétze von Zustdnden symmetrische spurlose Matrizen fiihren - &;; und

S y - und durch dieselben Lorentz-Indizes gezéhlt werden, sie haben dieselben Impulse und
dieselbe Masse Null. Wenn die Basiszustinde als zueinander korrespondierend identifiziert

werden

1+ J+ > o a1J+
a, p PT o\ by

Q) (1.167)

reprasentieren die Zustdnde (1.163)

A It—Jt -
[ZJ: Syay a ‘P+ ) PT> 1-Teilchen-Graviton-Zustdnde! (1.168)

8 Siehe Anhang A
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Die Zustinde in (1.164) ordnet man dem Kalb-Ramond-Feld zu, einem antisymmetrischen
Tensorfeld B,,. Dieses Eichfeld ist die Tensor-Verallgemeinerung des Maxwell-Eichfeldes
A, und koppelt auf eine analoge Weise an Strings, wie das Maxwellfeld an Teilchen. So wie

Teilchen Maxwell-Ladungen tragen, konnen Strings Kalb-Ramond-Ladungen tragen’.

Der letzte der drei zu besprechenden Zustinde (1.165), hat keine freien Indizes, nur einen
Freiheitsgrad, reprdsentiert also ein masseloses Skalarfeld. Es wird Dilaton genannt. Der
Erwartungswert des Dilatonfeldes bestimmt iiber die String-Kopplung! Die Kopplung ist eine
dimensionslose Zahl, die die Stirke der String-Wechselwirkungen bestimmt. In der
Elektrodynamik wird die Stidrke elektromagnetischer Kopplung durch eine Konstante
bestimmt — die Feinstrukturkonstante «. Hingegen ist in der Stringtheorie die Kopplung
keine Konstante, sondern ein dynamischer Parameter — ein Feld! Und ein Feld kann sich im

Raum und in der Zeit entwickeln und sogar von anderen Feldern beeinflusst werden.

2 Superstringtheorie

Die bisher besprochene Theorie enthélt ausschlieBlich bosonische Zustinde. Eine realistische
Stringtheorie muss aber auch Fermionen beschreiben. Das leisten die Superstringtheorien. Sie
beschreiben Superstrings — Bosonen und Fermionen — mit Supersymmetrie, haben also

dieselbe Anzahl bosonischer und fermionischer Zustinde auf jeder Massenebene.

Dieses Kapitel folgt den Ausfiihrungen in [1], Kapitel 14.

2.1 Weltfliachen-Fermionen

Der Ort des klassischen bosonischen Strings wurde durch die String-Koordinaten X*(t, o)
beschrieben. Klassisch sind X*(T,0) kommutierende Variablen, dessen Reihenfolge nicht

von Bedeutung ist. Nach der Quantisierung werden sie zu Operatoren auf dessen Reihenfolge

9 Das Kalb-Ramond-Feld wird in dieser Arbeit nicht besprochen; weitere Informationen dariiber in [1].
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es bei der Anwendung durchaus ankommt, da sie nicht zwangsldufig miteinander

kommutieren.

Um in der Stringtheorie Fermionen zu bekommen, miissen neue dynamische Weltflichen-
Variablen eingefithrt werden — ¢ (t,0) und ¢4(T,0). Die klassischen Variablen

¢t (x=1,2) kommutieren nicht, sie sind antikommutierende'® Variablen.

Die Einfilhrung antikommutierender Variablen ist notwendig, da zur Beschreibung
relativistischer Fermionen das klassische Dirac-Feld genutzt wird, eine klassisch
antikommutierende Feldvariable. Die Quantisierung des Dirac-Feldes ergibt Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren, jeweils fiir Teilchen und Antiteilchen, auch alles antikommutierende
Variablen. Das bedeutet insbesondere f ;lys, f ;I,SIZO fiir jeden der Impulswerte 7 und
Spins s, und damit kann ein Mehrteilchen-Zustand gleichartiger Fermionen, z.B. Elektronen,

keine zwei Teilchen mit denselben Werten fiir Impuls und Spin beschreiben, da
S S ps|2)=0. 2.1)

Durch jeden Wert u von X* (T,0) wurde ein Weltflichen-Boson beschrieben. Ein
Weltflichen-Fermion wird durch jeden Wert von p der zwei Komponenten ¢/ (t,0) und
W4(T,0) eines  Weltflichen-Spinors  beschriecben.  Die  Quantisierung  ergibt

Teilchenzustinde, die sich wie Raumzeit-Fermionen verhalten.

Die Einfiihrung neuen Feldvariablen verdndert die Anzahl der aus (1.126) ermittelten
Raumzeit-Dimensionen'!, da die Lorentz-Generatoren zusitzliche Beitridge erhalten. Fiir die

Superstringtheorien gilt
1
D =10 und 61:—5. (2.2)

Die Superstrings leben also in einer zehn-dimensionalen Raumzeit und das Massenquadrat

wird um die Konstante —2 verschoben (statt —1 in der bosonischen Stringtheorie). Die

Superstring-Wirkung muss einen Beitrag iiber die transversalen Felder (T, o) fiihren:

1
S =
drex’

[dr[do(x' x'=x"Xx")+5,, 2.3)
0

10 Siehe Anhang A zu antikommutierenden Variablen.
11 Eine Erkldrung in Anhang E.
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. 1 T
mit S, = Ef dt [ do|wl(0.+0,)w+y(0,—d,)wh). (2.4)
0

S, ist die Dirac-Wirkung fiir ein Fermion in einer zweidimensionalen (7,0) Welt. Durch

Variation erhdlt man die Bewegungsgleichungen der neuen Felder

(ar+ aa’)qj{ =0, (67_60.)(,[]; =0. (25)

Die Bewegungsgleichungen beinhalten, dass @l(t,0) rechtslaufend ist und wi(T, o)

linkslaufend:

pi(t,0)=¥{(r-0),

wi(t,0)=Vi(t+0o). (2-6)
Fiir die Felder an den Endpunkten ist

wi(t.0.)=xyi(T,0,); @.7)
fiir den Endpunkt o, =0 ist ¢{(7,0)= @i(7,0) und
fir den Endpunkt o, =7 ist @i(t,m)=xyi(T,m). (2.8)

Das bedeutet, dass der Zustandsraum in zwei Unterrdume auseinander bricht, die man als
Sektoren bezeichnet: der Ramond-Sektor (R), fiir das obere Vorzeichen in (2.7) und der
Neveu-Schwarz-Sektor (NS) flir Zustdnde, die sich aus dem unteren Vorzeichen ergeben. Das

Fermionfeld soll iiber das volle Intervall o €[—1r, 1] definiert sein:
Yit,m)==¥'(v,—-m). (2.9)

Das periodische Fermion korrespondiert dann zu Ramond-Randbedingungen, das

antiperiodische Fermion zu den Neveu-Schwarz-Randbedingungen:
Yit,m)=+¥'(r,—m) Ramond-Randbedingungen (2.10)
Vv, m)=-¥"(v,—m) Neveu-Schwarz-Randbedingungen (2.11)

Im Folgenden sollen beide Sektoren genauer betrachtet werden.
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2.2 Neveu-Schwarz-Sektor

Das Neveu-Schwarz-Fermion ¥’ ist eine Funktion von T—0o und #indert sein Vorzeichen,
wenn 0 — o+27, es muss nach Funktionen mit gebrochenrationalen Moden entwickelt

werden, damit seine Antiperiodizitit garantiert werden kann:

¥i(t, o) ~ Z b,{e_"(T_U).
!

re€Z+— (2'12)
2
Esist fir » =n+3 und n eine ganze Zahl:
. . i n+l 21 . . .
etr(o’+2n) — el)O'e ( 2) — eer'el’lT — _eer' ) (213)

Die Entwicklungskoeffizienten b! sind antikommutierende Operatoren. Die Koeffizienten

negativer Moden b’,,,b’;,,... sind Erzeugungsoperatoren, die positiver Moden
b{,5, b5, ... Vernichtungsoperatoren. Sie erfiillen den Antikommutator
(b],b;}=6,,,00" (2.14)

und konnen jeweils hochstens einmal in jedem Zustand vorkommen. Diese Operatoren wirken

auf das Vakuum, das Neveu-Schwarz-Vakuum |NS ).
Ein Basiszustand im Neveu-Schwarz-Sektor des Zustandsraumes hat die Form:

o0

T I [T 0

J=2r=1/2,3/2,..

=TI

I1=2n

NS)® |p*. py). (2.15)

P, , ist entweder Eins oder Null. Die Reihenfolge der h-Operatoren ist fiir einen einzelnen
Zustand beliebig, da sie anders geordnet hochstens ein anderes Vorzeichen liefern konnen,

jedoch keine neuen Zusténde.

Analog zu den Betrachtungen in der bosonischen Stringtheorie berechnet man das

Massenquadrat als

mr=-L
I !

L

: . mit W=;&ﬂﬁ Y, rblb]. (2.16)

r=1/2,3/2,...

Der Besetzungszahl-Operator ist eine Summe aus bosonischen und fermionischen Beitrdgen.

Die Ordnungskonstante ist a = —12—.
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Geordnet nach deren Massen bzw. den Eigenwerten des Besetzungszahl-Operators, sind die

Zustdnde des NS-Sektors:

N'=0: [NS)®|p". 5. M2:—2}X, ; (2.17)
leéz b, NS @ |pT,py), MP=0; 2.18)
N=1 (ol bt INS) @ |p ), M= 2 (2.19)
legz (o b7, b, B a b s b5 INS @ | ), MP = (2.20)

Auch hier gibt es also einen Zustand mit negativem Massenquadrat, ein Tachyonfeld. Und es
gibt acht masselose Zustinde. Die Anzahl der Zustinde auf der jeweiligen Massenebene kann

aus der Entwicklung der generierenden Funktion abgelesen werden ([1], 14.6), sie lautet fiir

den NS-Sektor:

1 0 1+ n—1/2 8
x)= — 2.21
fNS( ) \/} ~ 1 — <" ) ( )
Entwicklung in den ersten Ordnungen ergibt
fas(X)=x7"2+8436x"2+128 x +402 x x2+ 1152 x% +.... (2.22)

Der erste Term ist das Tachyonfeld bei «'M?=—1/2, der zweite Term sind die acht

masselose Zustinde, der dritte Term die 36 Zustinde bei o' M*=1/2 usw.

Es soll noch ein weiterer Operator eingefiihrt werden — er zeigt ob es sich bei den gefundenen
Zustinden um fermionische oder bosonische Zustinde handelt: (—1)" mit F fiir

Fermionzahl. Der Operator soll +1 fiir bosonische Zustinde und —1 fiir fermionische Zusténde
sein. Seine Wirkung auf die Neveu-Schwarz-Grundzustinde |NS)® | p*.B;) soll den

Eigenwert —1 liefern, was die Grundzustdnde fermionisch macht:
(~1Ins)e|p". ) =—INS) @ |p", 5r). (2.23)

Der Eigenwert von (—1)" fiir einen Zustand ist das Produkt aus der —1 des Grundzustands

und den —1 eines jeden fermionischen Oszillators des Zustandes. Das bedeutet, dass ein
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Zustand mit nur einem fermionischen Oszillator bosonisch ist, so wie die acht masselose
Zustinde aus (2.18). Allgemein ausgedriickt, sind Zustinde mit ganzzahligem

Besetzungszahloperator N+ fermionisch, mit halbzahligem N+ bosonisch.

2.3 Ramond-Sektor

Das Ramond-Fermion ¥ ist periodisch und kann entwickelt werden als

‘III(T,O') NZ die_in(-r_a). (224)

nez

Auch hier sind die Oszillatoren d| antikommutierende Operatoren und analog sind die
Operatoren mit negativen Moden Erzeugungsoperatoren, die mit positiven Moden

Vernichtungsoperatoren. Die Ramond-Oszillatoren erfiillen den Antikommutator
{dfrwdﬁ] = 6m+n,06U’ (225)

alle Erzeugungsoperatoren kommutieren und konnen deshalb auch hier nur einmal in jedem
Zustand vorkommen. Die acht zero modes d,, konnen durch einfache Linearkombinationen
zu vier Vernichtungs- und vier Erzeugungsoperatoren angeordnet werden. Da es sich um zero

modes handelt, tragen sie nichts zu dem Massenquadrat bei. Sei |0) das Vakuum, dann gibt
es 16 entartete Ramond-Grundzustinde — acht Zustinde |Ra> mit einer geraden Anzahl von
Erzeugungsoperatoren wirkend auf das Vakuum und acht Zusténde |Ra> mit einer ungeraden

Anzahl der Erzeuger — zusammenfassend als |R A> geschrieben, mit A=1, .., 16.
Der Ramond-Sektor des Zustandsraumes enthélt die Zustinde
9 »

A =TT ) T @)

1=2 n=1 J=2 m=0

Ry ® |p" Fy), (2.26)

P ., ist entweder Eins oder Null.

Auch hier gibt es einen (—1)" Operator, er antikommutiert mit allen fermionischen

Oszillatoren, der Vakuumzustand [0) soll fermionisch sein:

(1) [0o)=—l0). (2.27)

48



Superstringtheorie und das Standardmodell der Teilchenphysik

Das heiBt, alle |R,) sind fermionisch und alle |R;) bosonisch.

Die Berechnung des Massenquadrates ergibt eine verschwindende Ordnungskonstante

([1],14.6) und

1 _
MZZQNL mit N'= Z:l((xl,,(xfﬁndl,,dz , (2.28)

das heif3t auch, dass alle Ramond-Grundzustinde masselos sind.

Die Zustinde an den ersten drei Massenebenen sind

M>=0 : R,) I |R,) (2.29)
1
Mi=— ol \|R,).d"\[R,) || oli|R,),d|R,) (2.30)
Mzzl i [(xiz, (Xi](x{], di]di]] Ra> || [(X£2: O(il O({l) dil dil] RZI> (2.31)
o (olyd?y db R, I (ol dly dL)|R,).
Die generierende Funktion lautet
0 1+ n 8
X
fax)=16]] | (2.32)
n=1 -
Die Potenzreihenentwicklung ergibt
fa(x) =164+256 x+2304 x*+ 15360 x"+... (2.33)

Die Anzahl der Zusténde ist das Doppelte der jeweiligen Zustinde des NS-Sektors.

Die Zustinde wurden als zwei Gruppen aufgeschrieben — links von den Doppelstrichen stehen
die Zustinde mit (—1)"=—1 und rechts sind Zustinde mit (—1)"=+1. Fiir jeden
fermionischen Zustand links gibt es einen korrespondierenden Zustand rechts, der aus einem
Grundzustand mit entgegengesetzter Fermionzahl hervorging. Es gibt also die gleiche Anzahl
fermionischer und bosonischer Zustinde auf jeder Massenebene. Das ist ein Zeichen fiir
Supersymmetrie. Allerdings Supersymmetrie auf der Weltflache, noch nicht in der Raumzeit.

Man kann die zwei Gruppen nicht mit Fermionen und Bosonen der Raumzeit identifizieren,
da die Zustdnde ‘Ra> und |R5> beide wie Spinoren transformieren ([1], 14.7), was die

korrekte Transformationsart der Raumzeit-Fermionen ist, aber nicht fiir Raumzeit-Bosonen
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gelten kann. Die bosonischen Zustéinde |Ra> konnen auch keine weitere Art von Fermionen

sein, man hétte keine Supersymmetrie mehr.

2.4 Offene Superstrings

Da alle Zustinde des R-Sektors Spinor-Indizes tragen, soll dieser Sektor nur Raumzeit-
Fermionen liefern. Dazu wird der R-Sektor eingeschriinkt auf die Zustinde mit (—1)"=—1

(Zusténde links in 2.29-31) — die Weltflichen-Fermionen, die nun als Raumzeit-Fermionen
erkannt werden — der {R—}-Sektor . Die Zustinde mit (—1)"=+1 definieren den (R+}-

Sektor. Die generierende Funktion in (2.32) reduziert sich nach der Kiirzung auf

8
[e's] 1+ n
frot0)=8IT|-—5]. (2.34)
n=1 l_x
die Halfte der Zustdnde. Entwicklung der Potenzreihe gibt
fa (x) =8+128x+1152x*+7680 x° +.... (2.35)

Acht masselose fermionische Zustinde.
Im NS-Sektor gab es acht masselose bosonische Zusténde.

Die Zustinde des NS-Sektors tragen keine Spinor-Indizes, dieser Sektor soll die Raumzeit-

Bosonen liefern. Der Grundzustand ‘NS >® p*,P;) in (2.17) ist tachyonisch mit
Yy

(=1)"=—1. Die masselosen Zustinde b’,,|NS)® |p+,]5}> in (2.18) konnen mit den
acht masselosen Photon-Zustinden eines zehndimensionalen Maxwell-Eichfeldes identifiziert
werden. Diese acht bosonischen Zustinde konnen gut mit den acht fermionischen Zustinden
des {R—}-Sektors in supersymmetrische Ubereinstimmung gebracht werden. Auch der NS-
Sektor kann in zwei Sektoren aufgeteilt werden: die Bosonen sollen sich fortan aus den
Zustinden mit (—1)"=41 ergeben, das definiert den /NS+}-Sektor. Der {NS+}-Sektor
enthilt die masselosen Zustéinde, alle seine Zustéinde haben ganzzahlige Werte von o' M?;

die Massenebenen stimmen mit denen des {R—}-Sektors iiberein.

In der Stringtheorie offener Strings ergibt sich also durch die Kombination der Sektoren {R—}

und {NS+} ein supersymmetrisches Spektrum. Fiir die generierenden Funktionen gilt ([1],
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14.7) f nss (x) = f_(x), also die Ubereinstimmung in dem Entartungsgrad der Zustinde.

Diese offenen Superstrings leben auf einer raumfiillenden D9-Brane. Die Theorie enthélt kein

Tachyonfeld, die Brane ist stabil.

2.5 Theorien geschlossener Superstrings

Geschlossene Strings erhdlt man durch multiplikative Kombination linkslaufender und
rechtslaufender offener Strings. Da offene Superstrings durch zwei Sektoren beschrieben
werden — NS und R — kdnnen vier mogliche Sektoren fiir geschlossene Superstrings geformt

werden:
(NS, NS), (NS, R), (R, NS), (R, R). (2.36)

Der erste Eintrag in den Klammern ist der linkslaufende Sektor, der zweite Eintrag der

rechtslaufende Sektor.

Raumzeit-Bosonen erhdlt man aus den Sektoren (NS, NS) und (R, R); Raumzeit-Fermionen
aus (NS, R) und (R, NS). Um auch in der Theorie geschlossener Strings Supersymmetrie zu

erhalten, werden die vier Sektoren passend projiziert. Gezihlt werden die Fermionen in den

jeweiligen Sektoren durch die Operatoren (—1)"* und (—1)"*.
Wihlt man beispielsweise als
Links-Sektor ( {NS+} und {R-} ),
Rechts-Sektor ( {NS+} und {R+} ), (2.37)
dann gibt es vier Moglichkeiten diese Sektoren miteinander zu kombinieren:
(NS+, NS+), (NS+, R+), (R—, NS+), (R—, R+). (2.38)
Daraus entsteht die Typ 114 — Superstringtheorie.
Das Massenquadrat geschlossener Strings ist gegeben durch
o' MP=2(at' M+ M?), (2.39)

dabei sollen die jeweiligen Sektoren denselben Beitrag leisten, das heil3t
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o' Mi=x' M. (2.40)

Masselose Zustdinde ergeben sich durch Kombination der masselosen Zustinde der jeweiligen

Sektoren'*:

(NS+, NS+): bln|NS), ® b1LINS) ® |p,py), (2.41)
(NS+, R+): b\, INS), ® |R), ® |p7. 5, (2.42)
(R—, NS+): R), ® blu|NS), ® |p", 5y, (2.43)
(R—, R+): R), ® Ry, ® |p", 5 (2.44)

Es gibt 64 bosonische Zustinde in (2.41) (die Zustidnde tragen zwei unabhdngige Vektor-
Indizes I, J und laufen iiber acht Werte), die genauso wie die masselosen Zustinde der
bosonischen Stringtheorie zwei Vektor-Indizes tragen - man identifiziert diese Zustinde
darum mit acht Graviton-Zustinden, acht Zustinden des Kalb-Ramond-Feldes und dem

Dilatonfeld:
(NS+, NS+) masselose Felder: &,,,B,,,$- (2.45)

Die Zustinde in (2.44) sind ebenfalls Raumzeit-Bosonen, da sie ein Produkt zweier
fermionischer Grundzustinde sind. Es gibt also insgesamt 2X64=128 masselose
bosonische Zustdnde. Die jeweils 64 Zustinde in (2.42) und (2.43) enthalten nur ein Ramond-
Vakuum und sind deshalb fermionisch. Wie durch Supersymmetrie verlangt, ergibt sich bei

den masselosen Zustidnden die gleiche Anzahl von Bosonen und Fermionen.

Bei der Auswahl der Sektoren in (2.37) konnen {R—} und {R+} vertauscht werden; die Typ
IIA-Superstrings ergeben sich, wenn die links und rechts eingeschriankten R-Sektoren

unterschiedlich sind.

Sind die R-Sektoren vom demselben Typ', ergeben sich andere Strings, die Typ IIB-

Superstrings:
Links-Sektor ( {NS+} und {R-}),

Rechts-Sektor ( {NS+} und {R-} ). (2.46)

12 Die Zustdnde in Gleichungen (2.18) und (2.29).
13 Hier mit {R—}. Die Wahl {R+} wiirde dieselben Ergebnisse liefern.
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Es gibt vier Kombinationsmoglichkeiten:
(NS+, NS+), (NS+, R-), (R—, NS+), (R—, R-). (2.47)

Kombinieren der jeweiligen masselosen Zustdnde ergibt hier:

(NS+, NS+): b, INS), ® bIuINS) ® |p*.pr), (2.48)
(NS+, R): b, INS), ® |R), ® |p*. 5, (2.49)
(R—, NS+): R), ® b'n|NS): ® |p", 5, (2.50)
(R—, R): R), ® [Ry), ® |p". 5/ 2.51)

Die Bosonen in (2.48) sind dieselben wie die Typ IIA-Bosonen in (2.41) Die (R—, R—)-

Bosonen in (2.51) unterscheiden sich allerdings von den (R—, R+)-Bosonen in (2.44):
(R—, R+) masselose Felder Tip lIA:  A,.4,,,, (2.52)
(R+, R+) masselose Felder Typ IIB:  A,4,,,4,,,,- (2.53)

Die masselosen Bosonen der Typ IIA-Theorie beinhalten das Maxwell-Feld 4, und ein
antisymmetrisches Eichfeld 4,,,- In der Typ IIB-Theorie erhélt man ein Skalarfeld 4, das

Kalb-Ramond-Feld 4,, und ein total antisymmetrisches Eichfeld mit vier Indizes 4, ,,-

Die Sektoren geschlossener Strings in (2.36) kdnnen auch anders eingeschrénkt werden, als
bisher besprochen, was aber nicht zur Supersymmetrie fiihrt — der {NS—}-Sektor enthilt das
Tachyonfeld.

Die Typ II Theorien A und B sind zwei der mdglichen Superstringtheorien. Beide
kombinieren Kopien offener, rechts- und linkslaufender Superstrings um geschlossene
Superstrings zu beschreiben. Zwei weitere Superstringtheorien nennt man heterotisch — sie
kombinieren offene, linkslaufende bosonische Strings mit offenen, rechtslaufenden
Superstrings. Von den 26 bosonischen Koordinaten stimmen nur zehn mit den Superstring-
Koordinaten tberein, sodass die Theorien zehndimensional sind. Durch ihre
Symmetriegruppen charakterisiert, heilen die zwei heterotischen Superstringtheorien:

EXEg und SO(32).
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Die filinfte der Superstringtheorien ist die 7yp I-Theorie. Sie enthilt offene und geschlossene
nicht-orientierte Strings. Das bedeutet, die Zustinde der Theorie sind invariant unter der

Umkehr der Stringorientierung. Die Typ I-Theorie enthélt als einzige offene Strings.

3 D-Branen und Eichfelder

In diesem Kapitel soll kurz betrachtet werden wie quantisierte offene Strings in Anwesenheit
unterschiedlich gearteter Konfigurationen von D-Branen beschrieben werden kénnen und
welche Felder sich dabei ergeben. Zum Schluf wird auf die Moglichkeit sich schneidender D-
Branen eingegangen. Der Inhalt richtet sich nach [1], Kapitel 15.

3.1 Offene Strings auf Dp-Branen

Eine Dp-Brane ist ein ausgedehntes Objekt mit p rdumlichen Dimensionen. Die Endpunkte
offener Strings enden auf Dp-Branen, was der Bewegung der Strings entlang der Branen
bestimmte Randbedingungen aufzwingt — die Dirichlet-Randbedingungen. Nicht alle
ausgedehnten Objekte der Stringtheorie sind D-Branen. So sind Strings 1-Branen, aber nicht
DI1-Branen. Man nennt Branen mit p rdumlichen Dimensionen p-Branen. Das Weltvolumen

einer p-Brane ist (p+1)-dimensional.

Sei d die Gesamtzahl rdumlicher Dimensionen; hier d = 25. Die Gesamtzahl der Raumzeit-
Dimensionen ist D = d + 1 = 26. Eine Dp-Brane mit p < 25 erstreckt sich {iber den p-
dimensionalen Unterraum des 25-dimensionalen Raumes. Hier sollen Dp-Branen betrachtet
werden die p-dimensionale Hyperebenen im d-dimensionalen Raum sind. Zu ihrer
Beschreibung sind (d — p) lineare Bedingungen notwendig. Das hei3t zum Beispiel, dass eine
D2-Brane im dreidimensionalen Raum durch eine Bedingung festgelegt wird: z = 0
spezifiziert die (x, y)-Ebene; ein String entlang der z-Achse bendétigt zwei lineare
Bedingungen: x = 0 und y = 0. Die Anzahl der notwendigen Bedingungen entspricht der

Anzahl rdumlicher Koordinaten normal zu der Brane.

Die Raumzeit-Koordinaten x*, p =0, 1, ..., 25 miissen in zwei Gruppen aufgeteilt werden:

Koordinaten tangential zu dem Weltvolumen der Brane — die Zeit-Koordinate und p rdumliche
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Koordinaten, und Koordinaten normal zu dem Weltvolumen der Brane — (d — p)-Koordinaten.
X, X, ., X Dp tangentiale Koordinate
xP* x?*2 .., x* Dpnormale Koordinaten (3.1)

Die Lage der Dp-Brane wird durch das Festlegen der Werte der Koordinaten normal zu der

Brane spezifiziert, also durch einen Satz von (d — p)-Konstanten
x“=x a=p+l1, .., d. (3.2)
Analog gilt fiir die String-Koordinaten X*(T,0):
X’ x' .. X’ Dp tangentiale Koordinaten
D AR CAENNND & Dp normale Koordinaten (3.3)

Die String-Koordinaten normal zu der Brane miissen Dirichlet-Randbedingungen erfiillen, da

die Endpunkte offener Strings auf Dp-Branen enden,
X(t,0=0)=X(1,0=m)=x", a=p+l,..,d, (3.4)

man nennt sie deshalb auch DD-Koordinaten, weil beide String-Enden die Dirichlet-
Randbedingungen erfiillen. Die offenen String-Endpunkte konnen sich frei entlang der zu der
Dp-Brane tangentialen Richtungen bewegen, die tangentialen String-Koordinaten erfiillen die

Neumann-Randbedingungen:
X" (t,0=0)= X" (1, 0=m)=0, k=0,1,..,p, (3.5)
und werden NN-Koordinaten genannt.

Auch hier werden die Lichtkegel-Koordinaten benutzt; dazu wird eine rdumliche Koordinate
bendtigt, die zusammen mit X° die Koordinaten X = bildet; es muss also p>1

angenommen werden.

X*,)](VN,{X"} [%(DJ i=2...p, a=p+l,..d. (3.6

Bei der Quantisierung der offenen Strings auf D-Branen, miissen zwei Sétze von Koordinaten
beachtet werden. Dabei erfiillen die NN-Koordinaten X'(7,0) genau dieselben
Bedingungen, wie die Lichtkegel-Koordinaten X’(7,0) bei der Quantisierung der offenen

Strings endend auf der raumfiillenden D25-Brane aus Kapitel 1. Alle Ergebnisse aus Abschnitt
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1.4 gelten beim Ersetzen [—1i.
Firr die Koordinaten X“(t,0), die den Dirichlet-Randbedingungen unterliegen, lautet die
Entwicklung der Stringkoordinate:

Xt,0)= )_c”+\/20(’z,lq—a;’e_i"Tsin(nU). (3.7)

n#0

Hier gibt es keinen in t linearen Term und der String hat keinen Netto-Impuls in x“ -
Richtung — was einen String beschreibt, dessen Enden an die D-Brane gebunden bleiben
miissen; bei einem nichtverschwindenden Term p“T miissten die String-Endpunkte nicht bei

x*=Xx“ fiur T#0 bleiben, kdnnten sich also von der Brane ,,16sen*; aulerdem gibt es kein
zero mode &; und die x“ werden nicht zu Operatoren. Die Stringkoordinate X“ ist
hermitesch, wenn (‘)" = .
Das Massenquadrat ist
21 SR at a
M =— —1+ZZnan an+z Z ma, a,| . (3.8)
X n=1i=2 m=1a=p+1
Mit zweierlei Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren.
Die Zustinde mit dem D25-Brane-Hintergrund waren |p*,p) mit p=(p>..., p*°), einem
Vektor mit den Komponenten p’. Hier lduft der Index iiber @ und i, es gibt aber keine

Operatoren p“ (kein Impuls normal zu der Brane), sodass fiir die Grundzustdnde hier gilt

P D). B=(p".p"). (3.9)
Es gibt Oszillatoren entlang der Brane
al, n=1, i=2,.., p, (3.10)

und Oszillatoren normal zu der Brane

at
n ’

n>1, a=p+1,...,d. (3.11)

Die Zustidnde nehmen die folgende Form an

U

p*.B). (3.12)
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Es wird angenommen, dass die Felder, die sich in dieser Theorie ergeben, auf dem (p+1)-
dimensionalen Weltvolumen der Dp-Brane leben. Um es zu beweisen, miissten
Wechselwirkungen untersucht werden. Dazu werden geschlossene Strings, die nicht an D-
Branen gebunden sind und iiberall in der Raumzeit existieren konnen, an D-Branen gestreut.
Dabei wird untersucht, ob die Wechselwirkungen zwischen den Feldern aus dem Sektor
geschlossener Strings und dem Sektor offener Strings auf dem Weltvolumen der D-Brane

stattfinden — was tatsdchlich der Fall ist. ([1], 15.2)

Leben die Felder auf der Dp-Brane, muss deren Verhalten unter Lorentz-Transformationen,

die die D-Brane erhalten, betrachtet werden.

Die Grundzustdnde sind tachyonisch:
p".B), M =——. (3.13)

Das Tachyonfeld ist ein Lorentz-Skalar auf der D-Brane.

Die nichsten Zustidnde konnen durch zweierlei Operatoren erzeugt werden. Ein Oszillator aus

tangentialen Koordinaten an der D-Brane gibt

a'|lp*. ) =2, p, M'=0, (3.14)
(p—1) — masselose Zusténde fiir alle Impulse. Die Zustdnde tragen einen Index, der auf der
Brane lebt und transformieren wie Lorentz-Vektoren. Die Anzahl der Zustinde ist dieselbe,
wie die Anzahl der Polarisationsgrade flir Photon-Zustinde. Es handelt sich bei den Zustéinden

in (3.14) also um Photon-Zustinde. Das zugehorige Maxwell-Eichfeld lebt auf der D-Brane.
Auf dem Weltvolumen einer Dp-Brane lebt ein Maxwellfeld.

Ein Oszillator aus Koordinaten normal zu der Brane wirkt auf die Grundzustinde

a|pt.p), a=p+l,...d, M =0. (3.15)
Fiir alle Impulse gibt es (d — p)-Zustinde. Da a kein Lorentz-Index ist, werden durch a die
Zustinde gezéhlt. Sie transformieren wie Lorentz-Skalare auf der Brane. Auf einer Dp-Brane
gibt es fiir jede normale Richtung ein masseloses Skalarfeld. Diese masselosen Skalare
werden als masselose Anregungen der D-Brane interpretiert. Eine zu der urspriinglichen D-

Brane leicht verschobene parallele D-Brane kann als eine Null-Energie-Anregung der

urspriinglichen Brane angesehen werden. Es gibt genau so viele masselose Skalare wie
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Richtungen normal zu der Brane, also Richtungen in die die Brane verschoben werden kann.
Die masselosen Skalare sind also die Null-Energie-Anregungen der Dp-Brane. Eine D25-
Brane hat keine masselosen Skalarfelder auf ihrem Weltvolumen, konsistent mit der Tatsache,

dass sie nicht verschoben werden kann. ([1], 15.2).

3.2 Offene Strings zwischen parallelen D-Branen

Die Endpunkte offener Strings konnen nicht nur auf einer Dp-Brane enden, die Strings

konnen zwischen zwei Branen ausgestreckt sein. Das sind gestreckte Strings.

Man betrachte eine Konfiguration bestehend aus zwei parallelen Dp-Branen derselben
Dimensionalitit'®. In Abbildung 6 auf der nichsten Seite, ist die Situation fiir zwei D2-Branen
dargestellt. Die Branen haben jeweils denselben Satz longitudinaler und normaler

Koordinaten. Die erste Brane befindet sich bei x“ = X{, die zweite Brane bei x“ = X7. Fiir

den Fall x{ = X7, fiir alle a, stimmen die Branen im Raum {iberein — sie liegen {ibereinander;
ansonsten sind sie getrennt. Wie in der Abbildung ersichtlich, gibt es vier unterschiedliche
String-Klassen, auch Sektoren genannt, die einzeln betrachtet werden miissen: Strings, deren
beide Endpunkte auf jeweils nur einer Brane liegen, bilden zwei Sektoren, die bereits im
vorhergehenden Abschnitt besprochen wurden, und Strings, deren Endpunkte auf zwei
unterschiedlichen Branen liegen, bilden zwei andere Sektoren. Strings, die sich von Brane 1
nach Brane 2 strecken, sind anders als Strings, die sich von Brane 2 nach Brane 1 strecken —

sie unterscheiden sich in ihrer Orientierung.

Fir die NN-Koordinaten X *, X, X' gelten alle entsprechenden Uberlegungen des

vorhergehenden Abschnittes. Fiir die DD-Koordinaten sind die Randbedingungen nun
Xt,0=0)=%x{, X(t,0=m)=Xx5, a=p+l,..d. (3.16)
Fiir einen String, ausgestreckt von Brane 1 nach Brane 2 gilt

in

X(1,0)= x;’+(x;—x‘;)%+¢ﬁ2 "sin(no). (3.17)

1—0(”6_
;'1?50’/Z !

Um einen String zwischen Brane 2 und Brane 1 zu beschreiben, miissen die entsprechenden

14 Strings konnen auch zwischen Branen unterschiedlicher Dimensionen ausgestreckt sein, [1], 15.4.
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g

A <

X

Abbildung 6. Zwei parallele D2-Branen und die vier moglichen String-Typen dieser
Konfiguration. [1]

Indizes 1 und 2 vertauscht werden.

Die Konstanten X{ und X3 werden nicht zu Operatoren, da sie genauso wie zuvor keine
String-Parameter sind. Und auch hier fehlt der Impuls in die x* -Richtungen. Die zero modes
verschwinden hier nicht — V2’ ol = L(X4—x%) — besitzen aber auch keine Interpretation als
Impuls'. Ein nicht-verschwindendes «{ bedeutet ausgestreckte Strings und verschwindet

genau dann, wenn die zwei D-Branen {ibereinstimmen.

Den Massenquadrat-Operator erhélt man durch /— (i, a) und Beriicksichtigung der

Beziehung fiir die zero modes.

a —da 2
M= (—xz‘xl) +L (v, (3.18)

15 Um als Impuls interpretiert zu werden, miissten sie in X vorkommen, sie tauchen aber nurin X“' auf.
([11, 15.2)
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Die rechte Seite des Massenquadrats beinhaltet einen neuen Term, der der Energie eines

klassischen Strings zum Quadrat entspricht'®: T, =5 — (32—%?

2T

)2 = T3 (X2—x%)>. Wenn

2’

die Branen iibereinstimmen, verschwindet die Konstante.

Als néchstes sollen die Grundzustinde betrachtet werden, das bedeutet hier, dass
Grundzustdnde aus vier unterschiedlichen Sektoren untersucht werden miissen. Man schreibt
‘ p D i ]> , wo i und j 1 oder 2 sind, je nachdem welche Brane sie beschreiben; dabei
steht der erste Eintrag in der eckigen Klammer fiir die Brane an der der String beginnt: o =0
und der zweite Eintrag fiir die Brane wo der String endet: o =m. Es gibt vier Typen von

Grundzustanden

" 5 (1)), |pt B 1220), |pt B 12)), |p* B, (21)). (3.19)

Die Basiszustinde nehmen die Form (3.12) an. Die Oszillatoren gleichen sich in Anzahl und

Typus, sind aber vollkommen andere Operatoren.

Wo die zu [12] korrespondierenden Felder leben, ist nicht einfach zu beantworten. Es handelt
sich um (p+1)-dimensionale Felder, die gewissermaflen auf beiden D-Branen leben. Man
nimmt einen (p+1)-dimensionalen Raum an, der nicht unbedingt mit den D-Branen
iibereinstimmen muss und geht von nichtlokalen Wechselwirkungen zwischen den Feldern
aus, was widerspiegelt, dass die D-Branen getrennt sind. Die Interpretation dieser Felder in
der Raumzeit verlangt ein neues Denken, dessen Basis aus der Mathematik kommt und

Nichtkommutative Geometrie heif3t ([1], S.342).

Die Grundzustinde der zwischen den Branen ausgestreckter Strings sind'’

2

. p12]), M*= —L,+(

Xm X (3.20)

o 2’

~———

Fiir iibereinstimmende Branen wiirde der zweite Term im Massenquadrat verschwinden und
die Zustinde entsprichen dem bereits bekannten Tachyonfeld. Durch die Trennung der D-

Branen erhdlt das Massenquadrat einen positiven Beitrag. Fiir den kritischen Abstand

=27V’ handelt es sich bei den Grundzustinden um

zwischen den Branen |)‘c§’—)_cf

masselose Skalarfelder. Fiir groere Abstinde sind die Grundzustdnde massive Skalarfelder.

16 Vergleiche mit Gleichung (1.1).
17 Fiir die [21]-orientierten Strings tausche man 1 und 2 gegeneinander aus.
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Das Anwenden eines Oszillators auf die Grundzustinde erzeugt

a —a 2
atpt 12l a=p+l,..d, Mzz(%). (3.21)

Fiir jeden Impuls gibt es (d — p) massive Zustidnde. Da a kein Lorentz-Index ist, sind diese

Zustande Lorentz-Skalare und man erhélt hier (d — p) massive Skalarfelder.

Oszillatoren aus Koordinaten tangential zu der Brane erzeugen die Zustdnde

a —a 2
a|p*.psl12]), i=2,..,p, Mzz( ) (3.22)
Fiir jeden Impuls gibt es (p — 1) massive Zustinde' und sie tragen einen zu der (p + 1)-

dimensionalen Raumzeit korrespondierenden Index — man kdnnte denken, es handelt sich bei

den Zustidnden um das massive Maxwell-Eichfeld, was aber noch nicht ganz richtig ist.

Ein massives Eichfeld besitzt einen Freiheitsgrad mehr als ein masseloses Eichfeld ([1],
Aufgabe 10.7). In einer D-dimensionalen Raumzeit hat es also (D — 1) Zustinde fiir jeden
Impulswert. Den Zustinden in (3.22) fehlt also noch ein Freiheitsgrad um das Maxwell-
Eichfeld repriasentieren zu konnen. Dazu muss einer der skalaren Zustinde aus (3.21) zu den
(p — 1) Zustidnden in (3.22) hiniiber wechseln. Das ergibt dann fiir die ersten angeregten

Zustinde einen massiven Vektor und (d — p —1) massive Skalare.

Geht der Abstand zwischen den Branen gegen Null, so stimmen sie zwar iiberein, kénnen aber
immer noch unterschieden werden und es bleibt bei den vier Sektoren offener Strings.
Allerdings bekommen die Sektoren, der urspriinglich zwischen den Branen ausgestreckter
Strings, den Feldinhalt der Sektoren, dessen beide Stringenden auf einer Brane lagen. Das
bedeutet, dass es bei zwei ilibereinstimmenden D-Branen vier masselose Eichfelder gibt. Diese
Eichfelder konnen miteinander wechselwirken — indem sich String-Endpunkte vereinen.
Theorien wechselwirkender Eichfelder sind die Yang-Mills-Theorien, die bei der
Beschreibung schwacher und starker Wechselwirkungen genutzt werden. Auf dem
Weltvolumen zweier iibereinstimmender D-Branen ergibt sich eine U(2) Yang-Mills-Theorie,

es gibt zwar noch zusitzliche Wechselwirkungen, die jedoch bei niedrigen Energien

18 {(p +1) — 2}-Zustinde
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vernachldssigt werden konnen. Die 2 in U(2) bedeutet, dass es sich um zwei

iibereinstimmende D-Branen handelt.
Bei N iibereinstimmenden Dp-Branen gibt es N* Sektoren und N* masselose Eichfelder.

Bei einer einzelnen Brane bedeutet das eine U(1)" Yang-Mills-Theorie, was gerade der
Maxwell-Theorie entspricht; und tatsédchlich wurde bereits festgestellt, dass jede D-Brane ein

Maxwellfeld tragt®.

Die bereits erwidhnte U(2) Yang-Mills-Theorie beschreibt im Standardmodell der
Teilchenphysik die Elektroschwache Theorie, deren vier Eichbosonen y ,W ™ W~ und

7" sind. Abgesehen von dem Photon vy, handelt es sich dabei um massive Eichbosonen, die
durch den Higgs-Mechanismus ihre Masse erhalten haben. Der Higgs-Mechanismus konnte
hier dadurch realisiert werden, dass die zuvor ilbereinstimmenden D-Branen mit den
masselosen Eichfeldern, auseinander gezogen werden. Allerdings wiirden nur zwei der String-
Sektoren dadurch Masse erhalten, zwei wiirden masselos bleiben, im Widerspruch zu den
elektroschwachen Eichbosonen. Eine Branen-Konfiguration sich schneidender D-Branen
kann zu einem Teilchenmodell mit dem Inhalt des Standardmodells fiihren. Die Branen
werden derart auseinander gezogen, dass sie sich kreuzen; bei ganz bestimmten Abstinden
und Schnittwinkeln zwischen den Branen kann es dann zur Entstehung des Higgs-

Skalarfeldes kommen [3].

Zwischen Branen ausgestreckte Strings konnen miteinander wechselwirken. Abbildung 7 auf

der nichsten Seite zeigt den mdglichen Ablauf.

In einem typischen Prozess vereinen sich zwei Strings zu einem einzigen String. Dabei
vereint sich das Ende des ersten Strings mit dem Anfang des zweiten Strings. Das ist moglich,
weil je ein Ende der beiden Strings auf einer Brane liegen. Vereinen sich die Endpunkte, so
sind sie nicht mehr an die Brane gebunden und kénnen diese verlassen. Der String aus dem
lij] Sektor bildet mit dem String aus dem |[jk| Sektor einen Produkt-String im [ik |
Sektor: [ij|*| jk|=[ik] {iberjnicht summiert. (3.23)

19 U(1) bezeichnet eine Gruppe, deren Elemente komplexe Zahlen mit Einheitsldnge sind. Gruppen-
Multiplikation ist einfache Multiplikation. An jedem Raumzeit-Punkt sind die Eichparameter der Maxwell-
Theorie Elemente der U(1).

20 Im Absatz nach Gleichung (3.14).
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Abbildung 7:(a) Drei D-Branen und Strings in den Sektoren [ij] und [jk.]
(b) Die Strings wechselwirken miteinander, indem das Ende des
Strings des [ij] Sektors den Anfang des Strings des [jk] Sektors trifft.
(c) Der resultierende String des [ik] Sektors. [1]

3.3 Sich schneidende D-Branen

Wie erwihnt, kann eine Konfiguration aus sich schneidenden D-Branen zu einem String-
Modell der Teilchenphysik fiihren. Dazu werden Fermionen benétigt, deshalb wird mit der
zehn-dimensionalen Superstringtheorie gearbeitet. Sechs der zehn Raumzeit-Dimensionen
formen einen kompakten, kleinen Raum endlichen Volumens, was notwendig ist, um eftektiv
eine vierdimensionale Raumzeit zu erhalten. Der kompakte Raum ist so einfach wie moglich
aufgebaut: jede Dimension ist zu einem Kreis zusammengerollt, sodass der resultierende
Raum ein sechsdimensionaler Torus 7T° ist. Alle Kreise sollen denselben Radius haben und

esist x' ~ x'+2m R, i=4,..,9.

Um eine vierdimensionale Yang-Mills-Theorie zu bekommen, werden D-Branen benétigt,
deren mindestens drei Raumdimensionen sich entlang der Raumdimensionen x', x* und
x? der effektiven Raumzeit erstrecken. Es miissen Dp-Branen mit p>3 sein. Tatsichlich
ist es moglich mit D6-Branen in der Typ ITA*'-Superstringtheorie das Standardmodell der

Teilchenphysik zu modellieren. Die restlichen drei Raumdimensionen der D6-Branen liegen

21 Eine andere Wahl ist moglich.
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auf dem Torus. Die D6-Branen sollen sich schneiden — das heiflt die Dimensionen auf dem
Torus schneiden sich — was zu einem Sektor offener Strings fiihrt, die sich von einer Brane zu
der anderen erstrecken und nahe der Schnittpunkte liegen. Unter gewissen Umstinden

ergeben solche Strings Materiefelder mit Eigenschaften der Fermionen des Standardmodells.

Die Konfiguration zweier D6-Branen, a und b, deren jeweils drei Richtungen auf den Torus

T =T*}XT*XT? gewickelt sind, ist spezifiziert durch
D6-Brane a:  (I\“, 1Y), 1}),
D6-Brane b: (117, 1Y), 1.

Eine Linie /; entspricht der Richtung der D-Brane auf dem i-ten Torus 7. Durch die drei
orientierten Linien ist die Orientierung des dreidimensionalen Unterraums der D6-Brane, der
auf dem Torus liegt, gegeben. Allgemein gilt: Die Orientierung eines k-dimensionalen
Raumes ist definiert durch die Wahl eines geordneten Satzes von k linear unabhdngigen

Vektoren. Hier (11, l,, 13)-

Die D-Branen konnen sich mehr als nur einmal auf dem Torus schneiden, die Anzahl ist
gegeben durch die Schnittzahl

3
I,=TT#" 1. (3.24)
i=1

1
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4 Modellierung des Standardmodells auf sich
schneidenden D-Branen

Das Standardmodell der Teilchenphysik enthélt die Eichbosonen der Wechselwirkungen
(auBer der Gravitation) — y, W=, Z und die 8 Gluonen — und drei Fermion-Familien: die
Leptonen— e, Vv, U,v,, T,V und die Quarks —u, d, s, ¢, b, t. Das Higgs-Boson verleiht den
Teilchen ihre Massen. Ein String-Modell der Teilchenphysik muss alle Wechselwirkungen
und alle Materie-Teilchen korrekt beschreiben und auch die chiralen Fermionen erkldren
konnen. Die Modellierung des Standardmodells erfolgt anhand der Darstellung in [1], Kapitel

21 und ist wie dort quantitativer Natur.

4.1 D-Branen und die Eichgruppe des Standardmodells

Auf dem Weltvolumen von N iibereinstimmenden D-Branen leben U(N) Eichfelder oder
Eichbosonen, deren Dynamik bei niedrigen Energien durch die Yang-Mills-Theorie mit der
Eichgruppe U(N) bestimmt wird. Auch alle Eichbosonen des Standardmodells werden durch
Yang-Mills-Theorien beschrieben.

Die FEichbosonen der Starken Wechselwirkung — acht Gluonen — werden durch die
vierdimensionale SU(3) Yang-Mills-Theorie beschrieben. Die verwandte U(3) Yang-Mills
Theorie ergibt sich bei niedrigen Energien auf dem Weltvolumen von drei iibereinstimmenden
D3-Branen. Die D-Branen-Konfiguration ist in Abbildung 8 dargestellt, man stelle sich die
drei Branen als iibereinstimmend vor. Es gibt neun Sektoren offener Strings [ij], miti,j =1, 2,
3. Der erste Eintrag zeigt wo der String beginnt, der zweite Eintrag in der eckigen Klammer

wo der String endet. Jeder Sektor enthélt String-Zustdnde die Eichfelder repréasentieren.

Jede der drei D-Branen trigt ein eigenes Maxwell-Eichfeld AS), (==1,2,3) — die Strings,

deren beide Enden auf einer Brane liegen — das mit den Zustinden o_, |[ii]) assoziiert
werden kann. Die Maxwellfelder konnen nicht miteinander wechselwirken, die Regel (3.23)
verbietet es, was aber auch anschaulich klar ist, denn die Endpunkte der Strings liegen auf
jeweils unterschiedlichen Branen und haben keine Moglichkeit sich zu vereinen. Sie
wechselwirken auch nicht mit sich selbst, da Maxwellfelder freie Felder sind. Sie

wechselwirken allerdings mit jedem Zustand der ihre Ladung tragt.
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Abbildung &: Drei Ubereinstimmende D-Branen und die Eichbosonen der U(3). Der
Ubersichtlichkeit wegen, sind die Branen getrennt gezeichnet. [1]

Die String-Zustinde sind durch die Werte ihrer Ladungen (91,95, 95) beziiglich der
Maxwellfelder AL” charakterisiert. Ein orientierter String trigt eine Einheit negativer Ladung
an seinem 0 =0 Endpunkt und eine Einheit positiver Ladung an seinem o=m Endpunkt.
So hat beispielsweise der String im [12] Sektor die Ladungen (-1, 1, 0). Die Summe aller drei
Ladungen ergibt immer Null. Strings deren beide Endpunkte auf einer D-Brane liegen sind

selbst ungeladen, alle drei Eintrdge sind Null.

Es soll moglich sein, die neun Eichfelder auf den drei Branen in zwei Sitze nicht miteinander
wechselwirkender Felder aufzuteilen. Der eine Satz hat acht Eichfelder, der zweite Satz hat

nur ein Eichfeld, das Maxwell-Eichfeld A4 des Zustandes
_ 1
|s5) = ﬁ(oL1 [[11]) + o, | [22]) + e, [[33])). (3.25)

Dieses Eichfeld wechselwirkt mit keinem der anderen acht Eichfelder. Da Maxwellfelder nur
mit geladenen Objekten wechselwirken, trigt keines der Felder die Ladung des 47

Eichfeldes. Man sagt A4'¥ ist von den anderen acht Feldern entkoppelt.

Die U(3) Yang-Mills-Theorie auf den drei libereinstimmenden Branen enthilt also eine
entkoppelte U(1) Theorie. Die restlichen acht Eichfelder definieren die SU(3) Eichtheorie. Fiir

unabhiingig agierende Gruppen kann man schreiben®
U(3)=SU(3)xU(1). (3.26)

Die acht Gluonen der Quantenchromodynamik werden durch eine SU(3) Eichgruppe

22 Allgemein U (N)=SU(N)XU (1). U(N) besitzt N> Eichfelder, SU(N): (N*>-1) Eichfelder.
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beschrieben.
Die Eichgruppe
SU(3) . xSU(2), XU (1), (3.27)

beschreibt den vollen Satz der Eichbosonen des Standardmodells. F steht fir Farbe (die
Ladung der starken Wechselwirkung), w fiir Schwache Wechselwirkung und Y fiir
Hyperladung.

Die elektroschwache Yang-Mills-Theorie wird durch SU(2),XU (1), beschrieben, die
SU(2), enthilt drei Eichbosonen. Um sie im Bild iibereinstimmender D-Branen zu
realisieren, werden zwei weitere libereinstimmende D-Branen bendtigt, die nicht mit den drei

Branen der SU (3), iibereinstimmen. Das wiirde insgesamt ergeben
UB)XU(2)=SU3)XSU(2)xU(1)xU(1). (3.28)

Die beiden U(1) hier konnen allerdings nicht dazu genutzt werden die Hyperladung aus (3.27)
zu bilden, da auch den Fermionen im Standardmodell die korrekten Werte fiir die
Hyperladung zugewiesen werden miissen, hier aber bisher nur Bosonen beschrieben werden.

Es wird notwendig sein zwei weitere ilibereinstimmende D-Branen einzufiihren.

4.2 Offene Strings und die Fermionen des Standardmodells

Die Eichgruppe des Standardmodells (3.27) kann nur masselose Fermionen beschreiben.
Durch spontane Symmetriebrechung erhalten die Fermionen Masse und (3.27) reduziert sich

auf die Eichgruppe, die bei niedrigen Energien beobachtet wird
SU(3),xU(1),,. (3.29)

Die aber zundchst masselosen Fermionen kdnnen durch ihre Helizitit charakterisiert werden.
Rechtshindige Fermion-Zustinde haben Helizitdt gleich +'2 , linkshidndige Fermionen den
Wert -%. Nur bei masselosen Teilchen ist die Helizitdt eine lorentzinvariante Grofe.
Bezeichne f das Teilchen und f das Antiteilchen. Es gibt FErzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren fiir rechts- und linkshidndige Teilchen und fiir die jeweilige

Hiandigkeit von Antiteilchen. Fiir die Erzeugungsoperatoren schreibt man beispielsweise
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(o f0), (Fi ) (3.30)

In der Quantenfeldtheorie ergibt sich eine wichtige Eigenschaft der Fermionen: bei
Festlegung der Ladung eines /inkshindigen Teilchens, wird die Ladung des rechtshiandigen

Antiteilchens bestimmt; die Ladungen sind entgegengesetzt.

f ; — entgegengesetzt geladen — j_f;
f ; — entgegengesetzt geladen — fz (3.31)

Die beiden Linien sind unabhéngig voneinander und miissen nicht beide in einer Theorie

vorkommen.

Es ist eine zentrale Eigenschaft aller Fermionen des Standardmodells, dass sie chiral sind.
Man sagt ein Fermion ist chiral, wenn die rechts- und linkshéndigen Teilchen-Zustinde nicht

dieselben Ladungen tragen.

Die Ladung eines Teilchens beschreibt seine Reaktion auf Eichbosonen, sodass
unterschiedlich geladene rechts- und linkshdndige Teilchen unterschiedlich auf dieselben
Eichbosonen reagieren. Solange die chirale Eichsymmetrie ungebrochen bleibt, kdnnen die
Fermionen keine Masse erwerben. Chirale Fermionen sind also masselose Fermionen. Da die
Symmetrie gebrochen ist, erhalten die Fermionen ihre Massen und die Eichgruppe (3.27)
reduziert sich auf (3.29). Die Massenskala wird durch die Massenparameter des fiir die

Symmetriebrechung verantwortlichen Higgs-Sektors gesetzt.

Die Materie im Standardmodell ordnet sich, der Masse nach, in drei Generationen an, jede
davon enthilt dieselbe Anzahl identisch geladener Teilchen, Quarks und Leptonen. Die erste
Generation enthélt die leichtesten Teilchen, die dritte Generation die schwersten. Da es hier in
erster Linie vor allem um die Ladungen geht, geniigt es nur eine Generation zu betrachten.
AuBerdem werden nur die linkshidndigen Ladungen aller Zustinde untersucht, also die
Ladungen linkshdndiger Teilchen sowie die Ladungen linkshidndiger Antiteilchen. Aufgrund

von (3.31) folgen daraus die Ladungen fiir die rechtshindigen Fermionen.

Zunichst die Quarks der ersten Generation: Sie unterliegen der SU(3)-Farbkraft, da sie die
Ladung Farbe tragen. Die Ladung kommt in drei unterschiedlichen Varianten vor: rot (1),

blau (b) und griin (g), sodass es jeweils drei unterschiedliche linkshidndige Quarks gibt:

4. 47 45 (3.32)
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Abbildung 9. Die linkshandigen Quarks sind offene Strings, die auf einer der Farb-
Branen enden — je nach der Farbe die sie tragen; die Antiteilchen
beginnen auf den Farb-Branen. [1]

Man nennt diese drei Zustinde Darstellung 3 der Gruppe SU(3): ¢, ~ 3. Die Farbkraft
wirkt nicht chiral, die linkshéndigen Antiteilchen tragen die entgegengesetzten Ladungen —
anti-rot 7, anti-blau b, anti-grin g. Man schreibt ¢, ~ 3. In der Gruppentheorie

bezeichnet man 3 und 3 als zueinander konjugierte Darstellungen.

Die Eichbosonen der Farbkraft, die acht Gluonen, ergaben sich aus einer Konfiguration dreier
iibereinstimmender Branen (vergleiche Abbildung 8). Jede dieser Branen trigt eine der
Farbladungen rot, blau bzw. griin — es gibt also eine rote Brane, eine blaue Brane und eine
griine Brane. Gluonen sind offene Strings, deren beide Endpunkte in dieser Branen-
Konfiguration liegen. Quarks sind Strings, die nur einen ithrer Endpunkte auf einer dieser
Branen haben. So ist beispielsweise ein offener String, der auf einer roten Brane endet, ein
linkshidndiges rotes Quark. Sein Antiteilchen ist ein offener String, der auf der roten Brane
beginnt. Der Sachverhalt ist in Abbildung 9 dargestellt. Diese drei SU(3); Branen

bezeichnet man als Farb-Branen oder baryonische Branen.

Es soll moglich sein die SU(3)-Ladungen genauso wie die String-Zustdnde durch ihre
Maxwell-Ladungen zu charakterisieren. Die drei Ladungen (¢,. ¢,. ¢;) definieren die U(3)
Ladung eines Zustandes. Die Ladung des entkoppelten U(1) ist proportional zu

(¢,+9,+¢;). Definiert man das Paar (a,,a,) durch
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(ay, a,) = (q,=q2. 4,—45), (3.33)
dann sind die linkshéndigen Quarks aus (3.32) charakterisiert durch

3: ¢;=(10), 4¢;=(-L1), ¢i=(0,-1). (3.34)
Fiir die drei linkshéndigen Antiquarks gilt

30 g, =(=1,0), g:=(1,-1), gi=(0,1).

Wie gehabt, tragt das Ende des Strings, das auf einer Brane endet, eine Einheit positiver

Ladung und das Ende, das auf einer Brane beginnt, eine Einheit negativer Ladung.

Das Paar (a,,a,) ist ein Gewichtsvektor, die beiden Eintrige werden Dynkin Labels

genannt.

Die Quarks tragen neben den SU (3), Ladungen auch SU(2), Ladungen. Die Darstellung
der SU(2), die Isospin—Darstellung [ :;— fiir linkshidndige Quarks, hat zwei Zusténde:
einen mit /, =% und einen mit /, =—=, I, ist die dritte Isospin-Komponente. Fiir eine
bestimmte Farbe ist der Zustand mit dem Wert 7, = ;— ein up-Quark (), und der Zustand mit

I,=—5 ein down-Quark (d). Die beiden Quarks — #; und d, — bilden ein SU(2), -
Dublett, die Darstellung 2 der Gruppe SU(2). Da es Quarks in drei Farbladungen gibt, gibt es
drei SU(2)-Dubletts.

Fiir die U(2)=SU(2),XU (1) Theorie werden zwei weitere iibereinstimmende D-Branen
benotigt, dort kann das bisher freie Ende der Quarks beginnen. Man nennt sie Links-Branen.
Linkshindige Quarks sind also offene Strings, die auf einer der Links-Branen beginnen und
auf einer der Farb-Branen enden. Beispielsweise ist ein offener String, der auf einer der
Links-Branen beginnt — Brane 1 — und auf einer Farb-Brane endet, ein linkshindiges u-Quark.
Ein offener String der auf der anderen der Links-Branen beginnt — Brane 2 — und auf den

Farb-Branen endet, ist ein linkshdndiges d-Quark.

Die Links-Branen tragen die Ladungen ¢, bzw. ¢, fiir Brane 1 bzw. 2. Diese Ladungen
definieren die U(2) Ladung eines Zustandes. Die Ladung des entkoppelten U(1) ist

proportional zu (g,+4,). Man setzt

a;=4q,— 4,- (3.35)
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Zwischen diesem Dynkin-Label und der dritten Komponente des Isospins besteht eine lineare

Beziehung:
;=5 (3.36)
37 2 . .
Fiir einen String auf Brane 1 sind die Ladungen (-1, 0), dann ist @; =—1 und [ 32%, das

entspricht einem u-Quark.

Die gesamte Branen-Konfiguration zur Beschreibung der ersten Quark-Generation muss also
aus drei iibereinstimmenden Farb-Branen und zwei {ibereinstimmenden Links-Branen
bestehen. Ob die beiden Sitze selbst iibereinstimmen oder nicht, solange sie parallel sind,
ergeben sich nicht die Quarks des Standardmodells — die Quarks sind nicht chiral. Bei
iibereinstimmenden Sétzen werden linkshindige Quarks und rechtshiandige Quarks mit genau
denselben Ladungen produziert. Werden die beiden Sétze getrennt, bleiben aber parallel,

erhalten die Quarks Masse und konnen nicht chiral sein.

Es ist moglich die Quarks des Standardmodells zu reproduzieren, wenn sich die Farb-Branen
mit den Links-Branen schneiden. Man beginnt mit parallelen Branen und schiebt sie derart
auseinander, dass sie sich kreuzen. Bei auseinander laufenden Branen werden einige Zustdnde
massiv; unter giinstigen Umstidnden wird in der Ndhe der Schnittpunkte nur eine der Linien
der Zustdnde aus (3.31) produziert, diese Zustdnde bleiben masselos und sind chiral. Es gibt
sechs Schnittpunkte um die sechs benotigten Quarks zu formen — drei up-Quarks und drei
down-Quarks. Abbildung 10 zeigt die Branen-Konfiguration und die darin entstehenden
Quarks. Die Antiquarks erhédlt man durch Umkehr der Orientierung — es sind rechtshdindige

Antiteilchen, wie im Standardmodell verlangt.

Eine iibliche Notation im Standardmodell fasst die Informationen iiber Darstellungen und
Ladungen fiir ein Teilchen zusammen: (Farbe, Isospin),. Y ist die Hyperladung. Fiir alle
drei u, Quarksund alle drei d, Quarks ist Y =1/6. Dann kann man fiir die sechs Quark-

Zustiande zusammenfassend schreiben

(3, 2)6- (3.37)
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Abbildung /0. Linkshandige Quarks erstrecken sich von den Links-Branen zu den
Farb-Branen. [1]

Die Zahlen in der Klammer, die die Darstellungen bezeichnen, sind gleich der Anzahl der

Zusténde in der jeweiligen Darstellung — das Produkt dieser zwei Zahlen ergibt die Gesamt-
Gesamtanzahl der Zustinde: 3X2=6.

Die Hyperladung setzt sich aus den Hyperladungen der Branen-Sitze und den entkoppelten
U(1)-Ladungen der Branen zusammen. Die Farb-Branen sollen eine Hyperladung von Y = —
1/3 tragen, die Links-Branen Y = —1/2. Die U(1)-Ladungen sind O, und Q, fiir die Farb-
bzw. die Links-Branen mit

0,=4q,+9,%q;
L 3.38
0,=9,%9,. ( )
Die U(1)-Ladungen der Strings, deren beide Endpunkte auf einem der Branen-Sitze liegen
sind gleich Null. Ein linkshhéndiges Quark, das auf einer Links-Brane beginnt und auf einer

Farb-Brane endet, hat O,=1 und QO,=—1. Seine Hyperladung erhilt man aus

Y=—0, -

3 0,—... (3.39)

1
2
Die Punkte stehen fiir Beitrdge zusétzlicher D-Branen, die spater hinzukommen miissen, hier
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aber keinen Beitrag leisten.

Die linkshandigen Antiquarks #, und d; erhilt man nicht durch die Orientierungsumkehr
der bisher besprochenen Quarks, weil die elektroschwache Wechselwirkung chiral agiert —
man wiirde rechtshindige Antiquarks bekommen. Tatsdchlich sind die linkshdndigen
Antiquarks %, und d, jedes ein SU(2)-Singulett mit jeweils der Darstellung 1. Thre
Endpunkte beginnen auf den Farb-Branen und enden auf jeweils einer zusdtzlichen D-Brane
mit der Ladung @; und einer Hyperladung von —1 fiir das %, bzw. keinem Beitrag zur

Hyperladung fiir das d, — dann ergeben sich mit (3.39) die korrekten Hyperladungen der
linkshéndigen Antiquarks. Zusammenfassend sind die Darstellungen der ersten Generation

linkshiandiger Quarks

(ML) ~(3,2)15, 8, ~(3.1) 55, d,~(3,1). (3.40)

L

Dazu gehoren auch die jeweiligen rechtshiandigen Zusténde.

Die linkshidndigen Leptonen der ersten Generation sind das Elektron, das Elektron-Neutrino,
das Positron und das Antineutrino. Die Leptonen unterliegen nicht der Starken
Wechselwirkung, tragen also keine Farbladungen — sind in der SU(3) Darstellung 1. Das
Elektron und sein Neutrino bilden ein SU(2)-Dublett mit der Hyperladung Y = —1/2. Das
Positron und das Antineutrino sind SU(2)-Singuletts mit den Hyperladungen 1 bzw. 0.
Zusammenfassend ist

(:LL) ~(1,2) . e ~(1,1), v, ~(L1), (3.41)
Die linkshdndigen Antineutrinos sind Singuletts der Starken und der Schwachen
Wechselwirkungen und auch der Hyperladung — sie wurden bisher nicht experimentell
bestitigt, konnten aber existieren, da den Neutrinos (geringfiigige) Massen nachgewiesen
werden konnten. Das Dublett endet auf einer der Links-Branen, muss aber auf einer
zusitzlichen Brane beginnen. Die beiden Singuletts verlangen nach zusétzlichen Branen fiir
ihre beiden Endpunkte — die Leptonen bendétigen also insgesamt drei weitere D-Branen. Die

gesamte Branen-Konfiguration wird im nichsten Abschnitt besprochen.
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Die Zustdnde in (3.40) und (3.41) mit ihren zugehdrigen rechtshindigen Antiteilchen, bilden
den Materieinhalt des Standardmodells, wenn beachtet wird, dass es zwei weitere Kopien all
dieser Zustinde gibt, die sich lediglich in ihren Massen von der ersten Generation

unterscheiden.
Die elektrische Ladung der Zustdnde kann aus
Qem = Y+I3 (342)

errechnet werden. Sie ist eine Linearkombination aus der Hyperladung und der dritten

Isospin-Komponente. Fiir die zwei Quarks der ersten Generation ist beispielsweise

1 1 _2
Qem(uL):6_+2_:§’
11 1 (3.43)
d = — — = —_——
Qem ( L) 6 2 3
Fiir die linkshdndigen Antiteilchen gilt
_ 2 2
Qem( L) = _5 + 0 = _3_
B 1 1 (3.44)
d)==+0==
Qem ( L) 3 3

Die elektromagnetische Wechselwirkung ist also nicht chiral, weil die Ladungen
linkshidndiger Teilchen und linkshindiger Antiteilchen entgegengesetzt sind — links- und

rechtshindige Zustinde werden von der Wechselwirkung nicht unterschieden.

Der vollstiandige Satz linkshdndiger Zustinde im Standardmodell lautet

3% [(3,2)y6+ (3.1) 5 +(3,1), 5 + (1,2)_ ,+(1,1),+(1,1), | (3.45)

4.3 Das Standardmodell auf sich schneidenden D6-Branen

Man erhilt Fermionen des Standardmodells, wenn sich die D-Branen, auf denen die String
Endpunkte liegen, kreuzen. In der Ndhe der Schnittpunkte konnen Zustéinde linkshéndiger
Teilchen und ihre rechtshiandigen Antiteilchen entstehen. Bei den Branen soll es sich um D6-

Branen im Rahmen der Typ IIA-Superstringtheorie handeln, die auf einen T° Torus
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gewickelt sind (vergleiche auch Abschnitt 3.3). Das Modell hat vor der Symmetriebrechung

alle masselosen Zustinde des Standardmodells, aber auch einige zusitzliche Teilchen.

Die Tatsache, dass das Standardmodell seinen Materieinhalt dreimal reproduziert, muss auch
durch die D-Branen-Konfiguration erkldrbar sein. Das wird moglich, wenn man annimmt,
dass sich die D-Branen mehrfach schneiden, um genauer zu sein — drei Mal! Die erste
Generation der Fermionen entsteht bei dem ersten Schnittpunkt der Branen, die zweite
Generation bei dem zweiten Schnittpunkt und die dritte Generation beim dritten Schnittpunkt
der Branen. Wie oft sich die Branen tatséchlich schneiden ist durch die Schnittzahl (3.24)
gegeben: 1, =11, #(1'), 1")), die ihrerseits durch die Art der Windung bestimmt ist, die
sich in den Linien /; ausdriickt. Die expliziten Werte fiir die /; kdnnen nicht hergeleitet
werden und miissen hier als gegeben angenommen werden®. Der Betrag der Schnittzahl gibt
die Anzahl der Zustinde an den Schnittpunkten der Branen-Sitze an, das Vorzeichen die
Orientierung der Strings. Wenn [, > 0, sind die Zustinde Strings, die sich von Brane b zu
Brane a erstrecken. Wenn 7, < 0, erstrecken sich die Strings von Brane a zu Brane b. Die
Orientierung der Strings bestimmt die Ladungen der linkshdndigen Zustinde. Die an den
Schnittpunkten produzierten Strings sind chiral im Sinne von (3.31) — nur ein minimaler
Fermionen-Satz wird produziert. Die entgegengesetzt orientierten Strings an dem

Schnittpunkt reprasentieren die entgegengesetzt geladenen rechtshiandigen Antiteilchen, wie

durch (3.31) verlangt.

Bezeichne N, =3 den ersten Satz von Branen, die drei baryonischen Branen, und stehe

N, =2 fiir die zwei Links-Branen.

Die drei baryonischen Branen miissen sich mit den zwei Links-Branen schneiden um die
Quarks der ersten Generation zu erzeugen. Die zwei Branen-Séitze miissen sich dreimal

schneiden, um alle drei Quark-Generationen zu produzieren.

Des Weiteren wurde in Abschnitt 4.2 festgestellt, dass linkshindige Antiquarks auf den
baryonischen Branen beginnen, weitere Branen aber fiir deren Endpunkte benétigt werden —
sie sind Singuletts der SU(2) und kénnen nicht auf den N, enden. Bezeichne N; =1 die

D-Brane auf der das #, endetund N, =1 die D-Brane, wo das d ; endet. Diese Branen

23 Im Anhang D sind die expliziten Werte fiir die / ;und die Schnittzahlen fiir die Branen-Konfiguration zur
Modellierung des Standardmodells angegeben.
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Abbildung /1: Branen-Konfiguration aus N,=3 baryonischen Branen, N,=2 Links-Branen,
N;=N,=1 Rechts-Branen und N;=N,=1 leptonischen Branen. Y, sind
die Beitrage zur Hyperladung der Strings, die auf der Brane enden. An den
Schnittpunkten sind die Schnittzahlen 1,, mit a <b angegeben. [1]

werden beide Rechts-Branen genannt, wie die rechtshiandigen Quarks, die darauf beheimatet
sind. Die Rechts-Branen schneiden einander nicht — /5, =0 — bilden aber auch keinen Satz

iibereinstimmender Branen, denn sie tragen unterschiedliche Hyperladungen.

Auch fiir die Leptonen wurde eine weitere Brane bendtigt — sei Ns =1 die leptonische D-
Brane. Der Schnitt der leptonischen Brane mit den Links-Branen liefert das Dublett bestehend
aus dem Elektron und dem Elektron-Neutrino. Der Schnitt der leptonischen Brane mit der
Rechts-Brane N; ergibt das linkshindige Positron und ein weiterer Schnitt der leptonischen
Brane, diesmal mit der Rechts-Brane N,, produziert das linkshindige Antineutrino der
ersten Generation. Damit ergibt sich eine Konfiguration aus flinf sich schneidenden D6-
Branen, die exakt den Teilcheninhalt des Standardmodells liefert. Leider stimmt das nicht

ganz. Abbildung 11 zeigt die tatsdchliche Branen-Konfiguration.

Es musste noch eine weitere leptonische Brane hinzugefiigt werden, aufgrund einer Regel die
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befolgt werden muss:
Der Satz linkshdndiger Zustinde auf den jeweiligen Branen-Sdtzen muss die
gleiche Anzahl ankommender und ausgehender Strings haben. (3.46)

Der dreifache Schnitt der baryonischen Branen mit den Links-Branen produziert sechs
Zustiande die es in drei Farben gibt, also insgesamt 18 Zustinde. Der Schnitt der Links-Brane
N, mit der leptonischen Brane Ns liefert zwei String-Zustinde in sechsfacher
Ausfiihrung. Auf den Links-Branen gibt es also achtzehn ausgehende und zwolf ankommende
Zustinde — es fehlen sechs String-Zustinde deren Endpunkte auf N, enden miissen. Diese
Zustinde sollen auf einer leptonischen N, Brane beginnen. Ahnliche Uberlegungen zeigen,
dass auch auf N; und N, die Bedingung (3.46) nicht erfiillt ist, diese Branen miissen
ebenfalls die zusitzliche leptonische N Brane schneiden. Durch die zusétzliche Brane
entstehen zusitzliche Teilchen — 12 insgesamt. Aber auch schon die leptonische Brane N

ergab doppelt so viele leptonische Zusténde, wie im Standardmodell enthalten.

Es sei angemerkt, dass der Schnitt der N, Brane mit der N Brane linkshindige
Antineutrinos liefert. Die Antiteilchen sind rechtshidndig. Die Stringtheorie sagt also

rechtshindige Neutrinos voraus!

Die soeben besprochene Branen-Konfiguration kann also die Teilchen des Standardmodells
reproduzieren, aber nur gemeinsam mit vielen zusitzlichen Teilchen, die bisher keinen Platz

in der Naturbeschreibung haben.

Es ist allerdings moglich, ein Modell zu konstruieren, dass exakt den Teilchen-Inhalt des

Standardmodells besitzt. Dazu ist es notwendig Orientifolds einzufiihren.

Eine Orientifold Op-Ebene ist ein ausgedehntes Objekt — eine Hyperebene — mit p rdumlichen
Dimensionen. Man erhélt eine Op-Ebene, wenn Zustinde geschlossener Strings eingeschrankt
werden auf solche, die invariant unter Symmetrietransformationen sind, die gleichzeitig die
String-Orientierung umkehren und die Koordinaten normal zu der Op-Ebene reflektieren. Die
Op-Ebene ist also eine Art Spiegel der Physik am reflektierten Punkt und schneidet den Raum
effektiv in zwei Halften. ([1], Aufgabe 13.6.)
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Abbildung /2: Branen-Konfiguration die zu dem Materieinhalt des Standardmodells und
seiner Eichgruppe fuhrt. [1]

Das Modell kann an dieser Stelle lediglich skizziert werden. Abbildung 12 zeigt die
entsprechende Branen-Konfiguration. Wie zuvor gibt es einen Satz aus drei baryonische
Branen und einen Satz zweier Links-Branen, aber nur eine leptonische Brane und nur eine
Rechts-Brane. Die von den Orientifolds gespiegelten D-Branen sind als gestrichelte Linien
dargestellt. Eingerahmte Branen-Schnittpunkte sind Spiegelbilder bereits beriicksichtigter

Schnitte und liefern keine neuen Teilchen.

Durch diese Konstruktion lassen sich die zusétzlichen leptonischen Dubletts vermeiden. Es
ergeben sich genau drei Lepton-Generationen, durch dreifaches Kreuzen der leptonischen
Brane mit den Links-Branen bzw. der Rechts-Brane, und durch das Kreuzen der Rechts-Brane
mit dem Bild der leptonischen Brane. Die linkshidndigen Quark-Dubletts der zweiten und
dritten Generationen ergeben sich in einer neuen Weise — an dem Schnitt der baryonischen
Brane mit dem Bild der Links-Branen. Die Menge ein- und auslaufender Strings stimmt
iiberein — die eingerahmten Schnittpunkte der Branen, als Spiegelbilder bereits

berticksichtigter Schnitte, liefern zwar keine neuen Teilchen, miissen aber fiir die Regel (3.46)
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beriicksichtigt werden.

Bei der Konstruktion wurden stabile D6-Branen im Rahmen der Typ IIA-Superstringtheorie
benutzt, das Modell selbst verfiigt aber nicht {iber Supersymmetrie, es hat nicht dieselbe
Anzahl von Bosonen und Fermionen (derselben Masse). Die Supersymmetrie wird durch die
Branen und ihre Schnitte gebrochen, was auch notwendig war, um das (nicht

supersymmetrische) Standardmodell zu erhalten.

Unklar bleibt ob die elektroschwache Symmetriebrechung korrekt ausgefiihrt werden kann
um den Teilchen ihre Massen zu verleihen. In Modellen sich schneidender D-Branen wird die
elektroschwache Symmetrie durch den Prozess der Branen-Rekombination gebrochen. Bei
bestimmten Schnittwinkeln kann es im Spektrum offener Strings zu Tachyon-Zustédnden
kommen, also zu einer Instabilitit, die dazu fiilhren kann, dass zwei Branen sich zu einer
einzigen vereinen, wodurch aber auch die Eichgruppe, die zum Standardmodell fiihrte,

reduziert wird. Es gibt weniger Schnittpunkte, also gibt es weniger Fermionen.

Zudem wurde die Branen-Konfiguration angepasst und ergab sich nicht etwa zwangslaufig
aus der Forderung des Standardmodell-Spektrums. Die Art, wie die Branen auf den Torus

gewickelt wurden, seine Gréfe und die Windungszahlen — all das wurde gewahlt.

Die Entstehung der Eichbosonen der Schwachen Wechselwirkung wurde in [1] nicht
besprochen, man kann nur vermuten, dass sie auf dhnliche Weise auf den Links-Branen

entstehen konnten, wie die Gluonen auf den Farb-Branen.

Zusammenfassend ist festzuhalten, dass unklar bleibt, ob eins der Modelle sich kreuzender D-
Branen das erwartete Teilchen-Spektrum nach der Symmetriebrechung reproduzieren kann!
Der Stringtheorie ist es bisher nicht gelungen ein realistisches Modell der Teilchenphysik zu

liefern.
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4.4 Andere String-Wege zum Standardmodell

An dieser Stelle soll kurz auf weitere Moglichkeiten eingegangen werden, von den Strings zu

den Teilchen des Standardmodells zu gelangen.

So viele mogliche, bekannte Stringtheorien — fiinf — es gibt, so viele mogliche Startpunkte zu
beginnen gibt es. In jeder der Superstringtheorien kann untersucht werden, wie sich das
Standardmodell darin ergeben konnte. Da alle Theorien als unterschiedliche
Herangehensweisen an dieselbe Theorie gelten — die M-Theorie — miissen all diese

Néherungen irgendwo miteinander verwandt sein.

In der E¢XE; Superstringtheorie sind sechs der neun Raumdimensionen zu einem Calabi-
Yau-Raum zusammengerollt. Die Anzahl der Generationen des Standardmodells héngt von
der Topologie des Calabi-Yau-Raumes ab und es ist moglich Modelle mit drei Generationen
zu erhalten. Durch die Kompaktifizierung der Raumdimensionen wird die EgXE; -
Eichgruppe gebrochen zu E XE;. Die Gruppe E, enthilt SU(3)XSU(2)XU(1) als
Untergruppe, sodass es moglich ist durch weitere Symmetriebrechung(en) die Eichgruppe des
Standardmodells zu erhalten. Da die Calabi-Yau-Raume jedoch recht kompliziert sind, ist die

Entwicklung solcher Modelle nicht weit fortgeschritten.

Es muss immer gewihrleistet sein, dass die natiirliche Supersymmetrie der Stringtheorie
gebrochen wird um ein realistisches Modell zu beschreiben. Chirale Fermionen bendtigen die
minimale N=1 Supersymmetrie fir ihre Existenz. Die meisten Modelle mit anders
kompaktifizierten Rdumen als die Calabi-Yau-Riume, beinhalten jedoch mehr als nur die

minimale Supersymmetrie und sind nicht realistisch.

Modelle in der elfdimensionalen M-Theorie verlangen nach der Kompaktifizierung einer
sieben-dimensionalen Mannigfaltigkeit. Um eine vierdimensionale Theorie mit minimaler
Supersymmetrie zu erhalten, muss die Raumkriimmung eine bestimmte geometrische
Eigenschaft erfiillen, unterliegt also einer Zwangsbedingung. Wenn der sieben-dimensionale
Raum Singularititen aufweist, kann es zu chiralen Fermionen kommen. Tatsichlich sind
Modelle in der M-Theorie mit den Modellen der Typ IIA-Superstringtheorie verwandt, weil
M-Theorie kompaktifiziert auf einem Kreis, gleich der Typ IIA-Theorie ist, mit einem
endlichen Wert fiir die String-Kopplung. [1]
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5 Zusammenfassung

Im ersten Kapitel dieser Arbeit wurden die Strings der bosonischen Stringtheorie vorgestellt.
Das Spektrum offener Strings zeigte Zustéinde, die mit den Photonen identifiziert werden
konnten. AuBlerdem zeigte die Theorie eine Vakuum-Instabilitit durch das Tachyonfeld mit
einem negativen Massenquadrat. Das Spektrum geschlossener Strings lieferte einen Spin 2-
Zustand, der als das Graviton identifiziert wurde, und das Dilatonfeld, die dynamische String-

Kopplung. Die Anzahl der Dimensionen ergab sich zu 26.

Die Superstringtheorie im zweiten Kapitel reduzierte die Raumzeitdimensionen auf zehn und
zeigte Supersymmetrie. Alle erwidhnten Zustinde der bosonischen Theorie konnten im

Superstring-Spektrum identifiziert werden.

Im dritten Kapitel zeigte sich, dass D-Branen Maxwellfelder tragen und dass Konfigurationen
paralleler und sich kreuzender D-Branen existieren kdnnen. Um die fiir die Modellierung
notwendige vierdimensionale Raumzeit zu erhalten, wurden sechs der Raumdimensionen zu

einem Torus zusammengerollt.

Im vierten Kapitel wurde gezeigt, wie sich Eichfelder in Branen-Konfigurationen ergeben
konnen und wie das Standardmodell der Teilchenphysik in einer Konfigurationen sich
schneidender D6-Branen modelliert werden kann. Man erhielt ein Modell mit zu vielen
Teilchen. Durch Einfiihrung von Orientiffolds, war es moglich ein Modell mit dem exakten
Teilcheninhalt des Standardmodells zu konstruieren. Der Prozess der Symmetriebrechung, der
den chiralen Fermionen ihre Massen verleihen sollte, konnte durch bestimmte Abstinde und
Schnittwinkel der D-Branen realisiert werden. Wie es tatsdchlich durchzufiihren ist und ob das
Ergebnis die realen Werte annehmen kann, konnte in der Stringtheorie bisher nicht

herausgearbeitet werden.
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Anhang A: Formelsammlung

Lichtkegel-Koordinaten

Man definiert die Lichtkegel-Koordinaten als zwei unabhéngige Linearkombinationen der Zeit-

Koordinate und einer gewihlten Raum-Koordinate, iiblicherweise x!

x'= %(xo—l-x1 )
Al
x = L(xo—xl) )
V2
Die Koordinaten (x°, x',x?,x%) werden also zu dem Satz (x™,x~,x%,x°)
Skalarprodukt zweier Vektoren:
xy=—x y —x"y +x’ )y +x’y’ = Ny x' y", A2
0 -1 0 0
. . . o~ _|-1 0 0 O
mit der Lichtkegel-Metrik n,,= o o 1 ol A3
0 0 01
es werden die Indizes +, —, ] durchlaufen, mit 7 = 2, 3.
Das invariante Linienelement ist
—ds> = =2dx" dx” +(dx’)+(dx’). A4
Lichtkegel-Geschwindigkeit
dx+=—l_ﬁ, g=2. A5
dx 1+B c
Lichtkegel-Energie
E
c
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Lichtkegel-Punktteilchen

1
Lichtkegel-Eichbedingung x' = — p+ T A7
m
- 1
Koordinaten x = x, —l—p—z-r, x = x(I)+p—2—r AS
m m
. L2 1
Zwangsbedingung X = ——; A9
m
- _ 1 1 I 2
Impuls P =3 —(p p +m’) AL0
p
Unabhéngige dynamische Variablen ( x! , Xo pl , p+ All

Nicht verschwindende Kommutator-Relationen fiir Operatoren

X p'l=in", |xg.pT|in T=—i Al2

Heisenberg Hamiltonian H(T) = 5 p (T) = 5 (pI(T)pI(T)+m2) Al3
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@, Vernichtungsoperator

+
a, Erzeugungsoperator

|Q2) Grundzustand (Vakuumzustand)

a; ‘ pr‘ Q) 1-Teilchen-Zustinde des Skalarfeldes Al4
D-2

g, a; ' ) |Q> 1-Photonen-Zustinde, &, Polarisationsvektor AlS
1=2
D-1
Z I3 Ua;Jf,p ‘.Q> 1-Graviton-Zustinde, &, Polarisationstensor, &,=0 Al6
1,J=2

Lorentz-Lie-Algebra

MY M| =in"" M =i M" +in" " M —in"" M"". Al7

Kommutator

Antikommutator

A, B Operatoren

|4, B| = AB — BA Al8

|4, B|= AB + BA A19

Antikommutierende Variablen erfiillen

ab=—-ba

aa=—aa — aa=0,bb=0.

A20
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Anhang B

Berechnung von (1.119) [LJ,;, XI(T, O')] =g )'(I-l-‘g’an[,:

Esist [L:,o)]=—nol,, und [Li xl]=—iV2a'cdl,.
Und (1.81)
X'(t,0) = xp+\V20 T +iV2' Y, %aieii”cos(ng).
n#0
[L;, X' (T, U)] = [L;,xf)]-l-i\/Z(x ’z l—cos(na)ef””[Li,a,ﬂ
n#0
=—iV2a'&!—iN2a' Y cos(no)e " !
n#0
=—iV2a’ ) cos(no)e ",
nezZ
=—i2a' ), ;—(ei"(T‘T)+ei”(T+U)) ol
nezZ

nn=m —l\/T‘(’;— Z (e—i(n—m)(r—a)+e—i(n—m)(T+U))(x

nez

— _12_ eim(T_U)\/ZO( ) z e—in(‘r—U)(xi_l‘_ eim(‘r-%—o‘)\/zo( , Z e_in(T-HT)O(;

nezZ 2

L
2
= —ieimTcos(mU)X[+ ¢""sin(mo) X"

=g x'+ex”
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Anhang C

Zur Berechnung des Kommutators [ M- m ] = () miissen die beiden folgenden Ausdriicke in

die Kommutator-Klammer geschrieben und ausgefiihrt werden:

1

M '=x p'— x(Li+a)+(Lo+a)x! _—t 1 Lt o'—o" L*
o P 4o<'p*(°(° )+(Ly )0) Wp*,;n( 2 & L) Cl
und
- - 1 JoyL L J i 1,0 s
M T=x, p'- Lo+a)+(Lo+ — ) —(L —o’ LY.
xO p 4 !p+ (XO( 0 Cl) ( 0 a)x()) \/20(,p+mz::1m( —mO(n O(—m m) C2

Jeder der Ausdriicke enthilt sieben Terme, d.h. es sind 49 einzelne Kommutator-Ausdriicke
auszurechnen (in der Tat aber viel weniger tatsdchlich auszufiihren, aufgrund der Symmetrie der
beiden Ausdriicke C1 und C2), zum Teil mit bis zu fiinf Operatoren in einer Kommutator-Klammer

nach dem Schema:
[AB, CDE|=[A, C|BDE + C|A, D|BE+DC| A, E|B+ A|B, C|DE + CA|B, D|E+DCA|B, E].

Zum Beispiel der erste Term von C1 mit dem zweiten Term von C2:

+ +

=[x, ,L]plx({Lol-i-L+ [ x, ,xé]pl Lé+x({L[xof , Lé]+
p p p

+xo[pf,#]x51:é+#xo[pf,xs]mxé#xo[pmé]

i I
= .. (—3)p' % Li+—x, (—in") L. C3
p p

Nur zwei der Kommutatoren liefern einen Beitrag (der erste und der vorletzte nach dem ersten

Gleichheitszeichen). Die Punkte stehen fiir den vernachldssigten Vorfaktor.

Der Kommutator des ersten Terms von C2 mit dem zweiten Term von C1 ist gleich dem negativen von
C3. Auf diese Weise heben sich einige Terme gegenseitig auf. Die iibrig gebliebenen miissen passend

umgeformt und zusammengefasst werden um das Ergebnis in (1.126) zu liefern. Es verbleiben

B! 1 1 31 1({D-2
_o(r(ZJerZ:lE(aimam o’ o, _WFZT Z(O‘fm“fn—“[_m“i)%(v(mtm)) o
%,,L X ol oot m
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Diese Terme konnen zusammengefasst werden zu:

1 ~ 1 | 1 D=2, 3 2
— — —~ ——Z (P —m)+
< mz::lm((x o« — o )_a —1 (m’—m)+m

S i((xl o) — o 0([) L(ar ——Dzzz(m2—1)+m2)

o' piam e 24 m 24
1 S I J s 1\l D—-2 D-2
=— “a+E==)+m|1- ==
a'p+,;(a’"“'” o0t m YN 24 )l <
:{Mfl’MfJ]
=0 fira=—1und D=26.

Der Ausdruck C5 entspricht der Gleichung (1.126) auf Seite 34.
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Wie N, D6-Branen auf 7° = T*X T?XT?* gewickelt sind (eine Moglichkeit), i=1, ..., 6:

N,=3: [1V=(1,2),
N, 1P=(1,1),
N,=1 Y =(1,1),
N,=1:. [1'=(1,1),
No=1:  17=(1,2),
No=1 1 =(1,2),

1) =(1, -1),
1P =(1,-2),
1¥=(1,0),

1= (3,-4),
5'=(-1,1),
15'=(-1,1),

1= (1,-2);
1F=(-1,5);
1= (-1,5);
1 =(1,-5);
1= (1,1);

19 =(2,-7).

N, geben die Anzahl der Branen des jeweiligen Satzes an. Durch die Linien lf) sind die

Richtungen auf den Tori gegeben, sie sind wie Vektoren mit zwei Komponenten, wobei

n=1,2,3.

Die Schnittzahlen sind

1,,=3, I;=-3,
1,,=0, l,,=-3,
1,,=6, I,,=3,
]34 -6, 135 -3,
I1,=0, I,=06,
Weil Iab:

1,=0,
1,,=0,
1,,=0,
1,,=0,
I, =3.

—1,, ist, wurden nur die Schnittzahlen mit a <b aufgelistet. ([1], S.475.)
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Anhang E

Die Berechnung der kritischen Dimension in der Superstringtheorie verlangt erweiterte Kenntnisse der
Quantenfeldtheorie (z. B. iiber Fadeev-Popov-Geister) und kann an dieser Stelle nicht hergeleitet
werden, soll aber plausibel gemacht werden. Es ist hilfreich Kapitel 2 bereits gelesen zu haben. Die

hier benutzte Literatur ist am Ende des Anhangs E aufgelistet, separat von dem Literaturverzeichnis.

In I sind die Kommutator-Relationen der Virasoro-Operatoren der bosonischen Strings und der

Superstrings notiert. Da sie teilweise unterschiedlich sind, &ndern sich die Zwischenschritte bei der
Berechnung des Kommutators der Lorentz-Ladungen, |M ' M ~’|=0, die im Kapitel 1 zur

Bestimmung der Konstanten a und D fiihrten. Dadurch kann es klarerweise auch zu anderen Werten

bei der Bestimmung von D kommen.

In IT werden Uberlegungen anhand der bereits bekannten bosonischen Ordnungskonstanten angestellt.

Die Anzahl der kritischen Dimensionen ergibt sich aus der Forderung nach masselosen Zusténden.

I: Fiir den bosonischen String gilt die (zentral entwickelte) Virasoro-Algebra :

L D—-2, 3

(L L)) = (m=n) Ly =57 (0’ =m) 5, . El

m+n

Geschlossene, links- und rechtslaufende Superstrings gehorchen der Super-Virasoro-Algebra;

mit NS-Randbedingungen:

[L;,Li_]:(m—}’l)LL +2(m3_m)5m+n,0’ E2

m+n 8

mit R-Randbedingungen:

[Lrt’LnL]:(m_n)LnLq+n+%m35m+n,0' E3

II: Verlangt man von dem Massenspektrum offener bosonischer Strings, dass der erste angeregte

Zustand Photonen liefert, so muss dieser Zustand masselos sein und es muss gelten (vgl. Gleichung
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(1.115))
21 1 1 !
M'=— (N'+a)]=—(1+4)=0. E4
10 1o
Das wird nur von a = —1 erfiillt. Andererseitsist a = —% (vgl. (1.116)), woraus der Wert

der kritischen Dimension bestimmt werden kann.

In der Superstringtheorie gibt es auch fermionische Beitrédge an die Ordnungskonstante a. An dieser
Stelle wird lediglich der NS-Sektor betrachtet®. Die Ordnungskonstante darin setzt sich aus
fermionischen und bosonischen Beitrigen zusammen. Ein Ausdruck fiir die Ordnungskonstante kann
daraus bestimmt werden, dass das Massenquadrat normalgeordnet wird (analog zu dem Vorgehen in

Kapitel 1):

Der nicht-normalgeordnete Massenquadrat-Operator im NS-Sektor der Superstringtheorie ist

—-pP P
p#0 rezZ+112

Mzzi, lz of !+ Z rb’ b, E5
o'\ 2

die erste Summe enthdlt die bosonischen Oszillatoren, die zweite Summe die fermionischen

Oszillatoren mit gebrochenrationalen Moden. In Kapitel 1 wurde die erste Summe bereits

normalgeordnet und es ist bekannt, dass die bosonischen Oszillatoren —ﬁ zu der

Ordnungskonstanten a beitragen: az = —ﬁ. In der zweiten Summe muss der Term

1 1 I
32 =132 'b,b, normalgeordnet werden:

Loy =R Y ol
2 r=-—1/2,-3/2,... 2 r=1/2,3/2,...
2.14) 1 1,0 D—=211 3 5
4 rbl b - =S+ 2+ +
2m;m 2 (27272
1 D=2
= rb’ bl — =
2r:1/2;/2,... 24 2 E6

Das bedeutet also, dass die antiperiodischen fermionischen Oszillatoren des NS-Sektors die Konstante

1 . . .
Ays=~"72g U der Ordnungskonstante a beitragen. Die gesamte Ordnungskonstante ist

a=(D—2)(aB+aNS):(D—2)( 1 1):_D—2

24 8T 16 E7

24 Das geniigt auch, denn der Beitrag des Ramond-Sektors an die Ordnungskonstante ist gleich Null.
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Verlangt man nun von den ersten angeregten Zustdnden des NS-Sektors, dass sie masselos sind, dann

muss fiir das Massenquadrat gelten (vgl. auch (2.16) und (2.18)):

MZZ%(Nlﬁ—a):i,l—l-a = 0. E8
104 o'\ 2
. 1 .
Das wird nur von a = — ) erfiillt.
Andererseits gilt E7 und damit
1 D-2
2 16 E9
Daraus folgt die

Anzahl der Raumzeit-Dimensionen:

Anhang E wurde durch folgende Literatur inspiriert:
Balin, A., Love, A. Supersymmetric gauge field theory and string theory, Taylor & Francis
1996, Kapitel 8, S.174ff .

Becker, K., Becker, M., Schwarz, J.H. String theory and M-theory, Cambridge 2007, Kapitel 4
S.109f .

Johnson C.V. D-Branes, Cambridge 2003, Kapitel 2, S.24{f und Kapitel 7, S.155ff .

Szabo, R.J. String theory and D-Branes dynamics, 2. Auflage, Imperial College Press, 2.
Auflage 2011,Kapitel 4, S.44-5.

Zwiebach, B. A First Course in String Theory, 2. Auflage, Cambridge 2009, Kapitel 14,
S.313-4.
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