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1 Motivation

Das Standardmodell der Elementarteilchenphysik (SM) ist ein Modell zur Beschreibung
aller Teilchen und der Wechselwirkungen zwischen ihnen. Es vereinigt die elektroma-
gnetische, die schwache und die starke Wechselwirkung und erklart diese durch den
Austausch von Eichbosonen. Als einzige der vier bekannten Grundkrifte der Physik ist
somit die Gravitation nicht mit einbezogen.

Effekte, die mit Hilfe des SM nicht beschrieben werden kénnen, sind als Anzeichen fiir
noch unbekannte Physik betrachtbar und daher fiir viele Forscher von besonderem In-
teresse. Der Vergleich der experimentellen Werte aus der Bestimmung des anomalen
magnetischen Moments der Muonen a, mit den theoretischen Erkenntnissen kann als
Hochprézisionstest des SM angesehen werden und stimmt nach heutigen Daten in ei-
ner Groflenordnung von nahezu drei Standardabweichungen nicht mit den Voraussagen
iiberein.

Es stellt sich also die Frage ob das SM bei dieser Genauigkeit tatsdchlich nicht mehr giiltig
ist und der Hochprézisionstest folglich Hinweise auf eine neue Physik liefert. Nachzuprii-
fen ist jedoch auch, ob die Differenz zwischen experimentellen Daten und theoretischer
Vorhersage auf fehlerhaften Berechnungen oder ungenauen Daten beruhen kann.

In dieser Bachelorarbeit soll die theoretische Seite des Experimentes genauer betrachtet
werden. Neben einer Einfiihrung in die Thematik des anomalen magnetischen Momen-
tes (Kapitel 2) und einem Kapitel iiber das Prinzip der experimentellen Bestimmung
von a, (Kapitel 3) wurde eine Berechnung des Beitrags erster Ordnung der Quanten-
elektrodynamik durchgefiithrt (Kapitel 4). Eine intensive Auseinandersetzung mit dem
Projektionsverfahren, einer Methode zur Bestimmung des Beitrags einer Wechselwirkung
zu ay, ist in Kapitel 5 zu finden.



2 Einfuhrung in die Grundlagen

2.1 Das anomale magnetische Moment von Muonen

Wird ein Teilchen im klassischen Sinne betrachtet, so erhélt man sein magnetisches
Dipol-Moment durch den Bahndrehimpuls L = 7 X p seiner Bewegung:

[ -

L=_°T. 2.1
pr =5 (2.1)

Hier sind ¢ die Lichtgeschwindigkeit, m die Masse und e die Ladung des Teilchens.

In der quantenmechanischen Betrachtungsweise ist L ein Operator (Drehimpulsopera-
tor), dessen Eigenwerte in A, dem planckschen Wirkungsquantum, quantisiert sind. Es
gilt L = —ihi x V, wobei i die imagindre Zahl mit i> = —1 und V der Vektor der
partiellen Ableitungen ist. Folglich gilt diese Quantisierung auch fiir das magnetische
Moment.

AuBlerdem besitzen Teilchen in der Quantenmechanik einen Spin. Der Spinoperator ist
gegeben durch S = &} /2, wobei o; die Pauli Matrizen sind (siehe Appendix A.1.1, S.30).
Der Spin ist, dhnlich zum Drehimpuls, eine durch A quantisierte Grofle. Auch zu diesem
kann ein zu (2.1) dquivalentes magnetisches Moment dargestellt werden mit

, e z
Hg =g Tmcs ) (2.2)
wobei g der gyromagnetische Faktor ist. Die Dirac-Gleichung liefert uns fiir Leptonen
(also Teilchen mit Spin 3) in der klassischen Betrachtungsweise den Wert g = 2. [1]

Das anomale magnetische Moment von Muonen im Speziellen und Leptonen im Allge-

meinen ist nun definiert als die Abweichung von diesem Wert:

a = %. (2.3)
2.2 Die Quantenelektrodynamik und das anomale magnetische

Moment

2.2.1 Zur Quantenelektrodynamik

Die Quantenelektrodynamik (QED) ist eine Quantenfeldtheorie und beschreibt die elek-
tromagnetische Wechselwirkung zwischen geladenen Teilchen durch den Austausch von
Photonen. Als Grenzfall ist in der QED auch die klassische Elektrodynamik enthalten.



Entwickelt wurde sie in den 1940er Jahren von den drei Physikern Sin-Itiro Tomonaga,
Julian Schwinger und Richard Feynman, die fiir ihre fundamentalen Arbeiten auf diesem
Gebiet im Jahr 1965 gemeinsam den Nobelpreis fiir Physik erhielten.

Die Lagrange-Dichte, welche die QED definiert, ist gegeben durch

1 _
[rQED = _ZFNVFMV + \I/(iy,ﬁ“ —m)¥ — CJHAM, (2.4)

wobei F), = 0,A, — 0,A, der Feldstarketensor ist. W und ¥ sind Dirac-Spinoren,

A, = (¢, A) ist der Potential-Vierervektor mit dem skalaren Potential ¢ und dem Vek-
torpotential A. Durch Ju = @’yu\lf wird der elektrische Strom beschrieben. Zudem sind

die v, mit p € {0,1,2,3} die Dirac Matrizen (siehe auch Appendix A.1.2, S.30).
2.2.2 a, in der Quantenelektrodynamik

Zur Bestimmung des anomalen magnetischen Momentes ist der Wechselwirkungsterm
aus Gleichung (2.4) von Interesse:

Lint = —eJ"A,. (2.5)

Man betrachte nun den Streuprozess eines Muons mit einem Photon, wobei das Muon
den Viererimpuls p vor, sowie p’ nach dem Vorgang besitzt. Es gilt p’ = p+ ¢ mit ¢ dem
Viererimpuls des Photons. Die Streuamplitude ist nun laut [2] gegeben durch

M = —ie (| 7(0) 1) Aula) (2.6)

und mit der Vertexfunktion I'*(p,¢) kann das Matrixelement (p,|J#(0)|pp) mit den
Dirac-Spinoren u, und %, (siehe auch Appendix A.2, S.31) geschrieben werden als

(| 4(0) | pp) = T T (p, @)y (2.7)

Vernachlassigt man zunéchst die Strahlungskorrekturen, betrachtet also die erste Ord-
nung der Feynman-Diagramme, so liefern die Feynman-Regeln der QED T'* = ~4* (siehe
[4, Appendix DJ).

Analysiert man I'* genauer, wie dies in [3] getan wurde, so folgt auf Grund der Lorentz-
Symmetrie als Ansatz beispielsweise

I* = Ay" + B(p + p'™) + C(p" — p™"). (2.8)



Die Koeffizienten A, B und C haben keinen offenen Lorentz-Index und sind abhingig
von p?, p? und ¢?, sowie von p und p'. Die Grofien p und p' sind als p = p,y* und
p = " definiert. Unter Beriicksichtigung der Dirac-Gleichung (id,y" —m)¥ = 0 und
der on-shell-Bedingung p? = m? folgt, dass A, B und C lediglich von der Muon-Masse
m und dem Quadrat des Photon-Viererimpulses ¢ abhingen.

Durch Nutzung der Ward-Identitét, die ¢, I'* = 0 liefert (siehe [3, Kapitel 5.5]), ergibt
sich

!
q.I" = g A" + ¢ B(p" + p™*) + ¢,.C(p* — p'*) = 0. (2.9)

Vergegenwirtigt man sich erneut die Struktur des Matrixelements (siehe (2.7)), so folgt
Uy gy up = 0. Zudem gilt auf Grund der on-shell-Bedingung g, (p* + p*) = 0. Da fiir
den dritten Term g, (p* —p'*) # 0 gilt, folgt aus der soeben eingefithrten Ward-Identitét
C=0.

Die Gordon-Identitét liefert

pr+pt o,
_.I_
2m 2m

ﬂp,y“up = ﬂp/ Up, (210)

wobei hier " = (i/2)(y*y” — v4*) eingefithrt wurde. Die Identitét lésst sich zeigen
iiber

[V, "] = 29H9" = 201, (2.11)
so dass
it =t — Y = Ayt (2.12)
Es gilt nun
Uyio™ (pl, — pu)up = Ty [Z/’VM — (" +p") + fyup} up (2.13)

und iiber die Dirac-Gleichungen (p — m)u, = 0, sowie @y (i —m) = 0 folgt

Uyic” (p), — pu)up = Uy [2my" — (p" = p*)] up, (2.14)

was durch Umstellen die Gordon-Identitét liefert.
Die allgemeine Vertexfunktion kann nun folgendermaflen geschrieben werden:



I*(p,p') = " Fr(q®) + i 2m RO (2.15)
Es gilt daher
7(q) H)
= —icly [ Fp(q?) + 1% Far(¢®)| up, (2.16)
1(p)

mit dem Dirac-Formfaktor Fg(¢?) und dem Pauli-Formfaktor Fys(q?).

2.2.3 Bestimmung von a, aus der allgemeinen Vertexfunktion

Zur Bestimmung des anomalen magnetischen Momentes wird der nichtrelativistische
Limes der Streuamplitude (siehe Gleichung (2.7)) gebildet und mit der Born-Néaherung
verglichen.

Zur Bildung des Limes werden die Dirac-Spinoren in M

u, = VE +m ( ﬁf X) (2.17)

E+m

gesetzt, wobei X ein Pauli-Spinor ist.
Hier gilt £ = \/p% + m, wobei die Terme ab den Ordnungen p?/m? und p2/m? vernach-
lassigt werden. Wie in [5, Kapitel 2.1] folgt

A (A
i M — —2iem [FE(O) (@q A +13’)> L FB0) + Fu(0) 7x Aﬂ v
[pl<m 2m

(2.18)

mit den Fourier-Komponenten des Viererpotentials ¢, und ffq.

Wenn eine im Vergleich zum Streupotential grofle Energie des gestreuten Teilchens ge-
geben ist, kann die Bornsche Néherung verwendet werden. In dieser liefert die Streuam-
plitude

f= —%/d?’r\lf*(p')v\ll(p), (2.19)

die tiber



Arif = lim M (2.20)
Ipl<m

mit M zusammenhéngt.
Esist U(p) = X exp (ipr) die nichtrelativistische Wellenfunktion und X der Pauli-Spinor.
V steht fiir

V= —%(ﬁff—i— Ap) — 4GB + ey, (2.21)

sodass per Fourier-Transformation aus Gleichung (2.19) folgt:

m 5 o) R
f= —gX”L (Aq (p’ +p) + epq — iuc {q X AQD X. (2.22)
In diesem Ausdruck ist p definiert als % Einsetzen von 2.22 und 2.18 in ihren Zusam-

menhang (siehe Glg. (2.20)) liefert nun

(&

Fp(0)=1, u om

(FE(0) + Fun(0)). (2.23)

Unter Beriicksichtigung von (2.2) und (2.3) fiithrt Gleichung (2.23) zu

-2
g=2(1+ Fy(0)) und daher gilt gT = a, = F(0). (2.24)

Folglich tréagt lediglich der Pauli-Formfaktor zum anomalen magnetischen Moment a,,
bei. Mit Blick auf (2.16) wird klar, dass alle zu v* proportionalen Anteile von I'* nicht
zu a,, beitragen und vernachldssigt werden konnen.

2.2.4 Projektionsverfahren

Um a, zu bestimmen wird nicht die vollstandige Vertexfunktion I'* benétigt, da tiber
Projektionen die fiir die Berechnung interessanten Anteile herausgefiltert werden kénnen.
Hierzu kann die Vertexfunktion zunéchst um ¢ = 0 entwickelt werden, so dass

B
(P, q) ~T"(P,0) + o0 '*“(Pq) =VH(p)+qT"(p). (2.25)
14 q:O

Als Ergebnis der Projektion ergibt sich



1

a;, = WTT{GMVM@) + Hyu T (p)} e (2:26)
mit
G, = m2fyu + 3mp, + 4ppu, (2.27)
1., . )
Hyy = =i+ m) (i — W) (i + m). (2.28)

Besonders interessant ist diese Methode fiir die Berechnung héherer Ordnungen, da sich
der Umgang mit den dort sehr hdufig auftretenden Dirac-Matrizen durch die Spur sehr
vereinfacht.

Eine genauere Betrachtung des Projektionsverfahrens lasst sich in Kapitel 5 (siehe S.22)
finden.
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3 Experimentelle Bestimmung von a,

P—
momentium
actual precession x 2

Abbildung 3.1: Préazession des Spins im Speicherring des g-2-Experimentes [1, Kap. 2.1]

Werden polarisierte Muonen in einem konstanten magnetischen Feld auf eine Kreisbahn
gebracht, so ist das anomale magnetische Moment fiir die sogenannte Larmor-Prézession
verantwortlich. Diese beschreibt eine Prézession des Muon-Spins und wird von der Kreis-
frequenz J, charakterisiert (siehe Abb. 3.1). Auf diesem Prinzip beruht das Brookhaven
Muon g-2 Experiment (dargestellt in Abb. 3.2), welches die zur Zeit genauesten experi-
mentellen Werte fiir a,, liefert.

Protons Pions Polarized Muons
from AGS p=3.1 GeV Inflector /—Injcction Point
= S
T =ty
Target
Injection Orbit
Storage Ring Orbit
Kicker :IZI )
In Pion Rest Frame NIOdulcs% ;
: Storage b
spin .
:ntml[ontmn Ring 2
“Forward” Decay Muons
are highly polarized

Abbildung 3.2: Versuchsschema des Brookhaven g-2-Experimentes [1, Kap. 2.1]
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Protonen der Energie 24GeV aus dem AGS (Alternating Gradient Synchrotron) tref-
fen auf ein Target. Dort werden Pionen produziert, die, bevor sie in den Speicherring
eintreten, in Muonen zerfallen. Die longitudinal polarisierten Muonen werden mit Hilfe
eines Magnetfeldes B auf einer Kreisbahn gehalten und haben dabei die Kreisfrequenz
we = eB/(m~y) mit v = 1/v/1 — v? und der Muon-Geschwindigkeit v.

Die Spin-Achse des Muon dndert sich mit jeder Ringdurchquerung (siehe Abb. 3.1) mit
der Kreisfrequenz w,. Es gilt

eB eB eB
Wq = Ws — We, Wobei ws=—+4a,— und somit w, = a,—. (3.1)
my m m
Wiére g = 2, so wiirde sich hier keine Dispersion des Muon-Spins zeigen.
Die Werte fiir e und m wurden in anderen Experimenten bestimmt, sodass im Brookha-

ven Muon g-2 Experiment noch B und w, gemessen werden mussten.

,II+ — e + Ve + Uy

Signal (mV)

Wave Form
Digitizer

iy
Abbildung 3.3: Der p*-Zerfall und die Messung der emittierten Positronen [1, Kap. 2.1]

Die Muonen wurden anndhernd auf Lichtgeschwindigkeit beschleunigt. Sie haben daher
im aufleren Bezugssystem eine verlangerte Lebensdauer, weshalb sie den Ring haufig
umrunden kénnen bevor sie zerfallen. Dies geschieht mit u* — e™ + v, + 7, (analog
fiir Versuche mit negativ geladenen Muonen), wobei das Positron sich nach dem Zerfall
mit hoher Wahrscheinlichkeit in die Richtung des Muon-Spins bewegt und ist auf die
Paritatsverletzung der schwachen Wechselwirkung zuriickzufiihren.

Die Energien der emittierten Positronen werden von 24 Calorimetern gemessen (siehe
Abb. 3.3) und geben somit Aufschluss iiber die Prézession des Muon-Spins und daher
auch tber a,.

Aktuell wird der experimentell ermittelte Wert [1, Kap. 2.1] fiir a,, angegeben mit

a, = 11659208.0(6.3) x 10~ . (3.2)

12



4 Beitrage zum anomalen magnetischen
Moment des Muons

Die theoretische Voraussage fiir a,, setzt sich aus allen fiir die Vertexfunktion giiltigen
Feynman-Diagrammen zusammen (siehe Glg. (2.16)). Fiir eine Aufteilung dieser Dia-
gramme beziiglich ihrer Wechselwirkungsarten ergeben sich die Klassen QED, hadroni-
sche Beitrage und elektroschwache Beitrége.

4.1 QED

Die QED-Feynman-Diagramme beinhalten Photonen und geladene Leptonen und kon-
nen in Diagramme verschiedener Ordnungen, abhéngig von der Anzahl ihrer Vertices,
eingeteilt werden. Die jeweiligen Beitrage zu a, sind nun in einer Reihe um die Fein-
strukturkonstante a entwickelbar, da die Vertices in den QED-Feynman-Regeln von e
abhéngen und da

e 1

4w%ﬁ'

(4.1)

4.1.1 QED-Beitrag zu q, in erster Ordnung

In erster Ordnung ergibt sich lediglich das in Abb. 4.1 dargestellte Diagramm, dessen
Beitrag zu a, zuerst im Jahre 1948 von Schwinger bestimmt wurde. Er betrigt

ged,1. _ g

af; 5"

Um diesen Wert zu bestétigen wertet man Abb. 4.1 mit den Feynman-Regeln der QED
aus (siehe Appendix A.2, S.31) und es folgt:

(4.2)

) i(f 4+ m)
k2 —m? + ie

(iey")u(p).
(4.3)

B dk?* —Mw i +m) .
M= / 2m)t(p— k)2 + ieu(p J(iey )k:’2 —m?+ ie(w7

Damit die Pole im Nenner umgangen werden, konnen zunéchst die Komponenten aller
Vierervektoren mit dem Lorentz-Index 0 transformiert werden, so dass p® — ip?, p'© —
ip?, kY — ik? und K0 — ik’°. Wird daraufhin die Feynman-Parametrisierung (siehe
Appendix A.3.1, S.32) angewendet und der Nenner ausmultipliziert, so ergibt sich:

13



Abbildung 4.1: Der QED-Beitrag erster Ordnung zu a,, als Feynman-Diagramm mit den Impulsen
p, P, k, k" und ¢q. p, p und v geben den jeweiligen Lorentz-Index des Vertices an.

N8P )Y (' + m)y? (k + m)y*u(p)
(k2 4 2k(qzo — px1) + m? (22 + 3) + p2x1 + ¢?x2

1
M = —2ie3 / d'k / daydzadas il
k
0

(4.4)

Der Zahler von Gleichung (4.4) wird nun ausmultipliziert. Verwendet man Appendix
A 3.2 (siehe S.32) und die Relation 7,7y, = ", dann folgt:

a(p') (kb kP yPy® — 2m(kP’ + kP) + m>yP)u(p)
(k% + 2k(qxa — px1) + m? (@2 + x3) + p?r1 + q2372]3.
(4.5)

1
M = 4ie? /k d*k / dridzodrs
0

Damit der k-Term nicht mehr im Nenner steht, wird dieser mit +(qze — px1)? — (qao —
px1)? erweitert, wobei (qzo — px1) =1, so dass

[k? + 2k(qzy — pz1) + m?(x2 + x3) + P21 + ¢*22)?
= [(k +1)? +m?(z2 + 23) + p*1 + ¢*wo — P]2.

Substituiere nun in Gleichung (4.5) k — k — [, dann liefert diese

(P)((Fo — la + a) (kg — 15)77P7* — 2m(2k° — 21° + ¢°))u(p)

1 J—

M:4ie3/d4k:/da: dzodas >
koo R (k)2 4+ m2(xg + x3) + p2a1 + ¢ — 12)°

(4.7)

Ausmultiplizieren des Zéhlers zwischen den Dirac-Spinoren ergibt nun
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(kaks — kals — laks + lals + daks — qalg) VP vy — 2m(2kP — 21P + ¢°) + m?4P. (4.8)

Nun werden die einzelnen Summanden des Zéahlers betrachtet. Wie bereits in Kapitel
2.2.3 gezeigt, tragt der zu einer Dirac Matrix proportionale Term nicht zu a, bei. Der
Term m?y” kann also vernachlissigt werden.

Auch k:akgvﬂfypva muss nicht beriicksichtigt werden, da ein Vertauschen der v zu

k:akzgvﬁfypva = kakg(2n,87" — vp'yﬁva) (4.9)

fithrt. Der Summand 27,57* entfillt nun, da dort fiir gleiche Lorentz-Indizes eine Pro-
portionalitéit zu y entsteht. Der Term trégt also nicht bei. Fiir ungleiche Lorentz-Indizes
ergibt die Komponente des metrischen Tensors Null, auch in diesem Fall tragt der Term
folglich nicht bei.

Auch —k‘akﬁwpyg'ya wird nicht benétigt. Dies zeigt die folgende Relation, die gilt, wenn
der Faktor 27,3 wegféllt, da er lediglich zu v proportional ist:

77 kgka = =77 kaks,
kk = —kk, (4.10)
2k = 0.

Unter Beriicksichtigung dieser Punkte hat der Zéhler noch die Form

(=kalp — laks + lals + qaks — qalg)Y?7P7™ — 2m(2kP — 20° + ¢°). (4.11)

Erinnert man sich nun an die Struktur des Nenners und daran, dass dieser in Abhéngig-
keit von k gerade ist, so konnen alle Summanden im Zéahler, die lediglich von k abhédngen,
vernachlassigt werden. Es bleibt:

1 —( _ BapAo _ P _ 2aqP
2 2 2 2 213
k 5 (k2 + m?2(z2 + x3) + p?x1 + ¢?x9 — 1?]

Wird nun wiederum der Zéahler betrachtet und setzt | = gro — pr1 eingesetzt, aulerdem
Yip, = P sowie ¢ = p’ — p benutzt, so ergibt sich

PYP((x1 + 22)° — 21 — 32) + Pry°y (21 — m170 + 22 — 23)
+ VP Pp(—m1@2 + 22 — 23) + PP (25 — 22) (4.13)
—2m(p? — p’) +dm(p"P 2 — pPra — pPa1).

15



An dieser Stelle wird (wie schon in Kapitel 2.2.2) die Dirac-Gleichung genutzt. Durch
Nichtberiicksichtung der zu « proportionalen Terme und Setzen von (z1+z2)? —21—x2 =
a, x% —x90=b, x1 — X129 + T2 — x% =c, —1+42x9 =d, sowie —1 + 2x1 4+ 229 = e, bleibt
im Z&ahler

Py am + VP bm + 2(p'? + p?)em + 2p"Pdm + 2pPem (4.14)

iibrig.
Mit dem Dirac-Spinor rechts daneben gedacht gilt nun

VP =my”, (4.15)

dieser Anteil tragt also nicht bei. Auflerdem folgt mit der in Appendix A.3.2 (siehe S.32)
gezeigten Relation v#v" = 1, —ic"”, dass

Vp = p° —ipuo. (4.16)

Da der Anteil nicht beitragt kann also in der Rechnung p” — ip,0o”" vorgenommen
werden. Wendet man die selbe Relation nun auf py” an, so erhilt man py” = —2ip,o"".
In angepasster Form gilt dies ebenso fiir v°y.

Werden a, b, ¢, d und e wieder eingesetzt nimmt der Zahler also die Form

2imaoPH (pL (,1'1 + 229 — 172 — 1) — Du (:U% + x129 + 2201 + 229 — 1)) (4.17)

an.
Eingesetzt in Gleichung (4.12) ergibt sich

1
M = 4ie? / d*k / dz1dzodrs
k
0

H(p’)?ime‘u (p;L (xl + 229 — 172 — 1) — Du (x% + x120 + 221 + 229 — 1)) u(p)
[k:z + m?2 (.’EQ + xg) + p2$1 + q2x2 — 12]3 .

(4.18)

Ein letzter Schritt vor der Auswertung des Integrals betrifft den Nenner. Via ¢ = pg = 0
und somit p? = p'> = —m? ergibt sich mit der Verschiebung k — km(1 — x1):
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Abbildung 4.2: QED-Beitrége zweiter Ordnung zu a,,

1
M = 4i63/kd4k/dx1d:1:2d:v3
0

u(p')2imoPH (p;L (z1 4 2x2 — 1132 — 1) — py (23 + 2122 + 221 + 229 — 1)) u(p)
3 .
(k2 +1)° (m2 (1 = 21)%)

(4.19)

Das Losen eines Impulsintegrals der Form

d?k 1
4.20
| Gy (420
ergibt in Kugelkoordinaten:
1 2792 7dk BT 1 2n92 T(n—d/2) (w21)
(2m)dT(d/2) / (k2+1)n  (2m)dT(d/2) 297d/2T(n)’ ‘

Nun ist das Integral berechenbar und nach Entwicklung um d = 4 — 2¢ erhélt man

alel = Fi(0) = % (4.22)

was dem Beitrag erster Ordnung in der QED zu a,, entspricht.
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4.1.2 QED-Beitrag zu q, in hoheren Ordnungen

Die Beitrage zweiter Ordnung in der QED werden aus neun Diagrammen (siehe Abb. 4.2)
gebildet. In den ersten sechs dargestellten Féllen existiert ein zweites virtuelles Photon
und die letzten drei haben eine Vakuum-Polarisation mit einem Photon.

In dritter Ordnung existieren 72 relevante Diagramme und in vierter Ordnung sind es
bereits 891, deren analytische Bestimmung immer komplexer wird. Bekannt sind analy-
tisch zur Zeit nur wenige Diagramme vierter Ordnung, die restlichen wurden numerisch
berechnet. Die Beitrige der Ordnungen ergeben:

adhl = 116140973.289 (43) x10711,
adeh? — 413217.620 (14) x1071,
ade®3 = 30141.902 (1) x107 11 (4.23)
adehd = 380.807 (25) x1071,
adehs — 4.483 (135)(31) =107

Der gesamte Anteil der QED am anomalen magnetischen Moment der Muonen wird
folglich mit

a, = 116584718.104[.148] x 10~ (4.24)

beziffert, wobei der Fehler grofitenteils aus den geschitzten Beitrdgen der Diagramme
finfter Ordnung besteht [1, Kapitel 4].

4.2 Hadronische Beitrage

Beitrdge zu a, aus der Quantenchromodynamik (QCD) treten ab der zweiten Ord-
nung der Feynman-Diagramme auf. Im Gegensatz zur QED ist es bei Betrachtung der
QCD-Beitrige nicht moglich, die Diagramme in einer Reihenentwicklung darzustellen,
da die Kopplungskonstante der QCD fiir kleine Energien grofl wird. Aus diesem Grund
verursachen die hadronischen Beitrage die grofite Ungenauigkeit in der theoretischen Be-
stimmung von a,. Von der Gréfenordnung her ist azad ~ 6 x 10_5a§ED. Jedoch ist der
Beitrag so grof}, dass er nicht vernachléssigbar ist.

Es gibt zwei Arten von hadronischen Beitrdgen, die Vakuum-Polarisation und das Light-
by-Light scattering.

4.2.1 Vakuum-Polarisation

Benutzt man die Stérungsrechnung, so ergibt sich der Beitrag der Vakuum-Polarisation
durch Ersetzen der Lepton-Loops in den QED-Diagrammen (siche Abb. 4.1) mit Quark-
Loops und durch Anpassung von Ladung, Farb-Eigenschaften und Massen. Es muss
jedoch beachtet werden, dass Quarks immer in gebundenen Zusténden auftreten und die
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Abbildung 4.3: Beitrag der Vakuum-Polarisation fithrender Ordnung [1, Kap. 4]

Massen somit nicht eindeutig angegeben werden kénnen [3]. Diese Art der Bestimmung
der a,-Beitrdge ist jedoch nur fiir Energien iiber ca. 2GeV verldsslich, da bei geringeren
Energien die Kopplungskonstante grof§ wird und a,, damit nicht mehr als Reihe um «
entwickelbar ist.

Betrachtet man in Abb. 4.3 lediglich den Loop, so kann dieser durch die Selbstenergie-
funktion IT beschrieben werden und durch die Dispersionsrelation (siche [1, Kap. 4]) in
Beziehung mit dem Wirkungsquerschnitt gebracht werden. Da dieser durch Experimente
bekannt ist, kann der Beitrag der Vakuum-Polarisation abgeschétzt werden. Gegenwértig
betriagt der Wert

al’? = 6802.7(52.6) x 107", (4.25)

4.2.2 Light-by-Light scattering

Ab der dritten Ordnung treten sogenannte Light-by-Light scattering Effekte auf. Die
folgende Abbildung zeigt, gemeinsam mit den fiinf moéglichen Permutationen der ¢;, die
Diagramme, die in dieser Ordnung zu a, beitragen.

1(p) u(p’)

Abbildung 4.4: Der Light-by-Light scattering Beitrag fithrender Ordnung [1, Kap. 5]

Eine Auswertung von Abb. 4.4 beziiglich des Beitrages zu a, ist schwierig, da drei
der vier Photonen virtuell sind - weshalb auch keine experimentellen Daten fiir den
Loop vorliegen - und {iber den gesamten Vierer-Impulsraum integriert werden muss. Aus
diesem Grund miissen Beschreibungen der QCD, wie die chirale Stérungstheorie, benutzt
werden. Fiir eine genauere Auseinandersetzung mit der Berechnung dieses Beitrages siehe
[1, Kapitel 5].

An dieser Stelle findet sich als aktueller theoretischer Wert fiir den a,,-Anteil des Hadro-
nischen Light-by-Light scatterings:
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al’® =116.0(39.0) x 107", (4.26)

4.3 Elektroschwache Beitrage

Die schwache Wechselwirkung liefert einen Beitrag von etwa drei Standardabweichun-
gen. Wiirde ihr Anteil vernachlédssigt, so betriige der Unterschied zwischen Theorie und
Experiment 6o.

a) b) c)

A H

1

Vp

Abbildung 4.5: Feynman-Diagramme der fithrenden Beitrdge der schwachen Wechselwirkung [1,
Kap. 6]

In erster Ordnung existieren die in Abb. 4.5 dargestellten Feynman-Diagramme. Fiir den
Fall eines vernachlissigharen Verhiltnisses O(m? /m%V ) konnen die Beitrége der drei
Diagramme zu a, mit

2G rm? 10
2Grm? (—1 + 4s},)? —
ae1Y(7) = \[15;?:1 (-1+ ;W) D~ 193.89(2) x 1071, (4.28)
2 2 m2 my i
4 % fir m>mg

angegeben werden [1, Kapitel 6]. Hier wurden die Fermi-Konstante Grp = 1.16637(1) x
107°GeV und der Parameter s¥, = sin (Ow) =1- (m3,/m%) = 0.22276(56), sowie
die Massen des W- und des Z-Bosons myy = 80.398 & 0.025GeV und myz = 91.1876 £+

0.0021GeV benutzt.
Fiir Diagramm c) gibt es eine Unterscheidung fiir verschiedene mp, da der Wert fiir das
Higgs-Boson noch nicht bekannt ist. Fiir die zur Zeit vermutete Grofie
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114GeV < my < 144GeV  [1, Appendix A] (4.30)

erhalt man einen vernachlassigbaren Beitrag

af 9 (H) <5 x 1071, (4.31)

Unter zusétzlicher Beriicksichtigung der Diagramme ab dem 2-Loop-Level ist der aktu-
ellste Wert des elektroschwachen Beitrags [1, Kap. 6]

al’ =153.2(2.5) x 107, (4.32)
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5 Das Projektionsverfahren zur
Bestimmung von q,

Bereits in Kapitel 2.2.4 wurde ein kurzer Uberblick dariiber geliefert, dass man mit dem
Projektionsverfahren den Beitrag der von einem Feynman-Diagramm gezeigten Wech-
selwirkung zum anomalen magnetischen Moment bestimmen kann. In diesem Abschnitt
der Arbeit soll dieses Verfahren genauer betrachtet werden. Dafiir wird zunéchst die
Struktur der allgemeinen Vertexfunktion erklidrt und entwickelt (Kapitel 5.1). Danach
die Projektion fiir einige Anteile der Vertexfunktion tiberprift (Kapitel 5.2) und schlie-
lich noch eine Zusammenfassung des Verfahrens gegeben (Kapitel 6).

Wie in Abbildung 5.1 erkannt werden kann, wird der Impuls des einlaufenden Muons
in diesem Kapitel mit p — %q bezeichnet, der des Photons mit ¢ und der Impuls des
auslaufenden Muons kann folglich durch p + %q beschrieben werden.

Fiir dieses Kapitel 5 sei zu beachten, dass, sollte in einer Spur keine Matrix stehen, die
Einheitsmatrix im Kopf ergénzt werden soll.

5.1 Die allgemeine Vertexfunktion

Wie schon in Kapitel 2.2.4 (siche S.9) beschrieben, wird nun die vollstdndige Vertex-
funktion I'*(p, q¢) benotigt. Aus dieser wird mit Hilfe der Projektionsformel der zu a,
beitragende Anteil herausprojiziert.

I'*(p, q) hat die Form

12
n=1

wobei die ¢;(p,q) nur von den Betrigen von p und ¢ abhéngen und somit auch keine
Dirac Matrizen enthalten. Die A% sind (4 x 4)-Matrizen mit offenem Lorentz-Index p.
Sie konnen aus p*, ¢* und Dirac Matrizen bestehen, diirfen aber nicht durch Zusam-
mensetzungen anderer A/ darstellbar sein. Die allgemeine Vertexfunktion ist also eine
Aufspaltung in voneinander unabhéngige Komponenten. Im Detail folgt fiir die Lorentz-
Zerlegung:
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p+(1/2)q p-(1/2)q

Abbildung 5.1: In diesem Kapitel verwendete Impulse

I'(p,q) = ei(psq) +ptea(p, q) +q¢"c3(p, q)
+ytpea(p,q) Pt des(pq)  +pMdes(p, @)
+ptper(p,q)  +atdes(pq) gt peo(p, q) (5.2)

+y0ytero(p, @) +y°Pprenn(p,q) gt cia(p, q).

Eine Entwicklung von I'* um ¢ = 0 liefert

0
Fu(pa Q) = Fﬂ(p7 0) + qllgru(pv Q)

T VE(p) + . T (p). (5.3)

Durch Einsetzen der Vertexfunktion (5.2) in die Entwicklung (5.3) erhalt man

VE(p) = ~ci(p,0) +ptea(p, 0) +q"c3(p,0),=0
peap,0)  +ges(p0)| A9 ges(p,0)]
+P'per(p.0)  +ades(p,0)] _ +a"pes(p,0) ‘q:o (5-4)

i
+7%9%e10(p,0)  +9°pren(p,0) 44 g era(p, 0)] g »

wobei durch die Entwicklung alle Terme in V),, die ¢* oder ¢ beinhalten, vernachlassigt
werden konnen. Es wird dabei angenommen, dass die ¢;(p, ¢) nicht die Form ¢;(p,q) =
q% f(p) mit r € R haben. f(p) beschreibt eine von p abhéngige Funktion.

Somit gilt:

VE(p) = Atei(p,0)  +ptea(p,0) +*pea(p, 0)

+pper(p,0) 447 eio(p,0)  +y°prern (p, 0). (5.5)
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Fir TV#(p) ergibt sich:

T (p) = 9g,c1(p, a)l,—0 +p"0q,c2(p, 4)| ,—o
+(0M 4 ¢0q, )e3(p, ) g +7p0q, ca(p; q))qzo
(70" + 440y, ))es (p, Q)(q:() +P (1Y + 4y, )es (p, q)‘qzo
oy, erlpa)| O+ 0 + 40, Vs
HE P+ g po)es(pa)| 4 Oenn(p.a)l g
+7° POy, e11(p, @) g +7° (6" + ¢4, )e12(p, 4)] =g -

(5.6)

Hier ist 6*¥ das Kronecker-Delta mit 6 =1 fiir 4 = v und 0" = 0 fiir p # v.

Ein Riickblick auf die Kapitel 2.2.2 und 2.2.3, insbesondere die Formeln (2.16) und (2.24),
zeigt, dass der Pauli-Formfaktor Fy/(¢?) im statischen Limes Fi/(0) = a,,. Der Ausdruck
(2.16) sei hier erneut wiedergegeben:

alqy
2m

—iety [V Fp(¢®) +i Fr ()] uyp. (5.7)
Interessant ist nun der Vorfaktor des Pauli-Formfaktors. Wie schon in Kapitel 2.2.2 ist
ot definiert mit o = (i/2) (v +" — vY4*). Diese Form liefert einen deutlichen Hinweis
auf den Anteil in I'*, der fiir a,, verantwortlich ist. Dazu siehe Kapitel 5.3.

Zur Projektion von a, aus I'*(p, ¢) wird die folgende Formel verwendet ([5]):

a, = %g% Fa(t)
= lim 72y Tr [ (= + 202325 2) (—ip — Jig +m) D(p, ) (—ip + Jig + m)] .
(5.8)

Fy(t) ist hier der aus Kapitel 2.2.2 bekannte Pauli-Formfaktor und es gilt t = —¢.
AuBerdem sind die Relationen pg = 0 und p? = %t — m? nutzbar, die durch Umformen
aus der on-shell-Bedingung folgen:

2 2
(p+39) =-m?=(p-3q)
p* = pq+ 3¢° = —m® = p* + pq + ;¢ (5.9)
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Somit zeigt sich, dass pg = 0 und man erhilt p? = it —m?2.
Durch die Projektion sollen nun alle Summanden der allgemeinen Vertexfunktion gefiltert
werden, die nicht zu a, beitragen, so dass letztlich als Formel zur Berechnung von a,

1 14
a, = 22 Tr{G.,V"(p)+ H,T" (p)} P (5.10)
tibrig bleibt [5]. G, und H,,, sind wie folgt definiert:
G, = mzfyﬂ + 3mpy, + 4ppyu, (5.11)
1., . .
Hy = _*Z(_W) +m) (V;NV - W’V'Yu)(_l}’j +m). (5.12)

4

5.2 Betrachtung von V/(p)

In diesem Abschnitt wird nun fiir einige Summanden von V#(p) (5.5) gezeigt, dass diese
durch die Projektionsformel (5.8) verschwinden und somit nicht zu a,, beitragen.
Damit dies der Fall ist muss mit Gleichung (2.26) gelten:

m2

%g%t(t — 4m?)

Tr [(—w gl p“) (—ip - %z’g - m) A (p)ei(p, 0) (—z’? + %ig + m)

t—4m2m

= 0.

(5.13)

5.2.1 Summanden mit ~°

Der letzte Summand in V¥, namlich 75q“]q20, ist bereits weggefallen, da V* = T'(p,0)
der erste Term in der um g = 0 entwickelten allgemeinen Vertexfunktion ist (siehe
Kapitel 5).

Um zu finden, dass die Projektionsformel (siehe Formel (5.8)), angewendet auf die Terme
Yy e10(p, 0) und v°pteil(p,0), keinen Beitrag liefert, werden diese in die Projektion
eingesetzt. In diesem Fall reicht es bereits die Spuren zu betrachten:

t+2m?p, . 1. 5 ‘ 1
Tr (—»yﬂ + 2 (—zp - i+ m) (+*4"e10(p, 0)) (-W tout m)
t+2m?p, 1 5 4 i
— Tr (—’yﬂ +2i ot (—zp - i+ m) <’Y pen(p, 0)) (‘Zl” tout m)
= 0.

(5.14)
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Die Spuren geben keinen Beitrag, da nach Ausmultiplizierung und Kontraktion von ~y,v*
(siehe Appendix A.3.2) maximal die Struktur Tr (75'7“7”7”), also v° mit drei Dirac
Matrizen, auftritt. Wie im Appendix angegeben, ergibt diese Struktur, wie auch alle
Spuren iiber 4° mit weniger Dirac Matrizen, null.

5.2.2 Der Anteil ¢,

Betrachtet wird nun, eingesetzt in die Spurformel (5.8), der Summand v*¢;(p,0) von
Vi (p):

. 2
llmt*)(] t(tzmQ)

(5.15)
Tr [ (= + 202052 ) (=i — Lig +m ) y#er(p, 0) (—ip + Sig +m)| .
Ausmultiplizieren liefert nun
lim 7= 4m2)Tr [('Yu@'yﬂp = S+ vy P — e
+1iwm"m + iy pm = yirnrigm — vntm?) i (p, 0) (516)

t42 1
+2Em B (i - Lpyitg — gyt — Lyt
quug _ EZgVMm — wﬂpm + QWWW + 7“m2) C1 (P, 0)] :

Bequem erkennt man nun mit Appendix A.3.2, dass Spuren iiber ungerade Anzahlen
von Dirac Matrizen keinen Beitrag liefern. Also vereinfacht sich die Gleichung zu:

i 7 4m2)Tr [(W}Z’V“I) = SNV WP — 1~ W’V“m2) c1(p,0)
+20 205 2 (—igryim — Jigytm — int'pm + iy gm) e1(p,0)] -

(5.17)

Nun folgt eine weitere Vereinfachung mit der Relation v#~+" = 27, —y"7*, so dass bei
Betrachtung des ersten Summanden in der Spur

lim s 2T [(—9um? = 2+ 7 + Sdd) 71 (p,0)

(5.18)
(2mbp” — Vg + Yl — 5Vuda” ) ci(p, 0)}

iibrig bleibt.
Untersucht wird nun in der Spur von Gleichung (5.18) der Summand ~,p¢v*c1(p,0). Es
gilt (siehe Appendix A.3.2):
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Yupdrter(, 0) = 1Y Py pugpcr (p, 0)

(5.19)
= 4nyppugpc1(p, 0) = 4pug”ci(p, 0) = 4pgei (p, 0) = 0.
Spurt man iiber ~,pg", so ergibt sich:
Tr [yupaer (p, 0)] = Tr [ up”g e (p, 0)]
(5.20)
= 4nup” ¢ Tr [e1(p, 0)] = 4pgTr [c1(p, 0)] = 0.
Analog gilt dies fiir ~,,¢p".
Zudem wird die Relation
PP = 1w 0" = (20 — ) PP = 2p° — pp (5.21)
genutzt. Einfaches Umstellen liefert dann pp = p? und ebenso kann gezeigt werden, dass
di = a’.
Unter Beriicksichtigung all dieser Eigenschaften und mit ¢ = —t und p? = it —m? (aus

der on-shell-Bedingung und (5.9)) folgt aus dem Ausdruck (5.18):

fimg 2y T [ (= 379t) 71 (1. 0) + (2 + 3t) 2(2,0)]
= $Tr 1) 71 (0O fty ey T (4 (32 = ) = 2pm” + 1) . 0)
= g Tr[(v.) v c1(p, 0)]
+lim 2)2Tr [(—thpu’y“ + 8mZpp At + (t— 4m2)® + Lt (¢ — 4m2)) c1(p, 0)}
= 5 Tr [(vu) v#c1(p, 0)] + gz T [mPei (p, 0)]
o lim T [ (¢ = 4m) (¢ — 4m?) + 3t) + 2tm? — 8m?) €1 (5, 0)|
= 2¢1(p, 0) + 3¢1(p, 0)
+%gr(1] i 2)QTr K(t — 4m?) ((t —4m?) + %t) + 2tm? — 8m4> c1(p, 0)} .

(5.22)
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Wird nun der zweite Summand in Gleichung (5.17) betrachtet, so folgt mit den bereits
bekannten Relationen:

}E}% (- = 2)Tr [ ?i% b (fim“m - %M’Y“m —iyFpm + %M“gm) c1(p, 0)}
= lim -3 2)2T1" {(Qt + 4m?) p,, (p’y“ + ’y“gzﬁ) c1(ps 0)] (5.23)

2

Fiir die komplette Gleichung (5.17) erhélt man also:

21(p,0) + $e1(p,0) + lim 725 Tr [ (3 ) e1(p, 0)]

) i (5.24)
= ch(pa 0) + §Cl(p7 0) - ch(p) O) =0.

Auch die Projektion von y*¢i(p,0) verschwindet und tragt folglich nicht zu a,, bei.

5.3 Weiteres Vorgehen

Nachdem gezeigt wurde, dass aus V#(p) (siehe 5.5) die Summanden v#c; (p, 0), v5y*¢c10(p, 0)
und v°p*c11(p,0) keinen Beitrag liefern, kann V,, auf die Form

VH(p) = p"ea(p, 0) + +*pea(p, 0) + p!per(p, 0). (5.25)

reduziert werden.

In Kapitel 5.1 wurde bereits darauf verwiesen, dass ein Vergleich zwischen der allgemei-
nen Vertexfunktion und der Vertexfunktion aus Ausdruck (2.16) die Information liefert,
dass lediglich der Anteil von V#(p) mit der Struktur o*"q,c;(p,0) zu a, beitragt. Da in
VH(p) (5.25) keine solche Struktur vorhanden ist, ist davon auszugehen, dass hier kein
Beitrag zu a, zu finden ist.

Wird I'* auf diese Struktur hin untersucht, so bleibt der Term ~*gcs (p,q) tbrig. Da er
in V# bereits verschwunden ist (Kapitel 5.1) kann davon ausgegangen werden, dass der
entsprechende Summand in T%* das anomale magnetische Moment liefert. Es ist der
Term

(Y128 + 7" 0,,))es(p, 0)| (5.26)

q=0"
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6 Zusammenfassung

Die Einarbeitung in die aktuelle Forschung des anomalen magnetischen Moments des
Muons und das Verstidndnis der Grundlagen dieses Phénomens ist die Basis fiir den
ersten, wichtigen Abschnitt dieser Arbeit, die Einfiihrung in das Thema. Wichtig ist vor
allem, festzuhalten, dass eine bisher unerklérliche Differenz zwischen den theoretischen
Vorhersagen und den experimentellen Ergebnissen zum Wert von a,, besteht. Ob diese auf
Fehler in einem der beiden Bereiche oder auf noch unentdeckte Physik zuriickzufiihren
ist, ist nicht geklart.

Fine kurze Beschreibung des Aufbaus der Experimente bildet den folgenden Teil und
hilft, durch die experimentelle Betrachtung einen besseren und gréBeren Uberblick iiber
das Thema zu bekommen.

Durch die Bestimmung des QED-Beitrags erster Ordnung zu a,, wird ein guter Einblick
iiber die Komplexitidt der Berechnung von Feynman-Integralen gewéhrt. Sie kann eine
Vorstellung liefern, wie komplex die Berechnung der Beitrige in héheren Ordnungen
wird.

Schliefllich werden in dieser Arbeit eine Idee und einige Ansétze geliefert, die die Herlei-
tung der Projektionsformel zum Ziel haben. Diese ist besonders zur Berechnung hoher
Ordnungen geeignet und damit auch gerade fiir zukiinftige Arbeiten in diesem For-
schungsgebiet wichtig.

Sicherlich wird es in den kommenden Jahren spannend sein, diesen Bereich der Physik
weiterhin zu verfolgen und gegebenenfalls den Vorstofl in neue physikalische Welten zu
begleiten.
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A Appendix

A.1 Pauli und Dirac Matrizen

A.1.1 Pauli Matrizen

Die Pauli Matrizen sind drei hermitesche, unitdre und spurlose (2 x 2)-Matrizen:

(01 (0 —i (1 0
01 = 1 0 y 02 = i 0 y 03 = 0 —1 ’
Fiir weitere Eigenschaften der Pauli Matrizen siehe [4, Appendix C.1].

A.1.2 Dirac Matrizen

Die Dirac Matrizen sind vier unitére und spurlose (4 x 4)-Matrizen und gegeben durch:

_ (1 0 _( 0 o
Y0 = 0 -1 ’ Vi = _O_i 0 :

Die 1 ist hier als die (2 x 2)-Einheitsmatrix definiert und die ¢* sind die Pauli Matrizen
(sieche Appendix A.1.1). Bei Auftreten der Matrix =5, betrachte die Definition:

V5 = 10717273

Fiir weitere Eigenschaften der Dirac Matrizen siehe [4., Appendix C.2], sowie Appendix
A.3.2 (siehe S.32) in dieser Arbeit.
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A.2 Feynman-Regeln der QED

Dirac-Propagator:

Photon-Propagator:

Vertex:

dulere Fermionen:

auflere Antifermionen:

dullere Photonen:

Eu

bl

LEERE!

i(p+m)
pZ—m2+ie

— iy
p2+ie

in der Feynman-Eichung

iQey* mit Q= —1 fiir ein Elektron
u®(p) einlaufend
u®(p) auslaufend
©v%(p) einlaufend
v¥(p) auslaufend
€u(p) einlaufend
€,(p) auslaufend

Das s € 1,2 beschreibt hier die zwei moglichen Spin-Zustéande.



A.3 Niitzliche Zusammenhdnge und Beziehungen

A.3.1 Die Feynman-Parametrisierung

Zur Berechnung von Feynman-Diagrammen mit mehreren auftretenden Propagatoren
hilft die Feynman-Parametrisierung bei der Vereinfachung des Integrals. Sie liefert die
Identitét

1 s —1
L = L [Iz" T'(mi+--+mp)
ATTATT AT bfdxl edrnd (S wi — 1) 5 Z‘iAi]EnLi F(mll)--~F(mn) .

I" steht in dieser Gleichung fiir die Gammafunktion.

A.3.2 Relationen fiir die Dirac Matrizen

Die Auswertung der Spuren verschiedener Kompositionen von Dirac Matrizen ergibt:

Tr(ungerade y-Anzahl) =0
Tr(y#y") = A

Tr(y# ’Yp’Y ) = 4o — NupTlvo + Muovp)
( 5) =0
Tr(y*9"7°) =0
Te(y49"7Py79°%) = —dieh??.

Fiir die Definition von 7° sieche Appendix A.1.2 auf Seite 30. Zudem wurde die Minkowski-
Metrik 7, eingefiihrt, die definiert ist als

1 0 0 0
o -1 0 o
=109 0 -1 0o |’

0 0 0 -1

wobei +, —, —, — eine Konvention ist und auch —, 4+, +, + verwendet wird.
Auflerdem ist es erlaubt die Reihenfolge der Dirac Matrizen innnerhalb einer Spur um-
zukehren, das heifit es gilt

Tr(y Py o) = Te(- - 477" yH).
Zudem erfiillen die Dirac Matrizen die Antikommutationsrelation
{97} = 2np.
Kontrahiert man zwei 7, so erhélt man

Yy, =4,
Y =297,
VAN = AP,
YA NPTy, = =297y

Eine weitere interessante Beziehung zwischen zwei Dirac Matrizen ist die folgende:

Yy = %({V’LWV} + [ 7)) s
= 5 (20 — 2ic™"),
= Ny — 1ot
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