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❉✐❡s❡ ❆r❜❡✐t ✉♠❢❛sst ❡✐♥❡ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡ ❜♦s♦♥✐s❝❤❡ ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ❛✉❢ ❇❛✲
❝❤❡❧♦r ◆✐✈❡❛✉✳ ◆❛❝❤ ❡✐♥❡r ❧ä♥❣❡r❡♥ ❊✐♥❧❡✐t✉♥❣ ü❜❡r ❞✐❡ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❤✐♥t❡r ❡✐♥❡r ◗✉❛♥t❡♥✲
❣r❛✈✐t❛t✐♦♥st❤❡♦r✐❡ ✇❡r❞❡♥ s✉❦③❡ss✐✈❡ ❞✐❡ ❚❤❡♦r✐❡♥ ❞❡s ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ♥✐❝❤t✲r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥✱ ❞❡s
❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ❞❡s q✉❛♥t❡♥♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❙tr✐♥❣s ❦♦♥str✉✲
✐❡rt✱ ❥❡✇❡✐❧s ❛❧s ❆♥❛❧♦❣✐❡s❝❤❧✉ss ❜❡❣rü♥❞❡t ❞✉r❝❤ ✈♦r❤❡r✐❣❡ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ❡✐♥❢❛❝❤❡r❡♥ P✉♥❦t✲
t❡✐❧❝❤❡♥s✳ ❉✐❡ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❊✐❝❤✉♥❣ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ❡✐♥❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ▲ös✉♥❣ ❞❡r ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣
✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ✈♦♥ ❩✇❛♥❣s✲ ✉♥❞ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✳ ❉❡r ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❙❛t③ ❛♥ ❖♣❡r❛✲
t♦r❡♥✱ ❞❡r ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ q✉❛♥t❡♥♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r✱ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡r✱ ❜♦s♦♥✐s❝❤❡r✱ ❢r❡✐❡r✱ ♦✛❡♥❡r
❙tr✐♥❣s ♠✐t ❢r❡✐❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ✐♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❊✐❝❤✉♥❣ ❜❡♥öt✐❣t ✇✐r❞✱ ❜❡st❡❤t ❛✉s
❡✐♥✐❣❡♥ ◆✉❧❧✲▼♦❞❡♥✲ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❛❜③ä❤❧❜❛r ✉♥❡♥❞❧✐❝❤❡♥ ▼❡♥❣❡ ❛♥ ❊r③❡✉❣✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❱❡r♥✐❝❤✲
t✉♥❣s♦♣❡r❛t♦r❡♥✳ ❩✉r ❙✐❝❤❡rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ▲♦r❡♥t③✲■♥✈❛r✐❛♥③ ❞❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❚❤❡♦r✐❡ ✇❡r❞❡♥
▲♦r❡♥t③✲●❡♥❡r❛t♦r❡♥ ❦♦♥str✉✐❡rt ✉♥❞ ü❜❡r♣rü❢t✱ ♦❜ ❞✐❡s❡ ❞✐❡ ▲♦r❡♥t③✲❆❧❣❡❜r❛ ❡r❢ü❧❧❡♥✳ ❊♥t❣❡✲
❣❡♥ ❞❡♥ ❆♥❣❛❜❡♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ♠✐ss❧❛♥❣ ❡s ❥❡❞♦❝❤✱ ❞✉r❝❤ ❡①♣❧✐③✐t❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ❞✐❡s❡♥ ◆❛❝❤✇❡✐s
③✉ ❡r❜r✐♥❣❡♥✳

✶



✶ ❊✐♥❧❡✐t✉♥❣

✶✳✶ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡ ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡

❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ✐st ❡✐♥ ❜✐s❧❛♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ♥✐❝❤t ❜❡stät✐❣t❡r ❱❡rs✉❝❤ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡r P❤②s✐❦❡r✱
❡✐♥❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ✒❚❤❡♦r② ♦❢ ❊✈❡r②t❤✐♥❣✑ ✭❚♦❊✮ ③✉ ❦♦♥str✉✐❡r❡♥✳ ■♥ ❡✐♥❡r s♦❧❝❤❡♥ ✇är❡♥ ❛❧❧❡
✈✐❡r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ ✲ ❊❧❡❦tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠✉s✱ st❛r❦❡ ✉♥❞ s❝❤✇❛❝❤❡ ❑❡r♥✲
❦r❛❢t s♦✇✐❡ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ✲ ✈❡r❡✐♥t❀ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ♠üsst❡ s✐❡ ❊✐♥st❡✐♥s ❦❧❛ss✐s❝❤❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r
●r❛✈✐t❛t✐♦♥✱ ❞✐❡ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡✱ q✉❛♥t❡♥❢❡❧❞t❤❡♦r❡t✐s❝❤ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳
❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t ❛❧s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❊✐♥❤❡✐t❡♥ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❙tr✐♥❣s✱ ✇♦❤✐♥❣❡❣❡♥ ❞✐❡
❊✐❝❤t❤❡♦r✐❡♥ ❞❡s ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧s ♥✉❧❧❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥ ❜❡♥✉t③❡♥✳

✶✳✶✳✶ ❱❡r❡✐♥✐❣✉♥❣ ❛❧s ●r✉♥❞✐❞❡❡✶

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt s♦❧❧ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡♥ P❧❛t③ ❞✐❡ ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ✐♥ ❞❡r ❍✐st♦r✐❡
❞❡r P❤②s✐❦ ❡✐♥♥✐♠♠t✳ ❉✐❡s❡ ✐st ❣❡♣rä❣t ✈♦♥ ❊r❡✐❣♥✐ss❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ③✉✈♦r ♥✐❝❤t ✈❡r❦♥ü♣❢t❡
P❤ä♥♦♠❡♥❡ ♦❞❡r ❑♦♥③❡♣t❡ ❛❧s ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❤ör✐❣ ❡r❦❛♥♥t ✉♥❞ ❞❛r❛✉❢❤✐♥ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst✱
❞✳❤✳ ✈❡r❡✐♥✐❣t✱ ✇✉r❞❡♥✳
◆❛❝❤❞❡♠ ❊♥❞❡ ❞❡s ✶✽✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts ❡❧❡❦tr♦st❛t✐s❝❤❡ ✉♥❞ ❆♥❢❛♥❣ ❞❡s ✶✾✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts

♠❛❣♥❡t♦st❛t✐s❝❤❡ ❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣❡♥ s❡♣❛r❛t ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ❡♥t❞❡❝❦t ✇✉r❞❡♥✱ ❜❡♠❡r❦t❡♥ ❞✐❡ P❤②✲
s✐❦❡r✱ ❞❛ss ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙trö♠❡ ▼❛❣♥❡t❢❡❧❞❡r ✉♥❞ s✐❝❤ ③❡✐t❧✐❝❤ ä♥❞❡r♥❞❡ ▼❛❣♥❡t❢❡❧❞❡r ❡❧❡❦tr✐✲
s❝❤❡ ❋❡❧❞❡r ❡r③❡✉❣❡♥✳ ❏❛♠❡s ❈❧❡r❦ ▼❛①✇❡❧❧ ❣❡❧❛♥❣ ✶✽✻✺ ♠✐t ❞❡r ❱❡rö✛❡♥t❧✐❝❤✉♥❣ s❡✐♥❡r ♥❛❝❤
✐❤♠ ❜❡♥❛♥♥t❡♥ ▼❛①✇❡❧❧✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞✐❡ ❦♦♥s✐st❡♥t❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦❞②♥❛♠✐❦ ✉♥❞
❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❞✐❡ ❡rst❡ ❱❡r❡✐♥✐❣✉♥❣ ✐♥ ❞❡r P❤②s✐❦❣❡s❝❤✐❝❤t❡✱ ❞✐❡ ❱❡r❡✐♥✐❣✉♥❣ ✈♦♥ ❊❧❡❦tr✐③✐tät
✉♥❞ ▼❛❣♥❡t✐s♠✉s ③✉♠ ❊❧❡❦tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠✉s✳ ❉✐❡s❡ ✇❛r ♥✐❝❤t ♥✉r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❩✉♥❛❤♠❡ ♠❛✲
t❤❡♠❛t✐s❝❤❡r ❊❧❡❣❛♥③ ♠♦t✐✈✐❡rt✱ s♦♥❞❡r♥ s✐❡ ✇❛r ♦❜❧✐❣❛t♦r✐s❝❤✱ ❞❛ s❡♣❛r❛t❡ ❚❤❡♦r✐❡♥ s❝❤❧✐❝❤t
❢❛❧s❝❤ ✇är❡♥✳
❆❧s ♥ä❝❤st❡s ❡r❢✉❤r ❞✐❡ P❤②s✐❦ ③✇❡✐ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❡✱ ❦♦♥③❡♣t✐♦♥❡❧❧❡ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣❡♥✿ ❊✐♥❡r✲

s❡✐ts ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡ ❆❧❜❡rt ❊✐♥st❡✐♥ ❞✐❡ ❙♣❡③✐❡❧❧❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡ ✭❙❘❚✮✱ ✐♥ ❞❡r ❡r ❞❛s ❛❧t❡
◆❡✇t♦♥✬s❝❤❡ ❑♦♥③❡♣t ❛❜s♦❧✉t❡r ❩❡✐t ❛❜s❝❤❛✛t❡ ✉♥❞ ❘❛✉♠ ✉♥❞ ❩❡✐t ③✉r ❘❛✉♠③❡✐t ✈❡r❡✐♥✐❣t❡✳
❆♥❞❡r❡rs❡✐ts ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡♥ ❊r✇✐♥ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✱ ❲❡r♥❡r ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ✉✳❛✳ ❞✐❡ ◗✉❛♥t❡♥♠❡❝❤❛♥✐❦
s♦✇✐❡ ▼❡t❤♦❞❡♥✱ ❦❧❛ss✐s❝❤❡ ❚❤❡♦r✐❡♥ ✐♥ q✉❛♥t❡♥♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ✉♠③✉✇❛♥❞❡❧♥✳
❉❛s ❩✐❡❧ ❞❡r ❊❧❡♠❡♥t❛rt❡✐❧❝❤❡♥♣❤②s✐❦ ✐st ❡✐♥❡ s♦✇♦❤❧ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ❛❧s ❛✉❝❤ q✉❛♥t❡♥♠❡✲

❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ♦❜❡♥ ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ✈✐❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❜③✇✳ ❑rä❢t❡✱ ❞✳❤✳ ❡✐♥❡
❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ♥❡✉❡♥ ❦♦♥③❡♣t✐♦♥❡❧❧❡♥ ●❡rüsts✳ ❉✐❡ ❡rst❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣✱ ▼❛①✲
✇❡❧❧s ❊❧❡❦tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠✉s✱ ✐st ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❦♦♠♣❛t✐❜❡❧ ♠✐t ❊✐♥st❡✐♥s ❙❘❚ ✉♥❞ ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣
❞❡r ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡♥ ◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡♥ ❢ü❤rt ③✉r s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ◗✉❛♥t❡♥❡❧❡❦tr♦❞②♥❛♠✐❦
✭◗❊❉✮✳ ❉✐❡ ❡❧❡❦tr♦♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡ ❑r❛❢t ✇✐r❦t ❛✉❢ ❛❧❧❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣
tr❛❣❡♥✳
❉✐❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡✱ q✉❛♥t❡♥♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ❑r❛❢t✱ ❞❡r st❛r❦❡♥ ❑❡r♥❦r❛❢t✱

❞✐❡ ❞✐❡ s✉❜♥✉❦❧❡❛r❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ◗✉❛r❦s✱ ③✉s❛♠♠❡♥❤ä❧t✱ ❤❡✐ÿt ◗✉❛♥t❡♥❝❤r♦♠♦❞②♥❛♠✐❦
✭◗❈❉✮✳ ❙✐❡ ✇✐r❦t ❛✉❢ ❛❧❧❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❋❛r❜❧❛❞✉♥❣ ✭r♦t✱ ❣rü♥ ♦❞❡r ❜❧❛✉✮
tr❛❣❡♥✳ ❙✐❡ ✐st ✈✐❡❧ stär❦❡r ❛❧s ❞✐❡ ❡❧❡❦tr♦♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡ ❑r❛❢t✱ s♦❞❛ss ✐s♦❧✐❡rt❡ ◗✉❛r❦s ♥✐❝❤t ✐♥
❞❡r ◆❛t✉r ✈♦r❦♦♠♠❡♥ ✭❈♦♥✜♥❡♠❡♥t✮✳
❉✐❡ ❦♦rr❡❦t❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❞r✐tt❡♥ ❑r❛❢t✱ ❞❡r s❝❤✇❛❝❤❡♥ ❑❡r♥❦r❛❢t✱ ❞✐❡ ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ ◆❡✉tr✐♥♦✲

❘❡❛❦t✐♦♥❡♥ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❞❡♠ r❛❞✐♦❛❦t✐✈❡♥ β✲❩❡r❢❛❧❧ ✇✐r❦s❛♠ ✐st✱ ❡r❢♦r❞❡rt❡ ❡r♥❡✉t ❡✐♥❡ ❱❡r❡✐♥✐✲
❣✉♥❣✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❡r ❡❧❡❦tr♦♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡♥ ❑r❛❢t ✉♥❞ ❞❡r s❝❤✇❛❝❤❡♥ ❑❡r♥❦r❛❢t ③✉r ❡❧❡❦tr♦s❝❤✇❛✲
❝❤❡♥ ❑r❛❢t✳ ●❡♥❛✉ ✇✐❡ ❞✐❡ st❛r❦❡ ❑❡r♥❦r❛❢t ✇✐r❞ ❞✐❡s❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❜❡s♦♥❞❡r❡♥ ❆rt ❞❡r ◗✉❛♥✲
t❡♥❢❡❧❞t❤❡♦r✐❡♥✱ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❊✐❝❤t❤❡♦r✐❡♥✱ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ■♥ ❊✐❝❤t❤❡♦r✐❡♥ ✈❡r♠✐tt❡❧♥ ❞✐❡ ♠✐t

✶♦r✐❡♥t✐❡rt s✐❝❤ ❛♥ ❬✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✶✳✶❪

✷



❞❡♥ ❊✐❝❤✲◗✉❛♥t❡♥❢❡❧❞❡r♥ ❛ss♦③✐✐❡rt❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❛rt❡✐❧❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ❊✐❝❤❜♦s♦♥❡♥✱ ❞✐❡ ❑rä❢t❡✳ ■♥ ❞❡r
◗❈❉ s✐♥❞ ❞✐❡s ❞✐❡ ❛❝❤t ♠❛ss❡❧♦s❡♥ ●❧✉♦♥❡♥✱ ❞✐❡ ❣❡♥❛✉ ✇✐❡ ❞✐❡ ◗✉❛r❦s ❡✐♥❡ ❋❛r❜❧❛❞✉♥❣ tr❛✲
❣❡♥ ✉♥❞ ❞❡♠ ❈♦♥✜♥❡♠❡♥t ✉♥t❡r❧✐❡❣❡♥✳ ■♥ ❞❡♠ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr♦s❝❤✇❛❝❤❡ ❑r❛❢t ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥❞❡♥
❲❡✐♥❜❡r❣✲❙❛❧❛♠✲▼♦❞❡❧❧ ❣✐❜t ❡s ✈✐❡r ♠❛ss❡❧♦s❡ ❑r❛❢tt❡✐❧❝❤❡♥✱ ✈♦♥ ❞❡♥❡♥ ❞r❡✐ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ✈♦♠
❍✐❣❣s✲❚❡✐❧❝❤❡♥ ❤❡r✈♦r❣❡r✉❢❡♥❡♥ Pr♦③❡ss s♣♦♥t❛♥❡r ❙②♠♠❡tr✐❡❜r❡❝❤✉♥❣ ▼❛ss❡ ❡r❧❛♥❣❡♥✳ ❉✐❡s
s✐♥❞ ❞✐❡ ❑r❛❢tt❡✐❧❝❤❡♥ ❞❡r s❝❤✇❛❝❤❡♥ ❑❡r♥❦r❛❢t✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❛s W+✲✱ ❞❛s W−✲ ✉♥❞ ❞❛s Z0✲
❇♦s♦♥✳ ❉❛s ✈✐❡rt❡✱ ♠❛ss❡❧♦s❡ ❑r❛❢tt❡✐❧❝❤❡♥ ✐st ❞❛s P❤♦t♦♥✱ ❞❛s ❞✐❡ ❡❧❡❦tr♦♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡ ❑r❛❢t
✈❡r♠✐tt❡❧t✳
❉✐❡ ✈✐❡rt❡ ❑r❛❢t✱ ❞✐❡ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥✱ ✇✐r❞ ❦❧❛ss✐s❝❤ ❞✉r❝❤ ❊✐♥st❡✐♥s ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❘❡❧❛t✐✈✐täts✲

t❤❡♦r✐❡ ✭❆❘❚✮ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ■❤r❡ ◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣ ❢ü❤rt ③✉ ❡✐♥❡r ✐♥❦♦♥s✐st❡♥t❡♥ ❚❤❡♦r✐❡✱ ✇❡s❤❛❧❜
❜✐s❧❛♥❣ ❦❡✐♥ ❣ü❧t✐❣❡s ▼♦❞❡❧❧ ❞❡r ◗✉❛♥t❡♥❣r❛✈✐t❛t✐♦♥ ❡①✐st✐❡rt✳
❉❛s ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧ ❞❡r ❚❡✐❧❝❤❡♥♣❤②s✐❦✱ ❞❛s ❛❧❧❡ ❛❦t✉❡❧❧❡♥ ❑❡♥♥t♥✐ss❡ ③✉s❛♠♠❡♥❢❛sst✱ ❜❡✲

st❡❤t ❛❧s♦ ❡✐♥❡rs❡✐ts ❛✉s ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❊✐❝❤t❤❡♦r✐❡♥ ❢ür ❞✐❡ st❛r❦❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr♦s❝❤✇❛❝❤❡ ❲❡❝❤✲
s❡❧✇✐r❦✉♥❣✱ ✉♥❞ ❛♥❞❡r❡rs❡✐ts ❛✉s ❞❡♥ ✈♦♥ ❞✐❡s❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❛rt❡✐❧❝❤❡♥✳ ❉✐❡ ❢❡r✲
♠✐♦♥✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❡t❡✐❧❝❤❡♥ ❣✐❜t ❡s ✐♥ ❞r❡✐ ●❡♥❡r❛t✐♦♥❡♥❀ s✐❡ ✉♥t❡rt❡✐❧❡♥ s✐❝❤ ✐♥ s❡❝❤s ◗✉❛r❦s
✲ ✉♣✱ ❞♦✇♥✱ ❝❤❛r♠✱ str❛♥❣❡✱ t♦♣✱ ❜♦tt♦♠✴❜❡❛✉t② ✲ ✉♥❞ s❡❝❤s ▲❡♣t♦♥❡♥ ✲ ❊❧❡❦tr♦♥✱ ▼②♦♥✱
❚❛✉ ✉♥❞ ❞✐❡ ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ◆❡✉tr✐♥♦s✳ ❩✉ ❥❡❞❡♠ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❣✐❜t ❡s ❡✐♥ ③✉❣❡❤ör✐❣❡s ❆♥t✐t❡✐❧❝❤❡♥✳
❉✐❡ ❜♦s♦♥✐s❝❤❡♥ ❑r❛❢tt❡✐❧❝❤❡♥ s✐♥❞ ❞❛s P❤♦t♦♥✱ ❞✐❡W±✲❇♦s♦♥❡♥✱ ❞❛s Z0✲❇♦s♦♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❛❝❤t
●❧✉♦♥❡♥✳
❉✐❡ ▲❡✐t❡r ❞❡r ❱❡r❡✐♥✐❣✉♥❣ ✇❡✐t❡r ❤✐♥❛✉❢❦❧❡tt❡r♥❞✱ ✇är❡ ❡✐♥❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡s

❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧s✱ ❞✐❡ st❛r❦❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr♦s❝❤✇❛❝❤❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✐♥ ❡✐♥❡r ✒●r❛♥❞ ❯♥✐✲
✜❡❞ ❚❤❡♦r②✑ ✭●❯❚✮ ③✉ ❡✐♥❡r ✒❡❧❡❦tr♦♥✉❦❧❡❛r❡♥✑ ❑r❛❢t ③✉ ✈❡r❡✐♥✐❣❡♥✳ ❆❦t✉❡❧❧❡ ❉❛t❡♥ ✇❡r❞❡♥
❞✉r❝❤ ❣❡tr❡♥♥t❡ ❚❤❡♦r✐❡♥ s❡❤r ❣✉t ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ s♦❞❛ss ❡✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ❱❡r❡✐♥✐❣✉♥❣ ♠♦♠❡♥t❛♥
♥✉r ♦♣t✐♦♥❛❧ ❡rs❝❤❡✐♥t✳ ◆✐❝❤t ♦♣t✐♦♥❛❧ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ✐st ❞✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❡✐♥❡s ▼♦❞❡❧❧s ❢ür ❞✐❡
◗✉❛♥t❡♥❣r❛✈✐t❛t✐♦♥ ✭s❡♣❛r❛t ♦❞❡r ✈❡r❡✐♥✐❣t ♠✐t ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❑rä❢t❡♥✮✱ ❞❛ ❡✐♥❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡
♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❚❤❡♦r✐❡✱ ❡✐♥❡ ✒❚❤❡♦r② ♦❢ ❊✈❡r②t❤✐♥❣✑ ✭❚♦❊✮✱ ❛❧❧❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ q✉❛♥t❡♥✲
♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ♠✉ss✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ❚❤❡♦r✐❡ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ❢rü✲
❤❡♥ ❯♥✐✈❡rs✉♠s✷ ❜❡♥öt✐❣t✳ ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ✐st ❞❡r ❱❡rs✉❝❤ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡r P❤②s✐❦❡r✱ ❡✐♥❡ ❚❤❡♦r✐❡
❞❡r ◗✉❛♥t❡♥❣r❛✈✐t❛t✐♦♥ ③✉ ❡♥t✇✐❝❦❡❧♥✳

✶✳✶✳✷ ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤✸

❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ✐st ③✉♥ä❝❤st ♥✉r ❞✐❡ q✉❛♥t❡♥♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡r✱ ❡✐♥❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥❛❧❡r ❖❜❥❡❦t❡✱ ❞✐❡ ❙tr✐♥❣s ❣❡♥❛♥♥t ✇❡r❞❡♥✳ ●❡♥❛✉ ✇✐❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ●✐t❛rr❡♥s❛✐t❡✱ ❞❡r❡♥
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s③✉stä♥❞❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❚ö♥❡ ❡r③❡✉❣❡♥✱ ❜❡s✐t③❡♥ ❞✐❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥
q✉❛♥t❡♥♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❩✉stä♥❞❡ ❞❡r ❙tr✐♥❣s ③✳❇✳ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ▼❛ss❡♥✱ s♦❞❛ss ❥❡❞❡r ❙❝❤✇✐♥✲
❣✉♥❣s③✉st❛♥❞ ❡✐♥❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❛rt❡✐❧❝❤❡♥ ③✉❣❡♦r❞♥❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❊s ❣✐❜t ❙tr✐♥❣t❤❡♦✲
r✐❡♥✱ ❞✐❡ ❡♥t✇❡❞❡r ♥✉r ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ♦❞❡r ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ✉♥❞ ♦✛❡♥❡ ❙tr✐♥❣s ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ❞❛ ♦❢✲
❢❡♥❡ ❙tr✐♥❣s s✐❝❤ ✐♠♠❡r s❝❤❧✐❡ÿ❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ●r❛✈✐t♦♥❡♥✱ ❞✐❡ ❑rä❢t❡✈❡r♠✐tt❧❡r ❞❡r ❣r❛✈✐t❛t✐✈❡♥
❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣✱ st❡❧❧❡♥ ❡✐♥❡♥ ❙♣✐♥✲✷✲❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡r ❙tr✐♥❣s ❞❛r ✉♥❞ s✐♥❞ ❞❡s✲
❤❛❧❜ ❛✉t♦♠❛t✐s❝❤ ✐♥ ❥❡❞❡r ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ✈♦r❤❛♥❞❡♥✿ ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡♥ ❧✐❡❢❡r♥ s♦♠✐t ❛✉t♦♠❛t✐s❝❤
❡✐♥❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ◗✉❛♥t❡♥❣r❛✈✐t❛t✐♦♥✱ ♦❜✇♦❤❧ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ ♥✉r r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ✒❋ä❞❡♥✑ q✉❛♥t❡♥✲
♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✦ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ✜♥❞❡t ♠❛♥ ✐♠ ❩✉st❛♥❞ss♣❡❦tr✉♠ ♦✛❡♥❡r ❙tr✐♥❣s
❞✐❡ ❊✐❝❤❜♦s♦♥❡♥ ❞❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ ✇✐❡❞❡r❀ ❞❛ ❛❧❧❡ ❑r❛❢tt❡✐❧❝❤❡♥ ❛✉s ❞❡♠s❡❧❜❡♥
❡❧❡♠❡♥t❛r❡♥ ❖❜❥❡❦t✱ ❞❡♠ ❙tr✐♥❣✱ ❤❡r✈♦r❣❡❤❡♥✱ s✐♥❞ ✐♥ ❞❡r ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ❛❧❧❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥✲
❣❡♥ ✈❡r❡✐♥t✳ ❘✉❢t ♠❛♥ s✐❝❤ ✐♥ ❊r✐♥♥❡r✉♥❣✱ ❞❛ss ✇❡❣❡♥ ❞❡r Pr♦❜❧❡♠❡ ❜❡✐ ❞❡r ◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣
❞❡r ❆❘❚ ❡✐♥❡ r❡✐♥❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ◗✉❛♥t❡♥❣r❛✈✐t❛t✐♦♥ ✐♥❦♦♥s✐st❡♥t s❝❤❡✐♥t✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✈❡r♠✉✲

✷❯r❦♥❛❧❧✱ ■♥✢❛t✐♦♥s♣❤❛s❡
✸♦r✐❡♥t✐❡rt s✐❝❤ ❛♥ ❬✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✶✳✶✱ ✶✳✷✱ ✶✳✸❪

✸



t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❱❡r❡✐♥✐❣✉♥❣ ❛❧❧❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ ♦❜❧✐❣❛t♦r✐s❝❤ ✐st✱ ✉♠ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ❦♦♥s✐st❡♥t
q✉❛♥t❡♥♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥ ✲ ä❤♥❧✐❝❤ ✇✐❡ s❝❤♦♥ ❜❡✐♠ ❊❧❡❦tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠✉s ✉♥❞
❞❡r s❝❤✇❛❝❤❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣✳
❆✉❝❤ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❡t❡✐❧❝❤❡♥ ❞❡s ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧s ❣❡❤❡♥ ❛✉s ❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❱✐❜r❛t✐♦♥s✲

♠ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❞❡s ❡❧❡♠❡♥t❛r❡♥ ❙tr✐♥❣s ❤❡r✈♦r✱ ✇❡s✇❡❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ s♦❣❛r ▼❛t❡r✐❡
✉♥❞ ❑rä❢t❡ ✈❡r❡✐♥t s✐♥❞✳ ❆♥ ❞✐❡s❡r ❙t❡❧❧❡ ♠✉ss ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❛✉❢ ❞✐❡ ❊✐♥t❡✐❧✉♥❣ ✐♥ ❜♦s♦♥✐s❝❤❡ ✉♥❞
❙✉♣❡rstr✐♥❣t❤❡♦r✐❡♥ ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✿ ❉✐❡ ❙♣❡❦tr❡♥ ✒♥♦r♠❛❧❡r✑ ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡♥ ❡♥t❤❛❧t❡♥
♥✉r ❜♦s♦♥✐s❝❤❡ ❩✉stä♥❞❡ ✉♥❞ ✇❡r❞❡♥ ❞❛❤❡r ❜♦s♦♥✐s❝❤❡ ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡♥ ❣❡♥❛♥♥t✳ ■♥ s♦❣❡♥❛♥♥✲
t❡♥ ❙✉♣❡rstr✐♥❣t❤❡♦r✐❡♥ ❡①✐st✐❡r❡♥ ❛✉❝❤ ❢❡r♠✐♦♥✐s❝❤❡ ❩✉stä♥❞❡✳ ❉❛s Prä✜① ✒❙✉♣❡r✲✑ ❜❡③✐❡❤t
s✐❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ✒❩✉t❛t✑ ❙✉♣❡rs②♠♠❡tr✐❡ ✭❙❯❙❨✮✿ ✐♥ s✉♣❡rs②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❚❤❡♦r✐❡♥ ❡①✐st✐❡r❡♥ ❜♦✲
s♦♥✐s❝❤❡ ✉♥❞ ❢❡r♠✐♦♥✐s❝❤❡ ❩✉stä♥❞❡ ❣❧❡✐❝❤❡r ▼❛ss❡✳ ❉❛ ❞✐❡s❡ ♥✐❝❤t ✐♥ ❞❡r ◆❛t✉r ✈♦r❦♦♠♠❡♥✱
♠üsst❡ ❞✐❡ ❙✉♣❡rs②♠♠❡tr✐❡✱ ❢❛❧❧s ❡①✐st❡♥t✱ ✐♥ ❞❡r ◆❛t✉r s♣♦♥t❛♥ ❣❡❜r♦❝❤❡♥ s❡✐♥✳ ❇♦s♦♥✐s❝❤❡
❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡♥ s✐♥❞ ❡✐♥❢❛❝❤❡r ✉♥❞ ✇❡r❞❡♥ ❤ä✉✜❣ ❛❧s ✒t♦② ♠♦❞❡❧✑ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ■♥ ❊r♠❛♥❣❡❧✉♥❣
❛♥ ❢❡r♠✐♦♥✐s❝❤❡♥ ❩✉stä♥❞❡♥✱ ❞✳❤✳ ❞❡♥ ▼❛t❡r✐❡t❡✐❧❝❤❡♥ ❞❡s ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧s✱ s✐♥❞ s✐❡ ❛❜❡r
♥✐❝❤t r❡❛❧✐st✐s❝❤✳
❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡♥ s✐♥❞ ♥✉r ✐♥ ❡✐♥❡r ❦r✐t✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠③❡✐t✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐tät ▲♦r❡♥t③✲✐♥✈❛r✐❛♥t✱

✇❛s ❡✐♥❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ♠♦❞❡r♥❡r ❚❤❡♦r✐❡♥ s❡✐♥ s♦❧❧t❡ ✲ ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ s❛❣t s♦✲
♠✐t ❞✐❡ ❘❛✉♠③❡✐t✲❉✐♠❡♥s✐♦♥D ✈♦r❛✉s✳ ❊s ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤D = 26 ❢ür ❜♦s♦♥✐s❝❤❡ ✉♥❞D = 10 ❢ür
❙✉♣❡rstr✐♥❣t❤❡♦r✐❡♥✳ ❉❛ ✇✐r ✐♥ ❞❡r ◆❛t✉r ♥✉r ✈✐❡r ❘❛✉♠③❡✐t✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥✱ st❡❧❧t
s✐❝❤ ❞✐❡ ❋r❛❣❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❱❡r❜❧❡✐❜ ❞❡r s❡❝❤s r❛✉♠❛rt✐❣❡♥ ❊①tr❛❞✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ✭✐♠ ❋❛❧❧ ❞❡r r❡❛❧✐s✲
t✐s❝❤❡♥ ❙✉♣❡rstr✐♥❣t❤❡♦r✐❡♥✮✳ ❉✐❡s ❧ässt s✐❝❤ ❛♠ ❜❡st❡♥ ❛♥❤❛♥❞ ❡✐♥❡s ♥✐❡❞r✐❣❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥
❱❡r❣❧❡✐❝❤s ✈❡rst❡❤❡♥✿ ❲ä❤r❡♥❞ ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ✇❡✐t ❡♥t❢❡r♥t❡♥ ❙tr♦❤❤❛❧♠ ❛❧s ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡s
❖❜❥❡❦t ♠✐t ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣ ✒▲ä♥❣❡✑ ✇❛❤r♥✐♠♠t✱ ♥✐♠♠t ❡✐♥❡ ❆♠❡✐s❡✱ ❞✐❡ ❛✉❢ ❞❡♠ ❙tr♦❤❤❛❧♠
❤❡r✉♠ ❦❧❡tt❡rt✱ ❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❛❧s ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✇❛❤r✱ ❡✐♥❡ ✐♠ ■♥♥❡r❡♥ ✢✐❡❣❡♥❞❡ ❋r✉❝❤t✲
✢✐❡❣❡ ❦❛♥♥ s✐❝❤ s♦❣❛r ❡♥t❧❛♥❣ ❞r❡✐ ❘❛✉♠✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ❜❡✇❡❣❡♥✳ ❉✐❡ ❆♠❡✐s❡ s✐❡❤t ❡✐♥❡ ❛✉s❣❡✲
❞❡❤♥t❡✱ ❣r♦ÿ❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞❡r ❆♥❛❧♦❣✐❡ ✉♥s❡r❡♥ ✈✐❡r ❘❛✉♠③❡✐t✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ❡♥ts♣r✐❝❤t✱
✉♥❞ ❡✐♥❡ ❛✉❢❣❡r♦❧❧t❡✱ ❦❧❡✐♥❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❞✐❡ ❞❡♥ s❡❝❤s ❊①tr❛❞✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❉✐❡ ❲❡✐s❡
❞❡r ❑♦♠♣❛❦t✐✜③✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❊①tr❛❞✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ✐st ❞❛❜❡✐ s♦❣❛r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤✿ ❏❡❞❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t
❡♥ts♣r✐❝❤t ❡✐♥❡♠ ❯♥✐✈❡rs✉♠ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❙❛t③ ✈♦♥ ◆❛t✉r❦♦♥st❛♥t❡♥✳ ❊s ❡①✐st✐❡r❡♥
∼ 10500 ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥❀ ❞✐❡ ▼❡♥❣❡ ❞❡r ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❯♥✐✈❡rs❡♥✱ ♦❞❡r str✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ ✇✐r❞ ❛❧s
✒❧❛♥❞s❝❛♣❡✑ ❞❡r ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉✐❡ ❱♦rst❡❧❧✉♥❣✱ ❞❛ss ❥❡❞❡r ❙❛t③ ❛♥ ◆❛t✉r❦♦♥st❛♥✲
t❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❯♥✐✈❡rs✉♠ r❡❛❧✐s✐❡rt ✐st✱ ❢ü❤rt ③✉ ❑♦♥③❡♣t❡♥ ✇✐❡ ❞❡♠ ✒▼✉❧t✐✈❡rs✉♠✑✳✹

❲ä❤r❡♥❞ s✐❝❤ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ❙tr✐♥❣s✱ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ●r❛✈✐t♦♥❡♥✱ ❢r❡✐ ✐♠ ❤♦❝❤❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥
❘❛✉♠ ❜❡✇❡❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❤❛❢t❡♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❊♥❞❡♥ ♦✛❡♥❡r ❙tr✐♥❣s ❛♥ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❉p✲❇r❛♥❡s✱
❞✐❡ ♠❛♥ s✐❝❤ ✇✐❡ ▼❡♠❜r❛♥❡♥ ✐♠ ❤♦❝❤❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠ ✈♦rst❡❧❧❡♥ ❦❛♥♥ ✭❉ st❡❤t ❢ür ❉✐✲
r✐❝❤❧❡t✱ p ❣✐❜t ❞✐❡ ❘❛✉♠✲❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡r ▼❡♠❜r❛♥ ❛♥✮✳ ❯♥s❡r ❯♥✐✈❡rs✉♠ st❡❧❧t ❞❛♥♥ ❡✐♥❡ ❉✸✲
❇r❛♥❡ ❞❛r✱ ❛♥ ❞❡r ❛❧❧❡ ▼❛t❡r✐❡✲ ✉♥❞ ❑r❛❢tt❡✐❧❝❤❡♥ ❛✉ÿ❡r ❞❡♥ ●r❛✈✐t♦♥❡♥ ❤❛❢t❡♥✳ ❉✐❡s ❦ö♥♥t❡
❡r❦❧är❡♥✱ ✇❡s✇❡❣❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥ ❛❧s s♦ s❝❤✇❛❝❤ ✇❛❤r♥❡❤♠❡♥✿ ■♠ ❤♦❝❤❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥
❘❛✉♠ ❦ö♥♥t❡♥ ❛❧❧❡ ❑rä❢t❡ ✉♥❣❡❢ä❤r ❣❧❡✐❝❤ st❛r❦ s❡✐♥✱ ❛❜❡r ✇ä❤r❡♥❞ s✐❝❤ ❞✐❡ ❑r❛❢tt❡✐❧❝❤❡♥
❞❡s ❊❧❡❦tr♦♠❛❣♥❡t✐s♠✉s ✉♥❞ ❞❡r ❑❡r♥❦rä❢t❡ ♥✉r ✐♥ ✈✐❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ❜❡✇❡❣❡♥✱ ✒✈❡r❞ü♥♥❡♥✑
s✐❝❤ ❞✐❡ ●r❛✈✐t♦♥❡♥ ✐♥ ③❡❤♥ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥✱ s♦❞❛ss ✐♥ ✉♥s❡r❡♠ ✈✐❡r❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❙❝❤♥✐tt ♥✉r
✇❡♥✐❣❡ ●r❛✈✐t♦♥❡♥ ü❜r✐❣❜❧❡✐❜❡♥✳

✹❉✐❡ 10500 ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❞✉r❝❤ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❋❧✉ss✲❑♦♠♣❛❦t✐✜③✐❡r✉♥❣ ❣❡✇♦♥♥❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ❢ü❤r❡♥
③✉ str✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ♠✐t ❞✐s❦r❡t❡♥ ✭st❛tt ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡♥✮ P❛r❛♠❡t❡r♥❀ s♦❧❝❤❡ ❦ö♥♥❡♥ ③✉♠✐♥❞❡st ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧
❞❛s ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧ r❡♣r♦❞✉③✐❡r❡♥✳ ■♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❣✐❜t ❡s ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥✳

✹



✶✳✶✳✸ ❱❡r✐✜③✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❋❛❧s✐✜③✐❡r❜❛r❦❡✐t✺

❉❡r ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ✇✐r❞ ❤ä✉✜❣ ✈♦r❣❡✇♦r❢❡♥✱ ❦❡✐♥❡ ❦♦♥❦r❡t❡♥ ❚❡sts ❛♥③✉❜✐❡t❡♥✱ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r❡r
s✐❡ ❢❛❧s✐✜③✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❇✐s❧❛♥❣ ✇✉r❞❡♥ ❦❡✐♥❡ str✐♥❣t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ❱♦r❤❡rs❛❣❡♥ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❡❧❧ ❜❡stät✐❣t✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ❛✉❝❤ ♥♦❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡ ✉♥✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡✱ ♥✉r t❡✐❧✇❡✐✲
s❡ ✈❡rst❛♥❞❡♥❡ ❚❤❡♦r✐❡✱ ❞❡r ❞✐❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♥ ●r✉♥❞❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✒❲❡❧t❢♦r♠❡❧✑✮✱ ❡t✇❛ ❞✐❡
❊✐♥st❡✐♥✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ❆❘❚✱ ❢❡❤❧❡♥✳ ❉❛❤❡r ❦♦♥♥t❡♥ ❜✐s❤❡r ♥✉r ✇❡♥✐❣❡ t❡st❜❛r❡ ❱♦r❤❡r✲
s❛❣❡♥ ❣❡♠❛❝❤t ✇❡r❞❡♥✳
❉✐❡ ❆♥❡r❦❡♥♥✉♥❣ ❞❡r ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ❛❧s ❦♦rr❡❦t❡s ▼♦❞❡❧❧ ❞❡r ◆❛t✉r s♦❧❧t❡ ❞r❡✐ P✉♥❦t❡ ✉♠✲

❢❛ss❡♥✿ ❊rst❡♥s ♠✉ss ❞✐❡ ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ❞✐❡ ❜✐s❤❡r✐❣❡ P❤②s✐❦ ❛❧s ◆✐❡❞r✐❣✲❊♥❡r❣✐❡✲●r❡♥③✇❡rt
❡♥t❤❛❧t❡♥✳ ❲❛s ❞✐❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥♣❤②s✐❦ ❜❡tr✐✛t✱ ✐st ❡s ❜✐s❧❛♥❣ ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ❣❡❧✉♥❣❡♥✱ ❞❡♥ ❚❡✐❧✲
❝❤❡♥✐♥❤❛❧t ❞❡s ❙t❛♥❞❛r❞♠♦❞❡❧❧s ❡①❛❦t ③✉ r❡♣r♦❞✉③✐❡r❡♥✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ❦♦♥♥t❡ ❞✐❡ ✈♦♥ ❙t❡♣❤❡♥
❍❛✇❦✐♥❣ ✉♥❞ ❏❛❝♦❜ ❇❡❦❡♥st❡✐♥ ❣❡❢✉♥❞❡♥❡ ✭✉♥❞ ❛❧s ❣ü❧t✐❣ ❛♥❡r❦❛♥♥t❡✮ ❋♦r♠❡❧ ❢ür ❞✐❡ ❊♥tr♦✲
♣✐❡ s❝❤✇❛r③❡r ▲ö❝❤❡r ❛✉❝❤ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ❤❡r❣❡❧❡✐t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❩✇❡✐t❡♥s ❦♦♠♠t
❞✐❡ ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ❦♦♥③❡♣t✐♦♥❡❧❧ ♥✐❝❤t ♦❤♥❡ ❊①tr❛❞✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ❙✉♣❡rs②♠♠❡tr✐❡ ❛✉s✳ ❊✐♥
◆❛❝❤✇❡✐s ✈♦♥ s✉♣❡rs②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ♦❞❡r ❊①tr❛❞✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ❛♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥❜❡s❝❤❧❡✉♥✐✲
❣❡r♥ ✇är❡ ❡✐♥ ❣✉t❡r ❍✐♥✇❡✐s✱ ❞❛ss ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ③✉♠✐♥❞❡st ❛✉❢ ❞❡♠ r✐❝❤t✐❣❡♥ ❲❡❣ ✐st✳ ❉r✐tt❡♥s
s♦❧❧t❡♥ ③✉❦ü♥❢t✐❣ ♠✐t ❢♦rts❝❤r❡✐t❡♥❞❡♠ ❱❡rstä♥❞♥✐s ♠❡❤r ♣rü❢❜❛r❡ ❱♦r❤❡rs❛❣❡♥ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t
✇❡r❞❡♥✳ ❉❛ ◗✉❛♥t❡♥❣r❛✈✐t❛t✐♦♥s✈❡rs✉❝❤❡ ♠✐t ❤❡✉t✐❣❡r ❚❡❝❤♥✐❦ s❝❤✇❡r ③✉ r❡❛❧✐s✐❡r❡♥ s✐♥❞✱ ❜✐❡✲
t❡♥ s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❛♥✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ ✉♠❢❛ss❡♥✱ ❞❛ ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡
❡✐♥❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❛❧❧❡r ❑rä❢t❡ ✐st✳ ▼♦♠❡♥t❛♥ ✇✐r❞ ✐♥ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❧✐♥s❡♥✲ ✉♥❞ ✲✇❡❧❧❡♥❡①♣❡r✐♠❡♥t❡♥
♥❛❝❤ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❦♦s♠✐s❝❤❡♥ ❙tr✐♥❣s ❣❡s✉❝❤t✱ ❞✐❡ ✐♠ ❢rü❤❡♥ ❯♥✐✈❡rs✉♠ ❡♥tst❛♥❞❡♥ s❡✐♥ ✉♥❞
s✐❝❤ ❛✉❢ ❦♦s♠♦❧♦❣✐s❝❤❡ ●röÿ❡ ❛✉s❣❡❞❡❤♥t ❤❛❜❡♥ ❦ö♥♥t❡♥✳ ❇✐s❧❛♥❣ s❝❤❧✉❣ ✐❤r ◆❛❝❤✇❡✐s ❥❡❞♦❝❤
❢❡❤❧✳

✶✳✷ ❩✐❡❧s❡t③✉♥❣

❲✐❡ ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ✈♦♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✶✳✶✳✷ ❡r❦❧ärt✱ ✐st ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ③✉♥ä❝❤st ♥✉r ❞✐❡ q✉❛♥t❡♥♠❡✲
❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡r ✒❋ä❞❡♥✑✳ ❉✐❡s ❢ü❤rt ③✉ ❡✐♥❡r ❤✐❡r❛r❝❤✐s❝❤❡♥ ❙tr✉❦t✉r
❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t✿ ■❝❤ ❜❡❣✐♥♥❡ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✸ ❞❛♠✐t✱ ❞❡♥ ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥✱ ♥✐❝❤t✲r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❙tr✐♥❣
③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ❜❡✈♦r s✉❦③❡ss✐✈❡ ❞✐❡ ✇❡✐t❡r❡♥ ❜❡♥öt✐❣t❡♥ ❆ttr✐❜✉t❡ ✒r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤✑ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧
✹ ✉♥❞ ✻ s♦✇✐❡ ✒q✉❛♥t❡♥♠❡❝❤❛♥✐s❝❤✑ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✽ ❤✐♥③✉❦♦♠♠❡♥✳ ❯♠ ❤✐❡r❢ür ❡✐♥✐❣❡ ❊r❢❛❤✲
r✉♥❣ ✉♥❞ ■♥t✉✐t✐♦♥ ③✉ ❡r❧❛♥❣❡♥✱ ✇✐r❞ ❥❡✇❡✐❧s ❞❛✈♦r ❞❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❙❝❤r✐tt ❛♠ ❡✐♥❢❛❝❤❡r❡♥
P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✱ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❑❛♣✐t❡❧ü❜❡rs❝❤r✐❢t❡♥ ✒❱♦rü❜❡r❧❡❣✉♥❣✑✱
✈❣❧✳ ❑❛♣✐t❡❧ ✹✳✶ ✉♥❞ ✼✳ ❉✐❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❙tr✐♥❣s ✇✐r❞ ✈♦♥ ❑❛♣✐✲
t❡❧ ✺ ✉♥t❡r❜r♦❝❤❡♥✱ ✐♥ ❞❡♠ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥ t❤❡♠❛t✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞❡♥♥ ❞✐❡ ❞♦rt ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡♥
■♥❤❛❧t❡ ✇❡r❞❡♥ ❢ür ❞❛s ✇❡✐t❡r❡ ❱♦r❣❡❤❡♥ ❜❡♥öt✐❣t✳
❉❡r ❲❡❝❤s❡❧ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ■♥❡rt✐❛❧s②st❡♠ ✐♥ ❡✐♥ ❛♥❞❡r❡s✱ ❞❡r ✐♠ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❘❡❣✐♠❡ ❞✉r❝❤

❡✐♥❡ ▲♦r❡♥t③✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈♦❧❧③♦❣❡♥ ✇✐r❞✱ s♦❧❧t❡ ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r P❤②s✐❦ ♥✐❝❤t ✈❡rä♥✲
❞❡r♥✳ ❉✐❡ ■♥✈❛r✐❛♥③ ✉♥t❡r ▲♦r❡♥t③✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ s♦❧❧t❡✱ ✇✐❡ ✐♥ ❥❡❞❡r ♠♦❞❡r♥❡♥✱ ♣❤②s✐❦❛❧✐✲
s❝❤❡♥ ❚❤❡♦r✐❡✱ ❞❛❤❡r ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡r ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ❡r❢ü❧❧t s❡✐♥✳ ❚❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❑♦♥s✐st❡♥③✲
❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✜♥❞❡♥✱ ❞✐❡ ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❜♦s♦♥✐s❝❤❡ ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡♥ ♥✉r ✐♥ ✷✻ ✉♥❞ ❙✉♣❡rstr✐♥❣t❤❡♦✲
r✐❡♥ ♥✉r ✐♥ ✶✵ ❘❛✉♠③❡✐t✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ▲♦r❡♥t③✲✐♥✈❛r✐❛♥t s✐♥❞✳ ❩✐❡❧ ❞✐❡s❡r ❇❛❝❤❡❧♦r✲❆r❜❡✐t ✐st
❞✐❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❑♦♥s✐st❡♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❜♦s♦♥✐s❝❤❡ ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡♥✱ s✳ ❑❛✲
♣✐t❡❧ ✽✳✺✳
❉✐❡s❡ ❇❛❝❤❡❧♦r✲❆r❜❡✐t ♦r✐❡♥t✐❡rt s✐❝❤ ♠❛ÿ❣❡❜❧✐❝❤ ❛♥ ❬✶❪✳ ■❝❤ ❜✐tt❡ ✉♠ ❱❡rstä♥❞♥✐s✱ ❞❛ss ♥✉r

❚❤❡♠❡♥❦♦♠♣❧❡①❡ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ▲❡s❡r✐♥ ③✉♠ ❱❡rstä♥❞♥✐s ❞❡r ❛❜s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡♥
❘❡❝❤♥✉♥❣ ❜❡♥öt✐❣t✱ s❡❧❜st ✇❡♥♥ ❞❛❞✉r❝❤ ✇✐❝❤t✐❣❡ ♦❞❡r s✐❝❤ ❛♥ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❙t❡❧❧❡♥ ❣ü♥st✐❣

✺♦r✐❡♥t✐❡rt s✐❝❤ ❛♥ ❬✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✶✳✸✱ ✶✳✹❪

✺



❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡ ■♥❤❛❧t❡ ✉♥❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ❜❧❡✐❜❡♥✳ ❆♥❞❡r♥❢❛❧❧s ✇är❡ ❡✐♥❡ ❦♦♠♣❛❦t❡ ✉♥❞ ③✐❡❧❣❡✲
r✐❝❤t❡t❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ♥✐❝❤t ♠ö❣❧✐❝❤✳

✷ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ❉❡✜♥✐t✐♦♥❡♥

❇❡✈♦r ✐❝❤ ♠✐t ❞❡♠ ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥✱ ♥✐❝❤t✲r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❙tr✐♥❣ ❜❡❣✐♥♥❡✱ ♠üss❡♥ ♥♦❝❤ ❡✐♥✐❣❡
❑♦♥✈❡♥t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❙❘❚ ❣❡tr♦✛❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ▼❡tr✐❦ ✉♥❞ ❞❛s ▲✐♥✐❡♥❡❧❡♠❡♥t ❜❡tr❡✛❡♥✳
❆✉ÿ❡r❞❡♠ s♦❧❧ ❞❛s s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✱ ✈♦♥ ❞❡♠
s♣ät❡r ✈✐❡❧ ●❡❜r❛✉❝❤ ❣❡♠❛❝❤t ✇❡r❞❡♥ ✇✐r❞✳

✷✳✶ ❙♣❡③✐❡❧❧❡ ❘❡❧❛t✐✈✐tätst❤❡♦r✐❡✻

■♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t s♦❧❧ ♠✐t ❞❡♠ s②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥✱ ♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❚❡♥s♦r ❞❡r ❙✐❣♥❛t✉r

ηµν = diag(−1, 1, 1, . . . , 1) = ηνµ ✭✷✳✶✮

❣❡❛r❜❡✐t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ■st d ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❘❛✉♠✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥✱ ❡♥t❤ä❧t ❞✐❡ ❉✐❛❣♦♥❛❧❡ d ♠❛❧ ❞✐❡
✶✳ ❊s ✇✐r❞ D = d+ 1 ❢ür ❞✐❡ ❘❛✉♠③❡✐t✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐tät ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡s ♠❡tr✐s❝❤❡♥
❚❡♥s♦rs ηµν ✉♥❞ s❡✐♥❡♠ ■♥✈❡rs❡♥

ηµν = diag(−1, 1, 1, . . . , 1) ✭✷✳✷✮

❦ö♥♥❡♥ ▲♦r❡♥t③✲■♥❞✐③❡s ✇✐❡ ❣❡✇♦❤♥t ❤♦❝❤ ✉♥❞ r✉♥t❡r ❣❡❤♦❧t ✇❡r❞❡♥✳
❉❡r ❦♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t❡ D✲❖rts✈❡❦t♦r ✐st

xµ = (x0, x1, x2, x3, . . .) = (ct, x, y, z, . . .) = (ct, ~x); ✭✷✳✸✮

s♦♠✐t ❧❛✉t❡t ❞❡r ③✉❣❡❤ör✐❣❡ ❦♦✈❛r✐❛♥t❡ ❱❡❦t♦r

xµ = (x0, x1, . . . , xd) = ηµνx
ν = (−ct, ~x). ✭✷✳✹✮

❉❛s ✉♥t❡r ▲♦r❡♥t③✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ▲✐♥✐❡♥❡❧❡♠❡♥t ✐st ❞❡✜♥✐❡rt ❞✉r❝❤

−ds2 = ηµνdx
µdxν = dxµdx

µ = −c2dt2 + d~x2. ✭✷✳✺✮

❲❡❣❡♥ ❞❡s ▼✐♥✉s ❛✉❢ ❞❡r ❧✐♥❦❡♥ ❙❡✐t❡ ❣✐❧t ❢ür

zeitartig getrennteEreignisse : ds =
√
ds2 =

√

(ds)2 > 0; ✭✷✳✻✮

❢ür ❧✐❝❤t❛rt✐❣❡ ■♥t❡r✈❛❧❧❡ ❣✐❧t ds2 = 0 ✉♥❞ ❢ür r❛✉♠❛rt✐❣❡ ■♥t❡r✈❛❧❧❡ ❣✐❧t ds2 < 0✳ ■♠ ❘✉❤❡✲
s②st❡♠ ❡✐♥❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥s ❣✐❧t dxi = 0 ✭❧❛t❡✐♥✐s❝❤❡ ❇✉❝❤st❛❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❢ür rä✉♠❧✐❝❤❡ ■♥❞✐③❡s
✈❡r✇❡♥❞❡t✮✱ s♦❞❛ss ❜❡✐ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣✼ ❢ür ❞✐❡ ❊✐❣❡♥③❡✐t

dτ =
ds

c
> 0 ✭✷✳✼✮

❣✐❧t✳ ❉❡r ●r❛❞✐❡♥t✲❖♣❡r❛t♦r ✐st ❞✉r❝❤

∂µ ≡ ∂

∂xµ
✭✷✳✽✮

✻♦r✐❡♥t✐❡rt s✐❝❤ ❛♥ ❬✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✷✳✷✱ ✷✳✹❪
✼❞✳❤✳ ❦❡✐♥❡ ③✇❡✐ P✉♥❦t❡ ❞❡r ❲❡❧t❧✐♥✐❡ s✐♥❞ ❧✐❝❤t✲ ♦❞❡r s♦❣❛r r❛✉♠❛rt✐❣ ❣❡tr❡♥♥t✱ ds > 0

✻



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✿ ❱✐s✉❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❛❝❤s❡♥ ❬✶✱ ❙✳ ✷✻✱ ♠♦❞✐✜③✐❡rt❪

❞❡✜♥✐❡rt✳
❉❡r D✲■♠♣✉❧s✈❡❦t♦r ❧❛✉t❡t

pµ = (
E

c
, ~p) ✭✷✳✾✮

✉♥❞ s♦♠✐t ❣✐❧t

p2 = pµp
µ = p · p = −E

2

c2
+ ~p2 = −m2c2. ✭✷✳✶✵✮

❉❡r r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ▲♦r❡♥t③✲❋❛❦t♦r ✇✐r❞ ♠✐t γ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✿

γ =
1

√

1−
(v

c

)2
=

1
√

1− β2
. ✭✷✳✶✶✮

✷✳✷ ❉❛s ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠

❉❛s ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ✇✐r❞ ❛❜ ❑❛♣✐t❡❧ ✻✳✸ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣
❞❡s r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❙tr✐♥❣s ✇✐r❞ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✐♥ ❞✐❡s❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ st❛tt✜♥❞❡♥❀ s✐❡ ❤❡✐ÿt
▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣✳ ❊✐♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣ ✐♥ ♥♦r♠❛❧❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✱ ❦♦✈❛r✐✲
❛♥t❡ ◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣ ❣❡♥❛♥♥t✱ ✐st ③✇❛r ❡❧❡❣❛♥t✱ ❛❜❡r ❜❡♥öt✐❣t ♠❡❤r ❍✐♥t❡r❣r✉♥❞✇✐ss❡♥ ❬✶✱ ❙✳
✷✷❪✳ ❙✐❡ ✇✐r❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈ ♥♦❝❤♠❛❧s ✐♥ ❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧♥ ✼✳✹ ✉♥❞ ✽✳✹ ❊r✇ä❤♥✉♥❣ ✜♥❞❡♥✳

✷✳✷✳✶ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✽

❉❡r D✲❖rts✈❡❦t♦r ✐♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❤❛t ❞✐❡ ❋♦r♠

xµ = (x+, x−, x2, . . . , xd) ✭✷✳✶✷✮

♠✐t ❞❡♥ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥

x+ =
1√
2
(x0 + x1),

x− =
1√
2
(x0 − x1).

✭✷✳✶✸✮

❉❛ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r x+✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❛❝❤s❡ ♣❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✭✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡
x−✮ 0 s✐♥❞✱ ❣✐❧t ❞♦rt x0 = x1✱ ✇❛s ❣❡r❛❞❡ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧❤❛❧❜✐❡r❡♥❞❡♥ ✐♠ r❡❝❤t❡♥ ◗✉❛❞r❛♥t❡♥

✽♦r✐❡♥t✐❡rt s✐❝❤ ❛♥ ❬✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✷✳✸❪

✼



✈♦♥ ❆❜❜✳ ✶ ❡♥ts♣r✐❝❤t❀ ❆♥❛❧♦❣❡s ❣✐❧t ❢ür ❞✐❡ x−✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❛❝❤s❡✳ ❉❛ ❞✐❡ ♥❡✉❡♥ ❑♦♦r❞✐✲
♥❛t❡♥❛❝❤s❡♥ ✐♠ ❛❧t❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❞❡♠ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r x1✲❆❝❤s❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥✱
s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✳ ❉✐❡ D−2 ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ xI , I = 2, . . . , d✱ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s
tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ x+ ❤❡✐ÿt ❦♦♥✈❡♥t✐♦♥s❣❡♠äÿ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❩❡✐t ✉♥❞ x− ✇✐r❞ ❛❧s rä✉♠❧✐❝❤❡

❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ✈❡rst❛♥❞❡♥✳ ❊✐♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ③✳❇✳ ♠✐t β =
v

c
✐♥ x1✲❘✐❝❤t✉♥❣ ❜❡✇❡❣t✱ ❤❛t

❞❛❤❡r ✇❡❣❡♥ x1 = vt = βx0 ❞✐❡ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t

vLK =
x−

x+
=
x0 − x1

x0 + x1
=

1− β

1 + β
. ✭✷✳✶✹✮

▲✐❝❤t✱ ❞❛s s✐❝❤ ✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡ x1✲❘✐❝❤t✉♥❣ ❜❡✇❡❣t ✭β = 1✮✱ r✉❤t ❞❡♠♥❛❝❤ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❑♦♦r❞✐♥❛✲
t❡♥s②st❡♠❀ ▲✐❝❤t✱ ❞❛s s✐❝❤ ✐♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ x1✲❘✐❝❤t✉♥❣ ❜❡✇❡❣t ✭β = −1✮✱ ❤❛t ❡✐♥❡ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤❡
❤♦❤❡ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✳ ❉❛ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✸✮ ❦❡✐♥❡r ▲♦r❡♥t③✲
❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ (x′0, x′1, x′2, . . . , x′d) = (x+, x−, x2, . . . , xd) ❡♥ts♣r✐❝❤t✱ ✐st ❞✐❡s ❦❡✐♥ ❲✐❞❡r✲
s♣r✉❝❤ ③✉r ❙❘❚✳
❉✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✷✳✶✸✮ ❦❛♥♥ ❛✉❢ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ❱❡❦t♦r❡♥ ❡r✇❡✐t❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛♥♥ ❣✐❧t

−a−b+ − a+b− = − 1√
2
(a0 − a1)

1√
2
(b0 + b1)− 1√

2
(a0 + a1)

1√
2
(b0 − b1)

= −1

2

(

a0b0 + a0b1 − a1b0 − a1b1 + a0b0 − a0b1 + a1b0 − a1b1
)

= −a0b0 + a1b1

✭✷✳✶✺✮

✉♥❞ ❞❡s✇❡❣❡♥
a · b = −a0b0 + a1b1 + a2b2 + . . . = ηµνa

µbν

= −a−b+ − a+b− + a2b2 + . . . ≡ η̂µνa
µbν

, ✭✷✳✶✻✮

✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❧❡t③t❡ ❙✉♠♠❡ ü❜❡r ❞✐❡

Lichtkegel− Indizes +, −, 2, . . . , d = +, −, I ✭✷✳✶✼✮

❧ä✉❢t✳ P❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥✈❡r❣❧❡✐❝❤ ✐♥ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ❩❡✐❧❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ♥❡✉ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt❡
▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲▼❡tr✐❦ ✭✐♥ ✈✐❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥✮

η̂µν =









0 −1 0 0
−1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1









, ✭✷✳✶✽✮

✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ◆❡❜❡♥❞✐❛❣♦♥❛❧❡❧❡♠❡♥t❡ ❛✉✛ä❧❧✐❣ s✐♥❞✳ ❱❡r✇❡♥❞❡t ♠❛♥ ✐♥ ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲
▼❡tr✐❦ ❞✐❡ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲▼❡tr✐❦ ✇✐❡ ❣❡✇♦❤♥t ③✉♠ ❍❡r✉♥t❡r❤♦❧❡♥ ✈♦♥ ■♥❞✐③❡s✱ s♦ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤
❦♦✈❛r✐❛♥t❡ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❱❡❦t♦r❡♥ ❞❡✜♥✐❡r❡♥✿

a · b = aµb
µ = a+b

+ + a−b
− + a2b

2 + . . . ✭✷✳✶✾✮

✉♥❞ ❞✉r❝❤ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ❩❡✐❧❡ ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✷✳✶✻✮ ✜♥❞❡t ♠❛♥

a+ = −a−, a− = −a+, aI = aI . ✭✷✳✷✵✮

❉❛s ▲♦r❡♥t③✲◗✉❛❞r❛t ❡✐♥❡s D✲❱❡❦t♦rs ✐st

a2 = −2a+a− +
(

aI
)2

✭✷✳✷✶✮

✽



♠✐t
(

aI
)2

= aIaI =
(

a2
)2

+
(

a3
)2

+ . . .+
(

ad
)2
✳ ❩✉❧❡t③t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ♠✐t ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✷✳✶✽✮ ❞❛s

▲✐♥✐❡♥❡❧❡♠❡♥t ✐♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ③✉

−ds2 = η̂µνdx
µdxν = −2dx+dx− + d~x2I . ✭✷✳✷✷✮

❉✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ❞✐❡s❡s ▲✐♥✐❡♥❡❧❡♠❡♥ts✱ ♥❛❝❤ dx+ ♦❞❡r dx− ❛✉✢ös❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ♦❤♥❡ ❡✐♥❡
❲✉r③❡❧ ③✐❡❤❡♥ ③✉ ♠üss❡♥✱ ✐st ❞❡r ❍❛✉♣t❣r✉♥❞ ❢ür ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥
✐♥ ❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧♥ ✻✳✸ ✉♥❞ ✽✳

✷✳✷✳✷ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ✲■♠♣✉❧s✾

❉✐❡ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡s D✲■♠♣✉❧s✈❡❦t♦rs ❧❛✉t❡♥

p+ =
1√
2
(p0 + p1) = −p−,

p− =
1√
2
(p0 − p1) = −p+.

✭✷✳✷✸✮

❲❡❣❡♥

p0 =
E

c
=
√

~p2 +m2c2 ≥ |~p| ≥
∣

∣p1
∣

∣ , ✭✷✳✷✹✮

✐st p0 ± p1 ≥ 0 ✉♥❞ ❞❛❤❡r p± ≥ 0✳ ■♥ ❞❡r ❯♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✷✳✷✹✮ ❣✐❧t ●❧❡✐❝❤❤❡✐t✱ ❢❛❧❧s ❞❛s
❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ ❖❜❥❡❦t ♠❛ss❡❧♦s ✐st ✉♥❞ s✐❝❤ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✐♥ x1✲❘✐❝❤t✉♥❣ ❜❡✇❡❣t❀ ✐♥ ❞✐❡s❡♠
✭s❡❧t❡♥❡♥✮ ❋❛❧❧ ❜❡st❡❤t ❞✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t✱ ❞❛ss p+ = 0 ✇✐r❞✳ ❉❛ ✐♥ ❞❡r ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣
❞❡s r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ❞❡s q✉❛♥t❡♥♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥✱ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❙tr✐♥❣s ❞✉r❝❤ p+ ❣❡t❡✐❧t
✇❡r❞❡♥ ✇✐r❞✱ ❦❛♥♥ ❞❡r ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❋♦r♠❛❧✐s♠✉s ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ♥✐❝❤t ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥ ❬✶✱
❙✳ ✶✽✼❪✳ ❊✐♥❡ ❘♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠s s♦❧❧t❡ ❞✐❡s❡s Pr♦❜❧❡♠ ❥❡❞♦❝❤ ❧ös❡♥✳
❲❡❣❡♥ p± ≥ 0✱ ❦♦♠♠❡♥ ❜❡✐❞❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❛❧s ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❋r❛❣❡✳ ❉❛ ❊♥❡r❣✐❡

✉♥❞ ❩❡✐t ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ●röÿ❡♥ s✐♥❞ ✉♥❞ ❞✐❡s ❛✉❝❤ ✐♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❣❡❧t❡♥
s♦❧❧✱ ✇✐r❞ ✇❡❣❡♥

p · x = −Et+ ~p · ~x = −p−x+ − p+x− + ~pI · ~xI !
= −ELKtLK + ~pLK · ~xLK ✭✷✳✷✺✮

p− ❛❧s ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❊♥❡r❣✐❡ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt✱ ✇❡✐❧ p− ③✉s❛♠♠❡♥ ♠✐t ❞❡r ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❩❡✐t x+ ❛✉❢tr✐tt✳
p+ ✇✐r❞ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ❛❧s ■♠♣✉❧s ❛♥❣❡s❡❤❡♥✳

✷✳✷✳✸ ❑♦✈❛r✐❛♥t❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❚❡♥s♦r❡♥ ❤ö❤❡r❡r ❙t✉❢❡✶✵

●✐❧t ❡✐♥❡ ❦♦✈❛r✐❛♥t❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ Aµ = Bµ, µ = 0, 1, . . . , d✱ ✇♦❜❡✐ Aµ ✉♥❞ Bµ ❢ür ❜❡❧✐❡❜✐❣
❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡ ❆✉s❞rü❝❦❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❢r❡✐❡♥ ▲♦r❡♥t③✲■♥❞❡① st❡❤❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ s♦ ❢♦❧❣t ✇❡❣❡♥

A± =
1√
2

(

A0 ±A1
)

=
1√
2

(

B0 ±B1
)

= B±

AI = Ai = Bi = BI

✭✷✳✷✻✮

❛✉❝❤ Aµ = Bµ, µ = +,−, I✳
▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❚❡♥s♦r❡♥ ❤ö❤❡r❡r ❙t✉❢❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✇✐❡ ❢♦❧❣t ❞❡✜♥✐❡rt✿ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥ ❦❛♥♥ ❡✐♥ ▲♦r❡♥t③✲

❚❡♥s♦r n✲t❡r ❙t✉❢❡ ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s Rµ1µ2···µn = Aµ1

1 A
µ2

2 · · ·Aµn
n , µi = 0, 1, . . . , d✳ ❉✐❡

❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡s ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❚❡♥s♦rs ③✳❇✳ ③✇❡✐t❡r ❙t✉❢❡ ❜❡r❡❝❤♥❡♥ s✐❝❤ ❞❛♥♥ ③✉

✾♦r✐❡♥t✐❡rt s✐❝❤ ❛♥ ❬✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✷✳✺❪
✶✵s✐❡❤❡ ❬✶✱ ❙✳ ✷✶✸✱ Pr♦❜❧❡♠ ✶✵✳✸❪

✾



✭A1 = A, A2 = B✮

R++ = A+B+ =
1

2

(

A0 +A1
) (

B0 +B1
)

=
1

2

(

A0B0 +A0B1 +A1B0 +A1B1
)

=
1

2

(

R00 +R01 +R10 +R11
)

✭✷✳✷✼✮

✉s✇✳ ❲✐❡ ♦❜❡♥ ③❡✐❣t ♠❛♥ ❢ür ❡✐♥❡ ❦♦✈❛r✐❛♥t❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ Rµν = Sµν , µ, ν = 0, 1, . . . , d ♠✐tt❡❧s

R++ =
1

2

(

R00 +R01 +R10 +R11
)

=
1

2

(

S00 + S01 + S10 + S11
)

= S++ ✭✷✳✷✽✮

✉s✇✳✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❛✉❝❤ ✐♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ µ, ν = +,−, I ❣✐❧t✳
❆✉❝❤ ❞✐❡ ❘ü❝❦r✐❝❤t✉♥❣ ✐st ❣ü❧t✐❣✿

Rµν = Sµν , µ, ν = 0, 1, . . . , d ⇐⇒ Rµν = Sµν , µ, ν = +,−, I ✭✷✳✷✾✮

✳ ❆♥❛❧♦❣❡s ❣✐❧t ❛✉❝❤ ❢ür ❚❡♥s♦r❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❤ö❤❡r❡r ❖r❞♥✉♥❣✳ ❉❛❤❡r ❦ö♥♥❡♥ ✐♥ s♣ät❡r❡♥ ❑❛✲
♣✐t❡❧♥ ❞✐❡ ③✉♥ä❝❤st ❦♦✈❛r✐❛♥t ❢♦r♠✉❧✐❡rt❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❡✐♥❢❛❝❤ ✐♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥
✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳

✸ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❦❧❛ss✐s❝❤❡r✱ ♥✐❝❤t✲r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡r ❙tr✐♥❣s✶✶

❊✐♥ ❦❧❛ss✐s❝❤❡r✱ ♥✐❝❤t✲r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡r✱ ♦✛❡♥❡r ❙tr✐♥❣✱ ✈♦rst❡❧❧❜❛r ✇✐❡ ❡✐♥❡ ●✐t❛rr❡♥s❛✐t❡✱ ❜❡✜♥✲
❞❡ s✐❝❤ ✐♥ ❞❡r (x, y)✲❊❜❡♥❡✳ ■♥ s❡✐♥❡r ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ r✉❤❡ ❡r ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r x✲❆❝❤s❡✱
✇♦❜❡✐ s❡✐♥❡ ❜❡✐❞❡♥ ❊♥❞♣✉♥❦t❡ ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥❡♥ (0, 0) ✉♥❞ (a, 0) ❡✐♥♥❡❤♠❡♥✳ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥ ✐♥
x✲❘✐❝❤t✉♥❣ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧✱ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥ ✐♥ y✲❘✐❝❤t✉♥❣ ❛❧s tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳
❉❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ❙tr✐♥❣s ♥✉r tr❛♥s✈❡rs❛❧ ♦s③✐❧❧✐❡r❡♥ ❦ö♥♥❡♥✶✷✱ ✇❡r❞❡ ✐❝❤ ♠✐❝❤ ❜❡✐♠ ♥✐❝❤t✲
r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❙tr✐♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡r ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥ ❜❡s❝❤rä♥❦❡♥✳ ❉✐❡s
❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ x✲P♦s✐t✐♦♥ ❡✐♥❡s ❥❡❞❡♥ ❙tü❝❦ ❙tr✐♥❣s ③❡✐t❧✐❝❤ ♥✐❝❤t ✈❡rä♥❞❡rt✳
❉❡r ❙tr✐♥❣ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ③✇❡✐ ●röÿ❡♥ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt✱ ❡rst❡♥s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❙tr✐♥❣✲❙♣❛♥♥✉♥❣ T0✱

❞✐❡ ❞✐❡ ❊✐♥❤❡✐t ❡✐♥❡r ❑r❛❢t ❜❡s✐t③t✱ ✉♥❞ ③✇❡✐t❡♥s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▼❛ss❡♥✲▲✐♥✐❡♥❞✐❝❤t❡ µ0✱ ❞✐❡ ❞✐❡
❊✐♥❤❡✐t M

L ❜❡s✐t③t✳ ❉✐❡ ●❡s❛♠t♠❛ss❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ M = µ0a✳ ❉❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❞❡r ❉✐♠❡♥✲
s✐♦♥❡♥ ✈♦♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✉♥❞ ▼❛ss❡♥❞✐❝❤t❡ ❜❡s✐t③t ❞✐❡ ❊✐♥❤❡✐t ❡✐♥❡r q✉❛❞r✐❡rt❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣✲
❦❡✐t✿

[

T0
µ0

]

=
ML
T 2

M
L

=
L2

T 2
= [v]2 . ✭✸✳✶✮

■♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❙tr✐♥❣✲❙♣❛♥♥✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ▼❛ss❡♥❞✐❝❤t❡ rä✉♠❧✐❝❤ ✉♥❞ ③❡✐t❧✐❝❤
✈❛r✐✐❡r❡♥✿ T0 → T (t, x) , µ0 → µ(t, x)✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❜❡✐ ❞❡r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡r
❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❙t❛✉❝❤✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❩❡rr✉♥❣❡♥ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡s ❙tr✐♥❣s ❛✉❢tr❡t❡♥✱ s✐♥❞
❞✐❡s❡ ❊rs❡t③✉♥❣❡♥ ✉♥❡r❧äss❧✐❝❤✳
■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ s♦❧❧❡♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡s ▲❛❣r❛♥❣❡✲❋♦r♠❛❧✐s♠✉s ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❤❡r❣❡✲

❧❡✐t❡t ✉♥❞ ❞✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❞✐s❦✉t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✿ ❲✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✷ ③✉ s❡❤❡♥ ✐st✱
❜❡s✐t③t ❡✐♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡s ❙tü❝❦ ❙tr✐♥❣✱ ❞❛s s✐❝❤ ❛♥ ❞❡r P♦s✐t✐♦♥ x ❜❡✜♥❞❡t✱ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣✲
❦❡✐t ẏ(t, x)❀ ❛✉ÿ❡r❞❡♠ ❤❛t ❡s ❞✐❡ ▼❛ss❡ dm = µ0dx✳ ❙♦♠✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡

✶✶♦r✐❡♥t✐❡rt s✐❝❤ ❛♥ ❬✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✹✳✶✱ ✹✳✷✱ ✹✳✹✱ ✹✳✻❪
✶✷❬✶✱ ❙✳ ✶✷✵❪✿ ✒❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠♦t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❬r❡❧❛t✐✈✐st✐❝❪ str✐♥❣ ✐s ♥♦t ♣❤②s✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✳✑

✶✵



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✿ ❊✐♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡s ❙tü❝❦ ❡✐♥❡s ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥✱ ♥✐❝❤t✲r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❙tr✐♥❣s✱ ❞❛s
tr❛♥s✈❡rs❛❧ ✈✐❜r✐❡rt✳ ❉✐❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❙t❡✐❣✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ❊♥❞♣✉♥❦t❡♥ ❢ü❤r❡♥
③✉ ❡✐♥❡r r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ❑r❛❢t ✐♥ y✲❘✐❝❤t✉♥❣ ❬✶✱ ❙✳ ✼✹❪✳

❞❡s ❣❡s❛♠t❡♥ ❙tr✐♥❣s T ❛❧s ❙✉♠♠❡ ü❜❡r ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥✿

T (t) =

ˆ a

0

1

2
(µ0dx)

(

∂y

∂t

)2

✭✸✳✷✮

❯♠ ❞❛s ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡ ❙tr✐♥❣✲❙tü❝❦ ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ T0 ✉♠ ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ dl ③✉ str❡❝❦❡♥✱ ♠✉ss
❞✐❡ ♣♦t❡♥③✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ dV = T0dl ❛✉❢❣❡❜r❛❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛ ❡s ✐♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts♣♦s✐t✐♦♥
✈♦♥ (x, 0) ♥❛❝❤ (x+ dx, 0) ✈❡r❧ä✉❢t✱ ❡s ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❱✐❜r❛t✐♦♥ ❛❜❡r ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✳ ✷ ✈♦♥ (x, y)
♥❛❝❤ (x+ dx, y + dy) r❡✐❝❤t✱ ❣✐❧t

dl =
√

(dx)2 + (dy)2 − dx = dx





√

1 +

(

∂y

∂x

)2

− 1



 ≈ dx
1

2

(

∂y

∂x

)2

, ✭✸✳✸✮

✇♦❜❡✐ ✐♠ ❧❡t③t❡♥ ❙❝❤r✐tt ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇✉r❞❡✱ ❞❛ss ♥✉r ❦❧❡✐♥❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣❡♥ st❛tt✜♥❞❡♥✿
∣

∣

∣

∣

∂y

∂x

∣

∣

∣

∣

≪ 1. ✭✸✳✹✮

❉✐❡ ❣❡s❛♠t❡ ♣♦t❡♥③✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡rr❡❝❤♥❡t s✐❝❤ ❞❛♠✐t ③✉

V (t) =

ˆ

T0dl =

ˆ a

0
T0dx

1

2

(

∂y

∂x

)2

, ✭✸✳✺✮

✉♥❞ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ▲❛❣r❛♥❣❡✲❋✉♥❦t✐♦♥ L = T − V ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❲✐r❦✉♥❣ ❢ür ❞❡♥ ♥✐❝❤t✲
r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥✱ ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❙tr✐♥❣ ③✉

S =

ˆ tf

ti

dtL(t) =

ˆ tf

ti

dt

ˆ a

0
dx

[

1

2
µ0

(

∂y

∂t

)2

− 1

2
T0

(

∂y

∂x

)2
]

≡
ˆ tf

ti

dt

ˆ a

0
dxL

(

∂y

∂t
,
∂y

∂x

)

,

✭✸✳✻✮
✇♦❜❡✐ L ❛❧s ▲❛❣r❛♥❣❡✲❉✐❝❤t❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ✈♦♥ L ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ✐❤r❡r ❆r❣✉✲

✶✶



♠❡♥t❡
∂y

∂t
≡ ẏ ✉♥❞

∂y

∂x
≡ y′ ✇❡r❞❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❛❧s

Pt ≡ ∂L
∂ẏ

= µ0
∂y

∂t

Px ≡ ∂L
∂y′

= −T0
∂y

∂x
.

✭✸✳✼✮

❯♠ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür y(t, x) ③✉ ✜♥❞❡♥✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❲✐r❦✉♥❣ ✭✸✳✻✮ ✈❛r✐✐❡rt✳ ●❡♠äÿ
❞❡s ❍❛♠✐❧t♦♥✬s❝❤❡♥ Pr✐♥③✐♣s ✇✐r❞ ❢ür ❞❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ✒P❢❛❞✑ y(t, x) ❞✐❡ ❲✐r❦✉♥❣ ✉♥t❡r

❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ❱❛r✐❛t✐♦♥❡♥ δy st❛t✐♦♥är✱ ❞✳❤✳ δS
!
= 0. ❉✐❡ ❡✐♥③✐❣❡ ❊✐♥s❝❤rä♥❦✉♥❣ ❤✐❡r❢ür ✐st✱ ❞❛ss

❞❡r ❆♥❢❛♥❣s✲ ✉♥❞ ❞❡r ❊♥❞③✉st❛♥❞ ❢❡st❣❡❧❡❣t s❡✐♥ s♦❧❧❡♥✱ ✇❡s✇❡❣❡♥

δy(t∗, x) = 0, t∗ ∈ {ti, tf} ✭✸✳✽✮

❢ür ❛❧❧❡ x ❣✐❧t✳ ❯♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❛❜str❛❦t❡♥ ❋♦r♠ ❞❡r ❲✐r❦✉♥❣ ✭❧❡t③t❡r ❆✉s❞r✉❝❦ ✐♥
✭✸✳✻✮✮ ✉♥❞ ❞❡r ❘❡❣❡❧

δ

(

∂y

∂ξ

)

=
∂ (δy)

∂ξ
, ✭✸✳✾✮

✇♦❜❡✐ ξ ❢ür ❡✐♥❡ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ❱❛r✐❛❜❧❡✱ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ t ♦❞❡r x✱ st❡❤❡♥ ❦❛♥♥✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ♠✐t ❞❡♥
❉❡✜♥✐t✐♦♥❡♥ ✭✸✳✼✮

δS =

ˆ tf

ti

dt

ˆ a

0
dx

[

∂L
∂ẏ

δ

(

∂y

∂t

)

+
∂L
∂y′

δ

(

∂y

∂x

)]

=

ˆ tf

ti

dt

ˆ a

0
dx

[

Pt∂ (δy)

∂t
+ Px∂ (δy)

∂x

]

=

ˆ tf

ti

dt

ˆ a

0
dx

[

∂

∂t

(

Ptδy
)

− ∂Pt

∂t
δy +

∂

∂x
(Pxδy)− ∂Px

∂x
δy

]

=

ˆ a

0
dx
[

Ptδy
]tf
ti
+

ˆ tf

ti

dt [Pxδy]a0 −
ˆ tf

ti

dt

ˆ a

0
dx

(

∂Pt

∂t
+
∂Px

∂x

)

δy.

✭✸✳✶✵✮

❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥❡♥ ✇✉r❞❡♥ ❛❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❞❡r ❱❛r✐❛t✐♦♥ δy ❡❧✐♠✐✲
♥✐❡rt✳ ❉❛♠✐t ❞✐❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥ δS ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t✱ ♠üss❡♥ ❛❧❧❡ ❞r❡✐ ❚❡r♠❡ s❡♣❛r❛t ♥✉❧❧ ✇❡r❞❡♥✳ ■♠
❞r✐tt❡♥ ❚❡r♠ s✐♥❞ ❞✐❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥❡♥ δy(t, x) ❢ür t ∈ (ti,, tf ) ✉♥❞ x ∈ (0, a) ❜❡❧✐❡❜✐❣✱ ✇❡s✇❡❣❡♥
❞✐❡ ✈♦rst❡❤❡♥❞❡ ❑❧❛♠♠❡r ❱♦r❢❛❦t♦r ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥ ♠✉ss✳ ❍✐❡r❛✉s ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s✲
❣❧❡✐❝❤✉♥❣

∂Pt

∂t
+
∂Px

∂x
= 0, ✭✸✳✶✶✮

❞✐❡ s✐❝❤ ♠✐t ❞❡♥ ❦♦♥❦r❡t❡♥ ❆✉s❞rü❝❦❡♥ ✐♥ ✭✸✳✼✮ ③✉r ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣

∂2y

∂x2
− µ0
T0

∂2y

∂t2
= 0 ✭✸✳✶✷✮

✉♠s❝❤r❡✐❜❡♥ ❧ässt✳ ❉✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡r ❲❡❧❧❡♥✱ ✐♥ Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣ ♠✐t ❞❡r ❉✐♠❡♥s✐✲
♦♥s❛♥❛❧②s❡ ✐♥ ✭✸✳✶✮✱ ❧ässt s✐❝❤ ❞✐r❡❦t ❛❜❧❡s❡♥✿

v0 =

√

T0
µ✵
. ✭✸✳✶✸✮

❉❡r ❡rst❡ ❚❡r♠ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t ❛✉❢ ●r✉♥❞ ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✸✳✽✮✿ ❆♥❢❛♥❣s✲ ✉♥❞ ❊♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥✲

✶✷



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✿ ▲✐♥❦s✿ ❙tr✐♥❣ ♠✐t ✜①✐❡rt❡♥ ❊♥❞♣✉♥❦t❡♥ ❜③✇✳ ❉✐r✐❝❤❧❡t✲❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✳
❘❡❝❤ts✿ ❙tr✐♥❣ ♠✐t ❢r❡✐❡♥ ❊♥❞♣✉♥❦t❡♥ ❜③✇✳ ◆❡✉♠❛♥♥✲❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❬✶✱
❙❡✐t❡ ✼✺❪✳

❣❡♥ ❧❡❣❡♥ ❞❡♥ ❲❡rt ✈♦♥ y ❢ür ❛❧❧❡ x ③✉ ❞❡♥ ❩❡✐t♣✉♥❦t❡♥ ti ✉♥❞ tf ❢❡st✱ ✇♦❞✉r❝❤ δy(t∗, x) = 0
❣✐❧t✳ ❉❡r ③✇❡✐t❡ ❚❡r♠

ˆ tf

ti

dt [Px(t, a)δy(t, a)− Px(t, 0)δy(t, 0)] ✭✸✳✶✹✮

❡♥t❤ä❧t ❡✐♥❡♥ ❙✉♠♠❛♥❞❡♥ ❢ür ❥❡❞❡♥ ❊♥❞♣✉♥❦t✳ ❉❛♠✐t ❞❡r ❣❡s❛♠t❡ ❚❡r♠ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t✱ ♠✉ss
❢ür ❥❡❞❡♥ ❊♥❞♣✉♥❦t x∗ ∈ {0, a} ❡♥t✇❡❞❡r ❡✐♥❡

Dirichlet− Randbedingung : δy(t, x∗) = 0 ⇐⇒ ∂y

∂t
(t, x∗) = 0 ✭✸✳✶✺✮

♦❞❡r ❡✐♥❡

Neumann− Randbedingung :Px(t, x∗) = 0 ⇐⇒ ∂y

∂x
(t, x∗) = 0 ✭✸✳✶✻✮

❡r❢ü❧❧t s❡✐♥✳ ❉✐❡ ♦❜❡r❡ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③ ❣✐❧t✱ ✇❡✐❧ s✐❝❤ ❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥ ❡✐♥❡s r❛✉♠❢❡st❡♥✱ ✜①✐❡rt❡♥ ❊♥❞✲
♣✉♥❦ts ③❡✐t❧✐❝❤ ♥✐❝❤t ä♥❞❡rt✳ ❉✐❡ ✉♥t❡r❡ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③ ❣✐❧t ❛✉❢ ●r✉♥❞ ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✸✳✼✮✳ ❉❛
❞✐❡ ❊♥❞♣✉♥❦t❡ ❜❡✐ ◆❡✉♠❛♥♥✲❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❢r❡✐ ❜❡✇❡❣❧✐❝❤ s✐♥❞✱ ✇❡r❞❡♥ s✐❡ ❛✉❝❤ ✒❢r❡✐❡
❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✑ ❣❡♥❛♥♥t✳ ❉✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙✐t✉❛t✐♦♥❡♥ ❢ür ❉✐r✐❝❤❧❡t✲ ✉♥❞ ◆❡✉♠❛♥♥✲
❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ✐♥ ❆❜❜✳ ✸ ✈✐s✉❛❧✐s✐❡rt✳
❩✉❧❡t③t s♦❧❧ ❞❡r ■♠♣✉❧s ❞❡s ❙tr✐♥❣s ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❡r ✇❡❣❡♥ ❞❡r ❱❡r♥❛❝❤❧äss✐❣✉♥❣

❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡r ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥ ♥✉r ❡✐♥❡ y✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❜❡s✐t③t✿

py(t) =

ˆ a

0
(µ0dx)

∂y

∂t
=

ˆ a

0
dxPt, ✭✸✳✶✼✮

✇♦❜❡✐ ❜❡✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ●❧❡✐❝❤❤❡✐ts③❡✐❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✸✳✼✮ ❜❡♥✉t③t ✇✉r❞❡✳ Pt ✇✐r❞ ❞❡s✇❡❣❡♥ ❛❧s
■♠♣✉❧s❞✐❝❤t❡ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt✳ ❉❛ ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❡✐♥❡r ▲❛❣r❛♥❣❡✲❋✉♥❦t✐♦♥ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ●❡s❝❤✇✐♥✲
❞✐❣❦❡✐t ❞❡r ③✉❣❡❤ör✐❣❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡ ■♠♣✉❧s✱ ✉♥❞ ❞❡s✇❡❣❡♥ ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❡✐♥❡r ▲❛❣r❛♥❣❡✲
❉✐❝❤t❡ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞✐❡ ③✉❣❡❤ör✐❣❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡ ■♠♣✉❧s❞✐❝❤t❡✱ ✐st✱ ü❜❡rr❛s❝❤t
❞✐❡s ♥✐❝❤t ❛♥❣❡s✐❝❤ts ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ ✭✸✳✼✮✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✸✳✶✷✮ ❡r❣✐❜t s✐❝❤

dpy(t)

dt
=

ˆ a

0
dxµ0

∂2y

∂t2
=

ˆ a

0
dxT0

∂2y

∂x2
= T0

[

∂y

∂x

]a

0

. ✭✸✳✶✽✮

❉❡r ●❡s❛♠t✐♠♣✉❧s ✐st ❞❛❤❡r ♥✉r ✐♠ ❋❛❧❧ ✈♦♥ ❢r❡✐❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❡r❤❛❧t❡♥✱ ✇✐❡ ❡✐♥ ❱❡r✲
❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✸✳✶✻✮ ③❡✐❣t✳ ■♥ ❞❡r ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ❦ö♥♥❡♥ ♦✛❡♥❡ ❙tr✐♥❣s ♠✐tt❡❧s ❉✐r✐❝❤❧❡t✲
❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ❊✐♥❧❡✐t✉♥❣ ❡r✇ä❤♥t❡♥ ❉✲❇r❛♥❡s ❛♥❤❛❢t❡♥✳ ❉❡r ●❡s❛♠t✐♠♣✉❧s
✈♦♥ ❙tr✐♥❣ ✉♥❞ ❇r❛♥❡ ✐st ❞❛♥♥ ❡r❤❛❧t❡♥✳

✶✸



✹ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❦❧❛ss✐s❝❤❡r✱ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡r ❙tr✐♥❣s

■♥ ❞✐❡s❡♠ ✉♥❞ ❞❡♥ ♥ä❝❤st❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ s✐❝❤ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤ ❜❡✇❡✲
❣❡♥❞❡r ❙tr✐♥❣s ❛✉s❣❡❛r❜❡✐t❡t ✉♥❞ ♠✐t ❞❡♠ ♥✐❝❤t✲r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❙tr✐♥❣ ❞❡s ❧❡t③t❡♥ ❑❛♣✐t❡❧s
✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✳ ❇❡✈♦r ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ❞✐❡ ❲✐r❦✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❞❡♥
❙tr✐♥❣ ❛✉❢❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ❛♠ ❡✐♥❢❛❝❤❡r❡♥ P✉♥❦t✲
t❡✐❧❝❤❡♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳

✹✳✶ ❱♦rü❜❡r❧❡❣✉♥❣✿ ❉❛s ❦❧❛ss✐s❝❤❡✱ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥✶✸

❉✐❡ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣❡♥ ❞✐❡s❡s ❆❜s❝❤♥✐tts ❣❡❧t❡♥ ❢ür r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡✱ ❢r❡✐❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❞❡r ▼❛ss❡m > 0✳
✒❋r❡✐✑ ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss s✐❡ ❦❡✐♥❡♠ P♦t❡♥③✐❛❧ ✉♥t❡r❧✐❡❣❡♥✿ V = 0✳ ❆❧❧❡ s♣ät❡r❡♥ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣❡♥
❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ③✉ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ q✉❛♥t❡♥♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙tr✐♥❣s ✇❡r❞❡♥ s✐❝❤ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❛✉❢
❢r❡✐❡ ❙tr✐♥❣s ❜❡③✐❡❤❡♥✳
●❡s✉❝❤t ✐st ❡✐♥❡ ❲✐r❦✉♥❣ ❢ür ❢r❡✐❡✱ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥✳ ❉❛ ❡✐♥❡ ❲✐r❦✉♥❣ ❦❡✐♥❡

▲♦r❡♥t③✲■♥❞✐③❡s ❜❡s✐t③t✱ ✐st ❡s s✐♥♥✈♦❧❧ ③✉ ❢♦r❞❡r♥✱ ❞❛ss s✐❡ ❡✐♥ ▲♦r❡♥t③✲❙❦❛❧❛r s❡✐♥ s♦❧❧✳ ❉❛✲
❞✉r❝❤ ♦r❞♥❡♥ ❛❧❧❡ ❞❡♥❦❜❛r❡♥ ▲♦r❡♥t③✲❇❡♦❜❛❝❤t❡r ❡✐♥❡r ❤②♣♦t❤❡t✐s❝❤❡♥ ❲❡❧t❧✐♥✐❡ ❞❡♥s❡❧❜❡♥
❲❡rt ❢ür ❞✐❡ ❲✐r❦✉♥❣ ③✉✳ ❙✐❡ ✇✐r❞ ❞❛❤❡r ❢ür ❥❡❞❡♥ ▲♦r❡♥t③✲❇❡♦❜❛❝❤t❡r ❢ür ❞✐❡s❡❧❜❡✱ ♣❤②✲
s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❲❡❧t❧✐♥✐❡ st❛t✐♦♥är✳ ❆❧❧❡ ❇❡♦❜❛❝❤t❡r s✐♥❞ s✐❝❤ ❞❛♥♥ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❞❛rü❜❡r ❡✐♥✐❣✱
❞❛ss ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ ✐st✱ s♦❜❛❧❞ s✐❡ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❞❡r ❇❡♦❜❛❝❤t❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ ✐st✳ ❉❛✲
♠✐t ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❲❡❧t❧✐♥✐❡✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ▲ös✉♥❣ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐st✱ ❞✐❡s❡ ✐♥ ❛❧❧❡♥
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠❡♥ ❡r❢ü❧❧❡♥ ❦❛♥♥✱ ♠✉ss ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡ ▲♦r❡♥t③✲❦♦✈❛r✐❛♥t ❢♦r♠✉❧✐❡rt❡ ❇❡✲
✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❤❛♥❞❡❧♥✶✹✳ ❉✐❡ ❋♦r❞❡r✉♥❣✱ ❞✐❡ ❲✐r❦✉♥❣ s♦❧❧❡ ❡✐♥ ▲♦r❡♥t③✲❙❦❛❧❛r s❡✐♥✱ ❢ü❤rt
❞❡s✇❡❣❡♥ ③✉r ❊✐♥✐❣❦❡✐t ❞❡r ▲♦r❡♥t③✲❇❡♦❜❛❝❤t❡r ü❜❡r ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ r❡❛❧✐s✐❡rt❡ ❲❡❧t❧✐♥✐❡ s♦✲
✇✐❡ ③✉ ▲♦r❡♥t③✲❦♦✈❛r✐❛♥t❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✱ ✇❛s ❜❡✐❞❡s ❡rstr❡❜❡♥s✇❡rt❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥
❞❡r ❲✐r❦✉♥❣ s✐♥❞✳
❩✉r ◗✉❛♥t✐✜③✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❲✐r❦✉♥❣ ♠✉ss ❡✐♥❡ ✈♦♥ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ●röÿ❡ ❣❡❢✉♥❞❡♥

✇❡r❞❡♥✱ ü❜❡r ❞✐❡ s✐❝❤ ❛❧❧❡ ▲♦r❡♥t③✲❇❡♦❜❛❝❤t❡r ❡✐♥✐❣ s✐♥❞❀ ❞✐❡s ✐st ❞✐❡ ✈❡rstr✐❝❤❡♥❡ ❊✐❣❡♥③❡✐t
❞❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥s✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❛♠ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❛♥❣❡❜r❛❝❤t❡♥ ❯❤r ❣❡♠❡ss❡♥❡ ❩❡✐t✱ ✉♠ ✈♦♠
❆♥❢❛♥❣s♣✉♥❦t xµi ③✉♠ ❊♥❞♣✉♥❦t xµf ③✉ ❣❡❧❛♥❣❡♥✳ ❊✐♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡s ❊✐❣❡♥③❡✐t✐♥t❡r✈❛❧❧ dτ =
ds/c ✐st ♠✐t ❞❡♠ ▲✐♥✐❡♥❡❧❡♠❡♥t ds ❣❡♠äÿ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✷✳✼✮ ✈❡r❦♥ü♣❢t❀ ✇✐r❞ ❡s ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r
❲❡❧t❧✐♥✐❡ P ✐♥t❡❣r✐❡rt✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❣❡s❛♠t❡ ❊✐❣❡♥③❡✐t✳ ❉❛ ❞✐❡ ❲✐r❦✉♥❣ ❞✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥
[Energie] · [Zeit] ❤❛t✱ ♠✉ss ♥♦❝❤ ❡✐♥ s❦❛❧❛r❡r Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐täts❢❛❦t♦r ♠✐t ❉✐♠❡♥s✐♦♥ [Energie]
❡✐♥❣❡❢ü❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❍✐❡r❢ür ❜✐❡t❡t s✐❝❤ ❞✐❡ ❘✉❤❡❡♥❡r❣✐❡mc2 ❛♥✳ ❋ür ❞✐❡ r✐❝❤t✐❣❡ ◆♦r♠❛❧✐s✐❡r✉♥❣
♠✉ss ♥♦❝❤ ❡✐♥ ▼✐♥✉s✲❩❡✐❝❤❡♥ ❡✐♥❣❡❢ü❣t ✇❡r❞❡♥✿

S = −mc2
ˆ

P

ds

c
= −mc

ˆ

P
ds. ✭✹✳✶✮

❙♦♠✐t ❜❡r❡❝❤♥❡t s✐❝❤ ❞✐❡ ❲✐r❦✉♥❣ ❞❡s r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥✱ ❢r❡✐❡♥ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥s ❛✉s ♠✐♥✉s ❞❡r
❘✉❤❡❡♥❡r❣✐❡ ♠❛❧ ❞❡r ❊✐❣❡♥③❡✐t✳
❯♠ ❞✐❡ ü❜❧✐❝❤❡ ❋♦r♠ ❡✐♥❡r ❲✐r❦✉♥❣✱ ❞✳❤✳ ❡✐♥ ■♥t❡❣r❛❧ ❡✐♥❡r ▲❛❣r❛♥❣❡✲❋✉♥❦t✐♦♥ ü❜❡r ❞✐❡

❩❡✐t✱ ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✱ ❦❛♥♥ ❡✐♥ ❦♦♥❦r❡t❡r ▲♦r❡♥t③✲❇❡♦❜❛❝❤t❡r ❛✉s❣❡✇ä❤❧t ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❲❡❧t❧✐♥✐❡
❞✉r❝❤ ❞❡ss❡♥ ❩❡✐t ♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ▲✐♥✐❡♥❡❧❡♠❡♥t ✭✷✳✺✮ ❧ässt s✐❝❤ ♠✐t d~x = ~vdt ❢ür
♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✇✐❡ ❢♦❧❣t s❝❤r❡✐❜❡♥✿

ds =
√
ds2 =

√

(c2 − ~v2) dt2 = cdt

√

1− v2

c2
, ✭✹✳✷✮

✶✸♦r✐❡♥t✐❡rt s✐❝❤ ❛♥ ❬✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✶✱ ✺✳✷✱ ✺✳✸❪
✶✹▲♦r❡♥t③✲❦♦✈❛r✐❛♥t ❜❡❞❡✉t❡t ✲ ✐♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉ ▲♦r❡♥t③✲✐♥✈❛r✐❛♥t ✲✱ ❞❛ss ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ▲♦r❡♥t③✲

❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✉r ❞✐❡s❡❧❜❡ ❋♦r♠ ❤❛❜❡♥✱ ♥✐❝❤t ❛❜❡r ✐❞❡♥t✐s❝❤ s❡✐♥ ♠✉ss✳

✶✹



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✿ P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣ ❡✐♥❡r ❲❡❧t❧✐♥✐❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ P❛r❛♠❡t❡r τ ❬✶✱ ❙✳ ✾✸❪✳

✇♦❜❡✐ ~v ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥s ✉♥❞ v = |~v| ✐st✳ ❊✐♥s❡t③❡♥ ✐♥ ✭✹✳✶✮ ❡r❣✐❜t

S =−mc2
ˆ tf

ti

dt

√

1− v2

c2
,

L =−mc2

√

1− v2

c2
.

✭✹✳✸✮

❉✐❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❣r❡♥③❡ ✐st ❞❛❞✉r❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐❡rt✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲
❋✉♥❦t✐♦♥ ❢ür v > c ❦♦♠♣❧❡① ✇ür❞❡✳
❉r❡✐ ❦✉r③❡ ❚❡sts s♦❧❧❡♥ ❞✐❡ ❑♦♥s✐st❡♥③ ❞❡r ✒❣❡r❛t❡♥❡♥✑ ▲❛❣r❛♥❣❡✲❋✉♥❦t✐♦♥ ✭✹✳✸✮ ü❜❡r♣rü❢❡♥✿

❆❧s ❡rst❡s s♦❧❧ ✐❤r ♥✐❝❤t✲r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡s ▲✐♠✐t ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ❦❧❡✐♥❡ v ❧ässt s✐❝❤

L ≈ −mc2
(

1− 1

2

v2

c2

)

= −mc2 + 1

2
mv2 ✭✹✳✹✮

♥ä❤❡r♥✳ ❉❛ ❢ür ❞✐❡ ♣♦t❡♥③✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ V = 0 ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇✉r❞❡ ✉♥❞ ❑♦♥st❛♥t❡♥ ✐♥ ❞❡r
▲❛❣r❛♥❣❡✲❋✉♥❦t✐♦♥ ❢ür ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✉♥❡r❤❡❜❧✐❝❤ s✐♥❞✱ ✐st ❞✐❡s ❣❡r❛❞❡ ❞❡r ❣❡s✉❝❤t❡

❆✉s❞r✉❝❦✳ ❉❛s ❆✉❢tr❡t❡♥ ❞❡s ❡r✇ü♥s❝❤t❡♥ P❧✉s ✈♦r
1

2
mv2 r❡❝❤t❢❡rt✐❣t ❞✐❡ ❣❡✇ä❤❧t❡ ◆♦r♠❛❧✐✲

s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❲✐r❦✉♥❣ ✭✹✳✶✮✳ ❩✇❡✐t❡♥s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❡r ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ■♠♣✉❧s ❞❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥s ❛✉s ❞❡r
▲❛❣r❛♥❣❡✲❋✉♥❦t✐♦♥ ③✉

~p =
∂L

∂~v
= −mc2 1

√

1− v2

c2

(

− ~v

c2

)

=
m~v

√

1− v2

c2

= γm~v, ✭✹✳✺✮

✇✐❡ ❡r✇❛rt❡t✳ ❉r✐tt❡♥s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥s ❛✉s ❞❡r ❍❛♠✐❧t♦♥✲❋✉♥❦t✐♦♥
❣❡♠äÿ

H = ~p · ~v − L =
mv2

√

1− v2

c2

+mc2

√

1− v2

c2
= γm

(

v2 + c2 − v2
)

= γmc2, ✭✹✳✻✮

❡❜❡♥❢❛❧❧s ✇✐❡ ❡r✇❛rt❡t✳ ❉✐❡ ❲✐r❦✉♥❣ ✭✹✳✶✮ ❤❛t s✐❝❤ s♦♠✐t ❛❧s ❦♦♥s✐st❡♥t ❡r✇✐❡s❡♥✳

❉✐❡ ❲✐r❦✉♥❣ ✭✹✳✶✮ ❤❛t ❡✐♥❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t✱ ❞✐❡ ❘❡♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣s✐♥✈❛r✐❛♥③ ❣❡♥❛♥♥t ✇✐r❞✿

✶✺



❉✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ■♥t❡❣r❛❧s
´

ds ✜♥❞❡t ✐♥ ❞❡r Pr❛①✐s s♦ st❛tt✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❘❛✉♠③❡✐t✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥
❞❡r ❲❡❧t❧✐♥✐❡ xµ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❡✐♥❡s P❛r❛♠❡t❡rs τ ❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❛s P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣
❣❡♥❛♥♥t ✇✐r❞✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✳ ✹✿

xµ = xµ(τ)

xµi = xµ(τi)

xµf = xµ(τf ),

✭✹✳✼✮

✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❡✐♥③✐❣❡ ❱♦r❣❛❜❡ ✐st✱ ❞❛ss ♠❛♥ s✐❝❤ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❲❡❧t❧✐♥✐❡ ♠✐t ✇❛❝❤s❡♥❞❡♠ τ ✐♠♠❡r
✇❡✐t❡r ✈♦♥ ❞❡r ❙t❛rt♣♦s✐t✐♦♥ xµi ❡♥t❢❡r♥t✳ τ ✐st ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ♥✐❝❤t ❞✐❡ ❊✐❣❡♥③❡✐t✱ s♦♥❞❡r♥
❡✐♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡r P❛r❛♠❡t❡r✳ ❯♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❑❡tt❡♥r❡❣❡❧ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞❛s ③❡✐t❛rt✐❣❡
▲✐♥✐❡♥❡❧❡♠❡♥t

ds2 = −ηµνdxµdxν = −ηµν
dxµ

dτ

dxν

dτ
(dτ)2 = (ds)2 ✭✹✳✽✮

✉♥❞ ❞❛♠✐t ❢ür ❞✐❡ ❲✐r❦✉♥❣ ✭✹✳✶✮

S = −mc
ˆ τf

τi

√

−ηµν
dxµ

dτ

dxν

dτ
dτ. ✭✹✳✾✮

❲ä❤r❡♥❞ ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✳✸✮ ❞✐❡ ❩❡✐t ③✉r P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇✉r❞❡✱ ✐st ❤✐❡r ❤✐♥❣❡❣❡♥
❞✐❡ ❩❡✐t x0 s❡❧❜st ❞✉r❝❤ τ ♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡rt✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❜❧❡✐❜t ❞✐❡ ❦♦✈❛r✐❛♥t❡ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❞❡r
❲✐r❦✉♥❣ ✭✹✳✶✮ ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✳✾✮ ❡r❤❛❧t❡♥✳
❘❡♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣s✐♥✈❛r✐❛♥③ ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❞❡r ❲❡rt ❞❡r ❲✐r❦✉♥❣ ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❞❡r P❛r❛✲

♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣ ❛❜❤ä♥❣t✳ ❋ür ❡✐♥❡♥ ♥❡✉❡♥✱ ❣❡❡✐❣♥❡t❡♥✶✺ P❛r❛♠❡t❡r τ ′ = τ ′(τ) ❣✐❧t ✉♥t❡r ❱❡r✲
✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❑❡tt❡♥✲ ✉♥❞ ❞❡r ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥sr❡❣❡❧ ♥ä♠❧✐❝❤ ❡❜❡♥❢❛❧❧s

S = −mc
ˆ τf

τi

√

−ηµν
dxµ

dτ ′
dτ ′

dτ

dxν

dτ ′
dτ ′

dτ
dτ

= −mc
ˆ τf

τi

√

−ηµν
dxµ

dτ ′
dxν

dτ ′
dτ ′

dτ
dτ

= −mc
ˆ τ ′

f

τ ′i

√

−ηµν
dxµ

dτ ′
dxν

dτ ′
dτ ′,

✭✹✳✶✵✮

❞✳❤✳ ❞✐❡ ❋♦r♠ ✐st ❞✐❡s❡❧❜❡✳ ❲❡❣❡♥ ❞❡r ❊✐♥❢❛❝❤❤❡✐t ❞✐❡s❡s ❇❡✇❡✐s❡s s❛❣t ♠❛♥✱ ❞✐❡ ❲✐r❦✉♥❣
✭✹✳✾✮ s❡✐ ♠❛♥✐❢❡st r❡♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣s✐♥✈❛r✐❛♥t✳

❉✐❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡r ❲✐r❦✉♥❣ ✭✹✳✾✮ ❢ü❤rt ③✉r ❡r✇❛rt❡t❡♥✱ ▲♦r❡♥t③✲❦♦✈❛r✐❛♥t❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ ❬✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✸❪

dpµ

dτ
= 0, ✭✹✳✶✶✮

❞✐❡ ❤✐❡r ❞❡r ❱♦❧❧stä♥❞✐❣❦❡✐t ❤❛❧❜❡r ❣❡♥❛♥♥t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✳ ❉✐❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ✐st ❣❡r❛❞❧✐♥✐❣✱ s♦❧❧ ❤✐❡r
❛❜❡r ♥✐❝❤t ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ s✐❡ ♥✐❝❤t ③✉ ❆♥❛❧♦❣✐❡s❝❤❧üss❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s
❙tr✐♥❣s ❜❡♥öt✐❣t ✇✐r❞✳ ❉❛ ❞✐❡ ❩❡✐t✲❋✉♥❦t✐♦♥ t(τ) ❡✐♥❡s ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ▲♦r❡♥t③✲❇❡♦❜❛❝❤t❡rs str❡♥❣

♠♦♥♦t♦♥ st❡✐❣❡♥❞✱ ❞✳❤✳
dt

dτ
> 0✱ ✐st✱ ❢♦❧❣t ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❑❡tt❡♥r❡❣❡❧

0 =
dpµ

dτ
=
dpµ

dt

dt

dτ
, ✭✹✳✶✷✮

✇❡s✇❡❣❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ■♠♣✉❧s ❞❡s ❢r❡✐❡♥✱ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥s ③❡✐t❧✐❝❤ ❡r❤❛❧t❡♥

✶✺❞✳❤✳ τ ′(τ) ✐st ❡✐♥❡ str❡♥❣ ♠♦♥♦t♦♥ ✇❛❝❤s❡♥❞❡ ❋✉♥❦t✐♦♥

✶✻



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✿ P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣ ❡✐♥❡r r❛✉♠❛rt✐❣❡♥ ❋❧ä❝❤❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r ξ1 ✉♥❞ ξ2✳
▲✐♥❦s✿ P❛r❛♠❡t❡r✲❘❛✉♠✱ r❡❝❤ts✿ ❩✐❡❧r❛✉♠ ♠✐t ❡✐♥❣❡❜❡tt❡t❡r r❛✉♠❛rt✐❣❡r ❖❜❡r✲
✢ä❝❤❡ ❬✶✱ ❙✳ ✶✵✷❪✳

s✐♥❞✳

✹✳✷ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ◆❛♠❜✉✲●♦t♦✲❲✐r❦✉♥❣

❲ä❤r❡♥❞ s✐❝❤ ❡✐♥ ♥✉❧❧❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡s P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥ ❡♥t❧❛♥❣ s❡✐♥❡r ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❲❡❧t❧✐✲
♥✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❘❛✉♠③❡✐t ❜❡✇❡❣t✱ s♣❛♥♥t ❡✐♥ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡r ❙tr✐♥❣ ❡✐♥❡ ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡
❲❡❧t✢ä❝❤❡ ✐♥ ❞❡r ❘❛✉♠③❡✐t ❛✉❢✿ ❊✐♥ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡r ❙tr✐♥❣ ❡✐♥❡ ❘ö❤r❡ ✉♥❞ ❡✐♥ ♦✛❡♥❡r ❙tr✐♥❣
❡✐♥❡♥ ❙tr❡✐❢❡♥✳ ■♥ ❆♥❛❧♦❣✐❡ ③✉♠ ❢r❡✐❡♥ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞✐❡ ❲✐r❦✉♥❣ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r
✒❊✐❣❡♥❧ä♥❣❡✑

´

ds = c
´

dτ ❞❡r ❲❡❧t❧✐♥✐❡ ✐st✱ ✐st ❞✐❡ ❲✐r❦✉♥❣ ❞❡s ❢r❡✐❡♥ ❙tr✐♥❣s✱ ❞✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥✲
t❡ ◆❛♠❜✉✲●♦t♦✲❲✐r❦✉♥❣✱ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r ✒❊✐❣❡♥✢ä❝❤❡✑✳ ❙♦❧❝❤❡ ✒❘❛✉♠③❡✐t✲❛rt✐❣❡♥✑ ❋❧ä❝❤❡♥
✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ✈♦♥ ❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤❡♥✱ ✒r❛✉♠❛rt✐❣❡♥✑ ❋❧ä❝❤❡♥ ✐♠ ❊✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ R

d✳

✹✳✷✳✶ ❱♦rü❜❡r❧❡❣✉♥❣✿ ❘❛✉♠❛rt✐❣❡ ❋❧ä❝❤❡♥✶✻

■♠ ❡rst❡♥ ❚❡✐❧ ❞✐❡s❡s ❯♥t❡r❦❛♣✐t❡❧s s♦❧❧ ❞❛s ❋❧ä❝❤❡♥❢✉♥❦t✐♦♥❛❧ A [~x] ❢ür r❛✉♠❛rt✐❣❡ ❋❧ä❝❤❡♥✶✼

❤❡r❣❡❧❡✐t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❊s ❤❛♥❞❡❧t s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❛❧✱ ❞❛ ❡s ❞✐❡ ❡✐♥❣❡s❡t③t❡♥ ❑❛rt❡♥

~x
(

ξ1, ξ2
)

=
(

x1
(

ξ1, ξ2
)

, x2
(

ξ1, ξ2
)

, . . . , xd
(

ξ1, ξ2
)

)

✭✹✳✶✸✮

❛✉❢ ❡✐♥❡ r❡❡❧❧❡ ❩❛❤❧✱ ❞❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥✐♥❤❛❧t✱ ❛❜❜✐❧❞❡t✳ ξ1 ✉♥❞ ξ2 ♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡r❡♥ ❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡❀
❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥❧✐♥✐❡♥ ❜✐❧❞❡♥ ❛✉❢ ✐❤r ❡✐♥ ◆❡t③✳ ✒❑❛rt❡♥✑ s✐♥❞ ❡✐♥ ❑♦♥③❡♣t ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥③✐❛❧✲
❣❡♦♠❡tr✐❡❀ ❡s ❤❛♥❞❡❧t s✐❝❤ ✉♠ ❧♦❦❛❧✲❤♦♠ö♦♠♦r♣❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❞❡♠ ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥
P❛r❛♠❡t❡r✲❘❛✉♠ ✭❞❡♠ R

2✱ s✳ ❆❜❜✳ ✺ ❧✐♥❦s✮ ✐♥ ❞✐❡ ▼❛♥♥✐❣❢❛❧t✐❣❦❡✐t ✭❞✐❡ ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡
❖❜❡r✢ä❝❤❡✱ ❡✐♥❣❡❜❡tt❡t ✐♥ ❞❡♥ R

d✱ s✳ ❆❜❜✳ ✺ r❡❝❤ts✮✳ ❲❡❣❡♥ ❞❡r ❍♦♠ö♦♠♦r♣❤✐❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤
ξ1 ✉♥❞ ξ2 ❧♦❦❛❧ ❛❧s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❛✉❢ ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ✈♦rst❡❧❧❡♥✳ ❉❡r Rd ✇✐r❞ ❛❧s ❩✐❡❧r❛✉♠ ✭❡♥❣❧✳
t❛r❣❡t s♣❛❝❡✮ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ✐♠ ❩✐❡❧r❛✉♠ ✐st ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞❡s

r❡❝❤t❡❝❦✐❣❡♥ ❆✉ss❝❤♥✐tts ❞❡s P❛r❛♠❡t❡r✲❘❛✉♠s
{

(

ξ1, ξ2
)

|ξ1 ∈
[

ξ1i , ξ
1
f

]

, ξ2 ∈
[

ξ2i , ξ
2
f

]}

✉♥t❡r

❞❡♥ ❑❛rt❡♥ ✭✹✳✶✸✮✱ r❡❝❤ts ✐♥ ❆❜❜✳ ✺ s❝❤r❛✣❡rt✳ ❙✐❡ s♦❧❧ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ♠✐t S ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳
❊✐♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡s✱ r❡❝❤t❡❝❦✐❣❡s ❋❧ä❝❤❡♥❡❧❡♠❡♥t ✐♠ P❛r❛♠❡t❡r✲❘❛✉♠ ♠✐t ❙❡✐t❡♥❧ä♥❣❡♥ dξ1

✉♥❞ dξ2 ✇❡r❞❡ ✈♦♥ ❞❡♥ ❑❛rt❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡s P❛r❛❧❧❡❧♦❣r❛♠♠ ❞❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥

✶✻♦r✐❡♥t✐❡rt s✐❝❤ ❛♥ ❬✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✻✳✶✱ ✻✳✷❪
✶✼③✳❇✳ ❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❡✐♥❡r ❙❡✐❢❡♥❜❧❛s❡

✶✼



❋❧ä❝❤❡ S ♠✐t ❞❡♥ ❙❡✐t❡♥❧ä♥❣❡♥

d~v1 = ~x
(

ξ1 + dξ1, ξ2
)

− ~x
(

ξ1, ξ2
)

=
∂~x

∂ξ1
dξ1

d~v2 = ~x
(

ξ1, ξ2 + dξ2
)

− ~x
(

ξ1, ξ2
)

=
∂~x

∂ξ2
dξ2

✭✹✳✶✹✮

❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✱ ✇♦❜❡✐ θ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞✐❡s❡♥ ❱❡❦t♦r❡♥ s❡✐✱ s✳ ❆❜❜✳ ✺✳ ❉❡r ❋❧ä❝❤❡♥✐♥❤❛❧t
❞❡s P❛r❛❧❧❡❧♦❣r❛♠♠s ❜❡r❡❝❤♥❡t s✐❝❤ ❛✉s ●r✉♥❞s❡✐t❡ ♠❛❧ ❍ö❤❡✿

dA = |d~v1| |d~v2| |sin θ|

=

√

|d~v1|2 |d~v2|2 − |d~v1|2 |d~v2|2 cos2 θ

=

√

(d~v1 · d~v1) (d~v2 · d~v2)− (d~v1 · d~v2)2

= dξ1dξ2

√

(

∂~x

∂ξ1
· ∂~x
∂ξ1

)(

∂~x

∂ξ2
· ∂~x
∂ξ2

)

−
(

∂~x

∂ξ1
· ∂~x
∂ξ2

)2

,

✭✹✳✶✺✮

✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ■❞❡♥t✐tät❡♥ |sin θ| =
√
1− cos2 θ ✉♥❞ ~a · ~b = |~a|

∣

∣

∣

~b
∣

∣

∣
cos θ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

✭✹✳✶✹✮ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇✉r❞❡♥✳ ❉✐❡s ✐st ❞❛s ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡ ❋❧ä❝❤❡♥❡❧❡♠❡♥t ❡✐♥❡r ♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡rt❡♥✱
r❛✉♠❛rt✐❣❡♥ ❋❧ä❝❤❡✳ ❉❛♠✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❛s ❋❧ä❝❤❡♥❢✉♥❦t✐♦♥❛❧ ③✉

A =

ˆ

dA =

ˆ ξ1
f

ξ1i

dξ1
ˆ ξ2

f

ξ2i

dξ2

√

(

∂~x

∂ξ1
· ∂~x
∂ξ1

)(

∂~x

∂ξ2
· ∂~x
∂ξ2

)

−
(

∂~x

∂ξ1
· ∂~x
∂ξ2

)2

. ✭✹✳✶✻✮

■♠ ③✇❡✐t❡♥ ❚❡✐❧ ❞✐❡s❡s ❯♥t❡r❦❛♣✐t❡❧s s♦❧❧ ❞✐❡ ■♥✈❛r✐❛♥③ ❞❡s ❋❧ä❝❤❡♥✐♥❤❛❧ts ✭✹✳✶✻✮ ✉♥t❡r
❘❡♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣❡♥

ξ1 → ξ̃1
(

ξ1, ξ2
)

, ξ2 → ξ̃2
(

ξ1, ξ2
)

✭✹✳✶✼✮

❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❢ür ❞✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡r❡♥ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ξ1 → ξ̃1
(

ξ1
)

, ξ2 → ξ̃2
(

ξ2
)

❞✐❡s❡r ❋❧ä❝❤❡♥✐♥❤❛❧t ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❑❡tt❡♥r❡❣❡❧ ♠❛♥✐❢❡st r❡♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣s✐♥✈❛✲
r✐❛♥t ✐st✱ ✇✐❡ ❡✐♥❡ ③✉ ✭✹✳✶✵✮ ❛♥❛❧♦❣❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ③❡✐❣t✱ ❦❛♥♥ ❢ür ❞❡♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❋❛❧❧ ✭✹✳✶✼✮
③✉♥ä❝❤st ❦❡✐♥❡ ❆✉ss❛❣❡ ❣❡tr♦✛❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ◆❛tür❧✐❝❤ s♦❧❧t❡ ❞❡r ❋❧ä❝❤❡♥✐♥❤❛❧t ❛❜❡r ✉♥❛❜❤ä♥✲
❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❣❡✇ä❤❧t❡♥ P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣ s❡✐♥✳
❯♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ▼❛tr✐①

gij
(

ξ1, ξ2
)

≡ ∂~x

∂ξi
· ∂~x
∂ξj

=







∂~x

∂ξ1
· ∂~x
∂ξ1

∂~x

∂ξ1
· ∂~x
∂ξ2

∂~x

∂ξ2
· ∂~x
∂ξ1

∂~x

∂ξ2
· ∂~x
∂ξ2






✭✹✳✶✽✮

❧ässt s✐❝❤ ✭✹✳✶✻✮ ❦✉r③ s❝❤r❡✐❜❡♥ ❛❧s

A =

ˆ

dξ1dξ2
√
g , g ≡ det (gij) . ✭✹✳✶✾✮

❉✐❡ ▼❛tr✐① ✭✹✳✶✽✮ ❦❛♥♥ ❛❧s ✒✐♥❞✉③✐❡rt❡ ▼❡tr✐❦✑ ❛✉❢ S ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✿ ❋ür ❡✐♥❡♥ t❛♥❣❡♥✲
t✐❛❧ ❛♥ S ❛♥❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❱❡❦t♦r

d~x =
∂~x

∂ξ1
dξ1 +

∂~x

∂ξ2
dξ2 =

∂~x

∂ξi
dξi ✭✹✳✷✵✮

✶✽



✭❙✉♠♠❡♥❦♦♥✈❡♥t✐♦♥✮ ❞❡r ▲ä♥❣❡ ds ❣✐❧t

ds2 = (ds)2 = d~x · d~x = dxidx
i

=

(

∂~x

∂ξi
dξi
)

·
(

∂~x

∂ξj
dξj
)

=
∂~x

∂ξi
· ∂~x
∂ξj

= gijdξ
idξj ,

dξidξj ✭✹✳✷✶✮

✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✹✳✷✵✮ ✉♥❞ ✭✹✳✶✽✮ ❡✐♥❣❡s❡t③t ✇✉r❞❡♥✳ ❉❛ ❞❡r ❩✐❡❧r❛✉♠ ♠✐t ❞❡r ❡✉❦❧✐✲
❞✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ♥✐❝❤t ♠✐t ❞❡r ▼✐♥❦♦✇s❦✐✲▼❡tr✐❦ ❛✉s❣❡st❛tt❡t ✐st✱ ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ❦❡✐♥ ▼✐♥✉s ✈♦r
ds2 ✭✈❣❧✳ ❞✐❡ ❡rst❡ ❩❡✐❧❡ ✈♦♥ ✭✹✳✷✶✮ ♠✐t ✭✷✳✺✮✮✳ ❲❡❣❡♥ ❞❡r ä❤♥❧✐❝❤❡♥ ❋♦r♠ ❞❡r ❞r✐tt❡♥ ❩❡✐❧❡
③✉ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✷✳✺✮✱ ✇❡✐❧ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ✈♦♥ gij ❊♥t❢❡r♥✉♥❣❡♥ ❛✉❢ S ❣❡♠❡ss❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✭♥ä♠❧✐❝❤ ❞✐❡
▲ä♥❣❡ ❞❡s ❱❡❦t♦rs d~x✮ ✉♥❞ ✇❡✐❧ ✐♥ ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✹✳✶✽✮ ❞❛s ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡ ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t ❞❡s
✉♠❣❡❜❡♥❞❡♥ ❘❛✉♠s ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇✐r❞✱ ❤❡✐ÿt gij ✒✐♥❞✉③✐❡rt❡ ▼❡tr✐❦ ❛✉❢ S✑✳
❩✉♠ ❇❡✇❡✐s ❞❡r ❘❡♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣s✐♥✈❛r✐❛♥③ ✈♦♥ ✭✹✳✶✾✮ ♠✉ss ♠❛♥ ✇✐ss❡♥✱ ✇✐❡ ❡rst❡♥s

❞❛s ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s♠❛ÿ dξ1dξ2 ✉♥❞ ③✇❡✐t❡♥s ❞✐❡ ▼❡tr✐❦
√
g ✉♥t❡r ❘❡♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣❡♥ ✭✹✳✶✼✮

tr❛♥s❢♦r♠✐❡r❡♥✳ ❋ür ❊rst❡r❡s ✐st ❛✉s ❞❡r ❆♥❛❧②s✐s ❜❡❦❛♥♥t✱ ❞❛ss

dξ1dξ2 = |detM | dξ̃1dξ̃2

dξ̃1dξ̃2 =
∣

∣

∣det M̃
∣

∣

∣ dξ1dξ2

=⇒ |detM |
∣

∣

∣
det M̃

∣

∣

∣
= 1,

✭✹✳✷✷✮

✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❉❡t❡r♠✐♥❛♥t❡♥ ❞❡r ▼❛tr✐③❡♥ M ✉♥❞ M̃ ✱ ❞❡✜♥✐❡rt ❞✉r❝❤

Mij =
∂ξi

∂ξ̃j
, M̃ij =

∂ξ̃i

∂ξj
, ✭✹✳✷✸✮

❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥❛❧❞❡t❡r♠✐♥❛♥t❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ▼❡tr✐❦ tr❛♥s❢♦r♠✐❡rt ✇✐❡ ❢♦❧❣t✿ ❉❛ ❞✐❡
▲ä♥❣❡ ds ❡✐♥❡s ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡♥ ❚❛♥❣❡♥t✐❛❧✈❡❦t♦rs ❛❧s ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣
✈♦♥ ❞❡r P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣ s❡✐♥ ♠✉ss✱ ❣✐❧t ✇❡❣❡♥ ✭✹✳✷✶✮✱ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❑❡tt❡♥r❡❣❡❧
✉♥❞ ✇❡❣❡♥ ✭✹✳✷✸✮

gijdξ
idξj

!
= g̃pqdξ̃pdξ̃q = g̃pq

∂ξ̃p

∂ξi
∂ξ̃q

∂ξj
dξidξj = g̃pqM̃piM̃qjdξ

idξj . ✭✹✳✷✹✮

❉❛♠✐t ❞✐❡s ❢ür ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ dξi ❣✐❧t✱ ♠✉ss gij = M̃T
ipg̃pqM̃qj s❡✐♥✱ ✇❛s ✐♥ ▼❛tr✐①✲❙❝❤r❡✐❜✇❡✐s❡

❞❡♠ Pr♦❞✉❦t ❞r❡✐❡r ▼❛tr✐③❡♥ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ◆✐♠♠t ♠❛♥ ❞✐❡ ❉❡t❡r♠✐♥❛♥t❡ ❞✐❡s❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣
✉♥❞ ✈❡r✇❡♥❞❡t ❞✐❡ ◆♦t❛t✐♦♥ ✐♥ ✭✹✳✶✾✮✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤

g =
(

det M̃T
)

g̃
(

det M̃
)

= g̃
(

det M̃
)2
,

√
g =

√

g̃
∣

∣

∣
det M̃

∣

∣

∣
.

✭✹✳✷✺✮

❉❡r ❇❡✇❡✐s ❞❡r ❘❡♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣s✐♥✈❛r✐❛♥③ ✈♦♥ ✭✹✳✶✾✮ ❣❡❤t ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❡rst❡♥
✉♥❞ ❞r✐tt❡♥ ❩❡✐❧❡ ✈♦♥ ✭✹✳✷✷✮ s♦✇✐❡ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ❩❡✐❧❡ ✈♦♥ ✭✹✳✷✺✮ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥✿

A =

ˆ

dξ1dξ2
√
g =

ˆ

|detM | dξ̃1dξ̃2
√

g̃
∣

∣

∣
det M̃

∣

∣

∣
=

ˆ

dξ̃1dξ̃2
√

g̃ = Ã. ✭✹✳✷✻✮

❉❛ ❞❡r ❇❡✇❡✐s s❡❤r ❡✐♥❢❛❝❤ ✐st✱ s♦❜❛❧❞ ❞✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡r ❉❡t❡r♠✐♥❛♥t❡ ❞❡r ▼❡tr✐❦

✶✾



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✿ P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣ ❡✐♥❡r ❘❛✉♠③❡✐t✲❛rt✐❣❡♥ ❋❧ä❝❤❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r τ ✉♥❞ σ✳
▲✐♥❦s✿ P❛r❛♠❡t❡r✲❘❛✉♠✱ r❡❝❤ts✿ ❩✐❡❧r❛✉♠ ♠✐t ❡✐♥❣❡❜❡tt❡t❡r ❘❛✉♠③❡✐t✲❛rt✐❣❡r
❖❜❡r✢ä❝❤❡ ❬✶✱ ❙✳ ✶✵✼❪✳

❜❡❦❛♥♥t ✐st✱ ✇✐r❞ ❞❛s ❋❧ä❝❤❡♥❢✉♥❦t✐♦♥❛❧ ✐♥ ✭✹✳✶✾✮ ❛❧s ♠❛♥✐❢❡st r❡♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣s✐♥✈❛r✐❛♥t
❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳

✹✳✷✳✷ ❘❛✉♠③❡✐t✲❛rt✐❣❡ ❋❧ä❝❤❡♥✶✽

❉❡r ❩✐❡❧r❛✉♠ ❞❡r ❑❛rt❡♥❛❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✐st ❥❡t③t ❞✐❡ ♠✐t ❞❡r ▼✐♥❦♦✇s❦✐✲▼❡tr✐❦ ❛✉s❣❡st❛tt❡t❡
❘❛✉♠③❡✐t RD✱ ✐♥ ❞❡r ❞❡r ❙tr✐♥❣ s❡✐♥❡ ❲❡❧t✢ä❝❤❡ ❛✉❢s♣❛♥♥t✳ ❉❛s ❲♦rt ✒❲❡❧t✢ä❝❤❡✑ ✇✐r❞ ❜❡✐
❘❛✉♠③❡✐t✲❛rt✐❣❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥ ❞♦♣♣❡❧❞❡✉t✐❣ ✈❡r✇❡♥❞❡t✿ ❆❧s ❲❡❧t✢ä❝❤❡ ❞❡s ❙tr✐♥❣s ✐♠ P❛r❛♠❡t❡r✲
❘❛✉♠ ✇✐r❞ ❞✐❡ r❡❝❤t❡❝❦✐❣❡✱ ✐♥ ❆❜❜✳ ✻ ❛✉❢ ❞❡r ❧✐♥❦❡♥ ❙❡✐t❡ s❝❤r❛✣❡rt❡ ❚❡✐❧♠❡♥❣❡ ❞❡s R

2

❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❲❡❧t✢ä❝❤❡ S ✐st ✐❤r ❇✐❧❞ ✉♥t❡r ❞❡♥ ❑❛rt❡♥ ✉♥❞ ✇✐r❞ r❡❝❤ts
✐♥ ❆❜❜✳ ✻ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❲❡❧❝❤❡ ❲❡❧t✢ä❝❤❡ ❣❡♠❡✐♥t ✐st✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣✳
❲❡❣❡♥ ❞❡r ❛♥❞❡r❡♥ ▼❡tr✐❦ ❞❡s ❩✐❡❧r❛✉♠s ✐st ❛✉❝❤ ❞✐❡ ✐♥❞✉③✐❡rt❡ ▼❡tr✐❦ ❛✉❢ S ❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡✱
❞✳❤✳ ❆❜stä♥❞❡ ❛✉❢ S ✇❡r❞❡♥ ❛♥❞❡rs ❣❡♠❡ss❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ❘❛✉♠③❡✐t✲❛rt✐❣❡
❋❧ä❝❤❡♥ ✈♦♥ r❛✉♠❛rt✐❣❡♥✳ ❉✐❡ P❛r❛♠❡t❡r (ξ1, ξ2) ❜❡❦♦♠♠❡♥ ❞✐❡ ◆❛♠❡♥ (τ, σ)✳ ❉✐❡ ❑❛rt❡♥
✇❡r❞❡♥ ✐♠ ❋❛❧❧ ❞❡s ❙tr✐♥❣s ❙tr✐♥❣✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❣❡♥❛♥♥t ✉♥❞ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❣r♦ÿ❡♥

Xµ (τ, σ) =
(

X0 (τ, σ) , X1 (τ, σ) , . . . , Xd (τ, σ)
)

✭✹✳✷✼✮

❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ✇♦❤✐♥❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❦❧❡✐♥❡♥ xµ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ❘❛✉♠③❡✐t✲P✉♥❦t❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❆❧s ❙tr✐♥❣s
✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❘❛✉♠③❡✐t✲▲✐♥✐❡♥ ❦♦♥st❛♥t❡♥ τ ✬s ❛♥❣❡s❡❤❡♥✱ ❞✳❤✳ σ ❣✐❜t P♦s✐t✐♦♥❡♥ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r
❙tr✐♥❣s ❛♥✳ τ s❡✐ ③✉♠✐♥❞❡st ✐♥s♦❢❡r♥ ♠✐t ❞❡r ❩❡✐t x0 ❦♦rr❡❧✐❡rt✱ ❛❧s ❞❛ss ❩❡✐t ✈❡r❣❡❤t✱ ✇❡♥♥ τ
✇ä❝❤st✱ ❞✳❤✳

∂X0

∂τ
(τ, σ) > 0 ∀σ. ✭✹✳✷✽✮

❙♦♠✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ✐♠ P❛r❛♠❡t❡r✲❘❛✉♠ ❡✐♥ ❡♥❞❧✐❝❤❡s ■♥t❡r✈❛❧❧ ❢ür σ✱ ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ❜❡✐ 0 ❜❡✲
❣✐♥♥❡♥❞✿ σ ∈ [0, σ1]✱ ❛❜❡r ❡✐♥ ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ✉♥❜❡s❝❤rä♥❦t❡s ■♥t❡r✈❛❧❧ ❢ür τ ✿ τ ∈ [τi, τf ] ⊆ R✳
■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ s♦❧❧ ❞✐s❦✉t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐❡ ✒♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣✑ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❙tr✐♥❣ ❞❡✜♥✐❡rt

✇✐r❞✳ ❋ür ❞❛s P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥ ❜❡❞❡✉t❡t❡ ❞✐❡s✱ ❞❛ss ❡s s✐❝❤ ♠✐t v < c ❜❡✇❡❣t ✭✐♥ ●r❡♥③❢ä❧❧❡♥
s❡✐ ❛✉❝❤ v = c ❡r❧❛✉❜t✮✳ ❉✐❡s ✐st äq✉✐✈❛❧❡♥t ③✉ ❞❡r ❆✉ss❛❣❡✱ ❛❧❧❡ ❚❛♥❣❡♥t✐❛❧✈❡❦t♦r❡♥ ❛♥ ❞✐❡
❲❡❧t❧✐♥✐❡ s❡✐❡♥ ③❡✐t❛rt✐❣ ✭❧✐❝❤t❛rt✐❣✮✳ ❊s ✇✐r❞ ❞❛❤❡r ❞❡r ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❚❛♥❣❡♥t✐❛❧r❛✉♠ ❛♥
❞✐❡ ❲❡❧t✢ä❝❤❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ P✉♥❦t✶✾ P ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❊✐♥ ❙tr✐♥❣ ❜❡s✐t③t✱ ❛❜❣❡s❡❤❡♥ ✈♦♥

✶✽♦r✐❡♥t✐❡rt s✐❝❤ ❛♥ ❬✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✻✳✸✱ ✻✳✹❪
✶✾❘❛♥❞♣✉♥❦t❡ s❡✐❡♥ ❛✉s❣❡♥♦♠♠❡♥

✷✵



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✼✿ ▲✐♥❦s✿ ❚❛♥❣❡♥t✐❛❧✈❡❦t♦r❡♥ vµ ❛♥ ❞❡♥ P✉♥❦t P ❞❡r ❲❡❧t✢ä❝❤❡✳ ❘❡❝❤ts✿ ❏❡ ♥❛❝❤
❲❡rt ❢ür λ ✐st vµ ③❡✐t✲✱ ❧✐❝❤t✲ ♦❞❡r r❛✉♠❛rt✐❣ ❬✶✱ ❙✳ ✶✶✵❪✳

❞❡♥ ❊♥❞♣✉♥❦t❡♥ ♦✛❡♥❡r ❙tr✐♥❣s✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ σ∗ ∈ {0, σ1} ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❲❡❧t❧✐♥✐❡♥ ♥✉r
❞✉r❝❤ τ ♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❦❡✐♥❡ ✒❇❡st❛♥❞t❡✐❧❡✑✳ ❉✳❤✳ ✐♠ ■♥♥❡r❡♥ ✈♦♥ ❙tr✐♥❣s ❦ö♥♥❡♥ ❦❡✐♥❡
P✉♥❦t❡ ✈❡r❢♦❧❣t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❲❡❧t❧✐♥✐❡♥ ③❡✐t❛rt✐❣❡ ❚❛♥❣❡♥t✐❛❧✈❡❦t♦r❡♥ ❜❡s✐t③❡♥ ❦ö♥♥t❡♥✳
❚r♦t③❞❡♠ s♦❧❧ ❛❧s ❑r✐t❡r✐✉♠ ❢ür ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❣❡❢♦r❞❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❢ür ❥❡❞❡♥
P✉♥❦t P ❡✐♥❡ ③❡✐t❛rt✐❣❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❡①✐st✐❡rt ✭✉♥❞ ❞❛❞✉r❝❤ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡✮✳ ❉❡♥♥
❞❛♥♥ ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ P ❢ür ❥❡❞❡ ❞✐❡s❡r ❘✐❝❤t✉♥❣❡♥ ✐♠ ❘✉❤❡s②st❡♠ ❡✐♥❡s ❛♥❞❡r❡♥ ▲♦r❡♥t③✲
❇❡♦❜❛❝❤t❡rs✳ ❙♦♠✐t ❡①✐st✐❡rt ❢ür ❥❡❞❡♥ P✉♥❦t Q2 ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ❙tr✐♥❣ ♠✐t τ + dτ ❡✐♥ P✉♥❦t
✭✉♥❞ ❞❛❞✉r❝❤ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡ P✉♥❦t❡✮ Q1 ❛✉❢ ❞❡♠ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥ ❙tr✐♥❣ ♠✐t τ ✱ s♦❞❛ss Q1 ❞❡♥
P✉♥❦t Q2 ♠✐t ❡✐♥❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v < c ❡rr❡✐❝❤❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ▲♦r❡♥t③✲
❇❡♦❜❛❝❤t❡r ③✇❡✐ P✉♥❦t❡ ❞❡ss❡❧❜❡♥ ❙tr✐♥❣s ✐♠♠❡r r❛✉♠❛rt✐❣ ❣❡tr❡♥♥t s✐♥❞✱ ❡①✐st✐❡r❡♥ ✐♠♠❡r
❛✉❝❤ r❛✉♠❛rt✐❣❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧❡ ❘✐❝❤t✉♥❣❡♥✳ ❊✐♥ ❙tr✐♥❣ ❜❡✇❡❣❡ s✐❝❤ ❞❛❤❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤✱ ✇❡♥♥
❞❡r ❚❛♥❣❡♥t✐❛❧r❛✉♠ ❛♥ ❥❡❞❡♠ P✉♥❦t ❞❡r ❲❡❧t✢ä❝❤❡ ❡✐♥❡ ❇❛s✐s ❛✉s ❡✐♥❡♠ ③❡✐t❛rt✐❣❡♥ ✉♥❞
❡✐♥❡♠ r❛✉♠❛rt✐❣❡♥ ❱❡❦t♦r ❜❡s✐t③t✳

❉❛ ❞✐❡ ❚❛♥❣❡♥t✐❛❧✈❡❦t♦r❡♥
∂Xµ

∂τ
✉♥❞

∂Xµ

∂σ
❧✐♥❡❛r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ s✐♥❞✱ ❦❛♥♥ ❥❡❞❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡

t❛♥❣❡♥t✐❛❧❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤

vµ(λ) =
∂Xµ

∂τ
+ λ

∂Xµ

∂σ
, λ ∈ (−∞,∞) , ✭✹✳✷✾✮

✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣
∂Xµ

∂σ
s❡❧❜st ✐♠ ●r❡♥③✇❡rt λ → ∞ ❡rr❡✐❝❤t ✇✐r❞✱ s✳ ❆❜❜✳ ✼ ❧✐♥❦s✳ ❉✐❡

❋♦r❞❡r✉♥❣✱ ❞❡r ❙tr✐♥❣ ❜❡✇❡❣❡ s✐❝❤ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤✱ ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❥❡ ♥❛❝❤ ❲❡rt ✈♦♥ λ ❞❡r ❚❛♥✲
❣❡♥t✐❛❧✈❡❦t♦r vµ ③❡✐t✲✱ ❧✐❝❤t✲ ♦❞❡r r❛✉♠❛rt✐❣ ✐st❀ v2 ✐st ❛❧s♦ ♥❡❣❛t✐✈✱ ♥✉❧❧ ♦❞❡r ♣♦s✐t✐✈✳ ❉✳❤✳
❞❛s ♥❛❝❤ ♦❜❡♥ ❣❡ö✛♥❡t❡ P♦❧②♥♦♠ ③✇❡✐t❡♥ ●r❛❞❡s

v2(λ) = vµ(λ)vµ(λ) = λ2
(

∂X

∂σ

)2

+ 2λ

(

∂X

∂σ
· ∂X
∂τ

)

+

(

∂X

∂τ

)2

, ✭✹✳✸✵✮

❞❛s ✐♥ ❆❜❜✳ ✼ r❡❝❤ts ③✉ s❡❤❡♥ ✐st✱ ❜❡s✐t③t ③✇❡✐ ◆✉❧❧st❡❧❧❡♥✱ ❜③✇✳ ❞✐❡ ❉✐s❦r✐♠✐♥❛♥t❡ ❞❡r ●❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ v2 = 0 ✐st ♣♦s✐t✐✈✿

(

∂X

∂σ
· ∂X
∂τ

)2

(

∂X

∂σ

)4 −

(

∂X

∂τ

)2

(

∂X

∂σ

)2 > 0, ✭✹✳✸✶✮

✷✶



✇♦r❛✉s ❞✉r❝❤ ▼✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐♦♥ ♠✐t

(

∂X

∂σ

)4

(

∂X

∂σ
· ∂X
∂τ

)2

−
(

∂X

∂τ

)2(∂X

∂σ

)2

> 0 ✭✹✳✸✷✮

❢♦❧❣t✳ ❉✐❡s❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✇✐r❞ ❣❧❡✐❝❤ ❜❡♥öt✐❣t✳
■♠ ❧❡t③t❡♥ ❚❡✐❧ ❞✐❡s❡s ❯♥t❡r❛❜s❝❤♥✐tts s♦❧❧ ❞❛s ❋❧ä❝❤❡♥❢✉♥❦t✐♦♥❛❧ ❢ür ❘❛✉♠③❡✐t✲❛rt✐❣❡ ❋❧ä✲

❝❤❡♥ ❢♦r♠✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥✿ ■♥ ❡✐♥❡r ❛♥❛❧♦❣❡♥ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣ ③✉ ❞❡r ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✹✳✷✳✶ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤
❞✐❡ ❙❡✐t❡♥❧ä♥❣❡♥ ❞❡s ✐♥ ❆❜❜✳ ✻ ❡✐♥❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡♥ P❛r❛❧❧❡❧♦❣r❛♠♠s ③✉

dvµ1 =
∂Xµ

∂τ
dτ , dvµ2 =

∂Xµ

∂σ
dσ, ✭✹✳✸✸✮

✈❣❧✳ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✳✶✹✮✳ ❉❛❤❡r ❧ässt s✐❝❤ ✈❡r♠✉t❡♥✱ ❞❛s ❘❛✉♠③❡✐t✲❛rt✐❣❡ ❋❧ä❝❤❡♥❢✉♥❦t✐♦♥❛❧
❡♥ts♣rä❝❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✳✶✻✮✱ ♥✉r ✐♥ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡r ◆♦t❛t✐♦♥✿

A
?
=

ˆ

dτdσ

√

(

∂Xµ

∂τ

∂Xµ

∂τ

)(

∂Xµ

∂σ

∂Xµ

∂σ

)

−
(

∂Xµ

∂τ

∂Xµ

∂σ

)2

=

ˆ

dτdσ

√

(

∂X

∂τ

)2 (

∂X

∂σ

)2

−
(

∂X

∂τ
· ∂X
∂σ

)2

.

✭✹✳✸✹✮

❊✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❋♦r♠❡❧ ✭✹✳✸✷✮ ③❡✐❣t ❛❜❡r✱ ❞❛ss ❞❡r ❚❡r♠ ✉♥t❡r ❞❡r ❲✉r③❡❧ ♥❡❣❛t✐✈ ✐st❀ ❞❛s
❦♦rr❡❦t❡ ❘❛✉♠③❡✐t✲❛rt✐❣❡ ❋❧ä❝❤❡♥❢✉♥❦t✐♦♥❛❧ ✐st ❞❡s✇❡❣❡♥

A =

ˆ

dτdσ

√

(

∂X

∂τ
· ∂X
∂σ

)2

−
(

∂X

∂τ

)2 (

∂X

∂σ

)2

≡
ˆ

dτdσ

√

(

Ẋ ·X ′

)2
− Ẋ2X ′2 ✭✹✳✸✺✮

♠✐t ❞❡♥ ❆❜❦ür③✉♥❣❡♥

Ẋµ ≡ ∂Xµ

∂τ
, X ′µ ≡ ∂Xµ

∂σ
. ✭✹✳✸✻✮

❉❛s ③✉sät③❧✐❝❤❡ ▼✐♥✉s③❡✐❝❤❡♥ ✉♥t❡r ❞❡r ❲✉r③❡❧ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ r❛✉♠❛rt✐❣❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥ ❦♦♠♠t
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡ ▼❡tr✐❦ ❞❡s ❩✐❡❧r❛✉♠s ③✉st❛♥❞❡ ✭▼✐♥❦♦✇s❦✐✲▼❡tr✐❦ ηµν ✐♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉r
❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ▼❡tr✐❦✮✿ ❙♦ ❣✐❧t ❜❡✐ ❘❛✉♠③❡✐t✲❛rt✐❣❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥ ❢ür ❞✐❡ ▲♦r❡♥t③✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ▲ä♥❣❡
ds ❡✐♥❡s ❚❛♥❣❡♥t✐❛❧✈❡❦t♦rs dXµ ❛♥ ❞✐❡ ❲❡❧t✢ä❝❤❡ ✭s✳ ✭✷✳✺✮✮

!
−ds2 = dXµdX

µ

=
∂Xµ

∂ξα
∂Xµ

∂ξβ
dξαdξβ

≡ γαβdξ
αdξβ ,

✭✹✳✸✼✮

✇❛s ♠✐t +ds2 = dxidx
i = gijdξ

idξj ❛✉s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✳✷✶✮ ❢ür r❛✉♠❛rt✐❣❡ ❋❧ä❝❤❡♥ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥
✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✳ ■♥ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ❩❡✐❧❡ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ❑❡tt❡♥r❡❣❡❧ s♦✇✐❡ ξ1 = τ ✉♥❞ ξ2 = σ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳
❲❡❣❡♥ ❞❡r ❛♥❞❡r❡♥ ▼❡tr✐❦ ❞❡s ❩✐❡❧r❛✉♠s ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡t s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❛✉❢ S ✐♥❞✉③✐❡rt❡ ▼❡tr✐❦
γαβ ✳ ❆❧s ▼❛tr✐① ❛✉s❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ❤❛t ❞✐❡s❡ ❞✐❡ ❋♦r♠

γαβ =

(

Ẋ2 Ẋ ·X ′

X ′ · Ẋ X ′2

)

. ✭✹✳✸✽✮

❊✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ✭✹✳✸✺✮ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞❡r ❚❡r♠ ✉♥t❡r ❞❡r ❲✉r③❡❧ ❣❡r❛❞❡ − det γαβ ≡ −γ ✐st✳

✷✷



❉✐❡ ❡♥❞❣ü❧t✐❣❡ ❋♦r♠ ❢ür ❞❛s ❘❛✉♠③❡✐t✲❛rt✐❣❡ ❋❧ä❝❤❡♥❢✉♥❦t✐♦♥❛❧ ✐st ❞❛❤❡r

A =

ˆ

dτdσ
√−γ. ✭✹✳✸✾✮

❉❛ ❞❡r ❇❡✇❡✐s ❛♥❛❧♦❣ ③✉ ❞❡♠ ❢ür r❛✉♠❛rt✐❣❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥ ❢✉♥❦t✐♦♥✐❡rt ✭s✳ ✭✹✳✷✻✮✮✱ ✐st ❞✐❡s ❡✐♥❡
♠❛♥✐❢❡st r❡♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣s✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣✳ ❉✳❤✳ ❛✉❝❤ ❢ür ❘❛✉♠③❡✐t✲❛rt✐❣❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥
✐st ❞❡r ❋❧ä❝❤❡♥✐♥❤❛❧t r❡♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣s✐♥✈❛r✐❛♥t✳
❉❛ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✳✸✺✮ ♥✉r r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t❡ ❡♥t❤ä❧t✱ ✐st ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡A ❡✐♥ ▲♦r❡♥t③✲

❙❦❛❧❛r ✉♥❞ ❦❛♥♥ ❛❧s ❊✐❣❡♥✢ä❝❤❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ s✐❝❤ ❛❧❧❡ ▲♦r❡♥t③✲❇❡♦❜❛❝❤t❡r ü❜❡r ❞❡♥
❋❧ä❝❤❡♥✐♥❤❛❧t ❡✐♥✐❣ s✐♥❞✳ ❉❡r ❋❧ä❝❤❡♥✐♥❤❛❧t ❜❧❡✐❜t ❢♦❧❣❧✐❝❤ s♦✇♦❤❧ ✉♥t❡r ❘❡♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣❡♥
❛❧s ❛✉❝❤ ✉♥t❡r ▲♦r❡♥t③✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❡r❤❛❧t❡♥✳

✹✳✷✳✸ ◆❛♠❜✉✲●♦t♦✲❲✐r❦✉♥❣✷✵

❉❛ ❞✐❡ ❲✐r❦✉♥❣ ❢ür ❞❡♥ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❙tr✐♥❣ ❣❡♥❛✉ ✇✐❡ ❜❡✐♠ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥ ❡✐♥ ▲♦r❡♥t③✲
❙❦❛❧❛r s❡✐♥ s♦❧❧✱ ♠✉ss ❞❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s❜❡❤❛❢t❡t❡ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐täts❢❛❦t♦r ③✇✐s❝❤❡♥ ✐❤r ✉♥❞ ❞❡r
s❦❛❧❛r❡♥ ❊✐❣❡♥✢ä❝❤❡ ✭✹✳✸✺✮ ❡❜❡♥❢❛❧❧s s❦❛❧❛r s❡✐♥✳ ❆♥❤❛♥❞ ❡✐♥❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥s❛♥❛❧②s❡ s♦❧❧ ❢ür
❞✐❡s❡♥ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐täts❢❛❦t♦r ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥❡ ❜❡❣rü♥❞❡t❡ ❱❡r♠✉t✉♥❣ ❣❡ä✉ÿ❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❜❡✈♦r
❛♥❤❛♥❞ ❡✐♥❡s ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧s s❡✐♥❡ ❘✐❝❤t✐❣❦❡✐t ❞❡♠♦♥str✐❡rt ✇✐r❞✿
❉❛ ❞✐❡ ❙tr✐♥❣✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ Xµ ❞✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ▲ä♥❣❡ L ❤❛❜❡♥✱ ❤❛t ❞❡r ❋❧ä❝❤❡♥✐♥❤❛❧t ✐♥

✭✹✳✸✺✮ ❞✐❡ ❡r✇❛rt❡t❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ L2✳ ❉✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r τ ✉♥❞ σ ❦ür③❡♥ s✐❝❤
❤❡r❛✉s ✉♥❞ s♣✐❡❧❡♥ ❦❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡✳ ❉❡s✇❡❣❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ③✳❇✳ [τ ] = T ✉♥❞ [σ] = L ✇ä❤❧❡♥✱ ❞❛ τ
❡t✇❛s ♠✐t ❞❡r ❩❡✐t ✉♥❞ σ ❡t✇❛s ♠✐t P♦s✐t✐♦♥❡♥ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡s ❙tr✐♥❣s ③✉ t✉♥ ❤❛❜❡♥✳ ❙♣ät❡st❡♥s
❛❜❡r ❛❜ ❑❛♣✐t❡❧ ✻ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❛❧s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s❧♦s ❛♥❣❡s❡❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❙♦♠✐t
❣✐❧t ❢ür ❞✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡r ❲✐r❦✉♥❣

[S] =
ML2

T
=
M

T
[A] =

ML
T 2

L
T

[A] =
[T0]

[c]
[A] , ✭✹✳✹✵✮

✇♦❜❡✐ c ❞✐❡ s❦❛❧❛r❡ ▲✐❝❤t❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❞ T0 ❡✐♥ ✭♣♦s✐t✐✈❡r✮ ▲♦r❡♥t③✲❙❦❛❧❛r ♠✐t ❞❡r ❊✐♥❤❡✐t
◆❡✇t♦♥ s✐♥❞✳ ❉❛ss T0 ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❞❡r ❙tr✐♥❣✲❙♣❛♥♥✉♥❣ ❤❛t✱ ♠✉ss ❛❜❡r
♥♦❝❤ ❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❩✉r ❦♦rr❡❦t❡♥ ◆♦r♠✐❡r✉♥❣ ❜❡❞❛r❢ ❞❡r Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐täts❢❛❦t♦r ♥♦❝❤
❡✐♥❡s ▼✐♥✉s③❡✐❝❤❡♥s✱ ✇♦♠✐t s✐❝❤ ❞✐❡ ❲✐r❦✉♥❣ ❢ür ❞❡♥ ❢r❡✐❡♥✱ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥✱ ♦✛❡♥❡♥ s♦✇✐❡
❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙tr✐♥❣✱ ❞✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ◆❛♠❜✉✲●♦t♦✲❲✐r❦✉♥❣✱ ③✉

S = −T0
c

ˆ τf

τi

dτ

ˆ σ1

0
dσ

√

(

Ẋ ·X ′
)2

− Ẋ2X ′2 ✭✹✳✹✶✮

❡r❣✐❜t✳ ●❡♥❛✉ ✇✐❡ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥✢ä❝❤❡ ✐st ❞✐❡s❡ ❲✐r❦✉♥❣ s♦✇♦❤❧ ▲♦r❡♥t③✲ ❛❧s ❛✉❝❤ r❡♣❛r❛♠❡tr✐✲
s✐❡r✉♥❣s✐♥✈❛r✐❛♥t✳
❩✉r ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡r ❘✐❝❤t✐❣❦❡✐t ❞❡r ◆♦r♠✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✈♦♥ T0 ❛❧s

❙tr✐♥❣✲❙♣❛♥♥✉♥❣ s♦❧❧ ❡✐♥ st❛t✐s❝❤❡r✱ ♦✛❡♥❡r ❙tr✐♥❣ ❛✉s ❙✐❝❤t ❡✐♥❡s ▲♦r❡♥t③✲❇❡♦❜❛❝❤t❡rs ❜❡✲
tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❛✉s ❞❡ss❡♥ ❙✐❝❤t ❞❡r ❙tr✐♥❣ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r x1✲❆❝❤s❡ r✉❤t✳ ❙❡✐♥❡ ❊♥❞♣✉♥❦t❡

❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ❛♥ ❞❡♥ rä✉♠❧✐❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ~x =
(

0,~0
)

✉♥❞ ~x =
(

a,~0
)

✳ ❩✐❡❧ s♦❧❧ ❞✐❡ ❇❡✲

r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡

H =
∂L

∂Ẋµ
Ẋµ − L ✭✹✳✹✷✮

s❡✐♥✱ ✇♦③✉ ③✉♥ä❝❤st ❞✐❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲❋✉♥❦t✐♦♥ ❜❡♥öt✐❣t ✇✐r❞✳ ❋ür ❞❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❙tr✐♥❣ ❣✐❧t

✷✵♦r✐❡♥t✐❡rt s✐❝❤ ❛♥ ❬✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✻✳✹✱ ✻✳✻✱ ✻✳✼❪

✷✸



Xi (τ, σ) = 0 ❢ür i = 2, . . . , d✳ ❙✐❝❤ ❞✐❡ ❘❡♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣s✐♥✈❛r✐❛♥③ ❞❡r ❲✐r❦✉♥❣ ③✉♥✉t③❡
♠❛❝❤❡♥❞✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❞✐❡ P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ♥✐❝❤t✲tr✐✈✐❛❧❡♥ ❙tr✐♥❣✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥X0 = ct
✉♥❞ X1 ❛✉ss✉❝❤❡♥✳ ❊s s♦❧❧ ❞✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ✒st❛t✐❝ ❣❛✉❣❡✑ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✿

X0 (τ, σ) = ct (τ, σ)
!
= cτ ✭✹✳✹✸✮

❜③✇✳
τ = t =⇒ Xµ (τ, σ) = Xµ (t, σ) =

(

ct, ~X (t, σ)
)

. ✭✹✳✹✹✮

❉❛s ❲♦rt ✒❣❛✉❣❡✑ ✭❞t✳ ❊✐❝❤✉♥❣✮ ✇✐r❞ ✐♥ ❞❡r ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ s②♥♦♥②♠ ❢ür ✒P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣✑
✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ❞❛ ❞✐❡ ❘❡♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣s✐♥✈❛r✐❛♥③ ✐♥ ❞❡r ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ❞✐❡s❡❧❜❡ ❘♦❧❧❡ ✇✐❡ ❞✐❡
❊✐❝❤✐♥✈❛r✐❛♥③ ✐♥ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦❞②♥❛♠✐❦ ❜❡s✐t③t✿ ❡✐♥❡ ❣❡❡✐❣♥❡t❡ P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣ ❦❛♥♥ ❤❡❧❢❡♥✱
❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ③✉ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ P❤②s✐❦ ③✉ ❡♥ts❝❤❧üss❡❧♥✳ ■♥ ❞❡r st❛t✐❝ ❣❛✉❣❡ ✐st
X0 σ✲✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✉♥❞ τ ❢ä❧❧t ❣❡♥❛✉ ♠✐t ❞❡r ❩❡✐t ❞❡s ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡♥ ▲♦r❡♥t③✲❇❡♦❜❛❝❤t❡rs
③✉s❛♠♠❡♥✳ ❉✐❡ ❣❡✇ä❤❧t❡ P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣✴❊✐❝❤✉♥❣ ❤❡✐ÿt ✒st❛t✐s❝❤✑✱ ✇❡✐❧ ✐♥ ✐❤r ❞✐❡ ❙tr✐♥❣s✱
❞✳❤✳ ❞✐❡ ▲✐♥✐❡♥ ❛✉❢ ❞❡r ❲❡❧t✢ä❝❤❡ ♠✐t ❣❧❡✐❝❤❡♠ τ ✱ ❣❡r❛❞❡ ❞✐❡ ✒st❛t✐s❝❤❡♥ ❋ä❞❡♥✑ s✐♥❞✱ ❞✐❡ ❞❡r
❣❡✇ä❤❧t❡ ▲♦r❡♥t③✲❇❡♦❜❛❝❤t❡r ③✉ ❡✐♥❡♠ ❢❡st❡♥ ❩❡✐t♣✉♥❦t t = τ s✐❡❤t❀ ❞❡r ❇❡♦❜❛❝❤t❡r s✐❡❤t
❛❧s♦ ❛❧❧❡ ③✉♠ ❙tr✐♥❣ ❣❡❤ör❡♥❞❡♥ ❘❛✉♠③❡✐t✲P✉♥❦t❡ ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣✳
❉✐❡ st❛t✐❝ ❣❛✉❣❡ ✐st ❡✐♥❡ ❚❡✐❧♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣✱ ❞❛ s✐❡ ❦❡✐♥❡ ❆✉ss❛❣❡ ü❜❡r σ tr✐✛t✳ ❊s ♠✉ss

❞❛❤❡r ♥♦❝❤ ❞✐❡ σ✲P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣ ❢ür X1(t, σ) ❢❡st❣❡❧❡❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛ ❞❡r ❙tr✐♥❣ st❛t✐s❝❤ ✐st✱
❦❛♥♥ ❞✐❡ ❩❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❢❛❧❧❡♥❣❡❧❛ss❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ❡s ❣✐❧t

X1(t, σ) = f(σ), f(0) = 0, f(σ1) = a, ✭✹✳✹✺✮

❢ür ❡✐♥❡ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡✱ ❛❜❡r str❡♥❣ ♠♦♥♦t♦♥ ✇❛❝❤s❡♥❞❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ f(σ)✱ ❞✳❤✳

f ′ ≡ df

dσ
> 0. ✭✹✳✹✻✮

❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤

Xµ =
(

ct, f (σ) ,~0
)

, Ẋµ =
(

c, 0,~0
)

, X ′µ =
(

0, f ′,~0
)

, ✭✹✳✹✼✮

s♦✇✐❡
Ẋ2 = −c2 , X ′2 = f ′2 , Ẋ ·X ′ = 0. ✭✹✳✹✽✮

❉❛♠✐t ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡ ❲✐r❦✉♥❣ ✭✹✳✹✶✮ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✿

S = −T0
c

ˆ tf

ti

dt

ˆ σ1

0
dσ
√

c2f ′2 = −T0
ˆ tf

ti

dt [f (σ)]σ1

0 =

ˆ tf

ti

dt (−T0a) , ✭✹✳✹✾✮

✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✹✳✹✻✮ ✉♥❞ ✭✹✳✹✺✮ ❜❡♥✉t③t ✇✉r❞❡♥✳ ❉❛r❛✉s ❧✐❡st ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❦♦♥st❛♥t❡
▲❛❣r❛♥❣❡✲❋✉♥❦t✐♦♥

L = −T0a ✭✹✳✺✵✮

❛❜✳ ❉❛ ❑♦♥st❛♥t❡♥ ✐♥ ❞❡r ▲❛❣r❛♥❣❡✲❋✉♥❦t✐♦♥ ❢ür ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐rr❡❧❡✈❛♥t s✐♥❞✱ ✐st
❞✐❡s ✐♥ Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣ ♠✐t ❞❡♥ ❤✐❡r ❤❡rrs❝❤❡♥❞❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ T = V = 0✳
❉❛ ❛❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❞❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ ▲❛❣r❛♥❣❡✲❋✉♥❦t✐♦♥ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥✱ ❣✐❧t ♥❛❝❤ ●❧❡✐❝❤✉♥❣
✭✹✳✹✷✮

H = −L = T0a. ✭✹✳✺✶✮

❉✐❡s ✐st ❞✐❡ ❣❡s✉❝❤t❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣✳ ❙✐❡ ❡r❧❛✉❜t ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✈♦♥ T0 ❛❧s
❙tr✐♥❣✲❙♣❛♥♥✉♥❣ ✉♥❞ r❡❝❤t❢❡rt✐❣t ❞✐❡ ❣❡✇ä❤❧t❡ ◆♦r♠✐❡r✉♥❣ ❞❡r ◆❛♠❜✉✲●♦t♦✲❲✐r❦✉♥❣✿ ❉❛

✷✹



❞❡r ❙tr✐♥❣ st❛t✐s❝❤ ✐st✱ ✐st H ❞✐❡ ❘✉❤❡❡♥❡r❣✐❡ E0✳ ❉❛ s♦✇♦❤❧ T0 ❛❧s ❛✉❝❤ a ♣♦s✐t✐✈ s✐♥❞✱ ✐st ❞✐❡
◆♦r♠✐❡r✉♥❣ r✐❝❤t✐❣ ❣❡✇ä❤❧t✱ ❞❛ ❡✐♥❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❘✉❤❡❡♥❡r❣✐❡ ✉♥♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ ✇är❡✳ ■♥t❡r♣r❡t✐❡rt
♠❛♥ T0 ❛❧s ❙tr✐♥❣✲❙♣❛♥♥✉♥❣✱ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞✐❡ ❘✉❤❡❡♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❆r❜❡✐t✱ ❞✐❡ ✈❡rr✐❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥
♠✉ss✱ ✉♠ ❡✐♥❡♥ ♣✉♥❦t❢ör♠✐❣❡♥ ❙tr✐♥❣ ❡♥t❣❡❣❡♥ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ a ③✉ str❡❝❦❡♥✳
❉✐❡ ❙tr✐♥❣✲❙♣❛♥♥✉♥❣ ✈❡r❧❡✐❤t ❞❡♠ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❙tr✐♥❣ ❞❛❤❡r s❡✐♥❡ ▼❛ss❡ M ✳ ❙♦♠✐t ❡r❣✐❜t
s✐❝❤ ❡✐♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r ▼❛ss❡♥✲▲✐♥✐❡♥❞✐❝❤t❡ µ0✿

M = µ0a =
E0

c2
=
T0a

c2
=⇒ T0 = µ0c

2, ✭✹✳✺✷✮

❞✳❤✳ T0 ✉♥❞ µ0 s✐♥❞ ❦❡✐♥❡ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ●röÿ❡♥ ♠❡❤r✳ ▼✐t ❞❡r ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ T0a = E0 ✐st
●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✳✺✵✮ ❞✐❡ ♥❛tür❧✐❝❤❡ ❱❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r✉♥❣ ❞❡r ✉♥t❡r❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥ ✭✹✳✸✮ ❢ür v = 0
❜❡✐♠ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥✳

✹✳✸ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✷✶

❉❛s ❍❛♠✐❧t♦♥✬s❝❤❡ Pr✐♥③✐♣ δS = 0✱ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t ❛✉❢ ❞✐❡ ◆❛♠❜✉✲●♦t♦✲❲✐r❦✉♥❣✱ ✇✐r❞ ③✉ ❞❡♥
❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❢ü❤r❡♥✿
❯♥t❡r ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ❡✐♥❡r ▲❛❣r❛♥❣❡✲❉✐❝❤t❡ s❝❤r❡✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ◆❛♠❜✉✲●♦t♦✲❲✐r❦✉♥❣ ✭✹✳✹✶✮ ❛❧s

S =

ˆ τf

τi

dτ

ˆ σ1

0
dσL

(

Ẋµ, X ′µ
)

,

L
(

Ẋµ, X ′µ
)

= −T0
c

√

(

Ẋ ·X ′
)2

− Ẋ2X ′2 = −T0
c

(

(

Ẋ ·X ′
)2

− Ẋ2X ′2

) 1

2

.

✭✹✳✺✸✮

❩✉♥ä❝❤st s♦❧❧❡♥ ❞✐❡ ❤ä✉✜❣ ❜❡♥öt✐❣t❡♥ ❆❜❦ür③✉♥❣❡♥

Pτ
µ (τ, σ) =

∂L
∂Ẋµ

= −T0
c

(

Ẋ ·X ′
)

X ′
µ −X ′2Ẋµ

√

(

Ẋ ·X ′
)2

− Ẋ2X ′2

Pσ
µ (τ, σ) =

∂L
∂X ′µ

= −T0
c

(

Ẋ ·X ′
)

Ẋµ − Ẋ2X ′
µ

√

(

Ẋ ·X ′
)2

− Ẋ2X ′2

✭✹✳✺✹✮

❡✐♥❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ♠❡❤r❢❛❝❤❡s ❆♥✇❡♥❞❡♥ ❞❡r ❑❡tt❡♥✲ ✉♥❞ Pr♦❞✉❦tr❡❣❡❧ ✭❢ür
❞❡♥ ③✇❡✐t❡♥ ❙✉♠♠❛♥❞❡♥ ✉♥t❡r ❞❡r ❲✉r③❡❧✮ ❡r❣❡❜❡♥✳ ❉❛ ❥❡❞❡ τ ✲ ♦❞❡r σ✲❆❜❧❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ Xµ

s❡❧❜st ❡✐♥❡ ✭✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡✮ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ τ ✉♥❞ σ ✐st✱ s✐♥❞ Pτ
µ ✉♥❞ Pσ

µ ä✉ÿ❡rst
❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ✈♦♥ τ ✉♥❞ σ✳ ▼✐t ✭✹✳✺✹✮✱ ❞❡♠ ❚r✐❝❦ ✭✸✳✾✮ ✉♥❞ ③✇❡✐❢❛❝❤❡r ♣❛rt✐❡❧❧❡r

✷✶♦r✐❡♥t✐❡rt s✐❝❤ ❛♥ ❬✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✻✳✺✱ ✻✳✻❪

✷✺



■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t s✐❝❤ ❞✐❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡r ❲✐r❦✉♥❣ ✭✹✳✺✸✮ ❞❛♥♥ ③✉

δS =

ˆ τf

τi

dτ

ˆ σ1

0
dσ

[

∂L
∂Ẋµ

δẊµ +
∂L
∂X ′µ

δX ′µ

]

=

ˆ τf

τi

dτ

ˆ σ1

0
dσ

[

Pτ
µ

∂ (δXµ)

∂τ
+ Pσ

µ

∂ (δXµ)

∂σ

]

=

ˆ τf

τi

dτ

ˆ σ1

0
dσ

[

∂

∂τ

(

Pτ
µδX

µ
)

−
∂Pτ

µ

∂τ
δXµ +

∂

∂σ

(

Pσ
µδX

µ
)

−
∂Pσ

µ

∂σ
δXµ

]

=

ˆ σ1

0
dσ
[

Pτ
µδX

µ
]τf
τi

+

ˆ τf

τi

dτ
[

Pσ
µδX

µ
]σ1

0
−
ˆ τf

τi

dτ

ˆ σ1

0
dσ

(

∂Pτ
µ

∂τ
+
∂Pσ

µ

∂σ

)

δXµ.

✭✹✳✺✺✮
❉❛♠✐t ❞✐❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡r ❲✐r❦✉♥❣ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t✱ ♠üss❡♥ ❛❧❧❡ ❞r❡✐ ❚❡r♠❡ s❡♣❛r❛t ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥✳
❉❡r ❞r✐tt❡ ❚❡r♠ ✇✐r❞ ❢ür ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥❡♥ δXµ ♥✉r ♥✉❧❧✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❑❧❛♠♠❡r ♥✉❧❧ ✇✐r❞✿

∂Pτ
µ

∂τ
+
∂Pσ

µ

∂σ
= 0. ✭✹✳✺✻✮

❉✐❡s s✐♥❞ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❞❡♥ ❢r❡✐❡♥✱ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥✱ ♦✛❡♥❡♥ s♦✇✐❡ ❣❡s❝❤❧♦ss❡✲
♥❡♥ ❙tr✐♥❣✳ ❉❡r P❧✉r❛❧ ✇✐r❞ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ❞❛ ❡s s✐❝❤ ✉♠ D ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❤❛♥❞❡❧t✳ ❊✐♥ ❇❧✐❝❦ ❛✉❢
❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✹✳✺✹✮ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ä✉ÿ❡rst ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt s✐♥❞✳ ❉❛s
❣❡s❛♠t❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✻ ✐st ✐❤r❡r ▲ös✉♥❣ ❣❡✇✐❞♠❡t✳
❉❛s ❱♦r❣❡❤❡♥ ❜❡✐♠ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❙tr✐♥❣ ä❤♥❡❧t s❡❤r st❛r❦ ❥❡♥❡♠ ❜❡✐♠ ♥✐❝❤t✲r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥✱

✇❡♥♥ ♠❛♥ τ ❞✉r❝❤ t s♦✇✐❡ σ ❞✉r❝❤ x ❡rs❡t③t ✉♥❞ ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡r r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥✱
D✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠③❡✐t ❛✉❢ ❞❡♥ ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠ ✭(x, y)✲❊❜❡♥❡✮ ❤❡r✉♥t❡r❜r✐❝❤t✱
s✐❡❤❡ ❤✐❡r③✉ ❞✐❡ ❋♦r♠❡❧♥ ✭✸✳✻✮✱ ✭✸✳✼✮✱ ✭✸✳✶✵✮ ✉♥❞ ✭✸✳✶✶✮✳
❉❡r ❡rst❡ ❚❡r♠ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❋♦r❞❡r✉♥❣✱ ❞❛ss ❞❡r ❆♥❢❛♥❣s✲ ✉♥❞ ❊♥❞③✉st❛♥❞✱

❢❡st❣❡❧❡❣t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆♥❢❛♥❣s✲ ✉♥❞ ❊♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✱ ❦❡✐♥❡r ❱❛r✐❛t✐♦♥ ✉♥t❡r❧✐❡❣❡♥✿

δXµ (τi, σ) = δXµ (τf , σ) = 0 ∀σ ∈ [0, σ1] . ✭✹✳✺✼✮

❉❡r ③✇❡✐t❡ ❚❡r♠ ❜❡tr✐✛t ❞❡♥ ❘❛♥❞ ❞❡r ❲❡❧t✢ä❝❤❡✳ ❆✉s❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ❤❛t ❡r ❞✐❡ ❋♦r♠
ˆ τf

τi

dτ
(

Pσ
0 (τ, σ1) δX

0 (τ, σ1)− Pσ
0 (τ, 0) δX0 (τ, 0)

+ Pσ
1 (τ, σ1) δX

1 (τ, σ1)− Pσ
1 (τ, 0) δX1 (τ, 0)

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

+Pσ
d (τ, σ1) δX

d (τ, σ1)− Pσ
d (τ, 0) δXd (τ, 0)

)

.

✭✹✳✺✽✮

❋ür ♦✛❡♥❡ ❙tr✐♥❣s ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t ❞✐❡s❡r ❚❡r♠✱ ✇❡♥♥ ❢ür ❥❡❞❡♥ ❊♥❞♣✉♥❦t σ∗ ∈ {0, σ1} ✉♥❞ ❢ür
❥❡❞❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ µ ∈ {0, 1, . . . , d} ❡♥t✇❡❞❡r δXµ (τ, σ∗) ♦❞❡r Pσ

µ (τ, σ∗) ♥✉❧❧ ✇✐r❞✳ ❱❡rs❝❤✇✐♥❞❡t
Pσ
µ (τ, σ∗)✱ ✐st ❞✐❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥ δXµ (τ, σ∗) ❜❡❧✐❡❜✐❣✱ ❞✳❤✳ ❞❡r ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❊♥❞♣✉♥❦t ❦❛♥♥ s✐❝❤

❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥ µ ❢r❡✐ ❜❡✇❡❣❡♥✳ ❉❡s❤❛❧❜ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣

Pσ
µ (τ, σ∗) = 0 ✭✹✳✺✾✮

❛❧s ✒❢r❡✐❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣✑ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❲✐❡ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✻✳✷ ❦❧❛r ✇❡r❞❡♥ ✇✐r❞✱ ❢ü❤rt ❡✐♥❡ ❣❡✲

s❝❤✐❝❦t❡ P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❲❡❧t✢ä❝❤❡ ❞❛③✉✱ ❞❛ss Pσ
µ ∝ ∂Xµ

∂σ
✐st✱ ❞✳❤✳ ❡✐♥❡ ❢r❡✐❡ ❘❛♥❞✲

❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❡✐♥❡r ◆❡✉♠❛♥♥✲❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣✱ ✐♥ Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ♥✐❝❤t✲

✷✻



r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❋❛❧❧ ✭✸✳✶✻✮✳ ■♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❋❛❧❧✱ ❞✳❤✳ ✇❡♥♥ δXµ (τ, σ∗) ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t✱ ✐st ❞✐❡
❙tr✐♥❣✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡ Xµ ❞❡s ❊♥❞♣✉♥❦t❡s ❢ür ❛❧❧❡ τ ❦♦♥st❛♥t✱ ❞✳❤✳ ✐❤r❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ♥❛❝❤ τ ✈❡r✲
s❝❤✇✐♥❞❡t✳ ❉❛ ❞✐❡ ❩❡✐t X0 ❞❡s ❊♥❞♣✉♥❦t❡s ♥✐❝❤t ✜①✐❡rt ❜❧❡✐❜❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇❡♥♥ s✐❝❤ τ ✈❡rä♥❞❡rt✱
s✳ ✭✹✳✷✽✮✱ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣

∂Xµ

∂τ
(τ, σ∗) = 0 , µ 6= 0 ✭✹✳✻✵✮

♥✐❝❤t ❢ür µ = 0 r❡❛❧✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡r ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ✐st ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❡s s✐❝❤ ✐♥ ❞✐❡s❡♠
❋❛❧❧ ✉♠ ❉✐r✐❝❤❧❡t✲❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❤❛♥❞❡❧t✱ ✈❣❧✳ ❛✉❝❤ ♠✐t ✭✸✳✶✺✮✳ ❋ür µ = 0 ♠üss❡♥ ❛❧s♦
❢r❡✐❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ r❡❛❧✐s✐❡rt s❡✐♥✿

Pσ
0 (τ, 0) = Pσ

0 (τ, σ1) = 0. ✭✹✳✻✶✮

❉✐❡ ❲❡❧t✢ä❝❤❡ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡r ❙tr✐♥❣s ❜❡s✐t③t ❦❡✐♥❡♥ ❘❛♥❞✱ ✇❡s✇❡❣❡♥ ❞❡r ③✇❡✐t❡ ❚❡r♠ ✐♥
❞❡r ❧❡t③t❡♥ ❩❡✐❧❡ ✈♦♥ ✭✹✳✺✺✮ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t✳ ❉✐❡s ✐st ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤ ❞✉r❝❤ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡
❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ r❡❛❧✐s✐❡rt✿ P❡r ➘q✉✐✈❛❧❡♥③r❡❧❛t✐♦♥ ✇❡r❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡ P✉♥❦t❡ ❞❡s P❛r❛♠❡t❡r✲
❘❛✉♠s ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✐❞❡♥t✐✜③✐❡rt✿

(τ, σ) ∼ (τ, σ + σ1) . ✭✹✳✻✷✮

❉✐❡ ❲❡❧t✢ä❝❤❡ ✐♠ P❛r❛♠❡t❡r✲❘❛✉♠ s❝❤❧✐❡ÿt s✐❝❤ ❞❛❞✉r❝❤ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❩②❧✐♥❞❡r✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡
❣✐❧t (τ, 0) ∼ (τ, σ1)✳ ❙♦♠✐t ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ σ = 0 ✉♥❞ σ = σ1 ❞❡♥s❡❧❜❡♥ ❘❛✉♠③❡✐t✲P✉♥❦t ❞❡r
♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❲❡❧t✢ä❝❤❡✿

Xµ (τ, 0) = Xµ (τ, σ1) . ✭✹✳✻✸✮

❉✐❡s❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✒♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✑ ❣❡♥❛♥♥t✳ ❉❛s ❆❜❧❡✐t❡♥ ❞✐❡s❡r ●❧❡✐✲
❝❤✉♥❣❡♥ ♥❛❝❤ τ ✉♥❞ σ ✉♥❞ ❞❛s ❇✐❧❞❡♥ ❞❡r ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❢ü❤r❡♥ ③✉

Ẋµ (τ, 0) = Ẋµ (τ, σ1) , X
′µ (τ, 0) = X ′µ (τ, σ1) , δX

µ (τ, 0) = δXµ (τ, σ1) , ✭✹✳✻✹✮

✉♥❞ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✹✳✺✹✮ s✐❡❤t ♠❛♥✱ ❞❛ss

Pτ
µ (τ, 0) = Pτ

µ (τ, σ1) , Pσ
µ (τ, 0) = Pσ

µ (τ, σ1) , ✭✹✳✻✺✮

✇❡✐❧ Pτ
µ ✉♥❞ Pσ

µ ♥✉r ✈♦♥ Ẋµ ✉♥❞ X ′µ ❛❜❤ä♥❣❡♥✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❞r✐tt❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐♥ ✭✹✳✻✹✮
✉♥❞ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐♥ ✭✹✳✻✺✮ ❢♦❧❣t

Pσ
µ (τ, σ1) δX

µ (τ, σ1)− Pσ
µ (τ, 0) δXµ (τ, 0) = Pσ

µ (τ, 0) δXµ (τ, 0)− Pσ
µ (τ, 0) δXµ (τ, 0) = 0,

✭✹✳✻✻✮
✇❡s✇❡❣❡♥ ❛❧❧❡ ❩❡✐❧❡♥ ✐♥ ✭✹✳✺✽✮ s❡♣❛r❛t ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥✳ ❋ür ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ❙tr✐♥❣s ✉♥❞ ♣❡r✐♦❞✐✲
s❝❤❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t ❢♦❧❣❧✐❝❤ ❞❡r ③✇❡✐t❡ ❚❡r♠ ❛✉s ✭✹✳✺✺✮ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ✉♥❞ ❞❛♠✐t
❞✐❡ ❣❡s❛♠t❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡r ◆❛♠❜✉✲●♦t♦✲❲✐r❦✉♥❣✳
❍✐❡r♠✐t ✇✉r❞❡♥ ❢ür ❞❡♥ ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥✱ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❙tr✐♥❣ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞✐❡ ◆❛♠❜✉✲●♦t♦✲

❲✐r❦✉♥❣ ❛✉❢❣❡st❡❧❧t ✉♥❞ ♣❧❛✉s✐❜❡❧ ❣❡♠❛❝❤t✱ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❤❡r❣❡❧❡✐t❡t ✉♥❞ ❞✐❡
♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❢ür ♦✛❡♥❡ s♦✇✐❡ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ❙tr✐♥❣s ❞✐s❦✉t✐❡rt✳

✺ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥ ❞❡s ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥✱ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❙tr✐♥❣s

◆❛❝❤❞❡♠ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❢r❡✐❡✱ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ❙tr✐♥❣s ❤❡r❣❡❧❡✐t❡t
s✐♥❞✱ ✇✐r❞ ❡s ❞❛s ❩✐❡❧ ❞❡s ❑❛♣✐t❡❧s ✻ s❡✐♥✱ ❡✐♥❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ▲ös✉♥❣ ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣
❞❡r ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ③✉ ✜♥❞❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡ ❞♦rt✐❣❡ ❱♦r❣❡❤❡♥s✇❡✐s❡ ③✉ ✈❡rst❡❤❡♥✱

✷✼



✇✐r❞ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✷ ❡✐♥❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❞❡r ❛❜str❛❦t❡♥
❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✳✺✻✮ ❣❡❣❡❜❡♥✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✸ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ▲♦r❡♥t③✲
▲❛❞✉♥❣❡♥ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✱ ❞❡r❡♥ ◗✉❛♥t❡♥✈❡rs✐♦♥❡♥ ③✉r ❛❜s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❘❛✉♠③❡✐t✲
❉✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✽✳✺ ❜❡♥öt✐❣t ✇❡r❞❡♥✳

✺✳✶ ❙②♠♠❡tr✐❡♥ ✉♥❞ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥✷✷

❩✉♠ ❊✐♥st✐❡❣ s♦❧❧ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣s❡r❤❛❧t✉♥❣ ❞❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞②♥❛♠✐❦ ✇✐❡❞❡r❤♦❧t ✇❡r❞❡♥✱
❞✐❡ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r D✲❙tr♦♠❞✐❝❤t❡

jα =
(

cρ,~j
)

✭✺✳✶✮

❢♦r♠✉❧✐❡rt ✇✐r❞✱ ✇♦❜❡✐ ρ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣s✲ ✉♥❞ ~j ❞✐❡ ❙tr♦♠❞✐❝❤t❡ s✐♥❞✳ ■♥ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦❞②♥❛♠✐❦
✐st jα ❡✐♥ ✒❡r❤❛❧t❡♥❡r ❙tr♦♠✑❀ ❛❧s s♦❧❝❤❡r ✇✐r❞ ❦♦♥✈❡♥t✐♦♥s❣❡♠äÿ ❥❡❞❡r D✲❱❡❦t♦r ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱
❞❡r❡♥ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ❉✐✈❡r❣❡♥③

∂αj
α = 0 ✭✺✳✷✮

✐st✳ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✷✮ ✇✐r❞ ❛❧s ❑♦♥t✐♥✉✐täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t❀ ❢ür ❞❡♥ ❡❧❡❦tr♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥
❋❛❧❧ ✭✺✳✶✮ ❤❛t ❞✐❡s❡ ❛✉s❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ❞✐❡ ❋♦r♠

∂αj
α = ∂0j

0 + ∂ij
i =

∂ρ

∂t
+ ~∇ ·~j = 0. ✭✺✳✸✮

❊✐❣❡♥t❧✐❝❤ ✐st ♥✐❝❤t ❞❡r ❙tr♦♠ jµ ❡r❤❛❧t❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ❞✐❡ ♠✐t ❞❡♠ ❙tr♦♠ ❛ss♦③✐✐❡rt❡ ▲❛❞✉♥❣ Q✱

❞✐❡ s✐❝❤✱ ❛❜❣❡s❡❤❡♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ◆♦r♠✐❡r✉♥❣ ✭❋❛❦t♦r
1

c
✮✱ ❞✉r❝❤ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞❡r ◆✉❧❧✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡

❞❡s ❡r❤❛❧t❡♥❡♥ ❙tr♦♠s ü❜❡r ❞✐❡ ❘❛✉♠✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❡r❣✐❜t✿

Q (t) =

ˆ

V
ρ (x) dd~x =

ˆ

V

j0 (x)

c
dd~x, ✭✺✳✹✮

❞❡♥♥ ❢ür ❞✐❡ s♦ ❞❡✜♥✐❡rt❡ ▲❛❞✉♥❣ ❣✐❧t

dQ

dt
=

ˆ

V

∂ρ

∂t
dd~x = −

ˆ

V

~∇ ·~jdd~x = −
ˆ

∂V

~j · dd−1~x = −I, ✭✺✳✺✮

✇♦❜❡✐ ③✉♥ä❝❤st ❞✐❡ ❑♦♥t✐♥✉✐täts❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✉♥❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❞❡r ●❛✉ÿ✬s❝❤❡ ❙❛t③ ✈❡r✇❡♥❞❡t
✇✉r❞❡❀ ∂V ❜❡③❡✐❝❤♥❡ ❞❡♥ ❘❛♥❞ ❞❡s ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s✈♦❧✉♠❡♥s✳ ❉✐❡ ▲❛❞✉♥❣ ✐♠ ■♥♥❡r❡♥ ✈♦♥ V
❦❛♥♥ s✐❝❤ ❛❧s♦ ♥✉r ③❡✐t❧✐❝❤ ä♥❞❡r♥✱ ❢❛❧❧s ❡✐♥ ❙tr♦♠ I ü❜❡r ❞❡♥ ❘❛♥❞ ✈♦♥ V ✢✐❡ÿt❀ ❞✐❡s ✇✐r❞
❛❧s ▲❛❞✉♥❣s❡r❤❛❧t✉♥❣ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❋ür ❡✐♥ ❤✐♥r❡✐❝❤❡♥❞ ❣r♦ÿ❡s ❱♦❧✉♠❡♥✱ ❞❛s ❞❛s r❡❧❡✈❛♥t❡
♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❙②st❡♠ ❡♥t❤ä❧t✱ ❣✐❧t ❞❛♥♥

dQ

dt
= 0. ✭✺✳✻✮

❊s s❡✐ ♥♦❝❤ ❛♥❣❡♠❡r❦t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣ s♦❣❛r ❡✐♥❡ ▲♦r❡♥t③✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s✲
❣röÿ❡ ✐st✱ ❞✳❤✳ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ▲♦r❡♥t③✲❇❡♦❜❛❝❤t❡r s✐♥❞ s✐❝❤ ♥✐❝❤t ♥✉r ü❜❡r ❞❡♥ ❊r❤❛❧t ✈♦♥ Q✱
s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ü❜❡r ✐❤r❡♥ ❲❡rt✱ ❡✐♥✐❣✳ ❉✐❡s ❣✐❧t ❢ür ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥ ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ♥✐❝❤t❀
❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ■♠♣✉❧s s✐♥❞ ③✇❡✐ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ●❡❣❡♥❜❡✐s♣✐❡❧❡✳
■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ s♦❧❧ ♥✉♥ ❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡s

▲❛❣r❛♥❣❡✲❋♦r♠❛❧✐s♠✉s ❦♦♥str✉✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❱❛✲
r✐❛❜❧❡♥ qa ♦❞❡r ❋❡❧❞❡r φa ❡✐♥❡s ❙②st❡♠s✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲❋✉♥❦t✐♦♥ L (qa, q̇a; t) ♦❞❡r ✲❉✐❝❤t❡
L (φa, ∂αφ

a) ❞✐❡s❡s ❙②st❡♠s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❧❛ss❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❙②♠♠❡tr✐❡✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ♦❞❡r ❡✐♥✲

✷✷♦r✐❡♥t✐❡rt s✐❝❤ ❛♥ ❬✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✽✳✶✱ ✽✳✷❪

✷✽



❢❛❝❤ ❙②♠♠❡tr✐❡♥ ❣❡♥❛♥♥t✳ ❏❡❞❡ ✭❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡✮ ❙②♠♠❡tr✐❡ ✐st ❣❡♠äÿ ❞❡s ◆♦❡t❤❡r✲❚❤❡♦r❡♠s
♠✐t ❡✐♥❡r ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡ ❛ss♦③✐✐❡rt✳ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥ ❡r❧❡✐❝❤t❡r♥ ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❡✐♥❡s
♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s✱ ✇❡s✇❡❣❡♥ ❣❡r♥❡ ❤♦❝❤ s②♠♠❡tr✐s❝❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲❉✐❝❤t❡♥ ✭❜③✇✳ ✲❋✉♥❦t✐♦♥❡♥✮
✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳

✺✳✶✳✶ ❱♦rü❜❡r❧❡❣✉♥❣✿ ▲❛❣r❛♥❣❡✲❋✉♥❦t✐♦♥❡♥

❊✐♥ ❙②st❡♠ ♠✐t ❞❡♥ ❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❜③✇✳ ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ qa ✇❡r❞❡ ❞✉r❝❤
❞✐❡ ❲✐r❦✉♥❣

S =

ˆ tf

ti

L (qa (t) , q̇a (t) ; t) dt ✭✺✳✼✮

❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❀ ❞✐❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲❋✉♥❦t✐♦♥ L ❦❛♥♥ ❡①♣❧✐③✐t ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣ s❡✐♥✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r
❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✱ ③✉s❛♠♠❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❞❛r❛✉s r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r
❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥

qa (t) → q′a (t) = qa (t) + δqa (t) ,

q̇a (t) → q̇′a (t) = q̇a (t) +
d (δqa (t))

dt
,

✭✺✳✽✮

r❡s✉❧t✐❡r❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡r ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡r ▲❛❣r❛♥❣❡✲❋✉♥❦t✐♦♥✿

L→ L′ = L+ δL,

δL =
∂L

∂qa
δqa +

∂L

∂q̇a
d (δqa)

dt
,

✭✺✳✾✮

✇♦❜❡✐ ✐♥ ❜❡✐❞❡♥ ❚❡r♠❡♥ ü❜❡r a s✉♠♠✐❡rt ✇✐r❞ ✉♥❞ ❞✐❡ ❑❡tt❡♥r❡❣❡❧ s♦✇✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✸✳✾✮
✈❡r✇❡♥❞❡t ✇✉r❞❡♥✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✭✺✳✽✮✱ ❞✐❡ ③✉

δL = 0 ✭✺✳✶✵✮

❢ü❤r❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❙②♠♠❡tr✐❡✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❣❡♥❛♥♥t✳ ❉✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡r a✲t❡♥ ❑♦♦r❞✐✲
♥❛t❡ qa ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ✒❘❡❣❡❧♥✑ hai (q

a (t) ; t) s♣❡③✐✜③✐❡rt ✇❡r❞❡♥❀ ❞✐❡s s✐♥❞ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❢ür ❞✐❡ a✲t❡
❑♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ♥✉♠♠❡r✐❡rt ❞✉r❝❤ i✱ ❞✐❡ ❥❡❞❡♠ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ✒P❢❛❞✑ qa (t)✱ ❞❡r ❡✐♥❣❡s❡t③t ✇✐r❞✱ ✐❤r❡
❱❡rä♥❞❡r✉♥❣ δqa (t) ③✉♦r❞♥❡♥❀ ❞✐❡s❡ ❩✉♦r❞♥✉♥❣ ❦❛♥♥ ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❡①♣❧✐③✐t ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣
s❡✐♥✳ ❉❛♠✐t s❝❤r❡✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❛❧s

δqa (t) = ǫihai (q
a (t) ; t) , ✭✺✳✶✶✮

✇♦❜❡✐ ǫi ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡ ❑♦♥st❛♥t❡♥ s✐♥❞ ✉♥❞ ü❜❡r i s✉♠♠✐❡rt ✇✐r❞✳ ❉❡r ■♥❞❡① a ♥✉♠♠❡r✐❡rt
❛❧s♦ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ qa ✉♥❞ ❞❡r ■♥❞❡① i ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ǫi ✐♥ ❞❡r ❱❛r✐❛t✐♦♥ δqa =
ǫihai ✳
❉❛s ◆♦❡t❤❡r✲❚❤❡♦r❡♠ ❜❡s❛❣t ♥✉♥✿ ❇❡s❝❤r❡✐❜t δqa (t) ❞✐❡ ❙②♠♠❡tr✐❡✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✐♥❡s

♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ ❡r❧❛✉❜t❡♥ ✒P❢❛❞❡s✑ qa (t)✱ ❞✳❤✳ ❣❡♥ü❣t qa (t) ❞❡r ❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡✲●❧❡✐❝❤✉♥❣

d

dt

∂L

∂q̇a
− ∂L

∂qa
= 0, ✭✺✳✶✷✮

❞❛♥♥ s✐♥❞ ❞✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ◆♦❡t❤❡r✲▲❛❞✉♥❣❡♥ Qi✱ ❞❡✜♥✐❡rt ❞✉r❝❤

ǫiQi ≡
∂L

∂q̇a
δqa

✭✺✳✶✶✮
= ǫi

∂L

∂q̇a
hai (q

a (t) ; t) , ✭✺✳✶✸✮

✷✾



③❡✐t❧✐❝❤ ❡r❤❛❧t❡♥✿
d

dt
Qi = 0. ✭✺✳✶✹✮

❉❡r ❇❡✇❡✐s ❜❡♥✉t③t ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣❡♥✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❛ss ❡rst❡♥s ❞✐❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲❋✉♥❦t✐♦♥
❡✐♥❡r ❙②♠♠❡tr✐❡✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥t❡r❧✐❡❣t✱ ❞✳❤✳ ❞❛ss ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✶✵✮ ❣✐❧t✱ ✉♥❞ ❞❛ss ③✇❡✐✲
t❡♥s ❞❡r P❢❛❞ ❞✐❡ ❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡✲●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✶✷✮ ❡r❢ü❧❧t✳ ❉❛♠✐t ❣✐❧t ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r
Pr♦❞✉❦tr❡❣❡❧ ✐♠ ❧❡t③t❡♥ ❙❝❤r✐tt

0
✭✺✳✶✵✮
= δL

✭✺✳✾✮
=

∂L

∂qa
δqa +

∂L

∂q̇a
d (δqa)

dt

✭✺✳✶✷✮
=

(

d

dt

∂L

∂q̇a

)

δqa +
∂L

∂q̇a
d (δqa)

dt
=

d

dt

(

∂L

∂q̇a
δqa
)

,

✭✺✳✶✺✮
✇♦r❛✉s ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✺✳✶✸✮

0 =
d

dt

(

ǫiQi

)

= ǫi
d

dt
Qi ✭✺✳✶✻✮

❢♦❧❣t✳ ❋ür ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ǫi ✐st ❞✐❡s ♥✉r ③✉ ❡r❢ü❧❧❡♥✱ ❢❛❧❧s ❥❡❞❡r ❙✉♠♠❛♥❞ s❡♣❛r❛t ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t✱ ❞✳❤✳
❢❛❧❧s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✶✹✮ ❢ür ❛❧❧❡ i ❣✐❧t✱ q✳❡✳❞✳ Pr♦ P❛r❛♠❡t❡r ǫi ✐♥ ❞❡r ❙②♠♠❡tr✐❡✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
qa → qa + ǫihai ❣✐❜t ❡s ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ❡r❤❛❧t❡♥❡ ▲❛❞✉♥❣ Qi✳
❆❧s ❇❡✐s♣✐❡❧ s♦❧❧ ❡✐♥❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲❋✉♥❦t✐♦♥ L (q̇ (t)) ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ ♥✉r ✈♦♥ ❞❡r ●❡✲

s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❡✐♥❡s ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❙②st❡♠s ❛❜❤ä♥❣❡✱ ❞✳❤✳ ❞❛s ❙②st❡♠ ✉♥t❡r❧✐❡❣❡ ❦❡✐♥❡♠
♦rts❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ P♦t❡♥③✐❛❧ ✉♥❞ ❞❡r ❘❛✉♠ s❡✐ ❡♥t❧❛♥❣ q ❤♦♠♦❣❡♥✳ ❉❛ ❡s ♥✉r ❡✐♥❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡r✲
t❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ q ❣✐❜t✱ ✇✐r❞ ❞❡r ■♥❞❡① a ♥✐❝❤t ❜❡♥öt✐❣t✳ ❋ür ❡✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲❋✉♥❦t✐♦♥
✐st ❞✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ δq(t) = ǫ✱ ❞✳❤✳ ❡✐♥❡ ❦♦♥st❛♥t❡ ❘❛✉♠tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ❡✐♥❡ ❙②♠♠❡tr✐❡✲
❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❞❡♥♥ ❡s ❣✐❧t

δL =
∂L

∂q
δq +

∂L

∂q̇

d (δq)

dt
=
∂L

∂q̇

dǫ

dt
= 0. ✭✺✳✶✼✮

❉✐❡ ❲❛❤❧ δq(t) = ǫ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❛✉❝❤ ❞❡r ■♥❞❡① i ♥✐❝❤t ❜❡♥öt✐❣t ✇✐r❞❀ s✐❡ ✐st ❛✉ÿ❡r❞❡♠ äq✉✐✲
✈❛❧❡♥t ③✉ h (q (t) ; t) ≡ 1✳ ❉✐❡ ❡r❤❛❧t❡♥❡ ▲❛❞✉♥❣ ✐st ❣❡♠äÿ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✶✸✮ ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❞❡♠
❑ür③❡♥ ✈♦♥ ǫ

Q =
∂L

∂q̇
= p ✭✺✳✶✽✮

❞❡r ③✉ q ❦❛♥♦♥✐s❝❤ ❦♦♥❥✉❣✐❡rt❡ ■♠♣✉❧s p✳ ❉✐❡s ✐st ❡✐♥ ✇♦❤❧❜❡❦❛♥♥t❡s ❘❡s✉❧t❛t✱ ❞❛ q ③②❦❧✐s❝❤

✐st✱ ❞✳❤✳
∂L

∂q
= 0✳

✺✳✶✳✷ ▲❛❣r❛♥❣❡✲❉✐❝❤t❡♥

❊✐♥ ❙②st❡♠ ✇❡r❞❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❲✐r❦✉♥❣

S =

ˆ ξf

ξi

dξ0dξ1 · · · dξkL (φa (ξ) , ∂αφ
a (ξ)) ✭✺✳✶✾✮

❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ξα s✐♥❞ ❞❛❜❡✐ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❞❡r ✒❲❡❧t✑✱ ✐♥ ❞❡r s✐❝❤ ❞❛s ❙②st❡♠ ❜❡✜♥❞❡t ✭③✳❇✳

✇är❡ ❢ür ❞✐❡ ❘❛✉♠③❡✐t k = d✮❀ ∂α ≡ ∂

∂ξα
✐st ❞✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ♥❛❝❤ ❞❡r α✲t❡♥ ❑♦✲

♦r❞✐♥❛t❡✳ ❉❡r ■♥❞❡① α ♥✉♠♠❡r✐❡rt ❢♦❧❣❧✐❝❤ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ξα ❞❡r ✒❲❡❧t✑ ❜③✇✳ ❞✐❡ ❱❡❦✲
t♦r❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✈♦♥ ❱❡❦t♦r❡♥ jα ✐♥ ❞✐❡s❡r ✒❲❡❧t✑✳ ❉❡r ■♥❞❡① a ♥✉♠♠❡r✐❡rt ❞✐❡ ❋❡❧❞❡r φa✳
❉✐❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲❉✐❝❤t❡ L ❤ä♥❣t ✈♦♥ ❛❧❧❡♥ ❋❡❧❞❡r♥ φa ✉♥❞ ❛❧❧❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❛❧❧❡r ❋❡❧❞❡r ∂αφa

❛❜✳ ❲✐r❞ ξ ♦❤♥❡ ❦♦♥tr❛✈❛r✐❛♥t❡♥ ■♥❞❡① ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡♥ ❆r❣✉♠❡♥t❡♥ ❞❡r ❋❡❧❞❡r ✉♥❞

✸✵



❋❡❧❞✲❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ s♦✇✐❡ ❞❡♥ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s❣r❡♥③❡♥✱ ✐st ❞✐❡s ❡✐♥❡ ❑✉r③s❝❤r❡✐❜✇❡✐s❡✱ ✉♠ ❛❧❧❡ ξ✬s
❛✉❢③✉③ä❤❧❡♥✳
❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❋❡❧❞❡r✱ ③✉s❛♠♠❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❞❛r❛✉s r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥

❞❡r ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❞❡r ❋❡❧❞❡r

φa (ξ) → φ′a (ξ) = φa (ξ) + δφa (ξ) ,

∂αφ
a (ξ) → ∂αφ

′a (ξ) = ∂αφ
a (ξ) + ∂α (δφ

a (ξ)) ,
✭✺✳✷✵✮

✇❡r❞❡♥ ❛❧s ❙②♠♠❡tr✐❡✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ✇❡♥♥ ❢ür ❞✐❡ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡r
▲❛❣r❛♥❣❡✲❉✐❝❤t❡

L → L′ = L+ δL,

δL =
∂L
∂φa

δφa +
∂L

∂ (∂αφa)
∂α (δφ

a) ,
✭✺✳✷✶✮

❣✐❧t✿
δL = 0. ✭✺✳✷✷✮

❋ür ❞✐❡ ③✇❡✐t❡ ❩❡✐❧❡ ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✷✶✮ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ❑❡tt❡♥r❡❣❡❧ ✉♥❞ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✸✳✾✮ ✈❡r✇❡♥✲
❞❡t✳ ❉✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s a✲t❡♥ ❋❡❧❞❡s φa ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ✒❘❡❣❡❧♥✑ hai (φ

a (ξ) ; ξ) s♣❡③✐✜③✐❡rt
✇❡r❞❡♥❀ ❞✐❡s s✐♥❞ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❢ür ❞❛s a✲t❡ ❋❡❧❞✱ ♥✉♠♠❡r✐❡rt ❞✉r❝❤ i✱ ❞✐❡ ❥❡❞❡r ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥
❋❡❧❞❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ φa (ξ)✱ ❞✐❡ ❡✐♥❣❡s❡t③t ✇✐r❞✱ ✐❤r❡ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣ δφa (ξ) ③✉♦r❞♥❡♥❀ ❞✐❡s❡ ❩✉✲
♦r❞♥✉♥❣ ❦❛♥♥ ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ♥♦❝❤ ❡①♣❧✐③✐t ✈♦♥ ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❛❜❤ä♥❣❡♥✳ ❉❛♠✐t s❝❤r❡✐❜t
s✐❝❤ ❞✐❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❛❧s

δφa (ξ) = ǫihai (φ
a (ξ) ; ξ) , ✭✺✳✷✸✮

✇♦❜❡✐ ǫi ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡ ❑♦♥st❛♥t❡♥ s✐♥❞ ✉♥❞ ü❜❡r i s✉♠♠✐❡rt ✇✐r❞✳ ❉❡r ■♥❞❡① i ♥✉♠♠❡r✐❡rt
s♦♠✐t ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ǫi ✐♥ ❞❡r ❱❛r✐❛t✐♦♥ δφa = ǫihai ✳
❉❛s ◆♦❡t❤❡r✲❚❤❡♦r❡♠ ❢ür ▲❛❣r❛♥❣❡✲❉✐❝❤t❡♥ ❜❡s❛❣t ♥✉♥✿ ❇❡s❝❤r❡✐❜t δφa (ξ) ❞✐❡ ❙②♠♠❡tr✐❡✲

❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✐♥❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ ❡r❧❛✉❜t❡♥ ❋❡❧❞❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ φa (ξ)✱ ❞✳❤✳ ❣❡♥ü❣t φa (ξ) ❞❡r
❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡✲●❧❡✐❝❤✉♥❣

∂α
∂L

∂ (∂αφa)
− ∂L
∂φa

= 0, ✭✺✳✷✹✮

❞❛♥♥ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡♥ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ◆♦❡t❤❡r✲❙trö♠❡♥ jαi ✱ ❞❡✜♥✐❡rt ❞✉r❝❤

ǫijαi ≡ ∂L
∂ (∂αφa)

δφa
✭✺✳✷✸✮
= ǫi

∂L
∂ (∂αφa)

hai (φ
a (ξ) ; ξ) , ✭✺✳✷✺✮

✉♠ ❡r❤❛❧t❡♥❡ ❙trö♠❡✿
∂αj

α
i = 0. ✭✺✳✷✻✮

❲✐❝❤t✐❣ ✐st ❞❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❘♦❧❧❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ■♥❞✐③❡s ✈♦♥ jαi ✳ i ♥✉♠♠❡r✐❡rt
❞✐❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❡r❤❛❧t❡♥❡♥ ❙trö♠❡✿ ♣r♦ P❛r❛♠❡t❡r ǫi ✐♥ ❞❡r ❙②♠♠❡tr✐❡✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
φa → φa+ǫihai ❣✐❜t ❡s ❡✐♥❡♥ ❡r❤❛❧t❡♥❡♥ ❙tr♦♠ (ji)

α❀ α ❤✐♥❣❡❣❡♥ ♥✉♠♠❡r✐❡rt ❞✐❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥
❡✐♥❡s ❡r❤❛❧t❡♥❡♥ ❙tr♦♠❡s ❢ür ❢❡st❡s i✿ ❞❛✈♦♥ ❣✐❜t ❡s ❣❡♥❛✉s♦ ✈✐❡❧❡✱ ✇✐❡ ❞✐❡ ✒❲❡❧t✑ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥
❤❛t✳
❉❡r ❇❡✇❡✐s ❞❡s ◆♦❡t❤❡r✲❚❤❡♦r❡♠s ❜❡♥✉t③t ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣❡♥✱ ♥ä♠❧✐❝❤ ❞❛ss ❡rs✲

t❡♥s ❞✐❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲❉✐❝❤t❡ ❡✐♥❡r ❙②♠♠❡tr✐❡✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥t❡r❧✐❡❣t✱ ❞✳❤✳ ❞❛ss ●❧❡✐❝❤✉♥❣
✭✺✳✷✷✮ ❣✐❧t✱ ✉♥❞ ❞❛ss ③✇❡✐t❡♥s ❞✐❡ ❋❡❧❞❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✐❡ ❊✉❧❡r✲▲❛❣r❛♥❣❡✲●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✷✹✮ ❡r✲

✸✶



❢ü❧❧t✳ ❉❛♠✐t ❣✐❧t ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r Pr♦❞✉❦tr❡❣❡❧ ✐♠ ❧❡t③t❡♥ ❙❝❤r✐tt

0
✭✺✳✷✷✮
= δL

✭✺✳✷✶✮
=

∂L
∂φa

δφa +
∂L

∂ (∂αφa)
∂α (δφ

a)

✭✺✳✷✹✮
=

(

∂α
∂L

∂ (∂αφa)

)

δφa +
∂L

∂ (∂αφa)
∂α (δφ

a) = ∂α

(

∂L
∂ (∂αφa)

δφa
)

,

✭✺✳✷✼✮

✇♦r❛✉s ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✺✳✷✺✮

0 = ∂α
(

ǫijαi
)

= ǫi∂αj
α
i ✭✺✳✷✽✮

❢♦❧❣t✳ ❋ür ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ǫi ✐st ❞✐❡s ♥✉r ③✉ ❡r❢ü❧❧❡♥✱ ❢❛❧❧s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✷✻✮ ❢ür ❛❧❧❡ i ❣✐❧t✱ q✳❡✳❞✳
❲✐❡ ❢ür ❞✐❡ ❡❧❡❦tr♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ❙tr♦♠❞✐❝❤t❡ ✐♥ ✭✺✳✺✮ ❜❡✇✐❡s❡♥✱ ✐st ♠✐t ❥❡❞❡♠ ❡r❤❛❧t❡♥❡♥

❙tr♦♠ jαi ❡✐♥❡ ❡r❤❛❧t❡♥❡ ▲❛❞✉♥❣

Qi = N

ˆ

V
dξ1 · · · dξkj0i ✭✺✳✷✾✮

❛ss♦③✐✐❡rt✱ ✇♦❜❡✐ N ❡✐♥❡ ❢r❡✐ ✇ä❤❧❜❛r❡ ◆♦r♠✐❡r✉♥❣ ✐st ✭✐♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦❞②♥❛♠✐❦ ✇❛r
N = 1/c✮✳ ❉✳❤✳ ❡s ❣✐❧t

dQi

dξ0
= 0, ✭✺✳✸✵✮

❢❛❧❧s ❞✐❡ ❙tr♦♠❞✐❝❤t❡ ❛♠ ❙②st❡♠r❛♥❞ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t✳ Pr♦ P❛r❛♠❡t❡r ǫi ✐♥ ❞❡r ❙②♠♠❡tr✐❡✲
❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣✐❜t ❡s ❞❡♠♥❛❝❤ ❡✐♥❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡ Qi✳

✺✳✷ ■♥✈❛r✐❛♥③ ✉♥t❡r ❘❛✉♠③❡✐t✲❚r❛♥s❧❛t✐♦♥❡♥✷✸

❉❛s ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✶✳✷ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡ ❲✐ss❡♥ s♦❧❧ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ♠✐t ❞❡r ◆❛♠❜✉✲●♦t♦✲
❲✐r❦✉♥❣ ❛ss♦③✐✐❡rt❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲❉✐❝❤t❡ L ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❍✐❡r③✉ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥
✭✺✳✶✾✮ ✉♥❞ ✭✹✳✺✸✮ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✳ ❉✐❡s ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ✒❲❡❧t✑ ❞❡r ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡
P❛r❛♠❡t❡r✲❘❛✉♠ ✐st✱ ❞✳❤✳ ξ0 = τ ✱ ξ1 = σ✱ k = 1✳ ❉❡r ■♥❞❡① α ❦❛♥♥ ❞❛❤❡r ❞✐❡ ❲❡rt❡ 0
✉♥❞ 1 ❛♥♥❡❤♠❡♥✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❋❡❧❞❡r φa ❣❡r❛❞❡ ❞✐❡ ❙tr✐♥❣✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ Xµ✱ ❞✳❤✳ ❞❡r
■♥❞❡① a ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡♠ ❘❛✉♠③❡✐t✲■♥❞❡① µ✳ L ❤ä♥❣t ♥✉r ✈♦♥ ❞❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ∂αφ

a (ξ) =
(

Ẋµ (τ, σ) , X ′µ (τ, σ)
)

❛❜✱ ♥✐❝❤t ❥❡❞♦❝❤ ✈♦♥ ❞❡♥ ❙tr✐♥❣✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ s❡❧❜st✳

■♥ ❞✐❡s❡♠ ✉♥❞ ❞❡♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥❦r❡t❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥❡♥ δXµ ❦♦♥str✉✐❡rt✱ ❞✐❡
❙②♠♠❡tr✐❡✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ▲❛❣r❛♥❣❡✲❉✐❝❤t❡ L ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥✱ ✉♥❞ ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✷✺✮
❡✐♥❣❡s❡t③t✱ ✉♠ ❞✐❡ ❛ss♦③✐✐❡rt❡♥ ◆♦❡t❤❡r✲❙trö♠❡ ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✿ ■♥ ❆♥❛❧♦❣✐❡ ③✉ ❞❡♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✉♠
●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✶✽✮ ✐st L ③✳❇✳ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥t❡r ❘❛✉♠③❡✐t✲❚r❛♥s❧❛t✐♦♥❡♥

δXµ = ǫµ ✭✺✳✸✶✮

❜③✇✳
Xµ → X ′µ = Xµ + ǫµ,

∂αX
µ → ∂αX

′µ = ∂αX
µ + ∂αǫ

µ = ∂αX
µ,

✭✺✳✸✷✮

❞❡♥♥ ❣❡♥❛✉ ✇✐❡ ✐♠ ♦❜✐❣❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❣✐❧t L = L
(

Ẋµ, X ′µ
)

✱ s♦❞❛ss

δL =
∂L

∂ (∂αXµ)
δ (∂αX

µ) =
∂L

∂ (∂αXµ)
∂α (δX

µ) =
∂L

∂ (∂αXµ)
∂αǫ

µ = 0. ✭✺✳✸✸✮

✷✸♦r✐❡♥t✐❡rt s✐❝❤ ❛♥ ❬✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✽✳✸✱ ✽✳✹❪

✸✷



❊✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✸✶✮✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ③✉ δXµ = ǫµ = ǫνhµν (Xµ (τ, σ) ; τ, σ)♠✐t hµν ≡ δµν
✭❑r♦♥❡❝❦❡r✲❉❡❧t❛✮ ✉♠s❝❤r❡✐❜❡♥ ❧ässt✱ ♠✐t ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✷✸✮ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❛✉❝❤ ❞❡r ■♥❞❡① i ü❜❡r
❞✐❡ ❘❛✉♠③❡✐t✲❲❡rt❡ ν ❧ä✉❢t✳ ❙♦♠✐t ❣✐❜t ❡s ν P❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ❞❡r ❙②♠♠❡tr✐❡✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
✉♥❞ ❞❛❤❡r ❛✉❝❤ ν ◆♦❡t❤❡r✲❙trö♠❡ ✉♥❞ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥✳
❉❛s ❊✐♥s❡t③❡♥ ✈♦♥ ✭✺✳✸✶✮ ✐♥ ✭✺✳✷✺✮ ❢ü❤rt ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥❡♥ ✭✹✳✺✹✮ ③✉

ǫµjαµ =
∂L

∂ (∂αXµ)
δXµ = ǫµPα

µ , ✭✺✳✸✹✮

❞✳❤✳ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡s µ✲t❡♥ ❙tr♦♠s s✐♥❞ ❣❡r❛❞❡ (jµ)
α =

(

Pτ
µ ,Pσ

µ

)

= Pα
µ ✳ ❉✐❡ ❇❡✲

✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡s r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❙tr✐♥❣s ✭✹✳✺✻✮ st✐♠♠t ❞❛♥♥ ❣❡r❛❞❡ ♠✐t ❞❡r ❋❡stst❡❧❧✉♥❣
ü❜❡r❡✐♥✱ ❞❛ss Pα

µ ❡✐♥ ❡r❤❛❧t❡♥❡r ❙tr♦♠ ✐st✿

∂αPα
µ =

∂Pτ
µ

∂τ
+
∂Pσ

µ

∂σ
= 0. ✭✺✳✸✺✮

Pτ
µ ✉♥❞ Pσ

µ s✐♥❞ s♦♠✐t ❞✐❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❡✐♥❡s ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❱❡❦t♦rs ❛✉❢ ❞❡r ❲❡❧t✢ä❝❤❡
❞❡s P❛r❛♠❡t❡r✲❘❛✉♠s❀ Pτ

µ ✐st ❞✐❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r τ ✲ ✉♥❞ Pσ
µ ✐st ❞✐❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡

❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r σ✲❆❝❤s❡✳
❆♥❛❧♦❣ ③✉ ❋♦r♠❡❧ ✭✺✳✷✾✮ ❦ö♥♥❡♥ ❞✉r❝❤ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞❡r ◆✉❧❧✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ü❜❡r ❞✐❡ ❘❛✉♠✲

❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❞✐❡ ♠✐t ❞❡♥ µ ❡r❤❛❧t❡♥❡♥ ❙trö♠❡♥ ❛ss♦③✐✐❡rt❡♥ µ ❡r❤❛❧t❡♥❡♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t
✇❡r❞❡♥✿

Qµ (τ) =

ˆ σ1

0
dσPτ

µ (τ, σ) ≡ pµ (τ) . ✭✺✳✸✻✮

❉✐❡ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s ❞❡rD✲■♠♣✉❧s✈❡❦t♦r ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt✱ ❞❛ ❞✐❡ ✉♥t❡r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❙②♠♠❡tr✐❡✲
❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❩❡✐t✲ ✉♥❞ ❘❛✉♠tr❛♥s❧❛t✐♦♥❡♥ s✐♥❞✳ ❆✉s ❞✐❡s❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡
❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❞❡r ●röÿ❡ Pτ

µ ✿ ❉✐❡s ✐st ❞✐❡ σ✲❊♥❡r❣✐❡✐♠♣✉❧s❞✐❝❤t❡ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡s ❙tr✐♥❣s✳
❉✐❡s❡ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐st ❛♥❛❧♦❣ ③✉♠ ♥✐❝❤t✲r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❋❛❧❧✱ ✈❣❧✳ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✸✳✶✼✮✳ ❯♥t❡r
❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❣✐❧t

0
?
=
dpµ
dτ

=

ˆ σ1

0
dσ
∂Pτ

µ

∂τ
= −
ˆ σ1

0
dσ
∂Pσ

µ

∂σ
= −

[

Pσ
µ (τ, σ)

]σ1

0
. ✭✺✳✸✼✮

❲❡♥♥ ❞✐❡s❡r ❆✉s❞r✉❝❦ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t✱ s✐♥❞ ❞✐❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡s D✲■♠♣✉❧s❡s ✐♥ P❛r❛♠❡t❡r✲
❘❛✉♠✲❩❡✐t τ ❡r❤❛❧t❡♥✳ ❉✐❡s ✐st ❢ür ♦✛❡♥❡ ❙tr✐♥❣s ♠✐t ❢r❡✐❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✭✹✳✺✾✮ ✉♥❞
❢ür ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ❙tr✐♥❣s ♠✐t ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✭✹✳✻✺✮ ❞❡r ❋❛❧❧❀ ✉♥t❡r❧✐❡❣t ❥❡❞♦❝❤
❡✐♥❡r ❞❡r ❊♥❞♣✉♥❦t❡ Xi (τ, σ∗) ❡✐♥❡r ❉✐r✐❝❤❧❡t✲❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ✭✹✳✻✵✮✱ ✐st ❞✐❡ ③✉❣❡❤ör✐❣❡ ■♠✲
♣✉❧s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡ pi ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ♥✐❝❤t ❡r❤❛❧t❡♥ ✭❞❡r ■♠♣✉❧sstr♦♠ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t ♥✐❝❤t ❛♠
❘❛♥❞ ❞❡r ❲❡❧t✢ä❝❤❡ ✐♠ P❛r❛♠❡t❡r✲❘❛✉♠✮✱ ✇♦❤❧ ❛❜❡r ❞❡r ●❡s❛♠t✐♠♣✉❧s ✈♦♥ ❙tr✐♥❣ ✉♥❞
❉✲❇r❛♥❡✱ ❛♥ ❞❡r ❞❡r ❙tr✐♥❣ ❤❛❢t❡t✳ ❆✉❝❤ ❞✐❡s❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ ✇✉r❞❡ ❛♠ ❊♥❞❡ ✈♦♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✸
❜❡r❡✐ts ❢ür ♥✐❝❤t✲r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ❙tr✐♥❣s ❣❡♠❛❝❤t✳
❲❡✐t❡r❤✐♥ ❦❛♥♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✸✻✮ s♦ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞❡r D✲■♠♣✉❧s pµ ❣❡r❛❞❡

❛❧s ❋❧✉ss ❞❡s ❙tr♦♠❡s (Pµ)
α ü❜❡r ❡✐♥❡ ▲✐♥✐❡ ❦♦♥st❛♥t❡♥ τ ✬s ✐♠ P❛r❛♠❡t❡r✲❘❛✉♠ ❡r❣✐❜t✳ ❉❡r

❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❋❧✉ss ❞✐❡s❡s ❙tr♦♠❡s ü❜❡r ❡✐♥❡♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ P❢❛❞ γ ✐♠ P❛r❛♠❡t❡r✲❘❛✉♠ ✐st ❣❡❣❡❜❡♥
❞✉r❝❤

pµ (γ) =

ˆ

γ

(

Pτ
µdσ − Pσ

µdτ
)

, ✭✺✳✸✽✮

❞❛ Pτ
µdσ−Pσ

µdτ =
(

Pτ
µ ,Pσ

µ

)

·(dσ,−dτ) = Pµ ·n ❣❡r❛❞❡ ❞❡r ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡ ❋❧✉ss ❛♠ ❖rt (τ, σ)
❞❡s P❢❛❞❡s γ ✐st✱ ✇♦❜❡✐ nα = (dσ,−dτ) ❣❡r❛❞❡ ❞❡r ♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ③❡✐❣❡♥❞❡ ◆♦r♠❛❧❡♥✈❡❦t♦r ❛♥
❞❡♥ P❢❛❞ ✐st✳ ❋ür ❡✐♥❡♥ P❢❛❞ ❦♦♥st❛♥t❡♥ τ ✬s ✐st dτ = 0 ✉♥❞ ✭✺✳✸✽✮ r❡❞✉③✐❡rt s✐❝❤ ③✉ ✭✺✳✸✻✮✳ ❲✐❡
✐♥ ❬✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✽✳✹❪ ❜❡✇✐❡s❡♥ ✇✐r❞✱ ❣✐❧t ❢ür ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥❡♥✱ ✐♥ ❞❡♥❡♥ ❞❡r ■♠♣✉❧s pµ ✐♥ τ

✸✸



❡r❤❛❧t❡♥ ✐st ✭❜③✇✳ ✐♥ ❞❡♥❡♥ ❞❡r ■♠♣✉❧sstr♦♠ ü❜❡r ❞❡♥ ❘❛♥❞ ❞❡r ❲❡❧t✢ä❝❤❡ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t✮✱ ❞✳❤✳
❢ür ♦✛❡♥❡ ❙tr✐♥❣s ♠✐t ❢r❡✐❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❢ür ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ❙tr✐♥❣s✱ ❞❛ss ●❧❡✐❝❤✉♥❣
✭✺✳✸✽✮ ❢ür ❥❡❞❡♥ P❢❛❞ γ ❞❡♥s❡❧❜❡♥ ■♠♣✉❧s pµ ❧✐❡❢❡rt✱ s♦❧❛♥❣❡ ❞❡r P❢❛❞ ❢ür ♦✛❡♥❡ ❙tr✐♥❣s
❞✐❡ ❑❛♥t❡♥ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r✲❘❛✉♠✲❲❡❧t✢ä❝❤❡ ✈❡r❜✐♥❞❡t ✉♥❞ ❢ür ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ❙tr✐♥❣s ♥✐❝❤t
③✉s❛♠♠❡♥③✐❡❤❜❛r ✐st✱ ❞✳❤✳ ❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r✲❘❛✉♠✲❩②❧✐♥❞❡r ❡✐♥♠❛❧ ✉♠❣✐❜t✳ ❙♦♠✐t ❣✐❧t

pµ (γ) = pµ (τ) = pµ = const ∀γ, τ ✭✺✳✸✾✮

❢ür ❞✐❡ ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❙✐t✉❛t✐♦♥❡♥✳ ❉❛ s✐❝❤ ❞✐❡ ❛❜s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ✐♥ ❆❜✲

s❝❤♥✐tt ✽✳✺ ❛✉❢ ♦✛❡♥❡ ❙tr✐♥❣s ♠✐t ❢r❡✐❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❜❡③✐❡❤t✱ ❞✳❤✳
dpµ
dτ

= 0✱ ✇❡r❞❡♥ ✐♥

❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✐♠♠❡r ❋ä❧❧❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ✐♥ ❞❡♥❡♥ s✐❝❤

pµ =

ˆ

γ

(

Pτ
µdσ − Pσ

µdτ
)

✭✺✳✹✵✮

❛✉❢ ❞❛s ❡✐♥❢❛❝❤❡r❡ ■♥t❡❣r❛❧ pµ =
´ σ1

0 dσPτ
µ r❡❞✉③✐❡r❡♥ ❧ässt✳ ❉❛ ❞❡s✇❡❣❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✸✽✮

♥✐❡ ❡①♣❧✐③✐t ❜❡♥öt✐❣t ✇✐r❞✱ s♦❧❧ ❞❡r ❇❡✇❡✐s ❢ür ❞❛s ❡rst❡ ●❧❡✐❝❤❤❡✐ts③❡✐❝❤❡♥ ✐♥ ✭✺✳✸✾✮ ♥✐❝❤t
❡r❜r❛❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ❡r❧❛✉❜t ✭✺✳✸✽✮ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥
❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ Pσ

µ ❞❡s ◆♦❡t❤❡r✲❙tr♦♠s✳
●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✺✳✸✼✮ ✐st ❡✐♥ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣❡s❡t③ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ✒P❛r❛♠❡t❡r✲❘❛✉♠✲❩❡✐t✑ τ ✳ ❙✐❝❤ ❞✐❡

P❢❛❞✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ✭✺✳✹✵✮ ③✉♥✉t③❡ ♠❛❝❤❡♥❞✱ ❧✐❡❢❡rt ❞✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ■♠♣✉❧s✢✉ss❡s
❡♥t❧❛♥❣ ❡✐♥❡s P❢❛❞❡s γ✱ ❞❡r ❞✐❡ ❘❛✉♠③❡✐t✲P✉♥❦t❡ ❞❡r ❙tr✐♥❣✲❲❡❧t✢ä❝❤❡ ♠✐t ❦♦♥st❛♥t❡r ❩❡✐t
t ❡✐♥❡s ❜❡st✐♠♠t❡♥ ▲♦r❡♥t③✲❇❡♦❜❛❝❤t❡rs ❜❡s❝❤r❡✐❜t✱ ❞❡♥s❡❧❜❡♥ ❲❡rt ❢ür ❞❡♥ ■♠♣✉❧s ✇✐❡ ❡✐♥
P❢❛❞ ♠✐t ❦♦♥st❛♥t❡♠ τ ✳ ■st pµ ❞❛❤❡r ✐♥ τ ❡r❤❛❧t❡♥✱ ✐st ❡r s♦♠✐t ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡r ✒❘❛✉♠③❡✐t✲❩❡✐t✑
t ❡r❤❛❧t❡♥✿

dpµ
dt

= 0. ✭✺✳✹✶✮

❆❧t❡r♥❛t✐✈ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡s❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✉♥t❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ✒st❛t✐❝ ❣❛✉❣❡✑ τ = t ❛✉❢
dpµ
dτ

= 0

❡r❤❛❧t❡♥✳

✺✳✸ ■♥✈❛r✐❛♥③ ✉♥t❡r ▲♦r❡♥t③✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥✷✹

❉❛ ✐♥ ❞❡r ▲❛❣r❛♥❣❡✲❉✐❝❤t❡ ✭✹✳✺✸✮ ❛❧❧❡ ▲♦r❡♥t③✲■♥❞✐③❡s ✐♥ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t❡♥
③✉ ▲♦r❡♥t③✲❙❦❛❧❛r❡♥ ❦♦♥tr❛❤✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✐st s✐❡ ♥❡❜❡♥ ❞❡♥ ❣❡r❛❞❡ ✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ ❘❛✉♠③❡✐t✲
❚r❛♥s❧❛t✐♦♥❡♥ ❛✉❝❤ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥t❡r ▲♦r❡♥t③✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥✳ ▲♦r❡♥t③✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ s✐♥❞
❢♦❧❣❧✐❝❤ ❙②♠♠❡tr✐❡✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt s♦❧❧❡♥ ❞✐❡ ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ▲♦r❡♥t③✲
❙trö♠❡ ✉♥❞ ✲▲❛❞✉♥❣❡♥ ❦♦♥str✉✐❡rt ✇❡r❞❡♥✿
▲♦r❡♥t③✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ s✐♥❞ ❧✐♥❡❛r❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ Xµ → X ′µ = Λµ

νXν ✱ ❞✐❡ ❞❛s
▲✐♥✐❡♥❡❧❡♠❡♥t ηµνXµXν ✐♥✈❛r✐❛♥t ❧❛ss❡♥✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡♥ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ts♣r✐❝❤t
❞✐❡ ▼❛tr✐① Λ ✉♥❣❡❢ä❤r ❞❡r ❊✐♥❤❡✐ts♠❛tr✐①✱ s♦❞❛ss

X ′µ = Xµ + δXµ !
= (δµν + ǫµν)X

ν = Xµ + ǫµνXν

⇒δXµ = ǫµνXν .
✭✺✳✹✷✮

❉❛s ❑r♦♥❡❝❦❡r✲❉❡❧t❛ δµν st❡❧❧t ❞❛❜❡✐ ❞✐❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐ts♠❛tr✐① ❞❛r ✉♥❞ ǫµν s✐♥❞
✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡ ❑♦♥st❛♥t❡♥✳ ❉✐❡ ■♥✈❛r✐❛♥③ ❞❡s ▲✐♥✐❡♥❡❧❡♠❡♥ts ❢ü❤rt ③✉ ❊✐♥s❝❤rä♥❦✉♥❣❡♥ ❞✐❡s❡r

✷✹♦r✐❡♥t✐❡rt s✐❝❤ ❛♥ ❬✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✽✳✺❪

✸✹



❑♦♥st❛♥t❡♥✿

0
!
= δ (ηµνX

µXν) = ηµνδX
µXν + ηµνX

µδXν = 2ηµνδX
µXν

= 2ηµνǫ
µρXρX

ν = 2ǫµρXµXρ

= [(ǫµρ + ǫρµ) + (ǫµρ − ǫρµ)]XµXρ.

✭✺✳✹✸✮

❍✐❡r❜❡✐ ✇✉r❞❡ ❜❡✐♠ ❧❡t③t❡♥ ●❧❡✐❝❤❤❡✐ts③❡✐❝❤❡♥ ❞❡r ❡rst❡♥ ❩❡✐❧❡ ❞✐❡ ❙②♠♠❡tr✐❡ ❞❡s ♠❡tr✐s❝❤❡♥
❚❡♥s♦rs ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✐♥ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ❩❡✐❧❡ ❞❡r ■♥❞❡① ν ❤❡r✉♥t❡r ❣❡❤♦❧t ✉♥❞ ✐♥ ❞❡r ❞r✐tt❡♥
❩❡✐❧❡ ✇✉r❞❡ ǫ ✐♥ ❡✐♥❡♥ s②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❚❡✐❧ ❛✉❢❣❡s♣❛❧t❡♥✳ ▼✐t
ǫµρsym = 1/2 (ǫµρ + ǫρµ) ✉♥❞ ǫµρasym = 1/2 (ǫµρ − ǫρµ) ❣✐❧t ✇❡✐t❡r❤✐♥

0 = 2ǫµρsymXµXρ + ǫµρXµXρ − ǫρµXµXρ = 2ǫµρsymXµXρ ∀Xµ, Xρ, ✭✺✳✹✹✮

✇❡s✇❡❣❡♥ ǫµρsym ≡ 0 ✉♥❞

ǫµρ = ǫµρsym + ǫµρasym = ǫµρasym =
1

2
(ǫµρ − ǫρµ)

⇒ǫµρ = −ǫρµ
✭✺✳✹✺✮

✐st✳ ■♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡ ▲♦r❡♥t③✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ s❝❤r❡✐❜❡♥ s✐❝❤ ❞❛❤❡r ❛❧s

δXµ = ǫµνXν , ǫ
µν = −ǫνµ. ✭✺✳✹✻✮

❊✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ✭✺✳✷✺✮ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ■♥❞✐③❡s µ, ν ❤✐❡r ❞✐❡ ❘♦❧❧❡ ❞❡s ■♥❞❡① i✱ ❞❡r ❞✐❡
P❛r❛♠❡t❡r ❞❡r ❙②♠♠❡tr✐❡✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✉♠♠❡r✐❡rt✱ s♣✐❡❧❡♥✿

ǫµνjαµν =
∂L

∂ (∂αXµ)
δXµ = ǫµνPα

µXν . ✭✺✳✹✼✮

❉❛♠✐t ❞✐❡s ❢ür ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ǫµν ❣❡❧t❡♥ ❦❛♥♥✱ ♠✉ss

jαµν
?
= Pα

µXν ✭✺✳✹✽✮

s❡✐♥❀ ✇❡❣❡♥ ❞❡r ❆♥t✐s②♠♠❡tr✐❡ ✈♦♥ ǫµν ❧ässt s✐❝❤ ❥❡❞♦❝❤ ✇❡✐t❡r❤✐♥ s♣❡③✐✜③✐❡r❡♥

ǫµνjαµν =
ǫµν

2

[(

jαµν + jανµ
)

+
(

jαµν − jανµ
)]

=
ǫµν

2
jαµν +

ǫµν

2
jανµ + ǫµν (jasym)αµν

= ǫµν (jasym)αµν ,

✭✺✳✹✾✮

✇♦❜❡✐ ❞❛s ❧❡t③t❡ ●❧❡✐❝❤❤❡✐ts③❡✐❝❤❡♥ ❞✉r❝❤ ❱❡rt❛✉s❝❤✉♥❣ ❞❡r ■♥❞✐③❡s ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❚❡r♠ ❞❡r
③✇❡✐t❡♥ ❩❡✐❧❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❆♥t✐s②♠♠❡tr✐❡ ✈♦♥ ǫµν ③✉st❛♥❞❡ ❦♦♠♠t✳ ❲❡❣❡♥

(jasym)αµν ≡ 1/2
(

jαµν − jανµ
) !
= jαµν ♠✉ss ❛✉❝❤ ❞❡r ❙tr♦♠ jαµν = −jανµ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐s❝❤ s❡✐♥✱

❞✐❡ ❡rst❡ ❱❡r♠✉t✉♥❣ ✭✺✳✹✽✮ ✇❛r ❞❛❤❡r ✉♥✈♦❧❧stä♥❞✐❣✳ ❉✐❡ r❡❝❤t❡ ❙❡✐t❡ ✈♦♥ ✭✺✳✹✼✮ ❧ässt s✐❝❤
✉♠s❝❤r❡✐❜❡♥ ③✉

ǫµνjαµν = ǫµνPα
µXν =

1

2
(ǫµν − ǫνµ)Pα

µXν =
1

2
ǫµνPα

µXν −
1

2
ǫνµPα

µXν

= −1

2
ǫµν
(

XµPα
ν −XνPα

µ

)

,

✭✺✳✺✵✮

✇♦❜❡✐ ❢ür ❞❡♥ ❧❡t③t❡♥ ❙❝❤r✐tt ❞✐❡ ■♥❞✐③❡s ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❙✉♠♠❛♥❞❡♥ ✈❡rt❛✉s❝❤t ✇✉r❞❡♥✳ ❉❡r ❚❡r♠

✸✺



✐♥ ❑❧❛♠♠❡r♥ ✐st ✇✐❡ ❣❡✇ü♥s❝❤t ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐s❝❤ ✉♥❞ ❞❛❤❡r ❡✐♥ ❑❛♥❞✐❞❛t ❢ür ❞✐❡ ◆♦❡t❤❡r✲
❙trö♠❡❀ ❞❡r ❋❛❦t♦r −1

2 ❦❛♥♥ ✐♥ ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✇❡❣❣❡❧❛ss❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡ ◆♦r♠✐❡r✉♥❣ ❞❡r
❙trö♠❡ ❦❡✐♥❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ✐❤r❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣ ❤❛t✳ ❙♦♠✐t ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ▲♦r❡♥t③✲❙trö♠❡ ❞❡✜♥✐❡rt
❛❧s

Mα
µν ≡XµPα

ν −XνPα
µ , Mα

µν = −Mα
νµ , α ∈ {τ, σ} . ✭✺✳✺✶✮

❉✐❡s❡ ❙trö♠❡ s✐♥❞ ❡r❤❛❧t❡♥✿

∂αMα
µν =

∂Mτ
µν

∂τ
+
∂Mσ

µν

∂σ
= 0. ✭✺✳✺✷✮

❲❡♥♥ ❞❡r ❋❧✉ss ❞❡r ▲♦r❡♥t③✲❙trö♠❡ ü❜❡r ❞❡♥ ❘❛♥❞ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r✲❘❛✉♠✲❲❡❧t✢ä❝❤❡ ✈❡r✲
s❝❤✇✐♥❞❡t✱ s✐♥❞ ❞✐❡ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥✱ ❛ss♦③✐✐❡rt❡♥ ▲♦r❡♥t③✲▲❛❞✉♥❣❡♥✷✺

Mµν (γ) =

ˆ

γ

(

Mτ
µνdσ −Mσ

µνdτ
)

= −Mνµ (γ) ✭✺✳✺✸✮

♣❢❛❞✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣✱
Mµν (γ) =Mµν , ✭✺✳✺✹✮

s♦✇✐❡ ❡r❤❛❧t❡♥✱
dMµν

dτ
= 0

✭✺✳✺✹✮
=

dMµν

dt
, ✭✺✳✺✺✮

✉♥❞ ✭✺✳✺✸✮ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t s✐❝❤ ③✉ ❞❡r ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❣❡❜rä✉❝❤❧✐❝❤❡♥ ❋♦r♠

Mµν =

ˆ σ1

0
Mτ

µνdσ =

ˆ σ1

0

(

XµPτ
ν −XνPτ

µ

)

dσ ✭✺✳✺✻✮

❢ür ❡✐♥❡♥ P❢❛❞ γ ♠✐t ❦♦♥st❛♥t❡♠ τ ✳ ❉❡r ❋❧✉ss ❞❡r ▲♦r❡♥t③✲❙trö♠❡ ü❜❡r ❞❡♥ ❲❡❧t✢ä❝❤❡♥✲❘❛♥❞
✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t✱ ❣❡♥❛✉ ✇✐❡ ❜❡✐♠ ■♠♣✉❧sstr♦♠✱ ❢ür ♦✛❡♥❡ ❙tr✐♥❣s ♠✐t ❢r❡✐❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥
s♦✇✐❡ ❢ür ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ❙tr✐♥❣s✱ ❞❛ ✐♥ ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✺✳✺✶✮ ❞❡r ■♠♣✉❧sstr♦♠ ♠✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐✈
✈♦r❦♦♠♠t✳
❲❡❣❡♥ ✐❤r❡r ❆♥t✐s②♠♠❡tr✐❡ ❣✐❜t ❡s ③✳❇✳ ❢ür D = 4 s❡❝❤s ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ▲♦r❡♥t③✲▲❛❞✉♥❣❡♥✳

❉✐❡ ▲❛❞✉♥❣❡♥ Mij ♠✐t i 6= j s✐♥❞ ❣❡r❛❞❡ ❞✐❡ ❉r❡❤✐♠♣✉❧s❡ Li = 1
2ǫijkMjk ♠✐t ❞❡♠ ▲❡✈✐✲

❈✐✈✐t❛✲❙②♠❜♦❧ ǫ123 = 1✱ ❞❛ s✐❡ s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞❡r σ✲❉r❡❤✐♠♣✉❧s❞✐❝❤t❡ XiPτ
j −XjPτ

i

❡r❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ▲❛❞✉♥❣❡♥M0i s✐♥❞ ♠✐t ❞❡♥ ❞r❡✐ ❇♦♦sts ❛ss♦③✐✐❡rt ✉♥❞ ❧❡❣❡♥✱ ③✉s❛♠♠❡♥ ♠✐t ❞❡r
●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡ E✱ ❞❡♥ ❆♥❢❛♥❣s♦rt ❞❡s ❙tr✐♥❣✲❙❝❤✇❡r♣✉♥❦ts ❢❡st✱ s✳ ❤✐❡r③✉ ❬✶✱ ❙✳ ✶✻✽❪✳
❉✐❡ ♠✐t ❞❡r ◆❛♠❜✉✲●♦t♦✲❲✐r❦✉♥❣ ❛ss♦③✐✐❡rt❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲❉✐❝❤t❡ ✭✹✳✺✸✮ ✐st ♥❡❜❡♥ ❘❛✉♠③❡✐t✲

❚r❛♥s❧❛t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ▲♦r❡♥t③✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❛✉ÿ❡r❞❡♠ ♥♦❝❤ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥t❡r ❘❡♣❛r❛♠❡tr✐✲
s✐❡r✉♥❣❡♥✱ ✇✐❡ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✹ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤ ❞✐s❦✉t✐❡rt ✇✉r❞❡✳ ❉✐❡ ❛ss♦③✐✐❡rt❡♥ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥
s♦❧❧❡♥ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✼✳✹ ❜❡❤❛♥❞❡❧t ✇❡r❞❡♥✳

✻ ❑❧❛ss✐s❝❤❡✱ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ❙tr✐♥❣s ✐♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❊✐❝❤✉♥❣

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇✐r❞ ❣❡③❡✐❣t✱ ✇✐❡ s✐❝❤ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✳✺✻✮ ❞✉r❝❤ ❣❡s❝❤✐❝❦t❡
P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❲❡❧t✢ä❝❤❡ ③✉ ❡✐♥❡r ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ r❡❞✉③✐❡rt✱ ❥❡❞♦❝❤ ❛✉❢ ❑♦st❡♥ ③✇❡✐✲
❡r ③✉sät③❧✐❝❤❡r ❩✇❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✳ ❉✐❡s ✐st ä❤♥❧✐❝❤ ③✉♠ ♥✐❝❤t✲r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❙tr✐♥❣✱ ✈❣❧✳
●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✸✳✶✶✮ ✉♥❞ ✭✸✳✶✷✮✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✇✐r❞ ❞❛s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠ ❛♥❛❧②s✐❡rt ✉♥❞ ❡✐♥❡
✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ▲ös✉♥❣ ❛✉s❣❡❛r❜❡✐t❡t✳ ❉❛ss ❞✐❡ ▲ös✉♥❣ ❞❡r ä✉ÿ❡rst ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣❡♥ ✭✹✳✺✻✮ ♥✉r ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ s❡❤r ❣❡s❝❤✐❝❦t❡ ❲❛❤❧ ❞❡r P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❲❡❧t✢ä❝❤❡ ❣❡✲
❧✐♥❣t✱ ✐st ❞❡r ●r✉♥❞✱ ✇❡s✇❡❣❡♥ ❞✐❡ ❘❡♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣s✐♥✈❛r✐❛♥③ ❞❡r ◆❛♠❜✉✲●♦t♦✲❲✐r❦✉♥❣

✷✺✈❣❧✳ ✭✺✳✸✽✮

✸✻



✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✹ s♦ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤ ❞✐s❦✉t✐❡rt ✇✉r❞❡✳ ❩✉❧❡t③t ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❋♦r♠❡❧ ❢ür ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❡✐♥❡r
❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ❙tr✐♥❣✲❑♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❤❡r❣❡❧❡✐t❡t✳
❩✉✈♦r s♦❧❧❡♥ ♥♦❝❤ ③✇❡✐ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥❡♥ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✳ ❆❧s ❊rst❡s s♦❧❧ ❞❡r s♦❣❡♥❛♥♥✲

t❡ ❙t❡✐❣✉♥❣s♣❛r❛♠❡t❡r ❞✐s❦✉t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✿ ❍✐st♦r✐s❝❤ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡✱ ❜❡✈♦r s✐❡ ③✉r
❑❛♥❞✐❞❛t✐♥ ❡✐♥❡r ◗✉❛♥t❡♥❣r❛✈✐t❛t✐♦♥st❤❡♦r✐❡ ✇✉r❞❡✱ ❛❧s ❚❤❡♦r✐❡ st❛r❦❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥
st✉❞✐❡rt✳ ❩✉ ❞✐❡s❡r ❩❡✐t ✇❛r ❞✐❡ ◗✉❛♥t❡♥❝❤r♦♠♦❞②♥❛♠✐❦ ♥♦❝❤ ✉♥❜❡❦❛♥♥t✳ ❉❛♠❛❧s s♦❧❧t❡
❞✐❡ ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ✉♥t❡r ❛♥❞❡r❡♠ ❞❛③✉ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✱ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❘❡❣❣❡✲❚r❛❥❡❦t♦r✐❡♥ ③✉
❡r❦❧är❡♥❀ ❞✐❡s❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❞❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♠ ❉r❡❤✐♠♣✉❧s J ✈♦♥
❤❛❞r♦♥✐s❝❤❡♥ ❆♥r❡❣✉♥❣❡♥✱ ❣❡♠❡ss❡♥ ✐♥ ❊✐♥❤❡✐t❡♥ ✈♦♥ ~✱ ✉♥❞ ❞❡♠ ◗✉❛❞r❛t ✐❤r❡r ❊♥❡r❣✐❡

E2 ✿
J

~
= α′E2 ❬✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✽✳✻❪✱ ❬❄✱ ❝❛✳ ✺▼✐♥ ✸✵s❪✳ ❉✐❡ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐täts❦♦♥st❛♥t❡ α′ ✇✐r❞

✒❙t❡✐❣✉♥❣s♣❛r❛♠❡t❡r✑ ✭❡♥❣❧✳ s❧♦♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✮ ❣❡♥❛♥♥t ✉♥❞ ❤❛t ❞✐❡ ❊✐♥❤❡✐t

[

α′
]

= [E]−2 . ✭✻✳✶✮

α′ ❦❛♥♥ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❡✐♥❡s ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥✱ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❙tr✐♥❣s✱ ❞❡r st❛rr ✉♠
s❡✐♥ ❩❡♥tr✉♠ r♦t✐❡rt✱ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ❉r❡❤✐♠♣✉❧s❡s ❡r❢♦❧❣t ü❜❡r ❞✐❡
❡①♣❧✐③✐t❡ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❞❡s ■♥t❡❣r❛❧s ❞❡r ▲♦r❡♥t③✲▲❛❞✉♥❣❡♥ Mij ✱ i 6= j✱ s✳ ✭✺✳✺✻✮✳ ▼❛♥ ✜♥❞❡t
❬✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✼✳✹✱ ✽✳✻❪

α′ =
1

2πT0~c
bzw. T0 =

1

2πα′~c
. ✭✻✳✷✮

T0 ✉♥❞ α′ ❦ö♥♥❡♥ ❞❛❤❡r s②♥♦♥②♠ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ❞❡r r❡st❧✐❝❤❡♥ ❆r❜❡✐t s♦❧❧✱ ✇✐❡ ✐♥
❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ü❜❧✐❝❤ ❬✶✱ ❙✳ ✶✼✵❪✱ ♠✐t ❞❡♠ ❙t❡✐❣✉♥❣s♣❛r❛♠❡t❡r ❣❡❛r❜❡✐t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ◆❛♠❜✉✲
●♦t♦✲❲✐r❦✉♥❣ ❤❛t ❞❛♥♥ ❞✐❡ ❋♦r♠

S = − 1

2πα′~c2

ˆ τf

τi

dτ

ˆ σ1

0
dσ

√

(

Ẋ ·X ′
)2

− Ẋ2X ′2. ✭✻✳✸✮

❊s s♦❧❧ ❛♥❣❡♠❡r❦t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐tät J ∝ E2 ③✐❡♠❧✐❝❤ ✉♥❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤ ✐st✱
s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✇ür❞❡ ♠❛♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥✱ ♥✐❝❤t✲r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❙tr✐♥❣ ♠✐t ❦♦♥st❛♥t❡r

▼❛ss❡♥❞✐❝❤t❡ E =
J2

2I
⇒ J ∝

√
E ❡r✇❛rt❡♥ ✭I ❜❡③❡✐❝❤♥❡ ❞❛s ❚rä❣❤❡✐ts♠♦♠❡♥t✮✳ ●❡♥❛✉s♦

✇✐❡ ❛✉s ❞❡♥ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥ ~✱ c ✉♥❞ G ✭◆❡✇t♦♥✬s❝❤❡ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡✮

❞✐❡ P❧❛♥❝❦✲▲ä♥❣❡ lP =

√

~G

c3
❦♦♥str✉✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ❦❛♥♥ ❛✉s ~✱ c ✉♥❞ α′ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❡✐♥❡

▲ä♥❣❡♥❡✐♥❤❡✐t ❦♦♥str✉✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ ❛❧s ❙tr✐♥❣✲▲ä♥❣❡ lS ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇✐r❞✳ ▼✐t lS = ~
αcβα′γ

✉♥❞ [lS ] = L✱ [~] =
ML2

T
✱ [c] =

L

T
s♦✇✐❡ [α′] =

T 4

M2L4
❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥✈❡r❣❧❡✐❝❤

[lS ] = L =
[

~
αcβα′γ

]

=
MαL2α

Tα

Lβ

T β

T 4γ

M2γL4γ
=Mα−2γL2α+β−4γT−α−β+4γ

⇒α− 2γ = 0 , 2α+ β − 4γ = 1 , −α− β + 4γ = 0

⇒α = β = 1 , γ =
1

2
,

✭✻✳✹✮

❞✳❤✳
lS = ~c

√
α′ ∝

√
α′. ✭✻✳✺✮

❙♦♠✐t ❦ö♥♥❡♥ s♦❣❛r T0✱ α′ ✉♥❞ lS s②♥♦♥②♠ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❙tr✐♥❣✲▲ä♥❣❡ ✭❜③✇✳
❞✐❡ ❙tr✐♥❣✲❙♣❛♥♥✉♥❣ ♦❞❡r ❞❡r ❙t❡✐❣✉♥❣s♣❛r❛♠❡t❡r✮ ✐st ❞❡r ❡✐♥③✐❣❡ ❢r❡✐❡ P❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ❞❡r
❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ✉♥❞ ❧❡❣t ❞✐❡ ▲ä♥❣❡♥s❦❛❧❛ ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❢❡st✳
❆❧s ❩✇❡✐t❡s s♦❧❧❡♥ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ♥❛tür❧✐❝❤❡ ❊✐♥❤❡✐t❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✿ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱
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❞❛ss
c = 1 = ~ ✭✻✳✻✮

❣❡s❡t③t ✇✐r❞✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥ ❛❧❧❡ c✬s ✉♥❞ ~✬s ❛✉s ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❊✐♥❤❡✐t❡♥
L✱ T ✉♥❞ M ✇❡r❞❡♥ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ❛❜❤ä♥❣✐❣✿

L = T =
1

M
, ✭✻✳✼✮

✇♦❞✉r❝❤ ♥✉r ♥♦❝❤ ❡✐♥❡ ❊✐♥❤❡✐t ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✷✻✳ ❉❛♠✐t ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥
✭✻✳✸✮ ✉♥❞ ✭✻✳✺✮ ③✉

S = − 1

2πα′

ˆ τf

τi

dτ

ˆ σ1

0
dσ

√

(

Ẋ ·X ′
)2

− Ẋ2X ′2, ✭✻✳✽✮

lS =
√
α′. ✭✻✳✾✮

❲✐❡ ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ✈♦♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✹✳✷✳✸ ❞✐s❦✉t✐❡rt✱ s✐♥❞ ❞✐❡ ❊✐♥❤❡✐t❡♥ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r τ ✉♥❞ σ ❢r❡✐
✇ä❤❧❜❛r✳ ■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥ s✐❡ ❛❧s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s❧♦s ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✿

[τ ] = 1 = [σ] . ✭✻✳✶✵✮

✻✳✶ P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❲❡❧t✢ä❝❤❡

❊s ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❑❧❛ss❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡r P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣❡♥ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✳ ✒❱♦❧❧stä♥❞✐❣✑ ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss
s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ τ ✲ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ σ✲❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❙tr✐♥❣✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ Xµ (τ, σ) ❦♦♥❦r❡t✐s✐❡rt
✇✐r❞✳ ❉✐❡ ✐♥ ✹✳✷✳✸ ❜❡♥✉t③t❡ ✒st❛t✐❝ ❣❛✉❣❡✑ ✐st ❛❧s τ ✲❚❡✐❧✲P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❑❧❛ss❡ ❡♥t✲
❤❛❧t❡♥✳

✻✳✶✳✶ τ ✲P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣✷✼

■♥ ❞❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❑❧❛ss❡ ❞❡r τ ✲❚❡✐❧✲P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣❡♥ s❡✐ τ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉ ❡✐♥❡r ▲✐♥❡❛r✲
❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❞❡r ❙tr✐♥❣✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✿

nµX
µ (τ, σ) = n ·X (τ, σ) = λτ. ✭✻✳✶✶✮

❋ür nµ = (1, 0, . . . , 0) ✉♥❞ λ = c = 1 ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ③✳❇✳ ❞✐❡ st❛t✐❝ ❣❛✉❣❡ X0 (τ, σ) = τ ✳ ❊✐♥
❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤❡s ❱❡rstä♥❞♥✐s ❞❡r ❊✐❝❤✉♥❣ ✭✻✳✶✶✮ ❜❡❦♦♠♠t ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ✈❡r✇❛♥❞t❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣

n · x = λτ, ✭✻✳✶✷✮

✇♦❜❡✐ ❦❧❡✐♥❡ x ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✉♠ ③✉ ❜❡t♦♥❡♥✱ ❞❛ss ❡s s✐❝❤ ♥✐❝❤t ✉♠ ❙tr✐♥❣✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✱
s♦♥❞❡r♥ ✉♠ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ❘❛✉♠③❡✐t✲P✉♥❦t❡ ❤❛♥❞❡❧t✳ ❆❧❧❡ ❊r❡✐❣♥✐ss❡ xµ✱ ❞✐❡ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✻✳✶✷✮
❢ür ❞❛ss❡❧❜❡ τ ❣❡♥ü❣❡♥✱ ❜✐❧❞❡♥ ❡✐♥❡ ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❍②♣❡r❡❜❡♥❡ ✐♥ ❞❡r ❘❛✉♠③❡✐t✱ ✇♦❜❡✐ nµ

❞❡r ◆♦r♠❛❧❡♥✈❡❦t♦r ❞❡r ❊❜❡♥❡ ✐st✿

n · x1 − n · x2 ≡ n ·∆x = λτ − λτ = 0, ✭✻✳✶✸✮

❞✳❤✳ nµ ✉♥❞ ∆xµ s✐♥❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✭✐♠ ❙✐♥♥❡ ❞❡s r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦ts✮✱ ✇♦❜❡✐ ∆xµ

❡✐♥ ❱❡❦t♦r ✐♥ ❞❡r ❍②♣❡r❡❜❡♥❡ ✐st✳ ❏❡❞❡r ❍②♣❡r❡❜❡♥❡ ❦❛♥♥ ❡✐♥ ❢❡st❡s τ ③✉❣❡♦r❞♥❡t ✇❡r❞❡✳ ❉✐❡
τ ✲P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣ ❛✉s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✻✳✶✶✮ ✐st ❞❛❤❡r s♦ ③✉ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡r❡♥✱ ❞❛ss ❛❧❧❡♥ P✉♥❦t❡♥

✷✻✐♥ ❞❡r ❊❧❡♠❡♥t❛rt❡✐❧❝❤❡♥♣❤②s✐❦ ✇✐r❞ ③✳❇✳ ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ M ✐♥ ❊✐♥❤❡✐t❡♥ ✈♦♥ GeV ❜❡♥✉t③t
✷✼♦r✐❡♥t✐❡rt s✐❝❤ ❛♥ ❬✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✾✳✶❪
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✽✿ ❱✐s✉❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❊✐❝❤❜❡❞✐♥❣✉♥❣ n·X = λτ ✳ ❊✐♥ ❙tr✐♥❣ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛❧s ❙❝❤♥✐tt✲
♠❡♥❣❡ ❛✉s ❞❡r ❲❡❧t✢ä❝❤❡ ✉♥❞ ❞❡r ❍②♣❡r❡❜❡♥❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ③✉ nµ ❬✶✱ ❙✳ ✶✼✻❪✳

❞❡r ❙tr✐♥❣✲❲❡❧t✢ä❝❤❡✱ ❞✐❡ ❚❡✐❧ ❞❡r τ ✲❍②♣❡r❡❜❡♥❡ s✐♥❞✱ ❣❡r❛❞❡ ❞❡r ❲❡rt τ ③✉❣❡♦r❞♥❡t ✇✐r❞✳
❊✐♥ ❙tr✐♥❣ ❜❡st❡❤t ❛✉s ❞❡♥ ❘❛✉♠③❡✐t✲P✉♥❦t❡♥ ❞❡r ❲❡❧t✢ä❝❤❡✱ ❞✐❡ ❞❛ss❡❧❜❡ τ ❜❡s✐t③❡♥❀ s✐❡ s✐♥❞
❞❛❤❡r ❞✐❡ ❙❝❤♥✐tt♠❡♥❣❡♥ ❛✉s ❍②♣❡r❡❜❡♥❡ ✉♥❞ ❲❡❧t✢ä❝❤❡✳ ❆❧❧ ❞✐❡s ✇✐r❞ ✐♥ ❆❜❜✳ ✽ ✈✐s✉❛❧✐s✐❡rt✳
■♥ ❞❡r st❛t✐❝ ❣❛✉❣❡ ✐st ❞❡r ◆♦r♠❛❧❡♥✈❡❦t♦r nµ ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r x0✲❆❝❤s❡✱ ✇❡s✇❡❣❡♥ ❞✐❡ ❙tr✐♥❣s
❣❡r❛❞❡ ❞✐❡ P✉♥❦t❡ ❞❡r ❲❡❧t✢ä❝❤❡ s✐♥❞✱ ❞✐❡ ❞❡r ▲♦r❡♥t③✲❇❡♦❜❛❝❤t❡r ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣✱ ❞✳❤✳ ③✉r ❩❡✐t
t✱ s✐❡❤t✳
❙tr✐♥❣s s♦❧❧❡♥ r❛✉♠❛rt✐❣❡ ❖❜❥❡❦t❡ s❡✐♥✱ ❞✳❤✳ ③✇❡✐ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ P✉♥❦t❡ ❞❡s ❙tr✐♥❣s ♠üss❡♥

r❛✉♠❛rt✐❣ ❣❡tr❡♥♥t s❡✐♥✷✽✿ (∆X)2 ≥ 0✱ ♠✐t ∆Xµ = Xµ(τ, σ1)−Xµ(τ, σ2)✳ ❉✐❡s❡ ❋♦r❞❡r✉♥❣
s❝❤rä♥❦t ❞✐❡ ❲❛❤❧ ❡r❧❛✉❜t❡r ◆♦r♠❛❧❡♥✈❡❦t♦r❡♥ ❛✉❢

n2 ≤ 0 ✭✻✳✶✹✮

❡✐♥✱ ❞✳❤✳ nµ ♠✉ss ③❡✐t✲ ♦❞❡r ❧✐❝❤t❛rt✐❣ s❡✐♥✳ ❉✐❡s ❧ässt s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ❜❡✇❡✐s❡♥✿
❊s ❣✐❧t n ·∆X = 0✳ ❉✐❡s❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ✐st ▲♦r❡♥t③✲✐♥✈❛r✐❛♥t✳

• ❋❛❧❧s n2 < 0 ✐st✱ ❦❛♥♥ ❡✐♥ ▲♦r❡♥t③✲❇❡♦❜❛❝❤t❡r ❣❡❢✉♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❢ür ❞❡♥

n′µ =
(

n′0 6= 0, 0, . . . , 0
)

✐st ✭❞✳❤✳ n′2 = n2 < 0✮✳ ❉❛♠✐t 0 = n′ ·∆X ′ = n′0∆X
′0 ❣❡❧t❡♥ ❦❛♥♥✱ ♠✉ss ∆X ′0 = 0 s❡✐♥✱

❞❛ ❞❡r ◆♦r♠❛❧❡♥✈❡❦t♦r ♥✐❝❤t ❞❡r ◆✉❧❧✲❱❡❦t♦r s❡✐♥ s♦❧❧✳ ❉❛❤❡r ❣✐❧t (∆X ′)2 = (∆X)2 ≥ 0✱
✇♦❜❡✐ ●❧❡✐❝❤❤❡✐t ❣✐❧t✱ ❢❛❧❧s ∆Xµ = 0 ❞❡r ◆✉❧❧✲❱❡❦t♦r ✐st✳

• ❋❛❧❧s n2 = 0 ✐st✷✾✱ ❦❛♥♥ ♦❤♥❡ ❇❡s❝❤rä♥❦✉♥❣ ❞❡r ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❤❡✐t nµ = (1, 1, 0, 0, . . .)
❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛♥♥ ✐st 0 = n · ∆X = ∆X0 + ∆X1 ✉♥❞ s♦♠✐t ∆Xµ =
(

∆X0,−∆X0,∆X2,∆X3, . . .
)

✱ ❞✳❤✳

(∆X)2 = −
(

∆X0
)2

+
(

∆X0
)2

+
(

∆X2
)2

+
(

∆X3
)2
. . . =

(

∆X2
)2

+
(

∆X3
)2

+ . . . ≥ 0.

✷✽■♠ ●r❡♥③✇❡rt ❜❡❧✐❡❜✐❣ ♥❛❤❡r P✉♥❦t❡ s♦❧❧t❡♥ ❛✉❝❤ ❧✐❝❤t❛rt✐❣❡ ❚❛♥❣❡♥t❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ❙tr✐♥❣ ③✉❣❡❧❛ss❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
✷✾s✳ ❬✶✱ Pr♦❜❧❡♠ ✾✳✶❪

✸✾



●❧❡✐❝❤❤❡✐t ❣✐❧t✱ ✇❡♥♥ ∆Xµ =
(

∆X0,−∆X0, 0, 0 . . .
)

❜③✇✳

∆Xµ =
(

−∆X0,−∆X0, 0, 0 . . .
)

= −∆X0nµ ∝ nµ,

❞✳❤✳ n ·∆X = −∆X0n2 = 0 ✐st ❡r❢ü❧❧t✳ �

❩✉sät③❧✐❝❤ ③✉ ✭✻✳✶✹✮ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❲❛❤❧ ❞❡s ◆♦r♠❛❧❡♥✈❡❦t♦rs ✇❡✐t❡r❤✐♥ ❞❛❞✉r❝❤ ❡✐♥❣❡s❝❤rä♥❦t✱
❞❛ss

n · Pσ (τ, σ∗) = 0 ✭✻✳✶✺✮

❢ür ❞✐❡ ❊♥❞♣✉♥❦t❡ σ∗ ∈ {0, σ1} ♦✛❡♥❡r ❙tr✐♥❣s s❡✐✳ ❉❛♥♥ ✐st ♥ä♠❧✐❝❤ n · p ✐♥ τ ❡r❤❛❧t❡♥✿

d

dτ
(n · p) = nµ

dpµ

dτ

✭✺✳✸✼✮
= − [n · Pσ (τ, σ)]σ1

0 . ✭✻✳✶✻✮

❉✐❡ r❡❝❤t❡ ❙❡✐t❡ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t ❢ür ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ❙tr✐♥❣s ♠✐t ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥
✭✹✳✻✺✮ ✉♥❞ ❢ür ♦✛❡♥❡ ❙tr✐♥❣s ♠✐t ❢r❡✐❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✭✹✳✺✾✮✳ ❉✐❡ ❋♦r❞❡r✉♥❣ ✭✻✳✶✺✮
❢ü❤rt s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❛✉❝❤ ③✉♠ ❱❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥ ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ❙❡✐t❡ ❢ür ♦✛❡♥❡ ❙tr✐♥❣s ♠✐t ❉✐r✐❝❤❧❡t✲
❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✿ ❯♥t❡r❧✐❡❣t ❡✐♥❡r ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ µ = i✲t❡♥ ❊♥❞♣✉♥❦t❡ ❡✐♥❡r ❉✐r✐❝❤❧❡t✲❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣✱
♠✉ss

ni = 0 ✭✻✳✶✼✮

❣❡❧t❡♥✱ ❞❛♠✐t ✭✻✳✶✺✮ ❡r❢ü❧❧t ✐st✳ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞ ❣✐❧t ❢ür ❛❧❧❡ ❞r❡✐ ❋ä❧❧❡

d

dτ
(n · p) = 0, ✭✻✳✶✽✮

❞✳❤✳ n · p ✐st ❡✐♥❡ ❑♦♥st❛♥t❡✳
❉❛♠✐t ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡ ❑♦♥st❛♥t❡ λ ✐♥ ✭✻✳✶✶✮ s♣❡③✐✜③✐❡r❡♥✿ ❩✉♥ä❝❤st ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡ P❛r❛♠❡tr✐✲

s✐❡r✉♥❣ ✉♠s❝❤r❡✐❜❡♥ ③✉
n ·X (τ, σ) = λ̃ (n · p) τ. ✭✻✳✶✾✮

❉❛ ❞❡r ◆♦r♠❛❧❡♥✈❡❦t♦r ♥✉♥ ❛✉❢ ❜❡✐❞❡♥ ❙❡✐t❡♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❛✉❢tr✐tt✱ ✐st ♥✉r ♥♦❝❤ s❡✐♥❡
❘✐❝❤t✉♥❣✱ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ♠❡❤r s❡✐♥❡ ▲ä♥❣❡ r❡❧❡✈❛♥t✳ ❉✐❡ ♥❛tür❧✐❝❤❡ ❊✐♥❤❡✐t ❞❡r ♥❡✉❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡
λ̃ ✐st

[

λ̃
]

=

[

n ·X
(n · p) τ

]

=
1 · L

(1 ·M) 1
=

1

M2

✭✻✳✶✮
=
[

α′
]

, ✭✻✳✷✵✮

✇❡s✇❡❣❡♥ λ̃ ∝ α′ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇✐r❞✳ ❲ä❤❧❡ λ̃ = 2α′ ❢ür ♦✛❡♥❡ ✉♥❞ λ̃ = α′ ❢ür ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡
❙tr✐♥❣s✳ ❉❛r❛✉s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❡♥❞❣ü❧t✐❣❡ P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣ ③✉

n ·X (τ, σ) = βα′ (n · p) τ ✭✻✳✷✶✮

♠✐t

β =

{

2 für offene Strings,

1 für geschlossene Strings.
✭✻✳✷✷✮

✹✵



✻✳✶✳✷ σ✲P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣✸✵

❉✐❡ σ✲P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣ s♦❧❧ s♦ ❣❡✇ä❤❧t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ✒❊♥❡r❣✐❡✐♠♣✉❧s❞✐❝❤t❡✸✶✑ nµPτµ =
n · Pτ ❦♦♥st❛♥t ❡♥t❧❛♥❣ ❥❡❞❡♥ ❙tr✐♥❣s ✐st✱ ❞✳❤✳

∂

∂σ
(n · Pτ ) = 0. ✭✻✳✷✸✮

●❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ❡✱ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡ ■♥t❡r✈❛❧❧❡ dσ ❡♥t❧❛♥❣ ❡✐♥❡s ❙tr✐♥❣s ✐♠ P❛r❛♠❡t❡r✲❘❛✉♠ ❜❡s❝❤r❡✐✲
❜❡♥ ❞❛❤❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤ ❣r♦ÿ❡✱ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡ ■♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡s ❙tr✐♥❣s ✐♥ ❞❡r ❘❛✉♠③❡✐t✱ ❞✐❡
❥❡❞♦❝❤ ❛❧❧❡ ❞❡♥s❡❧❜❡♥ ■♠♣✉❧s n · dp tr❛❣❡♥✳ P❡r ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡s ❛✉❢ ❡♥❞❧✐❝❤❡ ■♥✲
t❡r✈❛❧❧❡ ✈❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r♥❀ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✐st ❞❡r σ✲❲❡rt✱ ❞❡r ❡✐♥❡♠ P✉♥❦t ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ❙tr✐♥❣
③✉❣❡♦r❞♥❡t ✇✐r❞✱ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉♠ ■♠♣✉❧s✱ ❞❡♥ ❞❛s ❙tü❝❦ ❙tr✐♥❣ ✈♦♠ σ = 0✲❊♥❞♣✉♥❦t ❜✐s
③✉ ❞✐❡s❡♠ P✉♥❦t trä❣t✳ ❏❡ ❣röÿ❡r ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡✐♠♣✉❧s❞✐❝❤t❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ❙tü❝❦ ❙tr✐♥❣ ✐st✱ ❞❡st♦
s❝❤♥❡❧❧❡r ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❞♦rt ❞❡r σ✲❲❡rt✳ ❙t❡❧❧t ♠❛♥ s✐❝❤ ❞✐❡ P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣ ❛❧s ❡✐♥ ◆❡t③ ❛✉❢
❞❡r ❲❡❧t✢ä❝❤❡ ♠✐t ▲✐♥✐❡♥ ❦♦♥st❛♥t❡♥ σ✬s ✈♦r✱ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ σ✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✲▲✐♥✐❡♥✱ s♦ ✐st ❛✉❢
❡✐♥❡♠ ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❙tr✐♥❣ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ❞❡r σ✲❲❡rt❡ ③✇❡✐❡r ▲✐♥✐❡♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r ■♠♣✉❧s❡♥❡r✲
❣✐❡ n · p✱ ❞❡♥ ❞❛s ❙tü❝❦ ❙tr✐♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ▲✐♥✐❡♥ trä❣t✳
❲❡✐t❡r❤✐♥ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ σ✲❲❡rt❡ ❛❧❧❡r σ✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✲▲✐♥✐❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❋❛❦t♦r

♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ä♥❞❡rt s✐❝❤ ♥✉r ❞❛s σ✲■♥t❡r✈❛❧❧✱ ♠✐t ❞❡♠ ❞❡r ❣❡s❛♠t❡ ❙tr✐♥❣
♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡rt ✇✐r❞✱ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ❞❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✐♠♣✉❧s❞✐❝❤t❡ ❜❧❡✐❜t ❞❛❞✉r❝❤ ✉♥✲
✈❡rä♥❞❡rt✳ σ1 ✐st ❞❛❤❡r ❢r❡✐ ✇ä❤❧❜❛r✳ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥s❣❡♠äÿ ✐st

σ ∈
[

0,
2π

β

]

=

{

[0, π] für offene Strings,

[0, 2π] für geschlossene Strings.
✭✻✳✷✹✮

n · Pτ ✭✻✳✷✸✮
= a (τ) ✐st ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ♥♦❝❤ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ τ ✱ ✈❛r✐✐❡rt ❛❧s♦ ✈♦♥ ❙tr✐♥❣ ③✉

❙tr✐♥❣✳ ❊✐♥❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞✐❡s❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡r❣✐❜t ❛❧❧❡r❞✐♥❣s

ˆ 2π/β

0
n · Pτdσ = a (τ)

2π

β

✭✺✳✸✻✮
= n · p. ✭✻✳✷✺✮

❲❡❣❡♥ ✭✻✳✶✽✮ ✐st a (τ) =
n · p
2π/β

= a = n · Pτ ❢ür ❛❧❧❡ ❆rt❡♥ ✈♦♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❛✉❝❤

τ ✲✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❡✐♥❡ ❑♦♥st❛♥t❡ ❛✉❢ ❞❡r ❣❡s❛♠t❡♥ ❲❡❧t✢ä❝❤❡✳

n · p = 2π

β
n · Pτ ✭✻✳✷✻✮

✐st ❞✐❡ ✐♠♣❧✐③✐t❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ σ✲❚❡✐❧✲P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❑❧❛ss❡ ✈♦♥ P❛✲
r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣❡♥✳
❇❡r❡❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞❛s ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ◆♦r♠❛❧❡♥✈❡❦t♦r nµ✱

❡r❣✐❜t s✐❝❤ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✻✳✷✻✮

0 =
∂

∂τ
(n · Pτ ) +

∂

∂σ
(n · Pσ) =

∂

∂σ
(n · Pσ) , ✭✻✳✷✼✮

❞✳❤✳ ❛✉❝❤ n · Pσ ✐st ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❙tr✐♥❣s ❦♦♥st❛♥t ✭✈❣❧✳ ♠✐t ✭✻✳✷✸✮✮✳ ❋ür ♦✛❡♥❡ ❙tr✐♥❣s ✇❛r

✸✵♦r✐❡♥t✐❡rt s✐❝❤ ❛♥ ❬✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✾✳✷❪
✸✶✈❣❧✳ ✭✺✳✸✻✮

✹✶



n · Pσ (τ, σ∗) = 0✱ s✳ ✭✻✳✶✺✮✱ ❞✳❤✳ ❡s ❣✐❧t s♦❣❛r

n · Pσ = 0 ∀τ, σ für offene Strings. ✭✻✳✷✽✮

❋ür ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ❙tr✐♥❣s ✐st ❞✐❡ σ✲P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣ ✉♥❡✐♥❞❡✉t✐❣✱ ❞❛ ❞✐❡ σ✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✲▲✐♥✐❡✱
❞✐❡ ❞❡♥ ❲❡rt σ = 0 ③✉❣❡♦r❞♥❡t ❜❡❦♦♠♠t✱ ❜❡❧✐❡❜✐❣ ❣❡✇ä❤❧t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥❀ ❘♦t❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ③②✲
❧✐♥❞❡r❢ör♠✐❣❡♥ ❲❡❧t✢ä❝❤❡ ✐♠ P❛r❛♠❡t❡r✲❘❛✉♠ ✈❡rä♥❞❡r♥ ❞✐❡ ❦♦♥st❛♥t❡ ❊♥❡r❣✐❡✐♠♣✉❧s❞✐❝❤t❡
❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❙tr✐♥❣s ♥✐❝❤t✳ ◆❛❝❤❞❡♠ ❡✐♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡r P✉♥❦t ❞❡r ❲❡❧t✢ä❝❤❡ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t ✇✉r❞❡
✉♥❞ ❞❡♥ ❲❡rt σ = 0 ③✉❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ❜❡❦♦♠♠t✱ ❦❛♥♥ ❛❜❡r ✈♦♥ ❞♦rt ❛✉s❣❡❤❡♥❞ ❞✐❡ σ = 0✲
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✲▲✐♥✐❡ s♦ ❦♦♥str✉✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❣❡r❛❞❡ n · Pσ (τ, σ = 0) = 0 ❣✐❧t✳ ❉✐❡ ❣❡♥❛✉❡
❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ✇✐r❞ ✐♥ ❬✶✱ ❙✳ ✶✽✵ ❢✳❪ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉❛ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✻✳✷✼✮ ❛✉❝❤ ❢ür ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡
❙tr✐♥❣s ❣✐❧t✱ ❢♦❧❣t

n · Pσ = 0 ∀τ, σ für offene und geschlossene Strings. ✭✻✳✷✾✮

❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞ s✐♥❞ ❞✐❡ ✇✐❝❤t✐❣❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞✐❡s❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tts ❞✐❡ P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥✲
❣❡♥ ✭✻✳✷✶✮ ✉♥❞ ✭✻✳✷✻✮ s♦✇✐❡ ❞✐❡ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✻✳✷✾✮✳ ❆❧❧❡ ❞r❡✐ ❣❡❧t❡♥ ❢ür ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡
✉♥❞ ♦✛❡♥❡ ❙tr✐♥❣s ♠✐t ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✳ ❉❡r ✐♥ ❛❧❧❡♥ ❞r❡✐ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦r❦♦♠✲
♠❡♥❞❡ ◆♦r♠❛❧❡♥✈❡❦t♦r nµ ✉♥t❡r❧✐❡❣t ❞❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✭✻✳✶✹✮ ✉♥❞ ✭✻✳✶✺✮✳ ❉✐❡ ❚❡r♠❡ n · Pτ

✉♥❞ n · Pσ s✐♥❞ ❦♦♥st❛♥t ❛✉❢ ❞❡r ❣❡s❛♠t❡♥ ❲❡❧t✢ä❝❤❡✱ ❞✳❤✳ ❛❧❧❡ τ ✲ ✉♥❞ σ✲❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ✈❡r✲
s❝❤✇✐♥❞❡♥✳

✻✳✷ ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✉♥❞ ❩✇❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✸✷

❉✐❡ ❆✉s❞rü❝❦❡ ✭✹✳✺✹✮ ❢ür ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡✐♠♣✉❧s❞✐❝❤t❡♥ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤❡♥ s✐❝❤ ✐♥ ❞❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥
❑❧❛ss❡ ✈♦♥ P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣❡♥✳ ❇❡r❡❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞❛s ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t n · Pσ ❡①♣❧✐③✐t✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤
✐♥ ♥❛tür❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥❤❡✐t❡♥ ✉♥❞ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ α′ st❛tt T0

0
✭✻✳✷✾✮
= n·Pσ = − 1

2πα′

(

Ẋ ·X ′
)

∂
∂τ (n ·X)− Ẋ2 ∂

∂σ (n ·X)
√

(

Ẋ ·X ′
)2

− Ẋ2X ′2

✭✻✳✷✶✮
= − 1

2πα′

(

Ẋ ·X ′
)

βα′ (n · p)
√

(

Ẋ ·X ′
)2

− Ẋ2X ′2

.

✭✻✳✸✵✮
❉❛ (n · p) 6= 0 ✐st✱ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ♥✉r ❡r❢ü❧❧t s❡✐♥✱ ✇❡♥♥

Ẋ ·X ′ = 0 ∀τ, σ ✭✻✳✸✶✮

✐st✳ ❉✐❡s ✐st ❞✐❡ ❡rst❡ ❩✇❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣✱ ❞✐❡ ❛✉s ❞❡r ❣❡✇ä❤❧t❡♥ P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣ ❢♦❧❣t✳ ❇❡✲
r❡❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞❛s ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t n ·Pτ ❡①♣❧✐③✐t✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ✐♥ ♥❛tür❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥❤❡✐t❡♥ ✉♥❞ ✉♥t❡r
❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ α′ st❛tt T0

β

2π
(n · p) ✭✻✳✷✻✮

= n·Pτ = − 1

2πα′

(

Ẋ ·X ′
)

∂
∂σ (n ·X)−X ′2 ∂

∂τ (n ·X)
√

(

Ẋ ·X ′
)2

− Ẋ2X ′2

✭✻✳✷✶✮
=

✭✻✳✸✶✮

1

2πα′

X ′2βα′ (n · p)
√

−Ẋ2X ′2
,

✭✻✳✸✷✮
❞✳❤✳

1 =
X ′2

√

−Ẋ2X ′2
⇒ Ẋ2 +X ′2 = 0 ∀τ, σ. ✭✻✳✸✸✮

✸✷♦r✐❡♥t✐❡rt s✐❝❤ ❛♥ ❬✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✾✳✸❪

✹✷



❉✐❡s ✐st ❞✐❡ ③✇❡✐t❡ ❩✇❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣✳ ❇✐❧❞❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥
✭✻✳✸✸✮±2✭✻✳✸✶✮✱ s♦ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❩✇❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥ ③✉

(

Ẋ ±X ′
)2

= 0. ✭✻✳✸✹✮

❉✐❡ ❩✇❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❤❛❜❡♥ ❞✐❡s❡ ❋♦r♠ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❲❛❤❧ ✈♦♥ β✱ ❞❛s s✐❝❤ ❡r✇❛r✲
t✉♥❣s❣❡♠äÿ ❤❡r❛✉s❦ür③t✳
❉✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❩✇❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ✭✹✳✺✹✮ ❡r❣✐❜t

Pτµ ✭✻✳✸✶✮
= − 1

2πα′

0 ·X ′µ −X ′2Ẋµ

√

0− Ẋ2X ′2

✭✻✳✸✸✮
=

1

2πα′

X ′2

|X ′2|Ẋ
µ,

Pσµ ✭✻✳✸✶✮
= − 1

2πα′

0 · Ẋµ − Ẋ2X ′µ

√

0− Ẋ2X ′2

✭✻✳✸✸✮
= − 1

2πα′

X ′2

|X ′2|X
′µ.

✭✻✳✸✺✮

❉❛X ′µ ❡✐♥ ❚❛♥❣❡♥t✐❛❧✈❡❦t♦r ❛♥ ❞❡♥ ❙tr✐♥❣ ✐st✱ ✐st ❡r r❛✉♠❛rt✐❣✱ ❞✳❤✳X ′2 > 0✱ s♦❞❛ss
X ′2

|X ′2| = 1

✐st✳ ❙♦♠✐t s✐♥❞ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡✐♠♣✉❧s❞✐❝❤t❡♥ ❡✐♥❢❛❝❤ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉ ❞❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❞❡r ❙tr✐♥❣✲
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✿

Pτµ =
1

2πα′
Ẋµ,

Pσµ = − 1

2πα′
X ′µ.

✭✻✳✸✻✮

❉✐❡ ③✇❡✐t❡ ❩❡✐❧❡ r❡❝❤t❢❡rt✐❣t ✐♠ ◆❛❝❤❤✐♥❡✐♥ ❞✐❡ ❊✐♥st✉❢✉♥❣ ✈♦♥ ❢r❡✐❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❛❧s
◆❡✉♠❛♥♥✲❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✱ ✈❣❧✳ ❞❡♥ ❚❡①t ✉♥t❡r❤❛❧❜ ✈♦♥ ✭✹✳✺✾✮✳
❉✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣

0 =
∂Pτµ

∂τ
+
∂Pσµ

∂σ
=

1

2πα′
Ẍµ − 1

2πα′
X ′′µ ✭✻✳✸✼✮

✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t s✐❝❤ ③✉ ❡✐♥❡r ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭♥❛tür❧✐❝❤❡ ❊✐♥❤❡✐t❡♥✮✿

Ẍµ −X ′′µ = 0. ✭✻✳✸✽✮

■♥ ❞❡♥ ❜✐s❤❡r✐❣❡♥ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣❡♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇✉r❞❡ st❡ts ❛✉❢ ❞✐❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ▼ö❣✲
❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❡✐♥❡s ♦✛❡♥❡♥ ❙tr✐♥❣s ♠✐t ❢r❡✐❡♥ ♦❞❡r ♠✐t ❉✐r✐❝❤❧❡t✲❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ s♦✇✐❡ ❡✐♥❡s
❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙tr✐♥❣s ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥✸✸✳ ❆❧❧❡ ❞r❡✐ ❋ä❧❧❡ ✇❡r❞❡♥ ✈♦♥ ❞❡rs❡❧❜❡♥ ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣
✭✻✳✸✽✮ ✉♥❞ ❞❡♥s❡❧❜❡♥ ❩✇❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✭✻✳✸✹✮ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✉♥❞ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ♥✉r
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✭✹✳✺✾✮✱ ✭✹✳✻✵✮ ♦❞❡r ✭✹✳✻✺✮ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛♠✐t ✈❡r❦♥ü♣❢t❡ ❣ü❧t✐❣❡ ♦❞❡r
✉♥❣ü❧t✐❣❡ ■♠♣✉❧s❡r❤❛❧t✉♥❣✳

✻✳✸ ❱♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ▲ös✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❋♦✉r✐❡r✲❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✉♥❞ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❊✐❝❤✉♥❣✸✹

■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✇✐r❞ ♥✉r ♥♦❝❤ ❞❡r ♦✛❡♥❡ ❙tr✐♥❣ ♠✐t ❢r❡✐❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t✱ ❢ür ❞❡♥
❛✉❝❤ ❞✐❡ ❛❜s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✽✳✺ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥ ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡
▲ös✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ❜❡③✐❡❤t s✐❝❤ ♥✉r ❛✉❢ ♦✛❡♥❡✱ ❢r❡✐❡ ❙tr✐♥❣s✳
❉❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥st❡ ❆♥s❛t③ ❢ür Xµ (τ, σ)✱ ❞❡r ❞✐❡ ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✻✳✸✽✮ ❧öst✱ ✐st

Xµ (τ, σ) =
1

2
{fµ (τ + σ) + gµ (τ − σ)} , ✭✻✳✸✾✮

✸✸♠✐t ❆✉s♥❛❤♠❡ ❞❡s ♥✐❝❤t✲r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❙tr✐♥❣s ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✸✱ ✐♥ ❞❡♠ ♥✉r ♦✛❡♥❡ ❙tr✐♥❣s ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇✉r❞❡♥
✸✹♦r✐❡♥t✐❡rt s✐❝❤ ❛♥ ❬✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✾✳✹✱ ✾✳✺❪

✹✸



✇♦❜❡✐ fµ(u) ✉♥❞ gµ(u) ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ r❡❡❧❧❡✸✺ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❡✐♥❡s ❆r❣✉♠❡♥ts s✐♥❞✱ ❞✐❡ ❞✐❡s❡❧❜❡ ❊✐♥✲
❤❡✐t ✇✐❡ Xµ ❜❡s✐t③❡♥✿

[fµ] = [gµ] = [Xµ] = L =
1

M
. ✭✻✳✹✵✮

❊s ❣✐❧t ♥ä♠❧✐❝❤

∂2Xµ

∂σ2
=

1

2

{

f ′′µ (τ + σ)−
(

−g′′µ (τ − σ)
)}

=
1

2

{

f ′′µ (τ + σ) + g′′µ (τ − σ)
}

=
∂2Xµ

∂τ2
,

✭✻✳✹✶✮
❞✳❤✳ ❞❡r ❆♥s❛t③ ❧öst ❞✐❡ ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣✳ ❉✐❡ ❙tr✐❝❤❡ st❡❤❡♥ ❢ür ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❆r✲
❣✉♠❡♥t u✳
❉❡r ❙tr✐♥❣ ✉♥t❡r❧✐❡❣❡ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❢r❡✐❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✭✹✳✺✾✮ ✭❡♥ts♣r✐❝❤t ❡✐♥❡r r❛✉♠✲

❢ü❧❧❡♥❞❡♥ ❉✲❇r❛♥❡✮✳ ❲❡❣❡♥ ✭✻✳✸✻✮ ❣❡❧t❡♥ ❞✐❡ ◆❡✉♠❛♥♥✲❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥

X ′µ (τ, σ∗) = 0 , σ∗ ∈ {0, π} . ✭✻✳✹✷✮

❋ür σ∗ = 0 ❢♦❧❣t
∂Xµ

∂σ
(τ, 0) =

1

2

{

f ′µ (τ)− g′µ (τ)
}

= 0 ∀τ

⇒f ′µ (u) = g′µ (u)

⇒gµ(u) = fµ(u) + cµ

✭✻✳✹✸✮

♠✐t ❡✐♥❡r ❑♦♥st❛♥t❡ cµ✳ ❙❡t③t ♠❛♥ ❞✐❡s ✐♥ ❞❡♥ ❆♥s❛t③ ✭✻✳✸✾✮ ❡✐♥ ✉♥❞ ❜❡♥❡♥♥t fµ → fµ +
cµ

2
✉♠✱ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❑♦♥st❛♥t❡ ✐♥ ❞✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✈♦♥ fµ ❛❜s♦r❜✐❡rt ✇❡r❞❡♥✿

Xµ (τ, σ) =
1

2
{fµ (τ + σ) + fµ (τ − σ)} . ✭✻✳✹✹✮

❋ür σ∗ = π ❢♦❧❣t ❞❛♠✐t

∂Xµ

∂σ
(τ, π) =

1

2

{

f ′µ (τ + π)− f ′µ (τ − π)
}

= 0 ∀τ
u≡τ−π
=⇒ f ′µ (u+ 2π) = f ′µ (u) ∀u,

✭✻✳✹✺✮

❞✳❤✳ f ′µ(u) ✐st ❡✐♥❡ 2π✲♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥✳ ❉❛ ❞✐❡s ❡✐♥ ♥❛tür❧✐❝❤❡s ■♥t❡r✈❛❧❧ ✐st✱ ✇❛r ❞✐❡ ❲❛❤❧
σ ∈ [0, π] ❢ür ♦✛❡♥❡ ❙tr✐♥❣s s✐♥♥✈♦❧❧✳ ❉✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ f ′µ(u) ❦❛♥♥ ✐♥ ❡✐♥❡ r❡❡❧❧❡ ❋♦✉r✐❡r✲❘❡✐❤❡
❡♥t✇✐❝❦❡❧t ✇❡r❞❡♥✿

f ′µ(u) = fµ1 +

∞
∑

n=1

(aµn cos(nu) + bµn sin(nu))

´

du⇒ fµ(u) = fµ0 + fµ1 u+
∞
∑

n=1

(

aµn
n

sin(nu)− bµn
n

cos(nu)

)

≡ fµ0 + fµ1 u+
∞
∑

n=1

(Aµ
n cos(nu) +Bµ

n sin(nu))

✭✻✳✹✻✮

♠✐t ❞❡♥ ♥❡✉❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ Aµ
n = −b

µ
n

n
∈ R ✉♥❞ Bµ

n =
aµn
n

∈ R✳ ❉✐❡ ❘❡❡❧❧✇❡rt✐❣❦❡✐t ❞❡r

❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ fµ0 ✱ f
µ
1 ✱ A

µ
n ✉♥❞ Bµ

n ❢♦❧❣t ❛✉s ❞❡r ❘❡❡❧❧✇❡rt✐❣❦❡✐t ✈♦♥ Xµ ✉♥❞ ❞❡♠ ❆♥s❛t③
✭✻✳✹✹✮✳ ❲❡❣❡♥ ✭✻✳✹✵✮ s✐♥❞ ❞✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❛✉ÿ❡r❞❡♠ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s❜❡❤❛❢t❡t✳ ❉✐❡s
s❝❤❧✐❡ÿt ❞✐❡ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡r ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✳
❉❛s ❊✐♥s❡t③❡♥ ✈♦♥ ✭✻✳✹✻✮ ✐♥ ❞❡♥ ❆♥s❛t③ ✭✻✳✹✹✮ ❢ü❤rt ♥❛❝❤ ❞❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❆❞❞✐t✐♦♥s✲

✸✺❞❛ Xµ r❡❡❧❧ ✐st

✹✹



t❤❡♦r❡♠❡ ❛✉❢

Aµ
n cos(n (τ + σ)) +Bµ

n sin(n (τ + σ)) +Aµ
n cos(n (τ − σ)) +Bµ

n sin(n (τ − σ))

=Aµ
n {cos(nτ) cos(nσ)− sin(nτ) sin(nσ) + cos(nτ) cos(nσ) + sin(nτ) sin(nσ)}

+Bµ
n {sin(nτ) cos(nσ) + sin(nσ) cos(nτ) + sin(nτ) cos(nσ)− sin(nσ) cos(nτ)}

=2 (Aµ
n cos(nτ) +Bµ

n sin(nτ)) cos(nσ)

✭✻✳✹✼✮

③✉

Xµ (τ, σ) = fµ0 + fµ1 τ +

∞
∑

n=1

(Aµ
n cos(nτ) +Bµ

n sin(nτ)) cos(nσ). ✭✻✳✹✽✮

❩✉r ✇❡✐t❡r❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❊✐♥s✐❝❤t s♦❧❧❡♥ ❞r❡✐ ✇❡✐t❡r❡ ◆♦t❛t✐♦♥❡♥ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✿

• ❉✐❡ ◆✉❧❧✲▼♦❞❡ fµ0 ❡♥ts♣r✐❝❤t ❡✐♥❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞❡r ❣❡s❛♠t❡♥ ❲❡❧t✢ä❝❤❡✳
❙✐❡ ✇✐r❞ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠✐t

xµ0 ≡ fµ0 . ✭✻✳✹✾✮

• ❊s ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ♥❡✉❡♥✱ ❦♦♠♣❧❡①❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥

aµn ≡ 1

2

√

n

2α′
(Bµ

n − iAµ
n) ∈ C , aµ∗n =

1

2

√

n

2α′
(Bµ

n + iAµ
n) ∈ C ✭✻✳✺✵✮

❡✐♥❣❡❢ü❤rt✱ ✇♦❜❡✐ ❞❡r ❙t❡r♥ ❢ür ❞✐❡ ❦♦♠♣❧❡①❡ ❑♦♥❥✉❣❛t✐♦♥ st❡❤t✳ ❲❡❣❡♥

[Aµ
n] = [Bµ

n ] = [Xµ] =
1

M
=
[√

α′
]

✭✻✳✺✶✮

s✐♥❞ ❞✐❡s❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s❧♦s✳ ■♥ ❞❡r q✉❛♥t✐s✐❡rt❡♥ ❱❡rs✐♦♥ ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡ ✭s✳
❑❛♣✐t❡❧ ✽✮ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡s ❊r③❡✉❣✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❱❡r♥✐❝❤t✉♥❣s♦♣❡r❛t♦r❡♥✳ ❉✐❡ ❙✉♠♠❛♥❞❡♥ ✐♥
✭✻✳✹✽✮ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞❛♥♥ ✉♠s❝❤r❡✐❜❡♥ ③✉

Aµ
n cos(nτ) +Bµ

n sin(nτ) = Aµ
n

1

2

(

einτ + e−inτ
)

−Bµ
n

i

2

(

einτ − e−inτ
)

= − i

2

{

einτ (Bµ
n + iAµ

n)− e−inτ (Bµ
n − iAµ

n)
}

✭✻✳✺✵✮
= −i

√

2α′

n

{

einτaµ∗n − e−inτaµn
}

.

✭✻✳✺✷✮

❉✐❡ ❙tr✐♥❣✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❤❛❜❡♥ ❞❛♥♥ ❞✐❡ ❋♦r♠

Xµ (τ, σ) = xµ0 + fµ1 τ − i
√
2α′

∞
∑

n=1

(

einτaµ∗n − e−inτaµn
) cos(nσ)√

n
. ✭✻✳✺✸✮

✹✺



• fµ1 ✐st ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉♠ ■♠♣✉❧s pµ ❞❡s ❙tr✐♥❣s✱ ❞❡♥♥ ❡s ❣✐❧t

Pτµ ✭✻✳✸✻✮
=

1

2πα′
Ẋµ ✭✻✳✺✸✮

=
1

2πα′

{

fµ1 +
√
2α′

∞
∑

n=1

(

einτaµ∗n + e−inτaµn
)√

n cos(nσ)

}

⇒pµ =

ˆ π

0
dσPτµ =

1

2α′
fµ1 +

1√
2α′π

∞
∑

n=1

{

(

einτaµ∗n + e−inτaµn
)√

n

ˆ π

0
dσ cos (nσ)

}

⇒pµ =
1

2α′
fµ1 .

✭✻✳✺✹✮
■♠ ❧❡t③t❡♥ ❙❝❤r✐tt ✇✉r❞❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ❞❛ss

ˆ π

0
dσ cos (nσ) = 0 ∀n ∈ Z. ✭✻✳✺✺✮

▼✐t fµ1 = 2α′pµ ❡r❣✐❜t s✐❝❤

Xµ (τ, σ) = xµ0 + 2α′pµτ − i
√
2α′

∞
∑

n=1

(

einτaµ∗n − e−inτaµn
) cos(nσ)√

n
. ✭✻✳✺✻✮

❉✐❡ ❞r❡✐ ❚❡r♠❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❞❡r rä✉♠❧✐❝❤❡♥ ◆✉❧❧✲▼♦❞❡✱ ❞❡♠ D✲■♠♣✉❧s ❞❡s ❙tr✐♥❣s ✉♥❞ ❞❡♥
❙tr✐♥❣✲❖s③✐❧❧❛t✐♦♥❡♥✳ ❉✐❡ ❣❡❢✉♥❞❡♥❡ ▲ös✉♥❣ ❞❡r ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✉♥t❡r ❢r❡✐❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥✲
❣✉♥❣❡♥ ✐st ❞❛❤❡r ❧❡✐❝❤t ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡r❜❛r✳ ❙✐♥❞ ❛❧❧❡ aµn = 0✱ s♦ ❡♥t❢ä❧❧t ❞✐❡ σ✲
❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✉♥❞ Xµ(τ) = xµ0+2α′pµτ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❡✐♥❡s ❢r❡✐❡♥ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥s✳
❊s ✐st ❧❡✐❝❤t ♥❛❝❤♣rü❢❜❛r✱ ❞❛ss Xµ (τ, σ)∗ = Xµ (τ, σ)✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❙tr✐♥❣✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ s✐♥❞ r❡❡❧❧✳
❲❡✐t❡r❤✐♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✿

αµ
0 ≡

√
2α′pµ ∈ R,

αµ
n ≡ aµn

√
n ∈ C , αµ

−n ≡ aµ∗n
√
n = αµ∗

n ∈ C , n ≥ 1.
✭✻✳✺✼✮

❉✐❡ αµ
n✲❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s ✒▼♦❞❡♥✑ ♦❞❡r ✒❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥✑ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❙✐❡ s✐♥❞ ❡❜❡♥❢❛❧❧s

❞✐♠❡♥s✐♦♥s❧♦s ✉♥❞ ❞❡✜♥✐❡rt ❢ür ❛❧❧❡ n ∈ Z✱ ✇♦❜❡✐ s✐❝❤ ❥❡ ③✇❡✐ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ♠✐t ■♥❞✐③❡s ±n
❞✉r❝❤ ❦♦♠♣❧❡①❡ ❑♦♥❥✉❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❡✐♥❛♥❞❡r ✉♠r❡❝❤♥❡♥ ❧❛ss❡♥✸✻✳ ❉✐❡ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤❡ ❘❡✐❤❡ ✐♥ ✭✻✳✺✻✮
❧ässt s✐❝❤ ✉♠s❝❤r❡✐❜❡♥ ③✉

−
∞
∑

n=1

(

einτaµ∗n − e−inτaµn
) cos(nσ)√

n
=

∞
∑

n=1

e−inτaµn
√
n
cos(nσ)

n
+

∞
∑

n=1

e−i(−n)τaµ∗n
√
n
cos(−nσ)

−n

✭✻✳✺✼✮
=

∞
∑

n=1

e−inταµ
n

cos(nσ)

n
+

∞
∑

n=1

e−i(−n)ταµ
−n

cos(−nσ)
−n

=
∑

n∈Z\{0}

e−inταµ
n

cos(nσ)

n
.

✭✻✳✺✽✮
■♠ ❡rst❡♥ ❙❝❤r✐tt ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❙②♠♠❡tr✐❡ ❞❡s ❑♦s✐♥✉s ❛✉s❣❡♥✉t③t ✉♥❞ ✐♠ ❧❡t③t❡♥ ❙❝❤r✐tt ✇✉r❞❡
n→ −n ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❚❡r♠ ✉♠❜❡♥❛♥♥t✳ ▼✐t ❛❧❧ ❞✐❡s❡♥ ❑♦♥✈❡♥t✐♦♥❡♥ ✐st ❞✐❡ ❡♥❞❣ü❧t✐❣❡ ▲ös✉♥❣

Xµ (τ, σ) = xµ0 +
√
2α′αµ

0τ + i
√
2α′
∑

n 6=0

1

n
αµ
ne

−inτ cos(nσ). ✭✻✳✺✾✮

✸✻❞✐❡s ❣✐❧t ❛✉❝❤ ❢ür n = 0

✹✻



❊✐♥❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ▲ös✉♥❣ ✐st ❞❛❤❡r ❣❡❣❡❜❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❑♦♥st❛♥t❡♥ xµ0 ✉♥❞ αµ
n ❢ür n ≥ 0

s♣❡③✐✜③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳
❆✉s❣❡❞rü❝❦t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ αµ

n✲▼♦❞❡♥ ♥❡❤♠❡♥ ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥
❞❡r ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❞❡r ❙tr✐♥❣✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❡✐♥❡ ü❜❡rs✐❝❤t❧✐❝❤❡ ❋♦r♠ ❛♥✿

Ẋµ (τ, σ) =
√
2α′
∑

n∈Z

αµ
ne

−inτ cos(nσ), ✭✻✳✻✵✮

X ′µ (τ, σ) = −i
√
2α′
∑

n∈Z

αµ
ne

−inτ sin(nσ), ✭✻✳✻✶✮

(

Ẋµ ±X ′µ
)

(τ, σ) =
√
2α′
∑

n∈Z

αµ
ne

−in(τ±σ). ✭✻✳✻✷✮

❇✐s❤❡r ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❩✇❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✭✻✳✸✹✮ ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✳ ❉✐❡s❡ s❝❤rä♥✲
❦❡♥ ❞✐❡ ❢r❡✐❡ ❲❛❤❧ ❞❡r ❑♦♥st❛♥t❡♥ xµ0 ✉♥❞ αµ

n ✭n ≥ 0✮ ❡✐♥✳ ❇❡❧✐❡❜✐❣❡s ❋❡sts❡t③❡♥ ❞❡r ◆✉❧❧✲
▼♦❞❡♥ ✉♥❞ ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ ❢ü❤rt ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ③✉ ▲ös✉♥❣❡♥ ✭✻✳✺✾✮✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ❩✇❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥✲
❣❡♥ ♥✐❝❤t ❡r❢ü❧❧❡♥✳
❯♠ ❞✐❡ ❩✇❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❡✐♥③✉❜❡③✐❡❤❡♥✱ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❜❡st✐♠♠t❡ P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣ ❛✉s

❞❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❑❧❛ss❡ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t✳ ❉✐❡s ✐st ❞✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ✒❧✐❣❤t✲❝♦♥❡ ❣❛✉❣❡✑✳ ❙✐❡ ✇✐r❞
s♣❡③✐✜③✐❡rt ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆✉s✇❛❤❧ ❡✐♥❡s ❦♦♥❦r❡t❡♥ ◆♦r♠❛❧❡♥✈❡❦t♦rs✿

nµ =

(

1√
2
,
1√
2
, 0, 0, . . .

)

. ✭✻✳✻✸✮

❉✐❡s❡r ❱❡❦t♦r ✐st ❧✐❝❤t❛rt✐❣ ✉♥❞ ❡r❢ü❧❧t ❞❛❤❡r ❞✐❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ✭✻✳✶✹✮✳ ❉❛ n1 6= 0 ✐st✱ ♠üss❡♥ ❞✐❡
❜❡✐❞❡♥ ❊♥❞♣✉♥❦t❡ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r x1✲❘✐❝❤t✉♥❣ ❢r❡✐❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✉♥t❡r❧✐❡❣❡♥ ✭s✳ ✭✻✳✶✺✮
❜③✇✳ ✭✻✳✶✼✮✮✸✼✳ ❯♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❣✐❧t s♦♠✐t n · X = X+ ✉♥❞
n · p = p+✳ ❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✭✻✳✷✶✮ ✉♥❞ ✭✻✳✷✻✮ ❧❛✉t❡♥ ❞❛♥♥ ✭♠✐t
β = 2 ❢ür ♦✛❡♥❡ ❙tr✐♥❣s✮

X+ (τ, σ) = 2α′p+τ ≡
√
2α′α+

0 τ,

p+ = πPτ+.
✭✻✳✻✹✮

❉✐❡ ③✇❡✐t❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ❜❡s❛❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡✐♠♣✉❧s❞✐❝❤t❡ Pτ+ ❦♦♥st❛♥t ✐st✳
●❡♠äÿ ❞❡♥ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣❡♥ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✷✳✸ ❜❧❡✐❜t ✭③✳❇✳✮ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✻✳✺✾✮ ✉♥❡✐♥❣❡s❝❤rä♥❦t

❣ü❧t✐❣✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ■♥❞❡① st❛tt ü❜❡r ❞✐❡ ❦♦✈❛r✐❛♥t❡♥ ❲❡rt❡ µ = 0, 1, . . . , d ü❜❡r ❞✐❡ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲
❲❡rt❡ µ = +,−, I ❧ä✉❢t✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❡rst❡ ❊✐❝❤❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t s✐❝❤ ❞✐❡ X+✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡
st❛r❦✿

X+ (τ, σ) = x+0 +
√
2α′α+

0 τ + i
√
2α′
∑

n 6=0

1

n
α+
n e

−inτ cos(nσ)
!
=

√
2α′α+

0 τ ✭✻✳✻✺✮

❉✐❡ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❊✐❝❤✉♥❣ ❜❡st❡❤t ❞❡♠♥❛❝❤ ❞❛r✐♥✱ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥ 0 ③✉ s❡t③❡♥✸✽✿

x+0 ≡ 0 , α+
n ≡ 0 ∀n ≥ 1. ✭✻✳✻✻✮

❉✐❡ X+✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ✇✐r❞ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ■♠♣✉❧s✲◆✉❧❧✲▼♦❞❡ p+ ✭❜③✇✳ α+
0 ✮ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳

❉✐❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ❙tr✐♥❣✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ XI ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❩✇❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ♥✐❝❤t ✇❡✐✲

✸✼❉❛s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❦❛♥♥ ✐♠♠❡r s♦ ❣❡❧❡❣t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡s ❦❡✐♥❡ ❊✐♥s❝❤rä♥❦✉♥❣ ❞❛rst❡❧❧t✳
✸✽❲❡❣❡♥ α

µ
−n = αµ∗

n ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ ♠✐t ♥❡❣❛t✐✈❡♠ ■♥❞❡①✳

✹✼



t❡r ❡✐♥❣❡s❝❤rä♥❦t✿

XI (τ, σ) = xI0 +
√
2α′αI

0τ + i
√
2α′
∑

n 6=0

1

n
αI
ne

−inτ cos(nσ). ✭✻✳✻✼✮

❉✐❡ ❑♦♥st❛♥t❡♥ xI0 ✉♥❞ αI
n ✭n ≥ 0✮ ❦ö♥♥❡♥ ❢r❡✐ ❣❡✇ä❤❧t ✇❡r❞❡♥✳

❉✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❘❡✐❤❡♥✲❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r X−✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐st

X− (τ, σ) = x−0 +
√
2α′α−

0 τ + i
√
2α′
∑

n 6=0

1

n
α−
n e

−inτ cos(nσ). ✭✻✳✻✽✮

❲❡❣❡♥ ❞❡r ❩✇❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ▼✐♥✉s✲▼♦❞❡♥ α−
n ✭n ∈ Z✮ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❢r❡✐ ❣❡✲

✇ä❤❧t ✇❡r❞❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ❦ö♥♥❡♥ ❞✉r❝❤ p+ ✉♥❞ αI
n ❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✳ ❆❜❣❡s❡❤❡♥ ✈♦♥ ❞❡r

❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✲◆✉❧❧✲▼♦❞❡ x−0 ✐st s♦♠✐t X− ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❙tr✐♥❣✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥
❜❡st✐♠♠t✳ ❉❛ X± ❞✉r❝❤ ❥❡ ❡✐♥❡ ◆✉❧❧✲▼♦❞❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt s✐♥❞✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❣❡s❛♠t❡
✒❉②♥❛♠✐❦✑ ❞❡s ❙tr✐♥❣s ✈♦♥ ❞❡♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ❙tr✐♥❣✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ XI ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳
■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ s♦❧❧ ❞✐❡ ❦♦♥❦r❡t❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ▼✐♥✉s✲▼♦❞❡♥ α−

n ✈♦♥ ❞❡♥ tr❛♥s✈❡rs❛✲
❧❡♥ ▼♦❞❡♥ ❡r♠✐tt❡❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❍✐❡r③✉ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❩✇❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✭✻✳✸✹✮ ✐♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❛✉s❣❡✇❡rt❡t ✭s✳ ✭✷✳✷✶✮✮✿

(

Ẋ ±X ′
)2

= −2
(

Ẋ+ ±X ′+
)(

Ẋ− ±X ′−
)

+
(

ẊI ±X ′I
)2

= 0. ✭✻✳✻✾✮

■♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❊✐❝❤✉♥❣ ❣✐❧t Ẋ+ = 2α′p+ ✉♥❞ X ′+ = 0, s♦❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ❩✇❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ③✉

Ẋ− ±X ′− =
1

4α′p+

(

ẊI ±X ′I
)2

✭✻✳✼✵✮

✉♠❢♦r♠❡♥ ❧❛ss❡♥✳ ❉✐❡s s✐♥❞ ❞✐❡ ❩✇❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✐♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✉♥❞ ✲❊✐❝❤✉♥❣❀
s✐❡ ❦ö♥♥❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✻✳✻✷✮ ❢ür ❞✐❡ ▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❆❜❧❡✐t✉♥✲
❣❡♥ ❞❡r ❙tr✐♥❣✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✇♦r❛✉s s✐❝❤ ❞✐❡ ❦♦♥❦r❡t❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r
▼✐♥✉s✲▼♦❞❡♥ α−

n ✈♦♥ ❞❡♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ▼♦❞❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡♥ ❧❛ss❡♥ ✇✐r❞✳ ❉❡r ❯♠❢♦r♠✉♥❣s✲
s❝❤r✐tt ✐st ❞❛❤❡r s❡❤r ③❡♥tr❛❧✱ ✉♠ ❞✐❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ▲ös✉♥❣ ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✳ ❊r ✇✐r❞ ❣❧❡✐❝❤❡r♠❛ÿ❡♥
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✉♥❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❊✐❝❤❜❡❞✐♥❣✉♥❣
❡r♠ö❣❧✐❝❤t✿ ❊rst❡r❡ ❡r❧❛✉❜❡♥ ✇❡❣❡♥ ❞❡r ◆❡❜❡♥❞✐❛❣♦♥❛❧❡❧❡♠❡♥t❡ ❞❡r ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲▼❡tr✐❦ ❞✐❡
❯♠st❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ♥❛❝❤ Ẋ− ±X ′− ♦❤♥❡ ❞❛s ❩✐❡❤❡♥ ❡✐♥❡r ❲✉r③❡❧✳ ❲❡❣❡♥ ▲❡t③t❡r❡r

✐st ❞❡r ❚❡r♠
(

Ẋ+ ±X ′+
)

= 2α′p+ 6= 0✱ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❣❡t❡✐❧t ✇✐r❞✱ ♥✉r ❡✐♥❡ ❑♦♥st❛♥t❡ ✭③✳❇✳

❦❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ♠✐t ◆✉❧❧st❡❧❧❡♥✮✳
■st X−(P ) ✐♥ ❡✐♥❡♠ P✉♥❦t P ❞❡r ❲❡❧t✢ä❝❤❡ ❜❡❦❛♥♥t✱ ❦❛♥♥ X−(Q) ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ P✉♥❦t

Q ♣❡r ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❡♥t❧❛♥❣ ❡✐♥❡s ✭❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥✮ P❢❛❞❡s γ✱ ❞❡r ❞✐❡ P✉♥❦t❡ ✈❡r❜✐♥❞❡t✱ ❜❡r❡❝❤♥❡t
✇❡r❞❡♥✿

X−(Q) = X−(P ) +

ˆ

γ
dX− = X−(P ) +

ˆ

γ

(

∂X−

∂τ
dτ +

∂X−

∂σ
dσ

)

. ✭✻✳✼✶✮

❉✉r❝❤ ❆❞❞✐t✐♦♥ ✉♥❞ ❙✉❜tr❛❦t✐♦♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✻✳✼✵✮ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ Ẋ− =
∂X−

∂τ
✉♥❞ X ′− =

✹✽



∂X−

∂σ
❞✉r❝❤ ẊI ✉♥❞ X ′I ❛✉s❞rü❝❦❡♥✱ ③✳❇✳

Ẋ− =
1

2

[(

Ẋ− +X ′−
)

+
(

Ẋ− −X ′−
)]

=
1

2

1

4α′p+

[(

ẊI +X ′I
)(

ẊI +X ′I
)

+
(

ẊI −X ′I
)(

ẊI −X ′I
)]

=
1

2

1

4α′p+

[

ẊIẊI + 2ẊIX ′I +X ′IX ′I + ẊIẊI − 2ẊIX ′I +X ′IX ′I
]

=
1

4α′p+

[

ẊIẊI +X ′IX ′I
]

,

✭✻✳✼✷✮

❞✳❤✳ X−(Q) ❤ä♥❣t t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ♥✉r ✈♦♥ ❞❡♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ❙tr✐♥❣✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ◆✉❧❧✲
▼♦❞❡ X−(P ) ≡ x−0 ❛❜✳ ❩✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ❣❡♥❛✉❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣s ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ▼✐♥✉s✲
▼♦❞❡♥ α−

n ✉♥❞ ❞❡♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ▼♦❞❡♥ αI
n ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✻✳✻✷✮ ✉♥❞ ✭✻✳✼✵✮ ♠✐t✲

❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✿

Ẋ− ±X ′− =
√
2α′
∑

n∈Z

α−
n e

−in(τ±σ) !
=

1

4α′p+

(

ẊI ±X ′I
)(

ẊI ±X ′I
)

=
1

4α′p+





√
2α′
∑

p∈Z

αI
pe

−ip(τ±σ)









√
2α′
∑

q∈Z

αI
qe

−iq(τ±σ)





=
1

2p+

∑

p,q∈Z

αI
pα

I
qe

−i(p+q)(τ±σ)

=
1

2p+

∑

n∈Z





∑

p∈Z

αI
n−pα

I
p



 e−in(τ±σ).

✭✻✳✼✸✮
❊✐♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥✈❡r❣❧❡✐❝❤ ❡r❣✐❜t

α−
n =

1√
2α′

1

2p+

∑

p∈Z

αI
n−pα

I
p ∀n ∈ Z, ✭✻✳✼✹✮

❞✳❤✳ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ■♠♣✉❧s✲◆✉❧❧✲▼♦❞❡ α−
0 ❦❛♥♥ s♦ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s ✐st ❞✐❡ ❡①♣❧✐③✐t❡ ❋♦r♠

❞❡r ▼✐♥✉s✲▼♦❞❡♥✱ ❛✉s❣❡❞rü❝❦t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ▼♦❞❡♥ ✭✉♥❞ p+✮✳ ❙❡t③t ♠❛♥ ❞✐❡s ✐♥
✭✻✳✻✽✮ ❡✐♥✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞✐❡ ❋♦✉r✐❡r✲❘❡✐❤❡♥❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r X−✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡✳
❉❛♠✐t ✐st ❞✐❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ▲ös✉♥❣ ❞❡r ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ❩✇❛♥❣s✲

✉♥❞ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❦♦♥str✉✐❡rt✿ ❉❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ ✉♥❞ ◆✉❧❧✲▼♦❞❡♥ αI
n ✭n ≥ 0)✱ xI0✱ p

+ ✉♥❞
x−0 ❦ö♥♥❡♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ❲❡rt❡ ③✉❣❡♦r❞♥❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✉r❝❤ αI

n ✉♥❞ xI0 ✐st XI ✉♥❞ ❞✉r❝❤ p+ ✐st
X+ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❜❡st✐♠♠t✳ ❆✉s αI

n ✉♥❞ p+ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ✇❡✐t❡r❤✐♥ α−
n ❜❡r❡❝❤♥❡♥ ✉♥❞ ③✉s❛♠♠❡♥

♠✐t x−0 ✐st ❛✉❝❤ X− ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❜❡st✐♠♠t✳
❩✉❧❡t③t s♦❧❧❡♥ ♥♦❝❤ ❞✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ❱✐r❛s♦r♦✲▼♦❞❡♥ L⊥

n ❡✐♥❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✿

L⊥
n ≡ 1

2

∑

p∈Z

αI
n−pα

I
p , n ∈ Z. ✭✻✳✼✺✮

❙✐❡ s✐♥❞ ❣❡♠äÿ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✻✳✼✹✮ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉ ❞❡♥ ▼✐♥✉s✲❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥✿

L⊥
n =

√
2α′p+α−

n . ✭✻✳✼✻✮

✹✾



■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❣✐❧t
L⊥
0 =

√
2α′p+α−

0 = 2α′p+p−. ✭✻✳✼✼✮

❲❡r❞❡♥ ✭✻✳✼✼✮ ✉♥❞ ✭✻✳✼✻✮ ✐♥ ❞✐❡ ❘❡✐❤❡♥✲❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✭✻✳✻✽✮ ❡✐♥❣❡s❡t③t✱ ✇✐r❞ ❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss
❞✐❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ❱✐r❛s♦r♦✲▼♦❞❡♥ ❞✐❡ ❊①♣❛♥s✐♦♥s♠♦❞❡♥ ❞❡r ▼✐♥✉s✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡ X− s✐♥❞✿

X− (τ, σ) = x−0 +
1

p+
L⊥
0 τ +

i

p+

∑

n 6=0

1

n
L⊥
n e

−inτ cos(nσ). ✭✻✳✼✽✮

✻✳✹ ▼❛ss❡♥❢♦r♠❡❧✸✾

❊s ✐st ✈♦♥ ■♥t❡r❡ss❡✱ ❞✐❡ ▼❛ss❡ M ❡✐♥❡r ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ❙tr✐♥❣✲❑♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
{

αI
n, x

I
0, p

+, x−0
}

③✉
❦❡♥♥❡♥✳ ❉❛③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡t ♠❛♥

M2 = −p2 = 2p+p− − pIpI
✭✻✳✼✼✮
=

1

α′
L⊥
0 − pIpI

✭✻✳✼✺✮
=

1

2α′







αI
0α

I
0 +

∞
∑

p=1

αI
−pα

I
p +

−∞
∑

p=−1

αI
−pα

I
p







− pIpI
p→−p
=

1

2α′







2α′pIpI + 2
∞
∑

p=1

αI
−pα

I
p







− pIpI

=
1

α′

∞
∑

p=1

αI
−pα

I
p

✭✻✳✼✾✮
❆✉s❣❡❞rü❝❦t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡♥✱ ❦♦♠♣❧❡①❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ aIn s❝❤r❡✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ▼❛ss❡♥✲
❢♦r♠❡❧ ❛❧s ✭s✳ ✭✻✳✺✼✮✮

M2 =
1

α′

∞
∑

n=1

αI
−nα

I
n =

1

α′

∞
∑

n=1

naI∗n a
I
n =

1

α′

∞
∑

n=1

n
∣

∣aIn
∣

∣

2 ≥ 0. ✭✻✳✽✵✮

❉✐❡ ▼❛ss❡ M = +
√
M2 ✐st s♦♠✐t r❡❡❧❧ ✉♥❞ ♥✐❝❤t ♥❡❣❛t✐✈✳ ❙✐❡ ❤ä♥❣t ♥✉r ✈♦♥ ❞❡♥ αI

n✲▼♦❞❡♥
♠✐t n ≥ 1 ❛❜✱ ♥✐❝❤t ❥❡❞♦❝❤ ✈♦♥ αI

0✱ x
I
0✱ p

+ ✉♥❞ x−0 ✳ ❉❛ ❞✐❡ α
I
n ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ❦♦♠♣❧❡①❡ ❩❛❤❧❡♥ s✐♥❞✱

❡①✐st✐❡r❡♥ ❦❧❛ss✐s❝❤❡✱ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ❙tr✐♥❣s ♠✐t ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡♥ ▼❛ss❡♥✱ ✇❛s ✉♥♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤
✐st✱ ❞❛ ❞✐❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✐♥ ❞❡r ◆❛t✉r ❡✐♥ ❞✐s❦r❡t❡s ❙♣❡❦tr✉♠ ❜❡s✐t③❡♥✳ ❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡s Pr♦❜❧❡♠ ✐st✱
❞❛ss ❡s ♥✉r ❡✐♥❡ ❡✐♥③✐❣❡ ♠❛ss❡❧♦s❡ ❙tr✐♥❣✲❑♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❣✐❜t✳ ■♥ ❞✐❡s❡r s✐♥❞ ❛❧❧❡ ❖s③✐❧❧❛t♦✲
r❡♥ αI

n = 0✱ ✇♦❞✉r❝❤ ❞✐❡ σ✲❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t❡♥ ✈♦♥ XI ✉♥❞ X− ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥✱ ❞✳❤✳ ♥✉r ❞❛s
P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥ ✐st ♠❛ss❡❧♦s✳ ▼❛♥ ✜♥❞❡t ❥❡❞♦❝❤ ❦❡✐♥❡ ♠❛ss❡❧♦s❡♥ P❤♦t♦♥❡♥✲❩✉stä♥❞❡✳ ❊✐♥❡
❛♥❛❧♦❣❡ ❆♥❛❧②s❡ ❢ür ❞❡♥ ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥✱ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥✱ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ❙tr✐♥❣ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❛✉❝❤
❞♦rt ❦❡✐♥❡ ♠❛ss❡❧♦s❡♥ ●r❛✈✐t♦♥❡♥✲❩✉stä♥❞❡ ❡①✐st✐❡r❡♥ ❬✶✱ ❙✳ ✶✾✶❪✳ ❇❡✐❞❡ Pr♦❜❧❡♠❡ tr❡t❡♥ ✐♥
❞❡r q✉❛♥t✐s✐❡rt❡♥ ❱❡rs✐♦♥ ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡s r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❙tr✐♥❣s ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❛✉❢✳

✼ ❱♦rü❜❡r❧❡❣✉♥❣✿ ◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡s r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥

P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥s ✐♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❊✐❝❤✉♥❣

❩✉r ❱♦r❜❡r❡✐t✉♥❣ ❞❡r ◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡s r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❙tr✐♥❣s ✐♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✇✐r❞ ✐♠
❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❞❛s r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥✱ ❞❛s ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✹✳✶ ❜❡❤❛♥❞❡❧t ✇✉r❞❡✱ q✉❛♥t✐✲
s✐❡rt✳ ❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣❡♥✱ ❣❡♥❛♥♥t ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✉♥❞ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❊✐❝❤✉♥❣ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ▲❡t③t❡r❡s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ❞✐❡+✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡
x+(τ) ❞❡r ♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡rt❡♥ ❲❡❧t❧✐♥✐❡ ❜③✇✳ X+(τ, σ) ❞❡r ♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡rt❡♥ ❲❡❧t✢ä❝❤❡ ♣r♦✲
♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉ τ ❣❡✇ä❤❧t ✇✐r❞✳ ❲❡❣❡♥ ❞❡r ❙♦♥❞❡rr♦❧❧❡ ❞❡r +✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ✐st ❞✐❡ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲

✸✾♦r✐❡♥t✐❡rt s✐❝❤ ❛♥ ❬✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✾✳✺❪

✺✵



◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣ ♥✐❝❤t ♠❛♥✐❢❡st ▲♦r❡♥t③✲❦♦✈❛r✐❛♥t✱ s♦♥❞❡r♥ ❞✐❡ ❋ä❧❧❡ µ = +,−, I ♠üss❡♥ s❡♣❛✲
r❛t ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✹✵✳ ❊✐♥❡ ▲♦r❡♥t③✲❦♦✈❛r✐❛♥t❡ ◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣ ✐st ③✇❛r ❢♦r♠✉❧✐❡r❜❛r ✉♥❞✱
❞❛ ❦❡✐♥❡ ❋❛❧❧✉♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣❡♥ ❣❡♠❛❝❤t ✇❡r❞❡♥ ♠üss❡♥✱ ❡❧❡❣❛♥t❡r✱ ❥❡❞♦❝❤ ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡r ❬✶✱ ❙✳
✷✷✻ ❢✳✱ ❙✳ ✹✻❪✳
■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇✐r❞ ③✉♥ä❝❤st ❞✐❡ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❊✐❝❤✉♥❣ ❛✉❢ ❞❛s ❦❧❛ss✐s❝❤❡ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥

❛♥❣❡✇❡♥❞❡t✱ ✇♦❞✉r❝❤ s✐❝❤ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t ✉♥❞ ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ❣❡❢✉♥❞❡♥
✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡s ✈❡r❧ä✉❢t ❣❛♥③ ❛♥❛❧♦❣ ③✉♠ ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡r❡♥ ❋❛❧❧ ❞❡s ❙tr✐♥❣s✱ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✐♥
❆❜s❝❤♥✐tt ✻✳✸✳ ❉❛♥❛❝❤ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❇✐❧❞❡r ③✉r ❩❡✐t❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ◗✉❛♥✲
t❡♥♠❡❝❤❛♥✐❦ ✇✐❡❞❡r❤♦❧t✱ ❜❡✈♦r s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞✐❡ ◗✉❛♥t❡♥t❤❡♦r✐❡ ❞❡s P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥s ❞❛r❣❡st❡❧❧t
✇✐r❞✳ ❩✉❧❡t③t ✇✐r❞ ✉♥t❡rs✉❝❤t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❘♦❧❧❡ ❞✐❡ ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ◆♦❡t❤❡r✲▲❛❞✉♥❣❡♥✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❊r❤❛❧✲
t✉♥❣s❣röÿ❡♥✱ ✐♥ ❞❡r ◗✉❛♥t❡♥t❤❡♦r✐❡ s♣✐❡❧❡♥✳ ❉✐❡ ❤✐❡r❜❡✐ ❣❡❢✉♥❞❡♥❡ ▲♦r❡♥t③✲❆❧❣❡❜r❛ ✐st ❡✐♥❡
✇✐❝❤t✐❣❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❢ür ❞✐❡ ❛❜s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✽✳✺✳

✼✳✶ ❑❧❛ss✐s❝❤❡ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥ ✐♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❊✐❝❤✉♥❣✹✶

▼✐t ❞❡r ❆❜❦ür③✉♥❣ ẋ2 = ηµν ẋ
µẋν = ηµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
✉♥❞ c = 1 s❝❤r❡✐❜❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❲✐r❦✉♥❣ ✭✹✳✾✮

✉♥❞ ❞✐❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲❋✉♥❦t✐♦♥ ❢ür ❞❛s ❦❧❛ss✐s❝❤❡✱ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥ ❛❧s

S = −m
ˆ τf

τi

√

−ẋ2dτ,

L = −m
√

−ẋ2,
✭✼✳✶✮

✇♦❜❡✐ xµ(τ) ❞✐❡ ♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡rt❡ ❲❡❧t❧✐♥✐❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s❧♦s❡♥ P❛r❛♠❡t❡r
τ ✐st✳ ❉❛ ❞✐❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲❋✉♥❦t✐♦♥ ♥✉r ✈♦♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❛❜❤ä♥❣t✱ s✐♥❞ ❞✐❡ xµ

③②❦❧✐s❝❤ ✉♥❞ ✐❤r❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✺✳✶✷✮ ❧❛✉t❡♥

dpµ
dτ

= 0 ✭✼✳✷✮

♠✐t

pµ =
∂L

∂ẋµ
=

mẋµ√
−ẋ2

. ✭✼✳✸✮

❊r✇❛rt✉♥❣s❣❡♠äÿ ❡r❢ü❧❧t ❞❛s r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡✲■♠♣✉❧s✲
❇❡③✐❡❤✉♥❣

p2 +m2 = pµp
µ +m2 =

m2ẋµẋ
µ

−ẋ2 +m2 = 0. ✭✼✳✹✮

❉❛ s♦✇♦❤❧ ❞❡r ❩ä❤❧❡r ❛❧s ❛✉❝❤ ❞❡r ◆❡♥♥❡r ✐♥ ✭✼✳✸✮ ✈♦♥ τ ❛❜❤ä♥❣❡♥✱ s✐♥❞ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣❡♥ ✭✼✳✷✮ ♥✐❝❤t tr✐✈✐❛❧ ❧ös❜❛r✱ ❛♥❛❧♦❣ ③✉ ✭✹✳✺✻✮ ✉♥❞ ✭✹✳✺✹✮ ✐♠ ❋❛❧❧ ❞❡s ❙tr✐♥❣s✳ ❲❡❣❡♥ ❞❡r
❘❡♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣s✐♥✈❛r✐❛♥③ ❞❡r ❲✐r❦✉♥❣ ❦❛♥♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡r ❣❡s❝❤✐❝❦t ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❊✐❝❤❜❡✲
❞✐♥❣✉♥❣ ❞✐❡ ▲ös✉♥❣ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ▼❛♥ ✇ä❤❧t ❞✐❡ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❊✐❝❤✉♥❣

x+(τ) =
1

m2
p+τ, ✭✼✳✺✮

✐♥ ❞❡r x+ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉ τ ✐st✳ ❉❛s ✉♥❣❡✇ö❤♥❧✐❝❤ ❡rs❝❤❡✐♥❡♥❞❡ 1
m2 ❢ü❤rt ✇❡❣❡♥ [τ ] = 1 ③✉r

Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐t❡♥ ✉♥❞ ❡♥ts♣r✐❝❤t βα′ ❛✉s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✻✳✻✹✮✳ ■♥ ❞✐❡s❡r ❊✐❝❤✉♥❣

✹✵✇✐❡ ❜❡r❡✐ts ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✻✳✸ ❣❡s❝❤❡❤❡♥✱ ♥❛❝❤❞❡♠ ❞✐❡ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❊✐❝❤✉♥❣ ✐♥ ✭✻✳✻✸✮ ❣❡✇ä❤❧t ✇✉r❞❡✱ ✈❣❧✳ ③✳❇✳
✭✻✳✻✺✮✱ ✭✻✳✻✼✮ ✉♥❞ ✭✻✳✼✽✮

✹✶♦r✐❡♥t✐❡rt s✐❝❤ ❛♥ ❬✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✶✶✳✶❪

✺✶



✇✐r❞ ❞❡r ◆❡♥♥❡r ✐♥ ✭✼✳✸✮ τ ✲✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣✿

p+ =
mẋ+√
−ẋ2

=
1√
−ẋ2

p+

m
=⇒ ẋ2 = − 1

m2
< 0. ✭✼✳✻✮

❊r✇❛rt✉♥❣s❣❡♠äÿ s✐♥❞ ❞✐❡ ❲❡❧t❧✐♥✐❡♥✲❚❛♥❣❡♥t❡♥ ẋµ ③❡✐t❛rt✐❣❡ ❱❡❦t♦r❡♥✳ ❉❛♠✐t ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t
s✐❝❤ ✭✼✳✸✮ ③✉

ẋµ =
pµ

m2
= const ✭✼✳✼✮

✉♥❞ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❧❛✉t❡t
ẍµ = 0. ✭✼✳✽✮

❉✐❡ ❣❡✇ä❤❧t❡ ❊✐❝❤❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t ❞❛❤❡r✱ ✇✐❡ ❜❡✐♠ ❙tr✐♥❣✱ ❞✐❡ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡ ❇❡✇❡✲
❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ♠❛ÿ❣❡❜❧✐❝❤✳ ❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡✲■♠♣✉❧s✲❇❡③✐❡❤✉♥❣ ✭✼✳✹✮ ✐♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✱

p2 +m2 = −2p+p− + pIpI +m2 = 0 =⇒ p− =
1

2p+
(

pIpI +m2
)

, ✭✼✳✾✮

s❝❤rä♥❦t ❞✐❡ ❢r❡✐❡ ❲❛❤❧ ❛❧❧❡r ■♠♣✉❧s❦♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❡✐♥ ✉♥❞ st❡❧❧t ❞❛❤❡r ❡✐♥❡ ❩✇❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣
❞❛r✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ P❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣ ❤❡r✈♦r❣❡r✉❢❡♥❡ ❩✇❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✱ s♦✇✐❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥✲
❣❡♥✱ ❣✐❜t ❡s ❥❡❞♦❝❤ ❦❡✐♥❡✳
❉❛s ▲ös❡♥ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐st ❞❡✉t❧✐❝❤ ✇❡♥✐❣❡r ❛✉❢✇❡♥❞✐❣ ❛❧s ❞✐❡ ❛♥❛❧♦❣❡ ❘❡❝❤✲

♥✉♥❣ ❢ür ❞❡♥ ❙tr✐♥❣ ❛✉s ❆❜s❝❤♥✐tt ✻✳✸✳ ❊✐♥❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✈♦♥ ✭✼✳✼✮ ♥❛❝❤ τ ❡r❣✐❜t

xµ(τ) = xµ0 +
pµ

m2
τ. ✭✼✳✶✵✮

❋ür ❞✐❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ µ = I ❣✐❧t ❢♦❧❣❧✐❝❤

xI(τ) = xI0 +
pI

m2
τ, ✭✼✳✶✶✮

✇♦❜❡✐ xI0 ✉♥❞ p
I ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❢❡st❣❡❧❡❣t s✐♥❞✳ ❊✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ✈♦♥ ✭✼✳✶✵✮ ♠✐t

✭✼✳✺✮ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❊✐❝❤❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ❧❡t③t❧✐❝❤

x+0 ≡ 0 ✭✼✳✶✷✮

❣❡s❡t③t ✇✐r❞✳ ❋ür ❞✐❡ −✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤

x−(τ) = x−0 +
p−

m2
τ, ✭✼✳✶✸✮

✇♦❜❡✐ s✐❝❤ p− ❣❡♠äÿ ✭✼✳✾✮ ❛✉s ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ■♠♣✉❧s❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡♥ ❧ässt✳ ●❡♥❛✉ ✇✐❡ ❜❡✐♠ ❙tr✐♥❣
✐st ❞✐❡ ✒❉②♥❛♠✐❦✑ ✐♥ ❞❡♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ xI ❡♥t❤❛❧t❡♥ ✉♥❞ x± s✐♥❞ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ✒◆✉❧❧✲▼♦❞❡♥✑ p+ ✉♥❞ x−0 ❜❡st✐♠♠t✳
❊✐♥❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ▲ös✉♥❣ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✉♥❞ ❩✇❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ✐st s♦♠✐t ❣❡❢✉♥✲

❞❡♥✿ ❉✐❡ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥

dynamischenVariablen xI , x−0 , p
I , p+ ✭✼✳✶✹✮

❦ö♥♥❡♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣ ✜①✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ▼✐tt❡❧s xI0 = xI(τ) − pI

m2
τ ❦❛♥♥ ❞❛♥♥ xI0 ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥

✉♥❞ ❞✐❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ s✐♥❞ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❜❡st✐♠♠t✳ ❆✉s p+ ❦❛♥♥ ❞❛♥♥ x+ ✉♥❞ ❛✉s
pI ✱ p+ s♦✇✐❡ x−0 ❦❛♥♥ x− ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❦♦♥str✉✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳

✺✷



✼✳✷ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲ ✉♥❞ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❇✐❧❞✹✷

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt s♦❧❧ ❞✐❡ ❩❡✐t❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ◗✉❛♥t❡♥♠❡❝❤❛♥✐❦ t❤❡♠❛t✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳
❍✐st♦r✐s❝❤ ❣✐❜t ❡s ❞r❡✐ ❇✐❧❞❡r✱ ❞❛s ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲✱ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲ ✉♥❞ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣s❜✐❧❞✱ ✇♦❜❡✐
▲❡t③t❡r❡s ❤✐❡r ♥✐❝❤t ❜❡♥öt✐❣t ✇✐r❞✳ ■♠ ❲❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❇✐❧❞❡r ❞❛❞✉r❝❤✱
❞❛ss s✐❝❤ ✐♠ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲❇✐❧❞ ❞✐❡ ❩✉stä♥❞❡ ✉♥❞ ✐♠ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❇✐❧❞ ❞✐❡ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ③❡✐t❧✐❝❤
❡♥t✇✐❝❦❡❧♥✳ ❉❛ ❞✐❡ ❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❡✐♥❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❚❤❡♦r✐❡ ✐♥ ❞❡r ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ◗✉❛♥✲
t❡♥t❤❡♦r✐❡ ③✉ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✐st ❞❛s ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❇✐❧❞ ♥ä❤❡r ✈❡r✇❛♥❞t ♠✐t ❞❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥
▼❡❝❤❛♥✐❦ ❛❧s ❞❛s ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲❇✐❧❞✳
■♠ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲❇✐❧❞ ❜❡r❡❝❤♥❡t s✐❝❤ ❡✐♥ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲❩✉st❛♥❞ |ψ, t〉 ③✉r ❩❡✐t t ❛✉s ❡✐♥❡♠

❆♥❢❛♥❣s③✉st❛♥❞ |ψ, t0〉 ③✉r ❩❡✐t t0 ❣❡♠äÿ

|ψ, t〉 = Û (t, t0) |ψ, t0〉 , ✭✼✳✶✺✮

✇♦❜❡✐ ❞❡r ✉♥✐tär❡ ❩❡✐t❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣s♦♣❡r❛t♦r Û(t, t0) ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡s ❍❛♠✐❧t♦♥✲❖♣❡r❛t♦rs
Ĥ(t) ✐st✳ ■st ❞✐❡s❡r ❛✉❢ ●r✉♥❞ ❡✐♥❡s ③❡✐t❧✐❝❤ ✈❛r✐✐❡r❡♥❞❡♥ P♦t❡♥③✐❛❧s ❡①♣❧✐③✐t ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣✱ ❦❛♥♥
Û(t, t0) ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❡✐♥❡ ❜❡❧✐❡❜✐❣ ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ Ĥ(t) s❡✐♥✳ ❋ür ❞❡♥ ❤ä✉✜❣
❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❋❛❧❧ ❡✐♥❡s ③❡✐t❧✐❝❤ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✲❖♣❡r❛t♦rs ❣✐❧t ❥❡❞♦❝❤ ✭♠✐t ~ = 1✮

Û (t, t0) = e−iĤ(t−t0). ✭✼✳✶✻✮

❖❢t ✇✐r❞ t0 = 0 ❣❡✇ä❤❧t✱ s♦❞❛ss

|ψ, t〉 = e−iĤt |ψ〉 ✭✼✳✶✼✮

♠✐t |ψ〉 ≡ |ψ, 0〉 ❣✐❧t✳ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❞❡r ❖rts✲ ✉♥❞ ■♠♣✉❧s✲❖♣❡r❛t♦r x̂
✉♥❞ p̂ s✐♥❞ ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ③❡✐t✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣✳ ❊s ❦ö♥♥❡♥ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❡①♣❧✐③✐t ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❡
❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❛✉s ③❡✐t✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❩❡✐t t ❦♦♥✲
str✉✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❤✐❡r❢ür s✐♥❞ ❡①♣❧✐③✐t ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ Ĥ(t)✱ ❞❡r
❩❡✐t❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣s♦♣❡r❛t♦r Û(t, t0)✱ ❞❡r st❛t✐st✐s❝❤❡ ❖♣❡r❛t♦r ρ̂(t) ≡ |ψ, t〉 〈ψ, t| ♦❞❡r ❖♣❡r❛t♦✲
r❡♥ ✇✐❡ x̂+ 1

m p̂t✳ ❉✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❞❛s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❙②st❡♠ ✐st ❞✐❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲
●❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ❩❡✐t❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲❩✉stä♥❞❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜t✿

i
d

dt
|ψ, t〉 = Ĥ(t) |ψ, t〉 . ✭✼✳✶✽✮

■♠ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❇✐❧❞ s✐♥❞ ❞✐❡ ❩✉stä♥❞❡ ❞✐❡ ③❡✐t✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❩✉stä♥❞❡ |ψ〉✱ ❞❡✜♥✐❡rt
❞✉r❝❤

|ψ〉 ≡ |ψ, t0〉 = Û †(t, t0) |ψ, t〉 , ✭✼✳✶✾✮

✇❛s s✐❝❤ ✐♥ ✈✐❡❧❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧❡♥ ③✉ |ψ〉 = e+iĤt |ψ, t〉 r❡❞✉③✐❡rt✳ ❉✐❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲
❖♣❡r❛t♦r❡♥ ÔH(t) s✐♥❞ ❞✉r❝❤

ÔH(t) ≡ Û †(t, t0)ÔS(t)Û(t, t0) ✭✼✳✷✵✮

❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❣✐❧t s♦✇♦❤❧ ❢ür ❡①♣❧✐③✐t ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ ÔS(t)
❛❧s ❛✉❝❤ ❢ür ③❡✐t✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ ÔS(t) = Ô✳ ■♥ ❧❡t③t❡r❡♠ ❋❛❧❧ ❦❛♥♥ ♠❛♥✱
❣❡♥❛✉ ✇✐❡ ♦❜❡♥ ❜❡✐ ❞❡♥ ❩✉stä♥❞❡♥ |ψ, t〉 ❜③✇✳ |ψ〉 ♣r❛❦t✐③✐❡rt✱ ❜❡r❡✐ts ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ♥♦t✐❡rt❡♥
♦❞❡r ♥✐❝❤t ♥♦t✐❡rt❡♥ ❩❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ♦❜ ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲ ♦❞❡r ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲
❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❤❛♥❞❡❧t✱ s♦❞❛ss ❞✐❡ ■♥❞✐③✐❡r✉♥❣ ♠✐t S ♦❞❡r H ✉♥♥öt✐❣ ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ■♥❞✐③❡s S ✉♥❞ H
s♦❧❧❡♥ ♥✉r ✐♠ ❋❛❧❧ ❡①♣❧✐③✐t ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❡r ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✉♠ ❞✐❡ ▲❡s❜❛r❦❡✐t
❞❡r ❋♦r♠❡❧♥ ③✉ ❡r❤ö❤❡♥✳ ■st ❡✐♥ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲❖♣❡r❛t♦r Ô ③❡✐t✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣✱ ✐st ❞❡r ❛ss♦③✐✐❡rt❡

✹✷♦r✐❡♥t✐❡rt s✐❝❤ ❛♥ ❬✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✶✶✳✷❪

✺✸



❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❖♣❡r❛t♦r Ô(t) ✐♠♣❧✐③✐t ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❀ ❞✐❡s ✐st ❞✐❡ ❩❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s ❩❡✐t❡♥t✲
✇✐❝❦❧✉♥❣s♦♣❡r❛t♦rs✳ ❇❡s✐t③t ❡✐♥ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲❖♣❡r❛t♦r ÔS(t) ❡✐♥❡ ❡①♣❧✐③✐t❡ ❩❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t✱
✇✐r❞ ❞✐❡s❡ ✐♥s ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❇✐❧❞ ü❜❡rtr❛❣❡♥ ✉♥❞ ÔH(t) ✐st ✐♠♣❧✐③✐t ✉♥❞ ❡①♣❧✐③✐t ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣✳
■♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❜❡st❡❤t ❞✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ✐♠♣❧✐③✐t❡ ✉♥❞ ❡①♣❧✐③✐t❡ ❩❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣✲
❦❡✐t ❡✐♥❡s ❖♣❡r❛t♦rs ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣ ❛✉❢❤❡❜❡♥✱ s♦❞❛ss ❡r ❛✉❝❤ ✐♠ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❇✐❧❞ ③❡✐t✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣
✐st✳ ❉✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❞❛s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❙②st❡♠ ✐st ❞✐❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲●❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ❞✐❡
❞✐❡ ❩❡✐t❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜t✿

i
dÔ(t)

dt
= i

∂Ô(t)

∂t
+
[

Ô(t), Ĥ(t)
]

, ✭✼✳✷✶✮

✇♦❜❡✐ Ĥ(t) ≡ Ĥ(q̂(t), p̂(t); t) ❞❡r ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❍❛♠✐❧t♦♥✲❖♣❡r❛t♦r ✐st✱ ❞❡r s✐❝❤ ❣❡♠äÿ ✭✼✳✷✵✮
❛✉s ❞❡♠ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲❍❛♠✐❧t♦♥✲❖♣❡r❛t♦r Ĥ(q̂, p̂; t) ❡r❣✐❜t✳ q̂ ✉♥❞ p̂ st❡❤❡♥ ❢ür ❞✐❡ ●❡s❛♠t❤❡✐t
❞❡r ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡♥ ❖rts✲ ✉♥❞ ■♠♣✉❧s✲❖♣❡r❛t♦r❡♥✳ ❉❡r ❍❛♠✐❧t♦♥✲❖♣❡r❛t♦r ❦❛♥♥ ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐✲
♥❡♥ ❡①♣❧✐③✐t ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣ s❡✐♥✳ ❙❡t③t ♠❛♥ ✐❤♥ ✐♥ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✼✳✷✶✮ ❡✐♥✱ ✜♥❞❡t
♠❛♥

dĤ(t)

dt
=
∂Ĥ(t)

∂t
, ✭✼✳✷✷✮

❞✳❤✳ ❢ür ❜❡✐❞❡ ❇✐❧❞❡r ❣✐❧t✿ ❞❡r ❍❛♠✐❧t♦♥✲❖♣❡r❛t♦r ✐st ❡♥t✇❡❞❡r ❡①♣❧✐③✐t ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣ ♦❞❡r
③❡✐t✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣✱ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡♠ ❋❛❧❧ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡✐♥❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡ ✐st❀ ❡✐♥❡ ✐♠♣❧✐③✐t❡ ❩❡✐t❛❜✲
❤ä♥❣✐❣❦❡✐t tr✐tt ♥✐❝❤t ❛✉❢✳ ❋ür r❡✐♥ ✐♠♣❧✐③✐t ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ r❡❞✉③✐❡rt
s✐❝❤ ✭✼✳✷✶✮ ③✉

i
dÔ(t)

dt
=
[

Ô(t), Ĥ(t)
]

. ✭✼✳✷✸✮

❉❛♥♥ ✐st ❞❡r ❖♣❡r❛t♦r Ô ❡✐♥❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡✱ ❢❛❧❧s ❡r ♠✐t ❞❡♠ ❍❛♠✐❧t♦♥✲❖♣❡r❛t♦r ❦♦♠♠✉✲
t✐❡rt✳
❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞ ❣✐❧t ❞❛❤❡r✿ ▼ö❝❤t❡ ♠❛♥ ❞✐❡ ❩❡✐t❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❡✐♥❡s ❦♦♥❦r❡t❡♥ ♣❤②s✐❦❛✲

❧✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠s ❜❡r❡❝❤♥❡♥✱ ♠✉ss ③✉♥ä❝❤st ❢❡st❣❡❧❡❣t ✇❡r❞❡♥✱ ♦❜ ✐♠ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲ ♦❞❡r ✐♠
❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❇✐❧❞ ❣❡❛r❜❡✐t❡t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✱ ✉♥❞ ❞❛♥♥ ü❜❡r♣rü❢t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡r ❩❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣✲
❦❡✐t ✭❦❡✐♥❡✱ ✐♠♣❧✐③✐t ♦❞❡r ❡①♣❧✐③✐t✮ ❞✐❡ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ✉♥t❡r❧✐❡❣❡♥ ✉♥❞ ♦❜ ❞❡r ❍❛♠✐❧t♦♥✲❖♣❡r❛t♦r
③❡✐t✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ♦❞❡r ✭❡①♣❧✐③✐t✮ ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣ ✐st ✭❣❡❣❡❜❡♥❡♥❢❛❧❧s ❦❛♥♥ ❞❡r ❩❡✐t❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣s✲
♦♣❡r❛t♦r ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✮✳ ❉❛♥♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❛♥❣❡♠❡ss❡♥❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r
❩❡✐t❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t ✇❡r❞❡♥✳
P❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❡✐♥❡s ❙②st❡♠s ✇✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥✱ ❊r✇❛rt✉♥❣s✇❡rt❡ ✉♥❞

❱❛r✐❛♥③❡♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❣❧❡✐❝❤❡r♠❛ÿ❡♥ ✐♥ ❜❡✐❞❡♥ ❇✐❧❞❡r♥ ❜❡r❡❝❤♥❡♥❀ s♦ ❣✐❧t ③✳❇✳ ❢ür ❙❦❛❧❛r♣r♦✲
❞✉❦t❡ ✇❡❣❡♥ ❞❡r ❯♥✐t❛r✐tät ✈♦♥Û

〈ψ1, t| ψ2, t〉 = 〈ψ1| Û †Û ψ2〉 = 〈ψ1| ψ2〉 , ✭✼✳✷✹✮

❞✳❤✳ ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲ ❜③✇✳ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❩✉stä♥❞❡♥ ❢ü❤rt ❛✉❢ ❞❛ss❡❧❜❡ ❊r❣❡❜✲
♥✐s✳ ❋ür ❊r✇❛rt✉♥❣s✇❡rt❡ ❣✐❧t ❡❜❡♥❢❛❧❧s

〈

ÔS(t)
〉

(t) = 〈ψ, t| ÔS(t) ψ, t〉 = 〈ψ| Û †ÔS(t)Û ψ〉 = 〈ψ| ÔH(t) ψ〉 . ✭✼✳✷✺✮

●❧❡✐❝❤❡s ❣✐❧t ❢ür ❱❛r✐❛♥③❡♥∆Ô =

〈

(

Ô −
〈

Ô
〉)2

〉

=
〈

Â
〉

♠✐t ❞❡♠ ❖♣❡r❛t♦r Â =
(

Ô −
〈

Ô
〉)2

✳

■st ❡✐♥ ❑♦♠♠✉t❛t♦r ✐♠ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r❜✐❧❞ ❣❡❣❡❜❡♥✱ s♦ ❣✐❧t ❞❡rs❡❧❜❡ ❑♦♠♠✉t❛t♦r ❛✉❝❤ ❢ür
❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❖♣❡r❛t♦r❡♥✱ ✉♥❞ ❛♥❞❡rs❤❡r✉♠✿

[

α̂S(t), β̂S(t)
]

= γ̂S(t) ⇐⇒
[

α̂H(t), β̂H(t)
]

= γ̂H(t), ✭✼✳✷✻✮

✺✹



❞❡♥♥
[

α̂H(t), β̂H(t)
]

=
[

Û †α̂S(t)Û , Û
†β̂S(t)Û

]

= Û †α̂S(t)Û Û
†β̂S(t)Û − Û †β̂S(t)Û Û

†α̂S(t)Û

= Û †
[

α̂S(t), β̂S(t)
]

Û
Vor.
= Û †γ̂S(t)Û = γ̂H(t).

✭✼✳✷✼✮

❉❡r ❇❡✇❡✐s ❢ür ❞✐❡ ❘ü❝❦r✐❝❤t✉♥❣ ✇✐r❞ ❛♥❛❧♦❣ ❣❡❢ü❤rt✳ ❩✳❇✳ ❢♦❧❣t

[x̂, p̂] = i =⇒ [x̂(t), p̂(t)] = i. ✭✼✳✷✽✮

✼✳✸ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣✹✸

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇✐r❞ ❞✐❡ ◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡s r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥s ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✳
❉❛③✉ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❞✉r❝❤ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❡rs❡t③t ✉♥❞ ❞❡r❡♥
❑♦♠♠✉t❛t♦r✲❘❡❧❛t✐♦♥❡♥ ♣♦st✉❧✐❡rt✳ ❊s ✇✐r❞ ❣❡❢♦r❞❡rt✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❞✐❡ ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥
❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❡r❢ü❧❧❡♥✳
❩✉❡rst s♦❧❧❡♥ ❡✐♥✐❣❡ ❇❡♠❡r❦✉♥❣❡♥ ③✉r ▲♦r❡♥t③✲❦♦✈❛r✐❛♥t❡♥ ◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣ ❣❡♠❛❝❤t ✇❡r❞❡♥✿

❉❛s P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥ ✇❡r❞❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❙❛t③ ③❡✐t✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡r ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ x̂µ✉♥❞
p̂µ❜③✇✳ ❞❡r❡♥ ❛ss♦③✐✐❡rt❡✱ ✐♠♣❧✐③✐t ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ x̂µ(τ) ✉♥❞ p̂µ(τ) ❜❡✲
s❝❤r✐❡❜❡♥✳ τ ü❜❡r♥✐♠♠t ❤✐❡r ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❩❡✐t t ❞❡s ❧❡t③t❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tts✳ ❉✐❡ ❩❡✐t x0(τ)
✇✐r❞ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❡✐♥ ❖♣❡r❛t♦r✳ ❊s ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❑♦♠♠✉t❛t♦r✲❘❡❧❛t✐♦♥❡♥ ♣♦st✉❧✐❡rt✿

[x̂µ(τ), p̂ν(τ)] = iηµν ✭✼✳✷✾✮

s♦✇✐❡
[x̂µ(τ), x̂ν(τ)] = 0 , [p̂µ(τ), p̂ν(τ)] = 0 ✭✼✳✸✵✮

●❡♠äÿ ✭✼✳✷✻✮ ❣❡❧t❡♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❑♦♠♠✉t❛t♦r❡♥ ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ▲♦r❡♥t③✲❦♦✈❛r✐❛♥t❡♥ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲
❖♣❡r❛t♦r❡♥✳ ❋ür µ, ν = 1, . . . , d ✐st ηµν = δµν ✱ ✇♦❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❑♦♠♠✉t❛t♦r✲❘❡❧❛t✐♦♥❡♥ ♣❧❛✉s✐❜❡❧
s✐♥❞✳ ❲❡❣❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✷✳✷✾✮ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❑♦♠♠✉t❛t♦r❡♥ ✐♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❛✉s❣❡✲
✇❡rt❡t ✇❡r❞❡♥❀ ③✳❇✳ ❣✐❧t

[

x̂+(τ), p̂−(τ)
]

= iη+− = −i. ✭✼✳✸✶✮

■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✳ ❉✐❡ ✐♥ ✭✼✳✶✹✮ ❛❧s ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣
❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✇❡r❞❡♥ ③✉ ③❡✐t✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲❖♣❡r❛t♦r❡♥
❡r❦❧ärt✿

x̂I , x̂−0 , p̂
I , p̂+. ✭✼✳✸✷✮

❉✐❡ ❦♦rr❡s♣♦♥❞✐❡r❡♥❞❡♥ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❜❡s✐t③❡♥ ❡✐♥❡ ✐♠♣❧✐③✐t❡ ❩❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t✿

x̂I(τ), x̂−0 (τ), p̂
I(τ), p̂+(τ). ✭✼✳✸✸✮

❉✐❡ ❑♦♠♠✉t❛t♦r✲❘❡❧❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ✈✐❡r ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ s❡✐❡♥

[

x̂I , p̂J
]

= iηIJ = iδIJ ,
[

x̂−0 , p̂
+
]

= iη−+ = −i. ✭✼✳✸✹✮

❆❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❑♦♠♠✉t❛t♦r❡♥ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥✿

[

x̂I , x̂J
]

=
[

x̂I , x̂−0
]

=
[

x̂I , p̂+
]

=
[

x̂−0 , p̂
I
]

=
[

p̂I , p̂J
]

=
[

p̂I , p̂+
]

= 0. ✭✼✳✸✺✮

●❡♠äÿ ✭✼✳✷✻✮ ❣❡❧t❡♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❑♦♠♠✉t❛t♦r❡♥ ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❖♣❡r❛t♦r❡♥✳

✹✸♦r✐❡♥t✐❡rt s✐❝❤ ❛♥ ❬✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✶✶✳✸❪

✺✺



■♥ ❞❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❚❤❡♦r✐❡ ❞❡s P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥s ❦♦♥♥t❡♥ ❛✉s ❞❡♥ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥
❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❞✐❡ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ x+ ✉♥❞ x− ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❦♦♥str✉✐❡rt ✇❡r✲
❞❡♥✳ ❆♥❛❧♦❣ ③✉ ❞❡♥ ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❋♦r♠❡❧♥ ✇❡r❞❡♥ ❛✉s ❞❡♥ ❇❛s✐s✲❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ ✭✼✳✸✷✮
❞✐❡ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡s❡t③t❡♥ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❞❡✜♥✐❡rt✿

x̂+(τ) =
p̂+

m2
τ,

x̂−(τ) = x̂−0 +
p̂−

m2
τ,

✭✼✳✸✻✮

♠✐t

p̂− =
1

2p̂+
(

p̂I p̂I +m2
)

. ✭✼✳✸✼✮

❆✉❢ ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ❙❡✐t❡ ❞❡r ❞r❡✐ ●❧❡✐❝❤❤❡✐ts③❡✐❝❤❡♥ st❡❤❡♥ ♥✉r ❞✐❡ ③❡✐t✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❇❛s✐s✲
❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❩❡✐t τ ✭s♦✇✐❡ ❞✐❡ ▼❛ss❡ m✮✳ x̂+(τ) ✉♥❞ x̂−(τ) s✐♥❞ ❡①♣❧✐✲
③✐t ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲❖♣❡r❛t♦r❡♥✱ p̂− ✐st ③❡✐t✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣✳ ❉✐❡ ❦♦rr❡s♣♦♥❞✐❡r❡♥❞❡♥
❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❧❛✉t❡♥

x̂+(τ) =
p̂+(τ)

m2
τ,

x̂−(τ) = x̂−0 (τ) +
p̂−(τ)

m2
τ

✭✼✳✸✽✮

✭✐♠♣❧✐③✐t❡ ✉♥❞ ❡①♣❧✐③✐t❡ ❩❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t✮✹✹ s♦✇✐❡

p̂−(τ) =
1

2p̂+(τ)

(

p̂I(τ)p̂I(τ) +m2
)

✭✼✳✸✾✮

✭✐♠♣❧✐③✐t❡ ❩❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t✮✳ ❉✐❡ ❑♦♠♠✉t❛t♦r✲❘❡❧❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❞r❡✐ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❇❛s✐s✲
❖♣❡r❛t♦r❡♥ s♦✇✐❡ ✉♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ✐♥ ✭✼✳✸✹✮ ✉♥❞ ✭✼✳✸✺✮ ♣♦st✉❧✐❡rt❡♥ ❘❡❧❛t✐♦✲
♥❡♥ ③✉rü❝❦❢ü❤r❡♥✳ ❇❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❣✐❧t

[

x̂+(τ), p̂−
]

=
τ

2m2

[

p̂+,
1

p̂+
(

p̂I p̂I +m2
)

]

= 0, ✭✼✳✹✵✮

❞❛ ❛❧❧❡ ■♠♣✉❧s❡ ❦♦♠♠✉t✐❡r❡♥ ✉♥❞ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡
[

p̂I , p̂+
]

= 0 ❣✐❧t✳ ❉❛ss ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r
▲♦r❡♥t③✲❦♦✈❛r✐❛♥t❡♥ ◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣ [x̂+, p̂−] = −i ✭s✳ ✭✼✳✸✶✮✮✱ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲
◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣ ❥❡❞♦❝❤ [x̂+, p̂−] = 0 ❣✐❧t✱ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❦❡✐t ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❚❤❡♦r✐❡♥✳
❉✐❡ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❜❡✐❞❡r ❱❛r✐❛♥t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ③✇❛r ❣❧❡✐❝❤ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ❞❛ s✐❡ ❛❜❡r ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡
❑♦♠♠✉t❛t♦r✲❘❡❧❛t✐♦♥❡♥ ❡r❢ü❧❧❡♥ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ✈♦❧❧❦♦♠♠❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❖❜❥❡❦t❡✳
❯♠ ❞✐❡ τ ✲❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r s✐❡❜❡♥ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ ✭✼✳✸✸✮✱ ✭✼✳✸✽✮ ✉♥❞ ✭✼✳✸✾✮ ❜❡✲

r❡❝❤♥❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇✐r❞ ❞❡r ❍❛♠✐❧t♦♥✲❖♣❡r❛t♦r ❞❡✜♥✐❡rt✱ ❞❡r ❣❡♠äÿ ❞❡r ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✬s❝❤❡♥
❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✼✳✷✶✮ τ ✲❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r✐❡rt✿ ❉✐❡ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❊♥❡r❣✐❡ p̂− ❣❡♥❡r✐❡rt ✇❡✲
❣❡♥ ✭✷✳✷✺✮ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥❡♥ ✐♥ ❞❡r ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❩❡✐t x̂+✳ ❲❡❣❡♥ ❞❡r ❊✐❝❤❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ✭❡rst❡ ❩❡✐❧❡ ✐♥
✭✼✳✸✻✮✮ ❣✐❧t

∂

∂τ
=
∂x̂+

∂τ

∂

∂x̂+
=
p̂+

m2

∂

∂x̂+
. ✭✼✳✹✶✮

✹✹x̂+(τ) ✉♥❞ x̂−(τ) ❜❡tr❡✛❡♥❞ ❜✐❡t❡t s✐❝❤ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ ❡✐♥❡ ■♥❞✐③✐❡r✉♥❣ ♠✐t S ✉♥❞ H ❛♥❀ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✇✐r❞
❛❜❡r ❛✉s ❞❡♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❦❧❛r✱ ♦❜ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲ ♦❞❡r ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❣❡♠❡✐♥t s✐♥❞✳ ❆♥❞❡r♥❢❛❧❧s
✇✐r❞ ❡s ❡①♣❧✐③✐t ❡r✇ä❤♥t ✇❡r❞❡♥✳

✺✻



❉❡♠♥❛❝❤ ✇✐r❞ ❞❡r ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❍❛♠✐❧t♦♥✲❖♣❡r❛t♦r ❞❡✜♥✐❡rt ❛❧s

Ĥ(τ) =
p̂+(τ)p̂−(τ)

m2
=

1

2m2

(

p̂I(τ)p̂I(τ) +m2
)

. ✭✼✳✹✷✮

❉❛ τ ❛❧s P❛r❛♠❡t❡r ✉♥❞ Ĥ ❛❧s ●❡♥❡r❛t♦r ❣❡♠❡✐♥s❛♠ ✐♥ ❋♦r♠ −iĤτ ❛❧s ❆r❣✉♠❡♥t ❞❡r ❊①♣♦✲
♥❡♥t✐❛❧❢✉♥❦t✐♦♥ ✈♦r❦♦♠♠❡♥✱ ♠✉ss ❞❛s Pr♦❞✉❦t Ĥτ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s❧♦s s❡✐♥❀ ✇❡❣❡♥ [τ ] = 1 ✜♥❞❡t
♠❛♥ ❦♦rr❡❦t❡r✇❡✐s❡ [Ĥ]❂✶ ✐♥ ✭✼✳✹✷✮✳ ❉❛ ❞❡r ❍❛♠✐❧t♦♥✲❖♣❡r❛t♦r ♥✐❝❤t ❡①♣❧✐③✐t ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣
✐st✱ ❣✐❧t ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✼✳✷✷✮✿

dĤ(t)

dt
=
∂Ĥ(t)

∂t
= 0, ✭✼✳✹✸✮

❞✳❤✳ ❞❡r ❍❛♠✐❧t♦♥✲❖♣❡r❛t♦r ✐st ✐♥ ❜❡✐❞❡♥ ❇✐❧❞❡r♥ ③❡✐t✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣✿ Ĥ(τ) = Ĥ✳
❆❧s ❊rst❡s s♦❧❧ ❞✐❡ ❩❡✐t❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ■♠♣✉❧s❡ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛ p̂I(τ)✱ p̂+(τ) ✉♥❞

p̂−(τ) ✐♠♣❧✐③✐t ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ s✐♥❞✱ ✜♥❞❡t ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✼✳✷✸✮ ❆♥✇❡♥✲
❞✉♥❣✿

i
dp̂I(τ)

dτ
=
[

p̂I(τ), Ĥ
]

=
1

2m2

[

p̂I(τ), p̂J(τ)p̂J(τ) +m2
]

= 0,

i
dp̂+(τ)

dτ
=
[

p̂+(τ), Ĥ
]

=
1

2m2

[

p̂+(τ), p̂I p̂I +m2
]

= 0,

i
dp̂−(τ)

dτ
=
[

p̂−(τ), Ĥ
]

=
1

4m2

[

1

p̂+
(

p̂I p̂I +m2
)

, p̂J p̂J +m2

]

= 0.

✭✼✳✹✹✮

❆❧❧❡ ❑♦♠♠✉t❛t♦r❡♥ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥✱ ❞❛ ❛❧❧❡ ■♠♣✉❧s❡ ❦♦♠♠✉t✐❡r❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❍❛♠✐❧t♦♥✲❖♣❡r❛t♦r
♥✉r ❞✐❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ■♠♣✉❧s❡ ❡♥t❤ä❧t✳ ❉✐❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲■♠♣✉❧s✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ s✐♥❞ s♦♠✐t ③❡✐t✉♥✲
❛❜❤ä♥❣✐❣✿ p̂µ(τ) = p̂µ ❢ür µ = +, −, I✳
❆❧s ❩✇❡✐t❡s s♦❧❧ ❞✐❡ ❩❡✐t❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ✐♠♣❧✐③✐t ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❖♣❡r❛t♦r❡♥

x̂−0 (τ) ✉♥❞ x̂
I(τ) ❡r♠✐tt❡❧t ✇❡r❞❡♥✿

i
dx̂−0 (τ)

dτ
=
[

x̂−0 (τ), Ĥ
]

=
1

2m2

[

x̂−0 (τ), p̂
I p̂I +m2

]

= 0,

i
dx̂I(τ)

dτ
=
[

x̂I(τ), Ĥ
]

=
1

2m2

[

x̂I(τ), p̂J p̂J +m2
]

=
1

2m2

[

x̂I(τ), p̂J p̂J
]

=
1

2m2
2ip̂I = i

p̂I

m2
.

✭✼✳✹✺✮
■♠ ❧❡t③t❡♥ ❙❝❤r✐tt ❞❡r ❡rst❡♥ ❩❡✐❧❡ ✇✉r❞❡

[

x̂−0 (τ), p̂
I
]

= 0 ✈❡r✇❡♥❞❡t ✉♥❞ ✐♠ ✈♦r❧❡t③t❡♥ ❙❝❤r✐tt
❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ❩❡✐❧❡ ✇✉r❞❡

[A,BC] = B [A,C] + [A,B]C,

[AB,C] = A [B,C] + [A,C]B,
✭✼✳✹✻✮

✉♥❞ s♦♠✐t

[

x̂I(τ), p̂J p̂J
]

= p̂J
[

x̂I(τ), p̂J
]

+
[

x̂I(τ), p̂J
]

p̂J = 2iηIJ p̂J = 2ip̂I ✭✼✳✹✼✮

❜❡♥✉t③t✳ ❉❡r ❖♣❡r❛t♦r x̂−0 (τ) = x̂−0 ✐st s♦♠✐t ✇✐❡ ❞✐❡ ■♠♣✉❧s❡ ❡✐♥ ③❡✐t✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡r ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲
❖♣❡r❛t♦r✳ ❊✐♥❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♥❛❝❤ τ ✉♥❞ ❞❛s ❑ür③❡♥ ✈♦♥ i ❢ü❤rt ✇❡✐t❡r❤✐♥ ③✉

x̂I(τ) = x̂I0 +
p̂I

m2
τ ✭✼✳✹✽✮

♠✐t ❡✐♥❡♠ ③❡✐t✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❖♣❡r❛t♦r x̂I0 ✭■♥t❡❣r❛t✐♦♥s❦♦♥st❛♥t❡✮✳ ❯♠ ③✉ ❜❡✇❡✐✲

s❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ✒✐♠♣❧✐③✐t ✉♥❞ ❡①♣❧✐③✐t ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❡✑ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❖♣❡r❛t♦r x̂I0(τ) ≡ x̂I(τ)− p̂I

m2
τ

✺✼



③❡✐t✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✐st✱ x̂I0(τ) = x̂I0✱ ♠✉ss ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✼✳✷✶✮ ❛✉s❣❡✇❡rt❡t ✇❡r❞❡♥✿

i
dx̂I0(τ)

dτ
= i

∂x̂I0(τ)

∂τ
+
[

x̂I0(τ), Ĥ
]

= −i
p̂I

m2
+

1

2m2

[

x̂I(τ)− p̂I

m2
τ, p̂J p̂J +m2

]

= −i
p̂I

m2
+

1

2m2

[

x̂I(τ), p̂J p̂J
]

− τ

2m4

[

p̂I , p̂J p̂J
]

= −i
p̂I

m2
+

1

2m2
2ip̂I − 0

= 0.

✭✼✳✹✾✮

❊①♣❧✐③✐t❡ ✉♥❞ ✐♠♣❧✐③✐t❡ ❩❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❤❡❜❡♥ s✐❝❤ ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣ ❛✉❢✳
❆❧s ▲❡t③t❡s s♦❧❧ ❞✐❡ ❩❡✐t❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ✐♠♣❧✐③✐t ✉♥❞ ❡①♣❧✐③✐t ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲

❖♣❡r❛t♦r❡♥ x̂+(τ) ✉♥❞ x̂−(τ) ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✿

i
dx̂+(τ)

dτ
= i

∂x̂+(τ)

∂τ
+
[

x̂+(τ), Ĥ
]

= i
p̂+

m2
+

1

2m2

[

p̂+

m2
τ, p̂I p̂I +m2

]

= i
p̂+

m2
,

i
dx̂−(τ)

dτ
= i

∂x̂−(τ)

∂τ
+
[

x̂−(τ), Ĥ
]

= i
p̂−

m2
+

1

2m2

[

x̂−0 +
p̂−

m2
τ, p̂I p̂I +m2

]

= i
p̂−

m2
.

✭✼✳✺✵✮

❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❑♦♠♠✉t❛t♦r❡♥ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥ ✐♠ ❧❡t③t❡♥ ❙❝❤r✐tt✱ ❞❛ ❛❧❧❡ ■♠♣✉❧s❡ ❦♦♠♠✉t✐❡r❡♥
✉♥❞ ❞❛

[

x̂−0 , p̂
I
]

= 0 ✐st✳
❉✐❡ ❣❡❢✉♥❞❡♥❡ ❩❡✐t✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ■♠♣✉❧s❡ ✉♥❞ ❞❡r ✒◆✉❧❧✲▼♦❞❡♥✑ ✐st ✐♥ ❆♥❛❧♦❣✐❡ ③✉♠

❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥ s❡❤r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤✳ ❊❜❡♥❢❛❧❧s st✐♠♠❡♥ ❞✐❡ ❣❡❢✉♥❞❡♥❡♥ ❩❡✐t❛❜❤ä♥✲
❣✐❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ x̂±(τ) ✉♥❞ x̂I(τ) ♠✐t ❞❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❱♦rst❡❧❧✉♥❣ ü❜❡r❡✐♥✳ ❉✐❡
❉❡✜♥✐t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❇❛s✐s✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ ✉♥❞ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡s❡t③t❡♥ ❖♣❡r❛t♦r❡♥✱ ❞❡r ❑♦♠♠✉t❛t♦r✲
❘❡❧❛t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ❞❡s ❍❛♠✐❧t♦♥✲❖♣❡r❛t♦rs ❜✐❧❞❡♥ s♦♠✐t ❡✐♥❡ q✉❛♥t❡♥♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❚❤❡♦r✐❡✱ ❞✐❡
❛✉s ❞❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❞❛❞✉r❝❤ ❤❡r✈♦r❣❡❤t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❞❡♥ ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥
❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❞✐❡ ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❡r❢ü❧❧❡♥✳ ❉✐❡s❡r ❩✉s❛♠♠❡♥✲
❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❦❧❛ss✐s❝❤❡r ✉♥❞ q✉❛♥t❡♥♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❚❤❡♦r✐❡ ✐st ❞❡r ❛♥❣❡str❡❜t❡✱ ✇✐❡ ✐♠
❡rst❡♥ ❆❜s❛t③ ❞✐❡s❡s ❯♥t❡r❦❛♣✐t❡❧s ❡r❦❧ärt ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣ ✐st ❞❡♠♥❛❝❤
❣❡❧✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❤✐❡r♠✐t ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥✳

✼✳✹ ▲♦r❡♥t③✲❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ✲●❡♥❡r❛t♦r❡♥✹✺

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇✐r❞ ✉♥t❡rs✉❝❤t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞✐❡ ❡r❤❛❧t❡♥❡♥✱ ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ◆♦❡t❤❡r✲
▲❛❞✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ◗✉❛♥t❡♥t❤❡♦r✐❡ ❞❡s r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥s ❜❡s✐t③❡♥✳ ❲✐❡ s✐❝❤ ❤❡r✲
❛✉sst❡❧❧❡♥ ✇✐r❞ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ◆♦❡t❤❡r✲▲❛❞✉♥❣❡♥ ③✉ ❖♣❡r❛t♦r❡♥✱ ❞✐❡✱ ♣❡r ❑♦♠♠✉t❛t♦r ❛♥❣❡✲
✇❛♥❞t ❛✉❢ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ x̂µ(τ)✱ ❞✐❡ ✭❙②♠♠❡tr✐❡✲✮❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ x̂µ(τ) → x̂µ(τ) + δx̂µ(τ)
❣❡♥❡r✐❡r❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❚❤❡♦r✐❡ ❆♥❧❛ss ❢ür ✐❤r❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣ ✇❛r✳ ■♥ ❍✐♥❜❧✐❝❦ ❛✉❢
❞✐❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✽✳✺ ✐♥t❡r❡ss✐❡r❡♥ ❜❡s♦♥❞❡rs ❞✐❡ ▲♦r❡♥t③✲●❡♥❡r❛t♦r❡♥ M̂µν(τ)✱ ❞✐❡ ❡✐✲
♥❡ ▲✐❡✲❆❧❣❡❜r❛✱ ❞✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ▲♦r❡♥t③✲❆❧❣❡❜r❛✱ ❡r❢ü❧❧❡♥ ✉♥❞ ▲♦r❡♥t③✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❣❡♥❡r✐❡r❡♥✳ ❩✉♥ä❝❤st ✇❡r❞❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ❞✐❡ ■♠♣✉❧s✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ p̂µ(τ) ❜❡tr❛❝❤t❡t✱
❞✐❡ ❞✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡r❡ ▲✐❡✲❆❧❣❡❜r❛ [p̂µ(τ), p̂ν(τ)] = 0 ❡r❢ü❧❧❡♥ ✉♥❞ ❘❛✉♠③❡✐t✲❚r❛♥s❧❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❣❡♥❡r✐❡r❡♥✳
❉❛ ❞✐❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲❋✉♥❦t✐♦♥ ✭✼✳✶✮ ♥✉r ✈♦♥ τ ✲❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ xµ ❛❜❤ä♥❣t✱ ✐st

❞✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ xµ(τ) → xµ(τ) + δxµ(τ) ♠✐t

δxµ(τ) = ǫµ ✭✼✳✺✶✮

❡✐♥❡ ❙②♠♠❡tr✐❡✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ■♠♣✉❧s❡ pµ s✐♥❞ ❞✐❡ ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣rö✲
ÿ❡♥✳ ❉✐❡ ❣❡♥❛♥♥t❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ p̂µ(τ) ❞❡r

✹✺♦r✐❡♥t✐❡rt s✐❝❤ ❛♥ ❬✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✶✶✳✺✱ ✶✶✳✻❪

✺✽



◗✉❛♥t❡♥t❤❡♦r✐❡ ❞✐❡ ❦❧❛ss✐s❝❤❡ ❙②♠♠❡tr✐❡✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡r ❑♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r✐❡r❡♥✱ ✐st ✐♠
❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ▲♦r❡♥t③✲❦♦✈❛r✐❛♥t❡♥ ◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣ ❧❡✐❝❤t ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✳ ❉❛ ❞✐❡ ▲♦r❡♥t③✲❦♦✈❛r✐❛♥t❡♥
❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❖rts✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ x̂µ(τ) ✉♥❞ ✲■♠♣✉❧s✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ p̂µ(τ) ❞❡♥ ❑♦♠♠✉t❛t♦r✲❘❡❧❛t✐♦♥❡♥
✭✼✳✷✾✮ ❣❡♥ü❣❡♥✱ ❣✐❧t ♥ä♠❧✐❝❤ ❢ür ❞❡♥ ❖♣❡r❛t♦r iǫ · p̂(τ) = iǫρp̂

ρ(τ)✱ ❛♥❣❡✇❛♥❞t ❛✉❢ x̂µ(τ)✿

[iǫρp̂
ρ(τ), x̂µ(τ)] = iǫρ (−iηµρ) = ǫµ = δx̂µ(τ). ✭✼✳✺✷✮

■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✇✐r❞ ❣❡t❡st❡t✱ ♦❜ ❞✐❡s❡s ❊r❣❡❜♥✐s ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ✈♦❧❧❦♦♠♠❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲
■♠♣✉❧s✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ p̂µ ❛✉s ❞❡r ◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣ ✐♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❊✐❝❤✉♥❣ ❜❡st❡❤❡♥ ❜❧❡✐❜t✳ ❲✐❡ ✐♥
❑❛♣✐t❡❧ ✼✳✸ ❛✉s❣❡❢ü❤rt s✐♥❞ ❞✐❡s❡ ③❡✐t✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣✱ s♦❞❛ss ❞✐❡ τ ✲❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ♥✐❝❤t ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥
✇✐r❞✳ ❉✐❡ ③✉❣r✉♥❞❡ ❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❑♦♠♠✉t❛t♦r✲❘❡❧❛t✐♦♥❡♥ s✐♥❞ ♥✉♥ ✭✼✳✸✹✮ ✉♥❞ ✭✼✳✸✺✮✳ ❇❡r❡❝❤♥❡t
✇❡r❞❡♥ ♠✉ss

δx̂µ(τ) = [iǫρp̂
ρ, x̂µ(τ)] = −iǫ+

[

p̂−, x̂µ(τ)
]

− iǫ−
[

p̂+, x̂µ(τ)
]

+ iǫI
[

p̂I , x̂µ(τ)
]

, µ = +, −, I.
✭✼✳✺✸✮

❉✐❡ ❇❡✐trä❣❡ ❞❡r ❞r❡✐ ❙✉♠♠❛♥❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥ s❡♣❛r❛t ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❙❡✐ ❞❛③✉ ❛❧s ❊rst❡s
ǫ+ = ǫ− = 0✱ ǫI 6= 0✿

µ = + : δx̂+(τ) = iǫI
[

p̂I , x̂+(τ)
]

= iǫI
[

p̂I ,
p̂+

m2
τ

]

= 0 = ǫ+,

µ = − : δx̂−(τ) = iǫI
[

p̂I , x̂−(τ)
]

= iǫI
[

p̂I , x̂−0 +
p̂−

m2
τ

]

= 0 = ǫ−,

µ = J : δx̂J(τ) = iǫI
[

p̂I , x̂J(τ)
]

= iǫI
(

−iηIJ
)

= ǫJ .

✭✼✳✺✹✮

❉❡r ❖♣❡r❛t♦r p̂I ❣❡♥❡r✐❡rt s♦♠✐t ❡r✇❛rt✉♥❣s❣❡♠äÿ x̂I ✲❚r❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ❙❡✐ ❛❧s ❩✇❡✐t❡s ǫ+ = ǫI =
0✱ ǫ− 6= 0✿

µ = + : δx̂+(τ) = −iǫ−
[

p̂+, x̂+(τ)
]

= −iǫ−
[

p̂+,
p̂+

m2
τ

]

= 0 = ǫ+,

µ = − : δx̂−(τ) = −iǫ−
[

p̂+, x̂−(τ)
]

= −iǫ−
[

p̂+, x̂−0 +
p̂−

m2
τ

]

= −iǫ−
[

p̂+, x̂−0
]

= −iǫ−i = ǫ−,

µ = I : δx̂I(τ) = −iǫ−
[

p̂+, x̂I(τ)
]

= 0 = ǫI .
✭✼✳✺✺✮

❉❡r ❖♣❡r❛t♦r p̂+ ❣❡♥❡r✐❡rt s♦♠✐t ❡r✇❛rt✉♥❣s❣❡♠äÿ x̂−✲❚r❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ❙❡✐ ❛❧s ▲❡t③t❡s ǫ− = ǫI =
0✱ ǫ+ 6= 0✿

µ = + : δx̂+(τ) = −iǫ+
[

p̂−, x̂+(τ)
]

= −iǫ+
[

p̂−,
p̂+

m2
τ

]

= 0 6= ǫ+,

µ = − : δx̂−(τ) = −iǫ+
[

p̂−, x̂−(τ)
]

= −iǫ+
[

p̂−, x̂−0 +
p̂−

m2
τ

]

= iǫ+
[

x̂−0 , p̂
−
] !
= iǫ+

(

i
p̂−

p̂+

)

= −ǫ+ p̂
−

p̂+
6= ǫ−,

µ = I : δx̂I(τ) = −iǫ+
[

p̂−, x̂I(τ)
]

= −iǫ+
[

1

2p̂+
(

p̂J p̂J +m2
)

, x̂I(τ)

]

[x̂I ,p̂+]=0
=

iǫ+

2

1

p̂+
[

x̂I(τ), p̂J p̂J
] ✭✼✳✹✼✮

=
iǫ+

2

1

p̂+
2ip̂I = −ǫ+ p̂

I

p̂+
6= ǫI .

✭✼✳✺✻✮

✺✾



❉❛s ❞✉r❝❤ ❞❛s ❆✉sr✉❢❡③❡✐❝❤❡♥ ♠❛r❦✐❡rt❡ ●❧❡✐❝❤❤❡✐ts③❡✐❝❤❡♥ ❜❡❞❛r❢ ❡✐♥❡r ❇❡❣rü♥❞✉♥❣✿
[

x̂−0 ,
1

p̂+

]

=
1

p̂+
p̂+x̂−0

1

p̂+
− 1

p̂+
x̂−0 p̂

+ 1

p̂+
=

1

p̂+
[

p̂+, x̂−0
] 1

p̂+
=

i

p̂+2
,

[

x̂−0 , p̂
−
]

=

[

x̂−0 ,
1

2p̂+
(

p̂I p̂I +m2
)

]

=

[

x̂−0 ,
1

p̂+

]

p̂I p̂I

2
+

[

x̂−0 ,
1

p̂+

]

m2

2

=
i

2p̂+2

(

p̂I p̂I +m2
)

= i
p̂−

p̂+
.

✭✼✳✺✼✮

❉❡r ❖♣❡r❛t♦r p̂− ❣❡♥❡r✐❡rt ♥✐❝❤t ✇✐❡ ❡r✇❛rt❡t ❞✐❡ x̂+✲❚r❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ❉✐❡s❡ ❚❛ts❛❝❤❡ r❡s✉❧t✐❡rt
❞✐r❡❦t ❛✉s ❞❡r ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❊✐❝❤❜❡❞✐♥❣✉♥❣✿ ❊✐♥❡ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❡s x̂+✲❖♣❡r❛t♦rs

x̂+(τ) → x̂′+(τ) = x̂+(τ) + ǫ+ = ǫ+ +
p̂+

m2
τ ✭✼✳✺✽✮

✇ür❞❡ ❞❡r ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❊✐❝❤✉♥❣ x̂+0 ≡ 0 ✇✐❞❡rs♣r❡❝❤❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡ ❊✐❝❤✲❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✱
❣❡♥❡r✐❡rt ❞❡r ❖♣❡r❛t♦r p̂− ③✉sät③❧✐❝❤ ③✉r x̂+✲❚r❛♥s❧❛t✐♦♥

δtransx̂
+(τ) = ǫ+ ✭✼✳✺✾✮

❡✐♥❡ ❘❡♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣
τ → τ ′ = τ + δτ = τ + λ(τ) ✭✼✳✻✵✮

♠✐t ❡✐♥❡r ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥ λ(τ)✱ ❞✐❡ ③✉ ❡✐♥❡r ❦♦♠♣❡♥s✐❡r❡♥❞❡♥ ❱❛r✐❛t✐♦♥

x̂µ(τ) → x̂′µ(τ) = x̂µ
(

τ ′
)

= x̂µ(τ + λ(τ)) = x̂µ(τ) + λ(τ)
∂

∂τ
x̂µ(τ) +O(λ2)

=⇒δrepx̂
µ(τ) = λ(τ)

∂

∂τ
x̂µ(τ)

✭✼✳✻✶✮

❢ü❤rt✹✻✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❡rst❡♥ ❩❡✐❧❡ ❛✉s ✭✼✳✺✻✮ ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡ ❘❡♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣ λ(τ) ❜❡st✐♠✲
♠❡♥✿

0 = δtotx̂
+(τ) = δtransx̂

+(τ) + δrepx̂
+(τ) = ǫ+ + λ(τ)

∂

∂τ
x̂+(τ) = ǫ+ + λ(τ)

p̂+

m2

=⇒λ(τ) = λ = −ǫ+m
2

p̂+
.

✭✼✳✻✷✮

❉✐❡ ❘❡♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣ ❜❡tr✐✛t ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ x̂−(τ) ✉♥❞ x̂I(τ)✱ ✇❡s✇❡❣❡♥
❞❡r❡♥ ❱❛r✐❛t✐♦♥❡♥ ♥✐❝❤t ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥✿

δtotx̂
−(τ) = δtransx̂

−(τ) + δrepx̂
−(τ) = ǫ− + λ

∂

∂τ
x̂−(τ) = 0− ǫ+

m2

p̂+
p̂−

m2
= −ǫ+ p̂

−

p̂+
,

δtotx̂
I(τ) = δtransx̂

I(τ) + δrepx̂
I(τ) = ǫI + λ

∂

∂τ
x̂I(τ) = 0− ǫ+

m2

p̂+
p̂I

m2
= −ǫ+ p̂

I

p̂+
,

✭✼✳✻✸✮

✐♥ Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣ ♠✐t ❞❡♥ ✐♥ ✭✼✳✺✻✮ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❱❛r✐❛t✐♦♥❡♥✳

✹✻❉❛ ❞✐❡ ❲✐r❦✉♥❣ ❞❡s P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥s r❡♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣s✐♥✈❛r✐❛♥t ✐st✱ ✐st ❞✐❡ ❦❧❛ss✐s❝❤❡ ❱❡rs✐♦♥ ❞✐❡s❡r ❚r❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✐♥❡ ❙②♠♠❡tr✐❡✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♠✐t ❞❡r ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡♥ ❛ss♦③✐✐❡rt s✐♥❞✳

✻✵



❉✐❡ ❞r❡✐ ❋❛❧❧✉♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞ ❡r❣✐❜t ✭✼✳✺✸✮

µ = + : δtotx̂
+(τ) = ǫ+ − ǫ+ = 0,

µ = − : δtotx̂
−(τ) = ǫ− − ǫ+

p̂−

p̂+
,

µ = I : δtotx̂
I(τ) = ǫI − ǫ+

p̂I

p̂+
,

✭✼✳✻✹✮

✇♦❜❡✐ ❞❡r ❡rst❡ ❙✉♠♠❛♥❞ ❛✉s ❞❡r ❘❛✉♠③❡✐t✲❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❞❡r ③✇❡✐t❡ ❙✉♠♠❛♥❞ ❛✉s ❞❡r
❘❡♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣ r❡s✉❧t✐❡rt✳ ❉❛♠✐t ✐st ❞✐❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲■♠♣✉❧s✲❖♣❡r❛t♦r❡♥
❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥✳

❉✐❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ❡✐♥❡r ▼❡♥❣❡ ✈♦♥ ❖♣❡r❛t♦r❡♥✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ▲✐❡✲❆❧❣❡❜r❛
[

M̂µν , M̂ρσ
]

= iηµρM̂νσ − iηνρM̂µσ + iηµσM̂ρν − iηνσM̂ρµ ✭✼✳✻✺✮

❡r❢ü❧❧❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ▲♦r❡♥t③✲●❡♥❡r❛t♦r❡♥ ❣❡♥❛♥♥t✱ ❞❛ s✐❡✱ ♣❡r ❑♦♠♠✉t❛t♦r ❛♥❣❡✇❛♥❞t ❛✉❢ ❞✐❡
❖rts✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ x̂µ(τ)✱ ▲♦r❡♥t③✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❡r③❡✉❣❡♥✳ ❉❛s ✐st ③✳❇✳ ❛♥❛❧♦❣ ③✉ ❉r❡❤✐♠✲

♣✉❧s❡♥✿ ■st ❡✐♥❡ ▼❡♥❣❡ ❞r❡✐❡r ❖♣❡r❛t♦r❡♥
{

Ĵ1, Ĵ2, Ĵ3

}

❣❡❣❡❜❡♥ ✉♥❞ ❡r❢ü❧❧❡♥ ❞✐❡s❡ ❞✐❡ ▲✐❡✲

❆❧❣❡❜r❛
[

Ĵi, Ĵj

]

= iǫijkĴk, ✭✼✳✻✻✮

s♦ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡s❡ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❛❧s ❉r❡❤✐♠♣✉❧s❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ❞❛ s♦❧❝❤❡ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❉r❡❤✉♥✲
❣❡♥ ❣❡♥❡r✐❡r❡♥✳ ❊✐♥❡ ◗✉❛♥t❡♥t❤❡♦r✐❡ ✐st ♥✉r ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥t❡r ▲♦r❡♥t③✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥✱ ❢❛❧❧s
▲♦r❡♥t③✲●❡♥❡r❛t♦r❡♥✱ ❞✳❤✳ ❖♣❡r❛t♦r❡♥✱ ❞✐❡ ✭✼✳✻✺✮ ❡r❢ü❧❧❡♥✱ ❦♦♥s✐st❡♥t ❦♦♥str✉✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥✲
♥❡♥✳ ▲♦r❡♥t③✲■♥✈❛r✐❛♥③ ✐st ❡✐♥❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ♠♦❞❡r♥❡r ❚❤❡♦r✐❡♥ ✉♥❞ s♦❧❧t❡ ♥✐❝❤t
✈❡r❧❡t③t s❡✐♥✳ ❉❛❤❡r ✇✐r❞ ✐♠ ❘❡st ❞✐❡s❡s ❆❜s❝❤♥✐tts ❢ür ❞❛s P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥ ✉♥❞ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✽✳✹
✉♥❞ ✽✳✺ ❢ür ❞❡♥ ❙tr✐♥❣ ü❜❡r♣rü❢t✱ ♦❜ ❞✐❡ ▲♦r❡♥t③✲■♥✈❛r✐❛♥③ ♥❛❝❤ ❞❡r ◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❦❧❛s✲
s✐s❝❤❡♥ ❚❤❡♦r✐❡♥ ♥♦❝❤ ❣ü❧t✐❣ ✐st✳
❩✉❡rst s♦❧❧ ❢ür ❞✐❡ ▲♦r❡♥t③✲❦♦✈❛r✐❛♥t❡ ◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡s P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥s ü❜❡r♣rü❢t ✇❡r❞❡♥✱

♦❜ ▲♦r❡♥t③✲●❡♥❡r❛t♦r❡♥ ❦♦♥s✐st❡♥t ❞❡✜♥✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❊✐♥ ❇❧✐❝❦ ❛✉❢ ❞✐❡ ❦❧❛ss✐s❝❤ ❡r✲
❤❛❧t❡♥❡♥ ▲♦r❡♥t③✲▲❛❞✉♥❣❡♥ ❞❡s P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥s✱ ❤❡r❣❡❧❡✐t❡t ✐♠ ❆♥❤❛♥❣ ❛✉❢ ❙❡✐t❡ ✐✱ ♠♦t✐✈✐❡rt
❞✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥

M̂µν(τ) = x̂µ(τ)p̂ν(τ)− x̂ν(τ)p̂µ(τ), ✭✼✳✻✼✮

✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❤❡r♠✐t❡s❝❤❡♥ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ x̂µ(τ) ✉♥❞ p̂µ(τ) ❞✐❡ ❑♦♠♠✉t❛t♦r✲❘❡❧❛t✐♦♥❡♥ ✭✼✳✷✾✮ ✉♥❞
✭✼✳✸✵✮ ❡r❢ü❧❧❡♥✳ ❉✐❡ ❛✉❢ ❞✐❡s❡ ❲❡✐s❡ ❞❡✜♥✐❡rt❡♥ ▲♦r❡♥t③✲❦♦✈❛r✐❛♥t❡♥ ▲♦r❡♥t③✲●❡♥❡r❛t♦r❡♥ s✐♥❞
❤❡r♠✐t❡s❝❤ ✭❞❡r ❑ür③❡ ❤❛❧❜❡r ✇✐r❞ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ τ ✲❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈❡r③✐❝❤t❡t✮✿

M̂µν† = p̂ν x̂µ − p̂µx̂ν

= [p̂ν , x̂µ] + x̂µp̂ν − [p̂µ, x̂ν ]

= M̂µν ,

− x̂ν p̂µ ✭✼✳✻✽✮

❞❛ s✐❝❤ ❞✐❡ ❑♦♠♠✉t❛t♦r❡♥ [p̂ν , x̂µ] = −iηµν = [p̂µ, x̂ν ] ✇❡❣❡♥ ❞❡r ❙②♠♠❡tr✐❡ ❞❡s ♠❡tr✐s❝❤❡♥
❚❡♥s♦rs ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣ ❛✉❢❤❡❜❡♥✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ❣❡❧t❡♥ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❑♦♠♠✉t❛t♦r✲❘❡❧❛t✐♦♥❡♥✿

[

M̂µν , x̂ρ
]

= −{[x̂ρ, x̂µp̂ν ]− [x̂ρ, x̂ν p̂µ]}
✭✼✳✹✻✮
= −{x̂µ [x̂ρ, p̂ν ] + 0− x̂ν [x̂ρ, p̂µ]− 0}

= iηµρx̂ν − iηνρx̂µ

✭✼✳✻✾✮

✻✶



s♦✇✐❡
[

M̂µν , p̂ρ
]

= −{[p̂ρ, x̂µp̂ν ]− [p̂ρ, x̂ν p̂µ]}
✭✼✳✹✻✮
= −{0 + [p̂ρ, x̂µ] p̂ν − 0− [p̂ρ, x̂ν ] p̂µ}

= iηµρp̂ν − iηνρp̂µ.

✭✼✳✼✵✮

▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞✐❡s❡r ❜❡✐❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❧ässt s✐❝❤ ❜❡stät✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ✐♥ ✭✼✳✻✼✮ ❞❡✜♥✐❡rt❡♥ ❖♣❡r❛✲
t♦r❡♥ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❞✐❡ ▲♦r❡♥t③✲❆❧❣❡❜r❛ ❡r❢ü❧❧❡♥ ✭s✳ ❆♥❤❛♥❣ ❛✉❢ ❙❡✐t❡ ✐✮✳ ❉❛❤❡r s♦❧❧ ♥♦❝❤ ❡①♣❧✐③✐t
❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ✭✼✳✻✼✮ ▲♦r❡♥t③✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❣❡♥❡r✐❡r❡♥✳ ❍✐❡r③✉ ✇✐r❞

❞✐❡ ❲✐r❦✉♥❣ ❞❡s ❖♣❡r❛t♦rs − i

2
ǫµνM̂

µν ❛✉❢ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ x̂ρ(τ) ✉♥t❡rs✉❝❤t✿

− i

2
ǫµν

[

M̂µν , x̂ρ
]

✭✼✳✻✾✮
= − i

2
ǫµν {iηµρx̂ν − iηνρx̂µ}

=
1

2
{ǫρν x̂ν − ǫµρx̂µ} =

1

2
{ǫρµx̂µ + ǫρµx̂µ}

= ǫρµx̂µ = δx̂ρ,

✭✼✳✼✶✮

✇♦❜❡✐ ✐♠ ❞r✐tt❡♥ ❙❝❤r✐tt ❞✐❡ ❆♥t✐s②♠♠❡tr✐❡ ❞❡s ǫ✲❚❡♥s♦rs ❜❡♥✉t③t ✇✉r❞❡ ✉♥❞ ν → µ ✉♠❜❡✲
♥❛♥♥t ✇✉r❞❡✳ ❉✐❡s ✐st ❞❛s ❡r✇❛rt❡t❡ ❊r❣❡❜♥✐s✳
●❡♠äÿ ❞❡♥ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣❡♥ ❞❡s ❑❛♣✐t❡❧s ✷✳✷✳✸ ❜❧❡✐❜t ❞✐❡ ▲♦r❡♥t③✲❆❧❣❡❜r❛ ❣ü❧t✐❣✱ ✇❡♥♥ ❢ür ❞✐❡

■♥❞✐③❡s ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❲❡rt❡ µ, ν, ρ, σ = +, −, I ❡✐♥❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✳ ❲❡❣❡♥ ❞❡r ❆♥t✐s②♠♠❡tr✐❡
❞❡r ▲♦r❡♥t③✲●❡♥❡r❛t♦r❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❖♣❡r❛t♦r❡♥

M̂+−, M̂+I , M̂−I , M̂ IJ , I < J ✭✼✳✼✷✮

✈♦♥ ■♥t❡r❡ss❡✳ ❍✐❡r❜❡✐ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ▲♦r❡♥t③✲❦♦✈❛r✐❛♥t❡ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ✐♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✱
♥✐❝❤t ✉♠ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❞❡r ◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣ ✐♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❊✐❝❤✉♥❣✳ ❉✐❡ ✈✐❡r ●röÿ❡♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤
③✉ ♥❡✉♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❑♦♠♠✉t❛t♦r❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥s❡t③❡♥✿

[

M̂+−, M̂+I
]

,
[

M̂+−, M̂−I
]

,
[

M̂+−, M̂ IJ
]

[

M̂+I , M̂+J
]

,
[

M̂+I , M̂−J
]

,
[

M̂+I , M̂JK
]

[

M̂−I , M̂−J
]

,
[

M̂−I , M̂JK
]

[

M̂ IJ , M̂KL
]

.

✭✼✳✼✸✮

❉❡r ❑♦♠♠✉t❛t♦r
[

M̂−I , M̂−J
]

= iη−−M̂ IJ − iηI−M̂−J + iη−JM̂−I − iηIJM̂−− = 0 ✭✼✳✼✹✮

✇✐r❞ ✈♦♥ ❜❡s♦♥❞❡r❡♠ ■♥t❡r❡ss❡ s❡✐♥✳ ❊r ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t✱ ❞❛ ❡♥t✇❡❞❡r ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❑♦♠✲
♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡r ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲▼❡tr✐❦ ♦❞❡r ✇❡❣❡♥ ❞❡r ❆♥t✐s②♠♠❡tr✐❡ ❞✐❡ ▲❛❞✉♥❣ M̂−− ✈❡rs❝❤✇✐♥✲
❞❡♥✳

■♠ ❧❡t③t❡♥ ❚❡✐❧ ❞✐❡s❡s ❆❜s❝❤♥✐tts ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲▲♦r❡♥t③✲●❡♥❡r❛t♦r❡♥ ❦♦♥str✉✐❡rt✳
P❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♠üss❡♥ s✐❡ ❞❡rs❡❧❜❡♥ ▲✐❡✲❆❧❣❡❜r❛ ✭✼✳✻✺✮ ❣❡♥ü❣❡♥ ✇✐❡ ❞✐❡ ▲♦r❡♥t③✲❦♦✈❛r✐❛♥t❡♥
▲♦r❡♥t③✲●❡♥❡r❛t♦r❡♥✳ ❉❛ s✐❝❤ ❞✐❡ ❇❛s✐s✲❑♦♠♠✉t❛t♦r✲❘❡❧❛t✐♦♥❡♥ ✭✼✳✸✹✮ ✉♥❞ ✭✼✳✸✺✮ ✈♦♥ ❞❡♥❡♥
❞❡r ▲♦r❡♥t③✲❦♦✈❛r✐❛♥t❡♥ ◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✱ ✇ür❞❡ ❞❡r ❆♥s❛t③

M̂µν
lc−gauge

?
= x̂µ(τ)p̂ν − x̂ν(τ)p̂µ , µ, ν = +,−, I ✭✼✳✼✺✮

✻✷



③✉ ❡✐♥❡r ❛♥❞❡r❡♥ ▲✐❡✲❆❧❣❡❜r❛ ❢ü❤r❡♥✱ ❜③✇✳ ❞✐❡ s♦ ❞❡✜♥✐❡rt❡♥ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❡r❢ü❧❧❡♥ ❣❛r ❦❡✐♥❡
▲✐❡✲❆❧❣❡❜r❛✳ ❊s ✐st s♦♠✐t ♥✐❝❤t ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ü❜❡r❤❛✉♣t ❦♦♥s✐st❡♥t ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲▲♦r❡♥t③✲
●❡♥❡r❛t♦r❡♥ ❛✉s ❞❡r ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉r ▲♦r❡♥t③✲❦♦✈❛r✐❛♥t❡♥ ◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣ ❦❧❡✐♥❡r❡♥ ▼❡♥❣❡
✈♦♥ ❖♣❡r❛t♦r❡♥

{

x̂I(τ), x̂−0 , p̂
I , p̂+

}

❦♦♥str✉✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳
❆❧s ❇❡✐s♣✐❡❧ ✇✐r❞ M̂+− ❦♦♥str✉✐❡rt✳ ❇❡✐♠ ❆♥s❛t③

M̂+− ?
= x̂+(τ)p̂− − x̂−(τ)p̂+ =

p̂+

m2
τ p̂− −

(

x̂−0 +
p̂−

m2
τ

)

p̂+
[p̂+,p̂−]=0

= −x̂−0 p̂+ ✭✼✳✼✻✮

✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t ✐♠♠❡r❤✐♥ ❞✐❡ τ ✲❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t✱ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ✇är❡ M̂+− ✇❡❣❡♥

(

M̂+−
)†

− M̂+− = −p̂+x̂−0 + x̂−0 p̂
+ =

[

x̂−0 , p̂
+
]

= −i 6= 0 ✭✼✳✼✼✮

♥✐❝❤t ♠❡❤r ❤❡r♠✐t❡s❝❤✳ ❆♥ ❞✐❡s❡♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ s✐❡❤t ♠❛♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❊✐❝❤✲❇❡❞✐♥❣✉♥❣
❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡r ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❜❡❡✐♥✢✉sst✳ ❯♠ ❞✐❡ ❍❡r♠✐t✐③✐tät ✇✐❡❞❡r ❤❡r③✉✲
st❡❧❧❡♥✱ ✇✐r❞

M̂+− ≡ −1

2

(

x̂−0 p̂
+ + p̂+x̂−0

)

✭✼✳✼✽✮

❞❡✜♥✐❡rt✳
❆♥❛❧♦❣ ✇✐r❞ ❞❡r ❖♣❡r❛t♦r M̂−I ❦♦♥str✉✐❡rt✳ ❩✉❡rst ✇✐r❞

M̂−I ?
= x̂−(τ)p̂I − x̂I(τ)p̂− =

(

x̂−0 +
p̂−

m2
τ

)

p̂I −
(

x̂I0 +
p̂I

m2
τ

)

p̂−
[p̂I ,p̂−]=0

= x̂−0 p̂
I − x̂I0p̂

−

✭✼✳✼✾✮
❛♥❣❡s❡t③t✳ ❉✐❡ τ ✲❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❤❡❜t s✐❝❤ ✇✐❡❞❡r ✇❡❣✳ ❉✐❡ ❍❡r♠✐t✐③✐tät ✐st ✇❡❣❡♥

x̂−0 p̂
I −

(

x̂−0 p̂
I
)†

= x̂−0 p̂
I − p̂I x̂−0 =

[

x̂−0 , p̂
I
]

= 0 ✭✼✳✽✵✮

❛❜❡r

x̂I0p̂
− −

(

x̂I0p̂
−
)†

=
[

x̂I0, p̂
−
]

=

[

x̂I(τ)− p̂I

m2
τ,

1

2p̂+
(

p̂J p̂J +m2
)

]

=
1

2

[

x̂I(τ),
1

p̂+
p̂J p̂J

]

=
1

2p̂+
[

x̂I(τ), p̂J p̂J
]

= i
p̂I

p̂+
6= 0

✭✼✳✽✶✮

❛✉❝❤ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ♥✐❝❤t ❡r❢ü❧❧t✳ ❋ür ❞✐❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ❑♦♠♠✉t❛t♦r❡♥
[

x̂I(τ), p̂+
]

= 0

✉♥❞
[

p̂I , p̂−
]

= 0 s♦✇✐❡ ✭✼✳✹✼✮ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ M̂−I ✇✐r❞ ❞❛❤❡r ❛❧s

M̂−I ≡ x̂−0 p̂
I − 1

2

(

x̂I0p̂
− + p̂−x̂I0

) ✭✼✳✽✶✮
= x̂−0 p̂

I − x̂I0p̂
− +

i

2

p̂I

p̂+
. ✭✼✳✽✷✮

❞❡✜♥✐❡rt✳ ❉✐❡ ✈❡r❜❧❡✐❜❡♥❞❡♥ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ M̂+I ✉♥❞ M̂ IJ ✇❡r❞❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡s❡❧❜❡ ❲❡✐s❡ ❦♦♥str✉✐❡rt✳
❉✐❡ s♦ ❞❡✜♥✐❡rt❡♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲▲♦r❡♥t③✲●❡♥❡r❛t♦r❡♥ ❡r③❡✉❣❡♥ ▲♦r❡♥t③✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥✱ ❣❡✲

❣❡❜❡♥❡♥❢❛❧❧s ❜❡❣❧❡✐t❡t ✈♦♥ ❘❡♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣❡♥ τ → τ ′(τ)✱ ✉♠ ❞✐❡ ❊✐❝❤❜❡❞✐♥❣✉♥❣ x̂+0 ≡ 0
③✉ ❡r❤❛❧t❡♥ ❬✶✱ ❙✳ ✷✸✶✱ Pr♦❜❧❡♠ ✶✶✳✼❪✳

❉❛ x̂I0 = x̂I(τ) − p̂I

m2
τ ✉♥❞ p̂− =

1

2p̂+
(

p̂I p̂I +m2
)

✐♥ ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✼✳✽✷✮ ❡♥t❤❛❧t❡♥

s✐♥❞✱ ✐st M̂−I ❞❡r ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡st❡ ❞❡r ✈✐❡r ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ✭✼✳✼✷✮✱ ❞❛ ❦❡✐♥❡r ❞❡r ❞r❡✐ ❛♥❞❡r❡♥
p̂− ❡♥t❤ä❧t ✭s✳ ✭✼✳✼✽✮ ❜③✇✳ M̂+I ✉♥❞ M̂ IJ ❡♥t❤❛❧t❡♥ ❦❡✐♥❡♥ ▼✐♥✉s✲■♥❞❡①✮✳ ❊r ✐st ❣❧❡✐❝❤③❡✐✲
t✐❣ ❛✉❝❤ ❞❡r ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡st❡ ❖♣❡r❛t♦r✱ ❞❛ ❡r ❞❡r ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❑♦♠♠✉t❛t♦r✲❘❡❧❛t✐♦♥ ✭✼✳✼✹✮ ❣❡✲

✻✸



♥ü❣t✳ ▼❛♥ ♣rü❢t ♥❛❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ s♦ ❞❡✜♥✐❡rt❡♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲▲♦r❡♥t③✲●❡♥❡r❛t♦r❡♥ ❛❧❧❡ r❡❧❡✈❛♥t❡♥
❑♦♠♠✉t❛t♦r❡♥ ✭✼✳✼✸✮ ❡r❢ü❧❧❡♥ ❬✶✱ ❙❡✐t❡ ✷✸✷❪✳ ❉✐❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡s q✉❛♥t✐s✐❡rt❡♥ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥s
✐♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❊✐❝❤✉♥❣ ✐st s♦♠✐t ▲♦r❡♥t③✲✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❊①❡♠♣❧❛r✐s❝❤ ❤❛❜❡ ✐❝❤ ❞❡♥ ❑♦♠♠✉t❛t♦r
[

M̂−I , M̂−J
]

♠✐t ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✼✳✽✷✮ ❜❡r❡❝❤♥❡t✹✼✳ ■♥ ❡✐♥❡r ❧ä♥❣❡r❡♥ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ❡r❣✐❜t s✐❝❤

✐♥ Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣ ♠✐t ❞❡r ▲✐❡✲❆❧❣❡❜r❛ ❜③✇✳ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✼✳✼✹✮
[

M̂−I , M̂−J
]

= 0✳ ❉✐❡s

✐st ❡①❛❦t ❞✐❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣✱ ❞✐❡ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✽✳✺ ❢ür ❞✐❡ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲▲♦r❡♥t③✲●❡♥❡r❛t♦r❡♥ ❞❡s ♦✛❡✲
♥❡♥ ❙tr✐♥❣s ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥ ✇✐r❞✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❢ür ❞❛s P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥ ▲♦r❡♥t③✲●❡♥❡r❛t♦r❡♥

❦♦♥str✉✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❢ür ❞✐❡
[

M̂−I , M̂−J
]

= 0 ✐♠♠❡r ❣✐❧t✱ ✐st ❞✐❡ r❡❝❤t❡ ❙❡✐t❡ ❞✐❡s❡s

❑♦♠♠✉t❛t♦rs ✐♥ ❞❡r ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ❡✐♥❡ ✈♦♥ ❞❡r ❘❛✉♠③❡✐t✲❉✐♠❡♥s✐♦♥ D ❛❜❣ä♥❣✐❣❡ ❋✉♥❦t✐✲
♦♥✳ ❉✐❡ ❋♦r❞❡r✉♥❣✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡✱ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❚❤❡♦r✐❡ ▲♦r❡♥t③✲✐♥✈❛r✐❛♥t s❡✐✱ ✜①✐❡rt
❞✐❡ ❘❛✉♠③❡✐t✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐tät✳ ◗✉❛♥t❡♥♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ✐st ❞❛❤❡r ♥✉r ✐♥ ❡✐♥❡r ❜❡✲
st✐♠♠t❡♥ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ▲♦r❡♥t③✲✐♥✈❛r✐❛♥t✳

✽ ◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡s r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥✱ ♦✛❡♥❡♥ ❙tr✐♥❣s ✐♥

▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❊✐❝❤✉♥❣

❊s s✐♥❞ ♥✉♥ ❛❧❧❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❤❡r❣❡❧❡✐t❡t✱ ✉♠ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞✐❡ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡s r❡✲
❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❙tr✐♥❣s ❞✉r❝❤③✉❢ü❤r❡♥✿ ■♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✻ ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡✱ ❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤❡ ▲ö✲
s✉♥❣ ❞❡s ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥✱ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❙tr✐♥❣s ✐♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❊✐❝❤✉♥❣ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t ✉♥❞ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧
✼ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❡✐♥❢❛❝❤❡r❡♥ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥s ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠
❑❛♣✐t❡❧ ✇❡r❞❡♥ ♥✉r ♦✛❡♥❡ ❙tr✐♥❣s ✭β = 2✮ ❛♥ ❡✐♥❡r r❛✉♠❢ü❧❧❡♥❞❡♥ ❉✲❇r❛♥❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ❞✳❤✳
❜❡✐❞❡ ❊♥❞♣✉♥❦t❡ ✉♥t❡r❧✐❡❣❡♥ ❢r❡✐❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❡♥t❧❛♥❣ ❥❡❞❡r ❘❛✉♠③❡✐t✲❉✐♠❡♥s✐♦♥✳
●❡♥❛✉ ✇✐❡ ❜❡✐♠ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥ ③✉♥ä❝❤st ❞✐❡ ❇❛s✐s✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❑♦♠♠✉t❛t♦r✲

❘❡❧❛t✐♦♥❡♥✱ ❞✐❡ s✐❡ ❡r❢ü❧❧❡♥✱ ✉♥❞ ❞❡r ❍❛♠✐❧t♦♥✲❖♣❡r❛t♦r ♣♦st✉❧✐❡rt✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✇✐r❞ ❞✐❡
P❧❛✉s✐❜✐❧✐tät ❞✐❡s❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥❡♥ ❣❡t❡st❡t✳ ❉❛♥❛❝❤ ✇❡r❞❡♥ ✈✐❡❧❡ ❑♦♠♠✉t❛t♦r❡♥ ❞❡r ❛✉s ❞❡♥
❇❛s✐s✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❛❜❣❡❧❡✐t❡t❡♥ ●röÿ❡♥ st✉❞✐❡rt❀ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ✐♥t❡r❡ss✐❡r❡♥ ❞✐❡ ❑♦♠♠✉t❛t♦r❡♥
❞❡r ♠✐t ❞❡♥ ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣s♠♦❞❡♥ ❛ss♦③✐✐❡rt❡♥ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ α̂I

n ✉♥❞ L̂⊥
n ✳ ❊rst❡r❡ ❦ö♥✲

♥❡♥ ❛❧s ❊r③❡✉❣✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❱❡r♥✐❝❤t✉♥❣s♦♣❡r❛t♦r❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ▲❡t③t❡r❡ ❡r❢ü❧❧❡♥ ❞✐❡
s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ✒❱✐r❛s♦r♦✲❆❧❣❡❜r❛ ♠✐t ③❡♥tr❛❧❡r ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣✑✳ ❩✉❧❡t③t ✇✐r❞ ✈❡rs✉❝❤t✱ ❦♦♥s✐st❡♥t
▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲▲♦r❡♥t③✲●❡♥❡r❛t♦r❡♥ ③✉ ❦♦♥str✉✐❡r❡♥✱ ✉♠ ❞✐❡ ▲♦r❡♥t③✲■♥✈❛r✐❛♥③ ❞❡r q✉❛♥t❡♥♠❡✲
❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ③✉ ❣❡✇ä❤r❧❡✐st❡♥✳ ❆✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✈♦♥ M̂−I ✇✐r❞ ❞❡r

❑♦♠♠✉t❛t♦r
[

M̂−I , M̂−J
]

!
= 0 ❡①♣❧✐③✐t ❜❡r❡❝❤♥❡t ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❘❛✉♠③❡✐t✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐tät

❛✉❢ ❞❡♥ ❲❡rt D = 26 ✜①✐❡rt✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ❢ü❤rt ❞✐❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ③✉ ❡✐♥❡r ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❦❧❛ss✐✲
s❝❤❡♥ ▼❛ss❡♥❢♦r♠❡❧ ✭✻✳✽✵✮✳

✽✳✶ ❇❛s✐s✲❑♦♠♠✉t❛t♦r❡♥ ✉♥❞ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❍❛♠✐❧t♦♥♦♣❡r❛t♦r✹✽

■♥ ❆♥❛❧♦❣✐❡ ③✉♠ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥✱ ✈❣❧✳ ✭✼✳✸✷✮✱ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡✱ ③❡✐t✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲
❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❞❡s ❙tr✐♥❣s

X̂I(σ), x̂−0 , P̂τI(σ), p̂+ ✭✽✳✶✮

❛✉s❣❡✇ä❤❧t✳ ❆❜❣❡s❡❤❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ③✉sät③❧✐❝❤❡♥ σ✲❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡t s✐❝❤ ❞✐❡ ❲❛❤❧ ✈♦r
❛❧❧❡♠ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ P̂τI(σ) st❛tt p̂I =

´ π
0 dσP̂τI(σ) ✈♦♠ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥✳ ❉✐❡

✹✼❡♥ts♣r✐❝❤t ❬✶✱ Pr♦❜❧❡♠ ✶✶✳✻❪
✹✽♦r✐❡♥t✐❡rt s✐❝❤ ❛♥ ❬✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✶✷✳✶❪

✻✹



③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❖♣❡r❛t♦r❡♥

X̂I(τ, σ), x̂−0 (τ), P̂τI(τ, σ), p̂+(τ) ✭✽✳✷✮

s✐♥❞ ♥✉r ✐♠♣❧✐③✐t ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣✳ ❉✐❡ ❑♦♠♠✉t❛t♦r✲❘❡❧❛t✐♦♥❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✲❖♣❡r❛t♦r❡♥
s❡✐❡♥

[

X̂I(σ), P̂τJ(σ′)
]

= iηIJδ
(

σ − σ′
)

,
[

x̂−0 , p̂
+
]

= iη−+ = −i, ✭✽✳✸✮

❛❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❦♦♠♠✉t✐❡r❡♥✱ ③✳❇✳
[

X̂I(σ), X̂J(σ′)
]

= 0 =
[

P̂τI(σ), P̂τJ(σ′)
]

. ✭✽✳✹✮

❉✐❡ ❉❡❧t❛✲❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐st ♥♦t✇❡♥❞✐❣✱ ❞❛ s✐❝❤ ♥✉r ▼❡ss✉♥❣❡♥ ❛♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ P✉♥❦t ❡✐♥❡s ❙tr✐♥❣s
❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥ s♦❧❧❡♥ ✉♥❞ σ ❡✐♥ ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡r P❛r❛♠❡t❡r ✐st✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ♠✐t ❍✐❧❢❡
❞❡r ❉❡❧t❛✲❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡r ❡r✇❛rt❡t❡ ❑♦♠♠✉t❛t♦r

[

X̂I(σ), p̂J
]

=

ˆ π

0
dσ′
[

X̂I(σ), P̂τJ(σ′)
]

= iηIJ
ˆ π

0
dσ′δ

(

σ − σ′
)

= iηIJ ∀σ. ✭✽✳✺✮

●❡♠äÿ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✼✳✷✻✮ ❡r❢ü❧❧❡♥ ❞✐❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❞✐❡s❡❧❜❡♥ ❑♦♠♠✉t❛t♦r✲❘❡❧❛t✐♦♥❡♥❀
✇✐❝❤t✐❣ ❤✐❡r❜❡✐ ✐st✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❑♦♠♠✉t❛t♦r❡♥ ③✉r s❡❧❜❡♥ ❩❡✐t τ ❛✉s❣❡✇❡rt❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ ▼❡s✲
s✉♥❣❡♥ ③✉ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❩❡✐t♣✉♥❦t❡♥ s✐❝❤ ♥✐❝❤t ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥ s♦❧❧❡♥✿

[

X̂I(τ, σ), P̂τJ(τ, σ′)
]

= iηIJδ
(

σ − σ′
)

,
[

x̂−0 (τ), p̂
+(τ)

]

= iη−+ = −i, ✭✽✳✻✮

✉s✇✳
❆❧s ♥ä❝❤st❡s ✇✐r❞ ❞❡r ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❍❛♠✐❧t♦♥✲❖♣❡r❛t♦r Ĥ(τ) ❦♦♥str✉✐❡rt✱ ❞❡r τ ✲❚r❛♥s❧❛t✐♦♥

❣❡♥❡r✐❡r❡♥ s♦❧❧✳ ❲✐❡ ❜❡✐♠ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥ ❡r③❡✉❣t p̂− X̂+✲❚r❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲
❊✐❝❤❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ❢ür ❞❡♥ ❡①♣❧✐③✐t ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❖♣❡r❛t♦r X̂+(τ, σ)

X̂+(τ, σ) = 2α′p̂+(τ)τ ✭✽✳✼✮

❡r❤ä❧t ♠❛♥
∂

∂τ
=
∂X̂+

∂τ

∂

∂X+
= 2α′p̂+(τ)

∂

∂X+
✭✽✳✽✮

✉♥❞ ♣♦st✉❧✐❡rt ❞❛❤❡r

Ĥ(τ) = 2α′p̂+(τ)p̂−(τ) = 2α′p̂+(τ)

ˆ π

0
dσP̂τ−(τ, σ)

✭✻✳✼✼✮
= L̂⊥

0 . ✭✽✳✾✮

❲✐❡ s❝❤♦♥ ❜❡✐♠ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥ ✐st [Ĥ(τ)] = 1✳ ❉❛ Ĥ(τ) ♥✐❝❤t ❡①♣❧✐③✐t ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣ ✐st✱
✐st Ĥ(τ) = Ĥ ❣❡♠äÿ ❋♦r♠❡❧ ✭✼✳✷✷✮ ③❡✐t✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣✱ s♦❞❛ss ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ ❣✐❧t✳ ❋ür ❞✐❡
♣r❛❦t✐s❝❤❡ ❇❡♥✉t③✉♥❣ ❞❡s ❍❛♠✐❧t♦♥✲❖♣❡r❛t♦rs s♦❧❧t❡ P̂τ−(τ, σ) ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❇❛s✐s✲❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲
❖♣❡r❛t♦r❡♥ ✭✽✳✷✮ ❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✱ ❢ür ❞✐❡ ❞✐❡ ❑♦♠♠✉t❛t♦r✲❘❡❧❛t✐♦♥❡♥ ❜❡❦❛♥♥t s✐♥❞✳ ❆✉s
❞❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❚❤❡♦r✐❡ ❣✐❧t ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✻✳✸✻✮ ✉♥❞ ✭✻✳✼✷✮

Pτ− =
1

2πα′
Ẋ− =

1

2πα′

1

4α′p+

[

ẊIẊI +X ′IX ′I
]

=
1

2πα′

1

4α′p+
(

2πα′
)2
[

PτIPτI +
X ′IX ′I

(2πα′)2

]

=
π

2p+

[

PτIPτI +
X ′IX ′I

(2πα′)2

]

.

✭✽✳✶✵✮

❆❧s ❖♣❡r❛t♦r✲●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡✐♥❣❡s❡t③t ✐♥ ✭✽✳✾✮ ❢♦❧❣t ❞✐❡ ü❜❧✐❝❤❡ ❋♦r♠ ❞❡s ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❍❛♠✐❧t♦♥✲

✻✺



❖♣❡r❛t♦rs

Ĥ = πα′

ˆ π

0
dσ

(

P̂τI(τ, σ)P̂τI(τ, σ) +
X̂ ′I(τ, σ)X̂ ′I(τ, σ)

(2πα′)2

)

. ✭✽✳✶✶✮

❆❧s ❚❡st ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❩❡✐t❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣❡♥ ❞❡r ❇❛s✐s✲❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ ✭✽✳✷✮ ❜❡r❡❝❤♥❡t✳
❲✐❡ ❜❡✐♠ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❜✐s ❤✐❡r❤✐♥ ❛✉❢❣❡st❡❧❧t❡ ◗✉❛♥t❡♥t❤❡♦r✐❡✱ ❜❡st❡❤❡♥❞ ❛✉s
❇❛s✐s✲❖♣❡r❛t♦r❡♥✱ ❑♦♠♠✉t❛t♦r✲❘❡❧❛t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✲❖♣❡r❛t♦r✱ ❛❧s ♣❧❛✉s✐❜❡❧ ❡r❛❝❤t❡t✱
❢❛❧❧s ❞✐❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❞✐❡ ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❡r❢ü❧❧❡♥✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❑♦♠♠✉✲
t❛t♦r❡♥

[

x̂−0 (τ), P̂τI(τ, σ)
]

= 0
[

p̂✰(τ), P̂τI(τ, σ)
]

= 0
✭✽✳✶✷✮

✉♥❞
[

x̂−0 (τ), X̂
′I(τ, σ)

]

=
∂

∂σ

[

x̂−0 (τ), X̂
I(τ, σ)

]

= 0

[

p̂+(τ), X̂ ′I(τ, σ)
]

=
∂

∂σ

[

p̂+(τ), X̂I(τ, σ)
]

= 0

✭✽✳✶✸✮

❧❛✉t❡♥ ❞✐❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✬s❝❤❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ✐♠♣❧✐③✐t ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❖♣❡r❛t♦✲
r❡♥ x̂−0 ✉♥❞ p̂+

i
dx̂−0 (τ)

dτ
=
[

x̂−0 (τ), Ĥ
]

= 0

i
dp̂+(τ)

dτ
=
[

p̂+(τ), Ĥ
]

= 0,

✭✽✳✶✹✮

❞✳❤✳ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ s✐♥❞ ❡r✇❛rt✉♥❣s❣❡♠äÿ ③❡✐t✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✐♥ ❜❡✐❞❡♥ ❇✐❧❞❡r♥✿ x̂−0 (τ) =
x̂−0 ✉♥❞ p̂+(τ) = p̂+✳ ❉❡r ③✇❡✐t❡ ❑♦♠♠✉t❛t♦r ✐♥ ✭✽✳✻✮ r❡❞✉③✐❡rt s✐❝❤ s♦♠✐t ❛✉❢

[

x̂−0 , p̂
+
]

= −i. ✭✽✳✶✺✮

❋ür ❞✐❡ ❩❡✐t❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✈♦♥ X̂I(τ, σ) ❣✐❧t ♠✐t

[

X̂I(τ, σ), X̂ ′I(τ, σ′)
]

=
∂

∂σ′

[

X̂I(τ, σ), X̂I(τ, σ′)
]

= 0 ✭✽✳✶✻✮

✉♥❞ ❞❡r ❘❡❝❤❡♥r❡❣❡❧ ✭✼✳✹✻✮

i
dX̂I(τ, σ)

dτ
=
[

X̂I(τ, σ), Ĥ
]

= πα′

ˆ π

0
dσ′
[

X̂I(τ, σ), P̂τJ(τ, σ′)P̂τJ(τ, σ′)
]

.

= πα′

ˆ π

0
dσ′
{

P̂τJ(τ, σ′)
[

X̂I(τ, σ), P̂τJ(τ, σ′)
]

+
[

X̂I(τ, σ), P̂τJ(τ, σ′)
]

P̂τJ(τ, σ′)
}

= πα′

ˆ π

0
dσ′2iηIJδ

(

σ − σ′
)

P̂τJ(τ, σ′)

= i2πα′P̂τI(τ, σ).
✭✽✳✶✼✮

❉✐✈✐s✐♦♥ ❞✉r❝❤ i ❢ü❤rt ③✉♠ ❡r✇❛rt❡t❡♥ ❊r❣❡❜♥✐s

˙̂
XI(τ, σ) = 2πα′P̂τI(τ, σ). ✭✽✳✶✽✮

✻✻



❊✐♥❡ ❛♥❛❧♦❣❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ❡r❣✐❜t ❢ür ❞✐❡ ❩❡✐t❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✈♦♥ P̂τI(τ, σ)

˙̂
P τI(τ, σ) =

1

2πα′
X̂ ′′I(τ, σ). ✭✽✳✶✾✮

❲❡❣❡♥ ❞❡r ❩❡✐t❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣❡♥ ✭✽✳✶✽✮ ✉♥❞ ✭✽✳✶✾✮ ✐st ❞✐❡ ❦❧❛ss✐s❝❤❡❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❛❧s ❖♣❡r❛t♦r✲
●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ◗✉❛♥t❡♥✲❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ r❡❛❧✐s✐❡rt✿

¨̂
XI(τ, σ) = 2πα′ ˙̂P τI(τ, σ) = 2πα′ 1

2πα′
X̂ ′′I(τ, σ) = X̂ ′′I(τ, σ), ✭✽✳✷✵✮

❞✳❤✳
¨̂
XI(τ, σ)− X̂ ′′I(τ, σ) = 0. ✭✽✳✷✶✮

❙♦♠✐t ❡r❢ü❧❧❡♥ ❛❧❧❡ ❇❛s✐s✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❞✐❡ ❦❧❛ss✐s❝❤ ❡r✇❛rt❡t❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✳
●❡♥❛✉ ✇✐❡ ❞✐❡ ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✇❡r❞❡♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ◗✉❛♥t❡♥✲❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡

③✉ ❖♣❡r❛t♦r✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✿

X̂ ′µ(τ, σ∗) = 0 , µ = +,−, I , σ∗ = 0, π. ✭✽✳✷✷✮

❲✐❡ ✐♥ ❞❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❚❤❡♦r✐❡ ❣❛r❛♥t✐❡r❡♥ ❞✐❡ ❢r❡✐❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❞✐❡ ■♠♣✉❧s❡r❤❛❧t✉♥❣✿

i
dp̂I(τ)

dτ
= i

ˆ π

0
dσ
dP̂τI(τ, σ)

dτ

✭✽✳✶✾✮
=

i

2πα′

ˆ π

0
dσX̂ ′′I(τ, σ) =

i

2πα′

[

X̂ ′I(τ, σ)
]π

0
= 0, ✭✽✳✷✸✮

❞✳❤✳ p̂I(τ) = p̂I ✱ ✉♥❞ ❞❛ ❛✉❝❤ p̂+ ③❡✐t✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✐st✱ ❣✐❧t ❞✐❡s ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❢ür p̂− =
1

2p̂+
(

p̂I p̂I +m2
)

✳

❉❛ ❛❧❧❡ ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ●r✉♥❞✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡ ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ❞✐❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥
✉♥❞ ❞✐❡ ❩✇❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✹✾✱ ❛❧s ❖♣❡r❛t♦r✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ◗✉❛♥t❡♥✲❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ❣ü❧t✐❣
❜❧❡✐❜❡♥✱ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❦❧❛ss✐s❝❤ ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ▲ös✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ ▼♦❞❡♥✲❊①♣❛♥s✐♦♥❡♥
❣❡❣❡❜❡♥ ✇❛r❡♥✱ ❛❧s ❖♣❡r❛t♦r✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞✐❡ ◗✉❛♥t❡♥✲❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ü❜❡rtr❛❣❡♥✳ ■♥s❜❡s♦♥✲
❞❡r❡ s✐♥❞ ✭✻✳✻✺✮✱ ✭✻✳✻✼✮✱ ✭✻✳✻✽✮ ✉♥❞ ✭✻✳✻✷✮ ✇❡✐t❡r❤✐♥ ❣ü❧t✐❣✳ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣s♠♦❞❡♥ ✇❡r❞❡♥
❞❛❜❡✐ ③✉ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ♠✐t ♥✐❝❤t✲tr✐✈✐❛❧❡♥ ❑♦♠♠✉t❛t♦r✲❘❡❧❛t✐♦♥❡♥✳

✽✳✷ ◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ❙tr✐♥❣✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ XI(τ, σ)✺✵

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇❡r❞❡♥ ✐♠ ❉❡t❛✐❧ ❞✐❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥

X̂I (τ, σ) = x̂I0 +
√
2α′α̂I

0τ + i
√
2α′
∑

n 6=0

1

n
α̂I
ne

−inτ cos(nσ), ✭✽✳✷✹✮

α̂I
0 =

√
2α′p̂I ✱ ✉♥t❡rs✉❝❤t✱ ❜❡✈♦r ✐♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ❞✐❡ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ X̂± st✉✲

❞✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❩✐❡❧ ❞✐❡s❡s ❆❜s❝❤♥✐tts ✐st ❞✐❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❑♦♠♠✉t❛t♦r✲❘❡❧❛t✐♦♥❡♥✱ ❞❡♥❡♥
❞✐❡ ❤✐❡r♠✐t ♥❡✉ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt❡♥ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ x̂I0 ✉♥❞ α̂I

n ✭n ∈ Z✮ ✉♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡♥ü❣❡♥✳
❇❡❣♦♥♥❡♥ ✇✐r❞ ♠✐t ❞❡r ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❑♦♠♠✉t❛t♦r✲❘❡❧❛t✐♦♥

[

α̂I
m, α̂

J
n

]

③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❖s✲
③✐❧❧❛t♦r❡♥✳ ❍✐❡r③✉ ❦❛♥♥ ♥✐❝❤t ❡✐♥❢❛❝❤ ❞✐❡ ❘❡✐❤❡♥✲❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✭✽✳✷✹✮ ✐♥ ❞❡♥ ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❑♦♠✲

♠✉t❛t♦r
[

X̂I(τ, σ), X̂J(τ, σ′)
]

= 0 ❡✐♥❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ♥❛❝❤
[

α̂I
m, α̂

J
n

]

❛✉❢❣❡❧öst ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛

❜✐s❧❛♥❣ ✉♥❜❡❦❛♥♥t ✐st✱ ✇✐❡ x̂I0 ♠✐t s✐❝❤ s❡❧❜st ✉♥❞ ❞❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ α̂I
n ✈❡rt❛✉s❝❤t✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠

♠üsst❡♥ α̂I
0 ✉♥❞ α̂

I
n ♠✐t n 6= 0 s❡♣❛r❛t ❜❡❤❛♥❞❡❧t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❛s ✉♠stä♥❞❧✐❝❤ ✇är❡✳ ❙t❛tt❞❡ss❡♥

✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ τ ✲ ✉♥❞ σ✲❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ✈♦♥ X̂I ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ❞✐❡ x̂I0 ♥✐❝❤t ❡♥t❤❛❧t❡♥ ✉♥❞ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥

✹✾❉✐❡ ❩✇❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❣❡❤❡♥ ü❜❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✻✳✼✷✮ ✐♥ ❞✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❍❛♠✐❧t♦♥✲❖♣❡r❛t♦rs ♠✐t ❡✐♥✳
✺✵♦r✐❡♥t✐❡rt s✐❝❤ ❛♥ ❬✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✶✷✳✶✱ ✶✷✳✷❪

✻✼



❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ü❜❡r ❛❧❧❡ ❣❛♥③❡♥ ❩❛❤❧❡♥ ✐♥❦❧✉s✐✈❡ ❞❡r ◆✉❧❧ ❧ä✉❢t✱ s✳ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✻✳✻✷✮✳ ■♥ ❧❡✐❝❤t
❛❜❣❡✇❛♥❞❡❧t❡r ❋♦r♠ ❧❛✉t❡♥ ❞✐❡s❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür µ = I

(

˙̂
XI + X̂ ′I

)

(τ, σ) =
√
2α′
∑

n∈Z

α̂I
ne

−in(τ+σ), σ ∈ [0, π] ,

(

˙̂
XI − X̂ ′I

)

(τ,−σ) =
√
2α′
∑

n∈Z

α̂I
ne

−in(τ+σ), σ ∈ [−π, 0] ,
✭✽✳✷✺✮

s♦❞❛ss s✐❝❤ ❞❡r ❖♣❡r❛t♦r

ÂI(τ, σ) ≡
√
2α′
∑

n∈Z

α̂I
ne

−in(τ+σ) !
=







(

˙̂
XI + X̂ ′I

)

(τ, σ) , σ ∈ [0, π]
(

˙̂
XI − X̂ ′I

)

(τ,−σ) , σ ∈ [−π, 0]
✭✽✳✷✻✮

❢ür ❞❛s 2π ❧❛♥❣❡ ■♥t❡r✈❛❧❧ σ ∈ [−π, π] ❞❡✜♥✐❡r❡♥ ❧ässt✺✶✳
❯♠

[

α̂I
m, α̂

J
n

]

③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✱ ✐st ❞❡r ❑♦♠♠✉t❛t♦r

[

ÂI(τ, σ), ÂJ(τ, σ′)
]

= 2α′
∑

n,m∈Z

e−i(n+m)τe−inσe−imσ′ [

α̂I
n, α̂

J
m

]

, σ, σ′ ∈ [−π, π] ✭✽✳✷✼✮

✈♦♥ ■♥t❡r❡ss❡✳ ❲✐r❞ ❞✐❡s❡r ❑♦♠♠✉t❛t♦r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❞❡r tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ❙tr✐♥❣✲
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❛✉s❣❡❞rü❝❦t✱ ♠üss❡♥ ✈✐❡r ❋ä❧❧❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❥❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠✱ ♦❜ σ, σ′ ∈
[0, π]✱ σ ∈ [0, π] ✉♥❞ σ′ ∈ [−π, 0]✱ σ ∈ [−π, 0] ✉♥❞ σ′ ∈ [0, π] ♦❞❡r σ, σ′ ∈ [−π, 0] s✐♥❞✿

[

ÂI(τ, σ), ÂJ(τ, σ′)
]

=































[(

˙̂
XI + X̂ ′I

)

(τ, σ),
(

˙̂
XJ + X̂ ′J

)

(τ, σ′)
]

, σ, σ′ ∈ [0, π]
[(

˙̂
XI + X̂ ′I

)

(τ, σ),
(

˙̂
XJ − X̂ ′J

)

(τ,−σ′)
]

, σ ∈ [0, π] , σ′ ∈ [−π, 0] ,
[(

˙̂
XI − X̂ ′I

)

(τ,−σ),
(

˙̂
XJ + X̂ ′J

)

(τ, σ′)
]

, σ ∈ [−π, 0] , σ′ ∈ [0, π] ,
[(

˙̂
XI − X̂ ′I

)

(τ,−σ),
(

˙̂
XJ − X̂ ′J

)

(τ,−σ′)
]

, σ, σ′ ∈ [−π, 0]
✭✽✳✷✽✮

❩✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❑♦♠♠✉t❛t♦r❡♥ ✈♦♥ ▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥ ✈♦♥ τ ✲ ✉♥❞ σ✲❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥
✈♦♥ X̂I(τ, σ) ❜❡♥öt✐❣t✳ ❊s ❣❡❧t❡♥ ③✉♥ä❝❤st✿

[

X̂I(τ, σ),
˙̂
XJ(τ, σ′)

]

= 2πα′
[

X̂I(τ, σ), P̂τJ(τ, σ′)
]

= 2πα′iηIJδ(σ − σ′),

[

X̂I(τ, σ), X̂ ′J(τ, σ′)
]

=
∂

∂σ′

[

X̂I(τ, σ), X̂J(τ, σ′)
]

= 0,

[

X̂ ′I(τ, σ),
˙̂
XJ(τ, σ′)

]

=
∂

∂σ

[

X̂I(τ, σ),
˙̂
XJ(τ, σ′)

]

= 2πα′iηIJ
d

dσ
δ(σ − σ′)

[

˙̂
XI(τ, σ),

˙̂
XJ(τ, σ′)

]

=
(

2πα′
)2
[

P̂τI(τ, σ), P̂τJ(τ, σ′)
]

= 0,

[

X̂ ′I(τ, σ), X̂ ′J(τ, σ′)
]

=
∂

∂σ

∂

∂σ′

[

X̂I(τ, σ), X̂J(τ, σ′)
]

= 0.

, ✭✽✳✷✾✮

❆♥❤❛♥❞ ❞❡r ❧❡t③t❡♥ ❞r❡✐ ❩❡✐❧❡♥ ✐st ③✉ s❡❤❡♥✱ ❞❛ss ❣❧❡✐❝❤❛rt✐❣❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❦♦♠♠✉t✐❡r❡♥✱
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❛rt✐❣❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ❡✐♥❡♥ r❡❝❤t ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡♥ ❑♦♠♠✉t❛t♦r ❜✐❧❞❡♥✱ ❞❡r ❞✐❡
σ✲❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❡✐♥❡r ❉❡❧t❛✲❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡♥t❤ä❧t✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♥ ❞r❡✐ ❑♦♠♠✉t❛t♦r❡♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤

♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❘❡❝❤❡♥r❡❣❡❧♥ δ(x) = δ(−x) ✉♥❞
d

dy
f(x − y) = − d

dx
f(x − y) ❞✐❡ ❣❡s✉❝❤t❡♥

✺✶❉❛ ❞❡r ❖♣❡r❛t♦r ÂI(τ, σ) ♣❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ 2π✲♣❡r✐♦❞✐s❝❤ ✐st✱ ÂI(τ, σ+2π) = ÂI(τ, σ)✱ ✐st ❞✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ s♦❣❛r
❛✉❢ σ ∈ R ❡r✇❡✐t❡r❜❛r✳

✻✽



❑♦♠♠✉t❛t♦r❡♥ ✈♦♥ ▲✐♥❡❛r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥ ✈♦♥ τ ✲ ✉♥❞ σ✲❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ✈♦♥ X̂I(τ, σ) ❜✐❧❞❡♥✿

[(

˙̂
XI ± X̂ ′I

)

(τ, σ),
(

˙̂
XJ ± X̂ ′J

)

(τ, σ′)
]

= ±4πα′iηIJ
d

dσ
δ(σ − σ′),

[(

˙̂
XI ± X̂ ′I

)

(τ, σ),
(

˙̂
XJ ∓ X̂ ′J

)

(τ, σ′)
]

= 0,
✭✽✳✸✵✮

❢ür σ, σ′ ∈ [0, π]✳ ❉✐❡ ❡rst❡ ❩❡✐❧❡ ✐♥ ✭✽✳✷✽✮ ❧ässt s✐❝❤ ❞✐r❡❦t ❛✉s ❞❡r ♦❜❡r❡♥ ❩❡✐❧❡ ✈♦♥ ✭✽✳✸✵✮

✭❋❛❧❧ ✒+✑✮ ❛❜❧❡s❡♥✱ s✐❡ ❡r❣✐❜t 4πα′iηIJ
d

dσ
δ(σ − σ′)✳ ❉✐❡ ✈✐❡rt❡ ❩❡✐❧❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♠ ❋❛❧❧

✒−✑✿

[(

˙̂
XI − X̂ ′I

)

(τ,−σ),
(

˙̂
XJ − X̂ ′J

)

(τ,−σ′)
]

= −4πα′iηIJ
d

d(−σ)δ(−σ + σ′)

= 4πα′iηIJ
d

dσ
δ(σ − σ′).

✭✽✳✸✶✮

❉✐❡ ③✇❡✐t❡ ✉♥❞ ❞r✐tt❡ ❩❡✐❧❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❞❡♠ ✉♥t❡r❡♥ ❋❛❧❧ ✐♥ ✭✽✳✸✵✮ ✉♥❞ ❡r❣❡❜❡♥ 0✳ ❉❛ σ 6=
σ′ ❣✐❧t✱ ❣✐❜t δ(σ − σ′) = 0✳ ❆❧❧❡ ✈✐❡r ❋ä❧❧❡ ❡r❣❡❜❡♥ s♦♠✐t ❞❛ss❡❧❜❡ ❊r❣❡❜♥✐s ✉♥❞ ❦ö♥♥❡♥
③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst ✇❡r❞❡♥✿

[

ÂI(τ, σ), ÂJ(τ, σ′)
]

= 4πα′iηIJ
d

dσ
δ(σ − σ′) ✭✽✳✸✷✮

❢ür σ, σ′ ∈ [−π, π]✳ ●❧❡✐❝❤s❡t③❡♥ ♠✐t ✭✽✳✷✼✮ ❢ü❤rt ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ❯♠❜❡♥❡♥♥✉♥❣ n → n′ ✉♥❞
m→ m′ ③✉

2α′
∑

n′,m′∈Z

e−i(n′+m′)τe−in′σe−im′σ′ [

α̂I
n′ , α̂J

m′

]

= 4πα′iηIJ
d

dσ
δ(σ − σ′) ✭✽✳✸✸✮

❢ür σ, σ′ ∈ [−π, π]✳ ❉✐❡ ❣❡s✉❝❤t❡ ❑♦♠♠✉t❛t♦r✲❘❡❧❛t✐♦♥ ❦❛♥♥ ❢r❡✐❣❡❧❡❣t ✇❡r❞❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ❞❛s
■♥t❡❣r❛❧

1

2π

ˆ π

−π
dσeinσ

1

2π

ˆ π

−π
dσ′eimσ′

✭✽✳✸✹✮

❛✉❢ ❜❡✐❞❡ ❙❡✐t❡♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t ✇✐r❞✳ ❉✐❡ r❡❝❤t❡ ❙❡✐t❡ ❡r❣✐❜t

4πα′iηIJ

(2π)2

ˆ π

−π
dσeinσ

d

dσ

ˆ π

−π
dσ′eimσ′

δ(σ − σ′) =
α′iηIJ

π

ˆ π

−π
dσeinσ

d

dσ
eimσ

= −mα
′ηIJ

π

ˆ π

−π
dσei(n+m)σ.

✭✽✳✸✺✮

❉❛s ■♥t❡❣r❛❧ ❡r❣✐❜t
ˆ π

−π
dσei(n+m)σ = 2πδn+m,0. ✭✽✳✸✻✮

❙♦♠✐t ✐st ❞❛s ❊♥❞❡r❣❡❜♥✐s ❢ür ❞✐❡ r❡❝❤t❡ ❙❡✐t❡

RHS = −2mα′ηIJδn+m,0. ✭✽✳✸✼✮

❆✉❢ ❞❡r ❧✐♥❦❡♥ ❙❡✐t❡

2α′

(2π)2

∑

n′,m′∈Z

[

α̂I
n′ , α̂J

m′

]

e−i(n′+m′)τ

ˆ π

−π
dσei(n−n′)σ

ˆ π

−π
dσ′ei(m−m′)σ′

✭✽✳✸✽✮

✻✾



✇ä❤❧t ❞❛s ■♥t❡❣r❛❧ ✇❡❣❡♥ ✭✽✳✸✻✮ ❣❡r❛❞❡ ❞❡♥ ❙✉♠♠❛♥❞❡♥ ♠✐t m′ = m ✉♥❞ n′ = n ❛✉s✿

LHS =
2α′

(2π)2

∑

n′,m′∈Z

[

α̂I
n′ , α̂J

m′

]

e−i(n′+m′)τ2πδn,n′2πδm,m′ = 2α′
[

α̂I
n, α̂

J
m

]

e−i(n+m)τ . ✭✽✳✸✾✮

●❧❡✐❝❤s❡t③❡♥ ✈♦♥ ✭✽✳✸✼✮ ✉♥❞ ✭✽✳✸✾✮ ❡r❣✐❜t

[

α̂I
n, α̂

J
m

]

= −mηIJδn+m,0e
i(n+m)τ . ✭✽✳✹✵✮

❲❡❣❡♥ ❞❡s ❑r♦♥❡❝❦❡r✲❉❡❧t❛s ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t ❞❡r ❑♦♠♠✉t❛t♦r ♥✉r ❞❛♥♥ ♥✐❝❤t✱ ✇❡♥♥ n+m = 0
✐st✱ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡♠ ❋❛❧❧ −m = n ✉♥❞ ei(n+m)τ = 1 ✐st✳ ❉✐❡ ❡♥❞❣ü❧t✐❣❡ ❋♦r♠ ❞❡s ❑♦♠♠✉t❛t♦rs
③✇❡✐❡r tr❛♥s✈❡rs❛❧❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ ✐st ❞❛♠✐t ❣❡❢✉♥❞❡♥✿

[

α̂I
n, α̂

J
m

]

= nηIJδn+m,0 , n,m ∈ Z. ✭✽✳✹✶✮

■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉ ❞❡♥ ❇❛s✐s✲❑♦♠♠✉t❛t♦r❡♥ ✭✽✳✻✮ ✐st ❞✐❡s ❡✐♥❡ ❞✐s❦r❡t❡✱ ❛❜③ä❤❧❜❛r❡ ▼❡♥❣❡ ❛♥
❑♦♠♠✉t❛t♦r❡♥✳ ❋ür n = 0 ❡r❣✐❜t s✐❝❤

[

α̂I
0, α̂

J
m

]

= 0 ∀m ∈ Z, ✭✽✳✹✷✮

❞✳❤✳ ❞✐❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ■♠♣✉❧s❡ p̂I ❜③✇✳ α̂I
0 ❦♦♠♠✉t✐❡r❡♥ ✉♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r ✭m = 0✮✱

[

p̂I , p̂J
]

= 0, ✭✽✳✹✸✮

✉♥❞ ♠✐t ❛❧❧❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ ✭m 6= 0✮✳ ❉✐❡ ❆♥t✐s②♠♠❡tr✐❡ ❞❡s ❑♦♠♠✉t❛t♦rs ✐st ❡r❢ü❧❧t✿

[

α̂J
m, α̂

I
n

]

= mηJIδm+n,0 = −nηIJδn+m,0 = −
[

α̂I
n, α̂

J
m

]

. ✭✽✳✹✹✮

❩✉ ❞❡r ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡s ❑♦♠♠✉t❛t♦rs ✭✽✳✹✶✮ s❡✐ ♥♦❝❤ ❛♥❣❡♠❡r❦t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ❞❡s
❖♣❡r❛t♦rs ÂI ♥♦t✇❡♥❞✐❣ ✇❛r✱ ✉♠ ❞✐❡ ❦♦♠♣❧❡①❡♥ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ü❜❡r ❡✐♥ 2π ❧❛♥❣❡s
■♥t❡r✈❛❧❧ ✐♥t❡❣r✐❡r❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥ ✉♥❞ s♦♠✐t ❑r♦♥❡❝❦❡r✲❉❡❧t❛s ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤❡♥
❙✉♠♠❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❙✉♠♠❛♥❞❡♥ r❡❞✉③✐❡r❡♥✳ ❉✐❡ ■♥t❡❣r❛❧❡ ❣❡❜❡♥ ♥✉r ❑r♦♥❡❝❦❡r✲
❉❡❧t❛s ❜❡✐ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s✐♥t❡r✈❛❧❧❡♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥ ❱✐❡❧❢❛❝❤❡s ✈♦♥ 2π ❧❛♥❣ s✐♥❞✳ ❉✐❡ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ✐♥
✭✽✳✷✺✮ ❤✐♥❣❡❣❡♥ s✐♥❞ ♥✉r ❢ür ❡✐♥ σ✲■♥t❡r✈❛❧❧ ❞❡r ▲ä♥❣❡ π ❞❡✜♥✐❡rt✳
❉✐❡ ❑♦♠♠✉t❛t♦r❡♥ ✭✽✳✹✶✮ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❞❡♥❡♥ ❡✐♥❡r ✉♥❡♥❞❧✐❝❤❡♥ ▼❡♥❣❡ ✈♦♥ ❊r③❡✉❣✉♥❣s✲

✉♥❞ ❱❡r♥✐❝❤t✉♥❣s♦♣❡r❛t♦r❡♥✳ ❉✐❡s s✐❡❤t ♠❛♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥✿ ❉❛ ❞✐❡ ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❙tr✐♥❣✲
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ XI(τ, σ) r❡❡❧❧ s✐♥❞✱ ✐st ❡s s✐♥♥✈♦❧❧✱ ❞✐❡ ❛ss♦③✐✐❡rt❡♥ ❋❡❧❞♦♣❡r❛t♦r❡♥ X̂I(τ, σ) ❛❧s
❖❜s❡r✈❛❜❧❡♥ ❛♥③✉s❡❤❡♥✱ ❞✳❤✳ ✐❤r❡ ❍❡r♠✐t✐③✐tät ③✉ ❢♦r❞❡r♥✳ ❙❡t③t ♠❛♥ ❞✐❡ ❘❡✐❤❡♥❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣
✭✽✳✷✹✮ ❡✐♥✱

X̂I†(τ, σ) = X̂I(τ, σ)

=⇒x̂I†0 +
√
2α′α̂I†

0 τ − i
√
2α′
∑

n 6=0

1

n
α̂I†
n e

+inτ cos(nσ) = x̂I0 +
√
2α′α̂I

0τ + i
√
2α′
∑

n 6=0

1

n
α̂I
ne

−inτ cos(nσ)

✭✽✳✹✺✮
❡r❣✐❜t s✐❝❤✱ ❞❛ss ❢ür ❞✐❡ ◆✉❧❧✲▼♦❞❡♥

x̂I†0 = x̂I0 , p̂
I† = p̂I ✭✽✳✹✻✮

❣❡❧t❡♥ ♠✉ss✱ ❞✳❤✳ ❞✐❡s❡ s✐♥❞ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ♦❜s❡r✈❛❜❡❧✱ ✉♥❞ ❞❛ss ❢ür ❞✐❡ ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥

α̂I†
n = α̂I

−n , n 6= 0 ✭✽✳✹✼✮

✼✵



❣❡❧t❡♥ ♠✉ss✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ❯♠❜❡♥❡♥♥✉♥❣ n → −n ❢❡stst❡❧❧t✳ ❊s ❜✐❡t❡t s✐❝❤ ❞❛❤❡r ❛♥✱
❖♣❡r❛t♦r✲❱❡rs✐♦♥❡♥ ❞❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ aIn✱ n ≥ 1✱ ❡✐♥③✉❢ü❤r❡♥✱ ✈❣❧✳ ✭✻✳✺✼✮✱

α̂I
n ≡ âIn

√
n , α̂I

−n ≡ âI†n
√
n , n ≥ 1, ✭✽✳✹✽✮

❞❡♥♥ ♠✐t ❞✐❡s❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦❧❣t✺✷

α̂I
−n = α̂I†

n , n ∈ Z. ✭✽✳✹✾✮

❲❡rt❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ❑♦♠♠✉t❛t♦r✲❘❡❧❛t✐♦♥ ✭✽✳✹✶✮ ❢ür ❞✐❡ ❋ä❧❧❡ n,m > 0✱ n,m < 0 ✉♥❞ n > 0✱
m < 0 ❛✉s ✉♥❞ ❡rs❡t③t ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ α̂✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❞✉r❝❤ â✲ ❜③✇✳ â†✲❖♣❡r❛t♦r❡♥✱ ❢♦❧❣t

[

âIn, â
J
m

]

= 0,
[

âI†n , â
J†
m

]

= 0,
[

âIn, â
J†
m

]

= ηIJδn,m ∀n,m ∈ N. ✭✽✳✺✵✮

❉✐❡s s✐♥❞ ❞✐❡ ❦❛♥♦♥✐s❝❤❡♥ ❑♦♠♠✉t❛t♦r✲❘❡❧❛t✐♦♥❡♥ ❢ür ❊r③❡✉❣✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❱❡r♥✐❝❤t✉♥❣s♦♣❡✲
r❛t♦r❡♥ ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦rs✳ ❙♦♠✐t ❤❛❜❡♥ ❛❧❧❡ α̂I

n✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❡✐♥❡ ❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤❡
❇❡❞❡✉t✉♥❣✿

α̂I
n ❱❡r♥✐❝❤t✉♥❣s♦♣❡r❛t♦r✱ n ≥ 1✱
α̂I
−n ❊r③❡✉❣✉♥❣s♦♣❡r❛t♦r✱ n ≥ 1✱
α̂I
0 ■♠♣✉❧s♦♣❡r❛t♦r✳

■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❑♦♠♠✉t❛t♦r❡♥✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ◆✉❧❧✲▼♦❞❡ x̂I0 ❜❡tr❡✛❡♥✱ ❤❡r❣❡❧❡✐t❡t✿
[

x̂I0, x̂
J
0

]

✱
[

x̂I0, p̂
J
]

✉♥❞
[

x̂I0, α̂
J
n

]

✭n 6= 0✮✳ ❙❡t③t ♠❛♥ ❞✐❡ ▼♦❞❡♥✲❊①♣❛♥s✐♦♥ ✭✽✳✷✹✮ ✐♥ ❞❡♥ ❑♦♠✲

♠✉t❛t♦r
[

X̂I(τ, σ), p̂J
]

= iηIJ ✭✈❣❧✳ ✭✽✳✺✮ ♠✐t ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❖♣❡r❛t♦r❡♥✮ ❡✐♥✱ s♦ ❢♦❧❣t ✇❡❣❡♥

✭✽✳✹✷✮ ❞✐r❡❦t
[

x̂I0, p̂
J
]

= iηIJ , ✭✽✳✺✶✮

❞❛ ❛❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❑♦♠♠✉t❛t♦r❡♥ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥✳
❩✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ✈♦♥

[

x̂I0, α̂
J
n

]

✭n 6= 0✮ ✇✐r❞ ❛✉❢ ❞❡♥ ❛✉s ❞❡r ❡rst❡♥ ❩❡✐❧❡ ✈♦♥ ✭✽✳✷✾✮ ❜❡❦❛♥♥t❡

❑♦♠♠✉t❛t♦r
[

X̂I(τ, σ),
˙̂
XJ(τ, σ′)

]

= 2πα′iηIJδ(σ − σ′) ❞❛s ■♥t❡❣r❛❧
´ π
0 dσ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t✳ ▼✐t

❍✐❧❢❡ ❞❡r ❘❡✐❤❡♥❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣❡♥ ✭✽✳✷✹✮ ✉♥❞ ✭✻✳✻✵✮ s♦✇✐❡ ❞❡♠ ■♥t❡❣r❛❧ ✭✻✳✺✺✮ ❢♦❧❣t

2πα′iηIJ =





ˆ π

0
dσ



x̂I0 +
√
2α′α̂I

0τ + i
√
2α′
∑

n 6=0

1

n
α̂I
ne

−inτ cos(nσ)



 ,
˙̂
XJ(τ, σ′)





= π
[

x̂I0 +
√
2α′α̂I

0τ,
˙̂
XJ(τ, σ′)

]

= π

[

x̂I0 +
√
2α′α̂I

0τ,
√
2α′
∑

n∈Z

α̂J
ne

−inτ cos(nσ′)

]

= π

[

x̂I0,
√
2α′
∑

n∈Z

α̂J
ne

−inτ cos(nσ′)

]

,

✭✽✳✺✷✮
✇♦❜❡✐ ✐♠ ❧❡t③t❡♥ ❙❝❤r✐tt ❞❡r ❑♦♠♠✉t❛t♦r ✭✽✳✹✷✮ ❜❡♥✉t③t ✇✉r❞❡✳ ❉❡r ❚❡r♠ ♠✐t n = 0 ✇✐r❞
❛✉s ❞❡r ❙✉♠♠❡ ❤❡r❛✉s❣❡③♦❣❡♥✿

2πα′iηIJ =
√
2α′π

[

x̂I0, α̂
J
0

]

+
√
2α′π

∑

n 6=0

e−inτ cos(nσ′)
[

x̂I0, α̂
J
n

]

. ✭✽✳✺✸✮

❉❡r ❑♦♠♠✉t❛t♦r
[

x̂I0, α̂
J
0

]

=
√
2α′iηIJ ✐st ❜❡r❡✐ts ❛✉s ✭✽✳✺✶✮ ❜❡❦❛♥♥t✳ ❩✉s❛♠♠❡♥ ♠✐t ❞❡♠

✺✷❉❛ ❞✐❡ ◆✉❧❧✲▼♦❞❡ α̂I
0 ❤❡r♠✐t❡s❝❤ ✐st✱ ❣✐❧t ❞✐❡s s♦❣❛r ❢ür n = 0✳

✼✶



❱♦r❢❛❦t♦r ❡r❣✐❜t ❞❡r ❡rst❡ ❚❡r♠ ❞❡r r❡❝❤t❡♥ ❙❡✐t❡ s♦♠✐t ❜❡r❡✐ts ❞✐❡ ❧✐♥❦❡ ❙❡✐t❡✱ s♦❞❛ss ❞✐❡
❙✉♠♠❡ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥ ♠✉ss✳ ❉❛ ❞✐❡s ❢ür ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ❲❡rt❡ ✈♦♥ τ ✉♥❞ σ′ ❣❡❧t❡♥ ♠✉ss✱ ♠üss❡♥
❞✐❡ ❙✉♠♠❛♥❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥✱ ✇♦r❛✉s

[

x̂I0, α̂
J
n

]

= 0 , n ∈ Z\ {0} ✭✽✳✺✹✮

❢♦❧❣t✳ ❉✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✽✳✺✶✮ ✉♥❞ ✭✽✳✺✹✮ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ③✉s❛♠♠❡♥❢ü❤r❡♥✿

[

x̂I0, α̂
J
n

]

=
√
2α′iηIJδn,0 ∀n ∈ Z. ✭✽✳✺✺✮

❉❛ ♥✉♥ ❛❧❧❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❑♦♠♠✉t❛t♦r❡♥ ❞❡r ●röÿ❡♥ x̂I0✱ p̂
I ✉♥❞ α̂I

n ✉♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r ❜✐s ❛✉❢
[

x̂I0, x̂
J
0

]

❤❡r❣❡❧❡✐t❡t s✐♥❞✱ ❦❛♥♥ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞✐❡ ❘❡✐❤❡♥❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣❡♥ ✭✽✳✷✹✮ ✐♥ ❞❡♥ ❑♦♠♠✉t❛t♦r
[

X̂I(τ, σ), X̂J(τ, σ′)
]

= 0 ❡✐♥❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✱ ✉♠ ♥❛❝❤
[

x̂I0, x̂
J
0

]

❛✉❢③✉❧ös❡♥✿

0 =
[

X̂I(τ, σ), X̂J(τ, σ′)
]

=



x̂I0 +
√
2α′α̂I

0τ + i
√
2α′
∑

n 6=0

1

n
α̂I
ne

−inτ cos(nσ),

x̂J0 +
√
2α′α̂J

0 τ + i
√
2α′

∑

m 6=0

1

m
α̂J
me

−imτ cos(mσ′)





=
[

x̂I0, x̂
J
0

]

+ i2α′ηIJτ − i2α′ηJIτ − 2α′
∑

n,m 6=0

1

nm
e−i(n+m)τ cos(nσ) cos(mσ′)

[

α̂I
n, α̂

J
m

]

=
[

x̂I0, x̂
J
0

]

− 2α′ηIJ
∑

m 6=0

1

m
cos(mσ) cos(mσ′),

✭✽✳✺✻✮
✇♦❜❡✐ ✐♠ ❧❡t③t❡♥ ❙❝❤r✐tt ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡s ❑r♦♥❡❝❦❡r✲❉❡❧t❛s ❛✉s ❞❡♠ ❑♦♠♠✉t❛t♦r

[

α̂I
n, α̂

J
m

]

❞✐❡
❙✉♠♠❡ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t ✇✉r❞❡✳ ❲❡♥❞❡t ♠❛♥ ❛✉❢ ❞✐❡s❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❛s ■♥t❡❣r❛❧

´ π
0 dσ

´ π
0 dσ

′ ❛♥✱ s♦
❢♦❧❣t ✇❡❣❡♥ ✭✻✳✺✺✮

[

x̂I0, x̂
J
0

]

= 0. ✭✽✳✺✼✮

❙♦♠✐t s✐♥❞ ❛❧❧❡ ❑♦♠♠✉t❛t♦r❡♥✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ●röÿ❡♥ x̂I0✱ p̂
I ✉♥❞ α̂I

n ✉♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r ❜❡tr❡✛❡♥✱
❜❡❦❛♥♥t✳ ◆❛tür❧✐❝❤ s✐♥❞ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❑♦♠♠✉t❛t♦r❡♥ ❞✐❡s❡r ●röÿ❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❇❛s✐s✲
❑♦♠♠✉t❛t♦r❡♥ X̂I(τ, σ) ✉♥❞ P̂τI(τ, σ)✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ■♥❞❡① tr❛❣❡♥✱ ❜③✇✳ ♠✐t ❞❡r❡♥
τ ✲ ✉♥❞ σ✲❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ■♥t❡r❡ss❡✳ ❉✐❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ♥✐❝❤t ♠❡❤r s❝❤✇✐❡r✐❣✱ ❞❛ ❜❡r❡✐ts
✈✐❡❧❡ ❑♦♠♠✉t❛t♦r❡♥ ❜❡❦❛♥♥t s✐♥❞✳ ❙✐❡ s♦❧❧❡♥ ❞❡♥♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❤❡r❣❡❧❡✐t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ s✐❡
❢ür ❞✐❡ ❛❜s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✽✳✺ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❣❡❜r❛✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛♠✐t ✐st ❞✐❡
❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡r tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ❋❡❧❞♦♣❡r❛t♦r❡♥ X̂I(τ, σ) ❜❡❡♥❞❡t✳
❉✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞✐❡s❡s ❆❜s❝❤♥✐tts ③❡✐❣❡♥✿ ❉❡r ♦✛❡♥❡✱ ❢r❡✐❡✱ q✉❛♥t❡♥♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡✱ r❡❧❛t✐✈✐st✐✲

s❝❤❡ ❙tr✐♥❣ ✇✐r❞ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ▼❡♥❣❡ ❛♥ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ✐♥ ❞❡r ❡✐♥✐❣❡ ◆✉❧❧✲▼♦❞❡♥ ✉♥❞
✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡ ❊r③❡✉❣✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❱❡r♥✐❝❤t✉♥❣s♦♣❡r❛t♦r❡♥ ❡♥t❤❛❧t❡♥ s✐♥❞✳ ❉✐❡ ◆✉❧❧✲▼♦❞❡♥
s✐♥❞ x̂I0✱ p̂

I ✱ x̂−0 ✉♥❞ p̂+✱ ❞✐❡ ▲❡✐t❡r♦♣❡r❛t♦r❡♥ s✐♥❞ âIn ✉♥❞ âI†n ✭n ∈ N✮ ❜③✇✳ α̂I
n ✭n ∈ Z\ {0}✮✳

❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❇❛s✐s✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ X̂I(τ, σ) ✉♥❞ P̂τI(τ, σ) ❦ö♥♥❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡s❡ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❛✉s❣❡✲
❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✱ ✈❣❧✳ ✭✽✳✷✹✮ ✉♥❞ ✭✻✳✻✵✮✿

P̂τI(τ, σ) =
1

2πα′

˙̂
XI(τ, σ) =

1

π
√
2α′

∑

n∈Z

α̂I
ne

−inτ cos(nσ). ✭✽✳✺✽✮

✼✷



✽✳✸ ◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❙tr✐♥❣✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ X±(τ, σ)✺✸

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❋❡❧❞♦♣❡r❛t♦r❡♥ X̂±(τ, σ) st✉❞✐❡rt✳ ❲❡❣❡♥ ❞❡r ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲
❊✐❝❤✉♥❣ ✭✻✳✻✹✮ ♥✐♠♠t ❞❡r +✲❖♣❡r❛t♦r ❡✐♥❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❋♦r♠ ❛♥✿

X̂+(τ, σ) = 2α′p̂+τ =
√
2α′α̂+

0 τ. ✭✽✳✺✾✮

❲✐❡ ✐♠ ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❋❛❧❧ ③❡✐❣t ❡✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ▼♦❞❡♥✲❊①♣❛♥s✐♦♥ ✭✻✳✻✺✮✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊✐❝❤✲
❜❡❞✐♥❣✉♥❣

x̂+0 ≡ 0 , α̂+
n ≡ 0 ∀n 6= 0 ✭✽✳✻✵✮

❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❩✉s❛♠♠❡♥ ♠✐t ❞❡r σ✲▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❊✐❝❤❜❡❞✐♥❣✉♥❣ p̂+ = πP̂τ+ = const ❣✐❧t

X̂+(τ, σ) = X̂+(τ) ∝ p̂+ ∝ P̂τ+ = const. ✭✽✳✻✶✮

❉✐❡ ❉✐s❦✉ss✐♦♥ ❞❡s ✇❡❣❡♥ ❞❡♥ ❩✇❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ✈♦♥ ❞❡♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ❋❡❧❞✲
♦♣❡r❛t♦r❡♥ ✭✉♥❞ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ◆✉❧❧✲▼♦❞❡♥ x̂−0 s♦✇✐❡ p̂+✮ ❛❜❤ä♥❣❡♥❞❡♥ ♥❡❣❛t✐✈❡♥ ❋❡❧❞♦♣❡r❛t♦rs
X̂−(τ, σ) ✐st ❦♦♠♣❧❡①❡r✳ ❊s ❣✐❧t ✭✈❣❧✳ ✭✻✳✻✽✮✮

X̂−(τ, σ) = x̂−0 +
√
2α′α̂−

0 τ + i
√
2α′
∑

n 6=0

1

n
α̂−
n e

−inτ cos(nσ) ✭✽✳✻✷✮

♠✐t ✭✈❣❧✳ ✭✻✳✼✻✮✮
√
2α′α̂−

n =
1

p̂+
L̂⊥
n ✭✽✳✻✸✮

✉♥❞ ✭✈❣❧✳ ✭✻✳✼✺✮✮

L̂⊥
n =

1

2

∑

p∈Z

α̂I
n−pα̂

I
p, ✭✽✳✻✹✮

✇♦❜❡✐ ü❜❡r I s✉♠♠✐❡rt ✇✐r❞✳ ❉✐❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ❱✐r❛s♦r♦✲▼♦❞❡♥ ✇❡r❞❡♥ ③✉ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥
❱✐r❛s♦r♦✲❖♣❡r❛t♦r❡♥✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❣✐❧t

L̂⊥
0 =

1

2

∑

p∈Z

α̂I
−pα̂

I
p = 2α′p̂+p̂−. ✭✽✳✻✺✮

❆❧❧ ❞✐❡s❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❛✉s ❞❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❚❤❡♦r✐❡ ü❜❡r♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡
❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❩✇❛♥❣s✲ ✉♥❞ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❛❧s ❖♣❡r❛t♦r✲●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡r
◗✉❛♥t❡♥✲❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ❣ü❧t✐❣ ❜❧❡✐❜❡♥✳ ❉❛s ❡✐♥③✐❣❡ Pr♦❜❧❡♠ ✐st✱ ❞❛ss ✐♥ ❞❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❚❤❡♦r✐❡
❞✐❡ αI

n✲▼♦❞❡♥ ❛❧s ❦♦♠♠✉t✐❡r❡♥❞❡✱ ❦♦♠♣❧❡①❡ ❩❛❤❧❡♥ ❜❡❤❛♥❞❡❧t ✇✉r❞❡♥✱ s✐❡ ✐♥ ❞❡r ◗✉❛♥t❡♥✲
t❤❡♦r✐❡ ❛❜❡r ❞✐❡ ♥✐❝❤t✲tr✐✈✐❛❧❡ ❑♦♠♠✉t❛t♦r✲❘❡❧❛t✐♦♥ ✭✽✳✹✶✮ ❡r❢ü❧❧❡♥✳ ❩✐❡❧ ✐st ❡✐♥❡ ✇♦❤❧❞❡✜✲
♥✐❡rt❡ ❱❡rs✐♦♥ ✈♦♥ ✭✽✳✻✹✮✱ ✐♥ ❞❡r ❞✐❡ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ L̂⊥

n ✒♥♦r♠❛❧ ❣❡♦r❞♥❡t✑ s✐♥❞✳ ❊✐♥ ❖♣❡r❛t♦r✱
❜❡st❡❤❡♥❞ ❛✉s ❊r③❡✉❣✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❱❡r♥✐❝❤t✉♥❣s♦♣❡r❛t♦r❡♥✱ ✇✐r❞ ❛❧s ♥♦r♠❛❧ ❣❡♦r❞♥❡t ❜❡③❡✐❝❤✲
♥❡t✱ ❢❛❧❧s ❦❡✐♥ ❱❡r♥✐❝❤t✉♥❣s♦♣❡r❛t♦r ❧✐♥❦s ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❊r③❡✉❣✉♥❣s♦♣❡r❛t♦r ❛✉❢t❛✉❝❤t✱ ❞✐❡ ♥✐❝❤t
❦♦♠♠✉t✐❡r❡♥✳ ❩✳❇✳ s✐♥❞ ❞✐❡ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ânâm✱ â

†
nâ

†
m ✉♥❞ â†nâm ❢ür ❛❧❧❡ m,n ∈ N s♦✇✐❡ ânâ

†
m

❢ür ❛❧❧❡ m,n ∈ N✱ s♦❧❛♥❣❡ n 6= m ✐st✱ ♥♦r♠❛❧ ❣❡♦r❞♥❡t✱ ✇♦❤✐♥❣❡❣❡♥ ❞❡r ❖♣❡r❛t♦r ânâ
†
n ❢ür

❛❧❧❡ n ∈ N ♥✐❝❤t ♥♦r♠❛❧ ❣❡♦r❞♥❡t ✐st✳ ❉✐❡ r✐❝❤t✐❣❡ ❖r❞♥✉♥❣ ❞❡r ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ✐st ✇✐❝❤t✐❣✱ ❞❛ s✐❡
❞❛♥♥ ✐♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡r ❲❡✐s❡ ❛✉❢ ❞❡♥ ❱❛❦✉✉♠③✉st❛♥❞ |0〉 ✇✐r❦❡♥✿

ân |0〉 = 0 ∀n ∈ N. ✭✽✳✻✻✮

❉❛ ③✇❡✐ α̂I
n✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ ♥✉r ❞❛♥♥ ♥✐❝❤t ❦♦♠♠✉t✐❡r❡♥✱ ✇❡♥♥ s✐❝❤ ✐❤r❡ ▼♦❞❡♥✲◆✉♠♠❡r♥ ③✉

✺✸♦r✐❡♥t✐❡rt s✐❝❤ ❛♥ ❬✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✶✷✳✹❪

✼✸



♥✉❧❧ ❛❞❞✐❡r❡♥✱ s✳ ✭✽✳✹✶✮✱ ✐st ❞❡r ❡✐♥③✐❣❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❱✐r❛s♦r♦✲❖♣❡r❛t♦r✱ ❞❡r ♥✐❝❤t ✇♦❤❧❞❡✜♥✐❡rt
✐st✱ L̂⊥

0 ✳ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✽✳✻✺✮ ✇✐r❞ ❣❡♥❛✉❡r ✉♥t❡rs✉❝❤t✱ ✐♥❞❡♠ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ✐♥ ❚❡r♠❡ ♠✐t p = 0✱
p > 0 ✉♥❞ p < 0 ③❡r❧❡❣t ✇✐r❞ ✉♥❞ ❢ür ❞✐❡ ❚❡r♠❡ ♠✐t p < 0 p→ −p ✉♠❜❡♥❛♥♥t ✇✐r❞✿

L̂⊥
0 =

1

2

∑

p∈Z

α̂I
−pα̂

I
p =

1

2
α̂I
0α̂

I
0 +

1

2

∞
∑

p=1

α̂I
−pα̂

I
p +

1

2

∞
∑

p=1

α̂I
pα̂

I
−p. ✭✽✳✻✼✮

❉❛ α̂I
p✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ ♠✐t p > 0 ❱❡r♥✐❝❤t✉♥❣s✲ ✉♥❞ s♦❧❝❤❡ ♠✐t p < 0 ❊r③❡✉❣✉♥❣s♦♣❡r❛t♦r❡♥

❡♥ts♣r❡❝❤❡♥✱ ✐st ❞❡r ❞r✐tt❡ ❚❡r♠ ♥✐❝❤t ♥♦r♠❛❧ ❣❡♦r❞♥❡t✳ ❙❡✐♥❡ ❖r❞♥✉♥❣ ❡r❣✐❜t

1

2

∞
∑

p=1

α̂I
pα̂

I
−p =

1

2

∞
∑

p=1

{[

α̂I
p, α̂

I
−p

]

+ α̂I
−pα̂

I
p

}

=
1

2

∞
∑

p=1

{

pηII + α̂I
−pα̂

I
p

}

, ✭✽✳✻✽✮

✇♦❜❡✐ ηII = tr ηIJ = D−2✳ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❡r ♥♦r♠❛❧ ❣❡♦r❞♥❡t❡ L̂⊥
0 ✲❖♣❡r❛t♦r

③✉

L̂⊥
0 =

1

2
α̂I
0α̂

I
0 +

∞
∑

p=1

α̂I
−pα̂

I
p +

D − 2

2

∞
∑

p=1

p. ✭✽✳✻✾✮

❉❡r ❞r✐tt❡ ❚❡r♠ ✇✐r❞ ❛❧s ❖r❞♥✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡ a ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉❛ss ❡r ❞✐✈❡r❣✐❡rt ✐st ✐♥s♦❢❡r♥

♣r♦❜❧❡♠❛t✐s❝❤✱ ❛❧s ❞❛ss L̂⊥
0 ü❜❡r Ĥ = L̂⊥

0 ✭s✳ ✭✽✳✾✮✮ ✉♥❞ M̂2 =
1

α′
L̂⊥
0 − p̂I p̂I ✭✈❣❧✳ ❑❛♣✐t❡❧ ✻✳✹✮

❞✐r❡❦t ✐♥ ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✈♦♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ✉♥❞ ▼❛ss❡♥ ❡✐♥❣❡❤t✱ ❞✐❡ ♥✐❝❤t ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ s❡✐♥ s♦❧❧t❡♥✳
❆❧s ✒♣r❛❣♠❛t✐s❝❤❡✑ ▲ös✉♥❣ ❞❡s Pr♦❜❧❡♠s ✇✐r❞ L̂⊥

0 ③✉♥ä❝❤st ❛❧s ♥♦r♠❛❧ ❣❡♦r❞♥❡t❡r ❖♣❡r❛t♦r
♦❤♥❡ ❖r❞♥✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡ ♥❡✉ ❞❡✜♥✐❡rt✿

L̂⊥
0 ≡ 1

2
α̂I
0α̂

I
0 +

∞
∑

p=1

α̂I
−pα̂

I
p = α′p̂I p̂I +

∞
∑

p=1

pâI†p â
I
p. ✭✽✳✼✵✮

■♥ ❞✐❡s❡r ❋♦r♠ ✐st ❡r ♠❛♥✐❢❡st ♥♦r♠❛❧ ❣❡♦r❞♥❡t ✉♥❞ ❤❡r♠✐t❡s❝❤✱

(

L̂⊥
0

)†
= L̂⊥

0 , ✭✽✳✼✶✮

❞✳❤✳ ❡✐♥❡ ❖❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ❙♦♠✐t ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥❡♥ ✈♦♥ L̂⊥
0 ✉♥❞ L̂⊥

m ✭m 6= 0✮ ③✉s❛♠♠❡♥✲
❢❛ss❡♥❞ ✐♥ ❞❡r ♥♦r♠❛❧ ❣❡♦r❞♥❡t❡♥ ❋♦r♠

L̂⊥
m =

1

2

∞
∑

p=0

α̂I
m−pα̂

I
p +

1

2

−∞
∑

p=−1

α̂I
pα̂

I
m−p ∀m ∈ Z. ✭✽✳✼✷✮

s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❖r❞♥✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡ a ∈ R ∪ {±∞} ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✱ ❞✐❡ ③✉♠
❘❡❝❤♥❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❡r ♥❡✉ ❞❡✜♥✐❡rt❡ ❖♣❡r❛t♦r L̂⊥

0 ❡r❣✐❜t s✐❝❤ s♦♠✐t ❛✉s ❞❡♠
❛❧t❡♥ ❞✉r❝❤ L̂⊥

0 → L̂⊥
0 +a✱ ✇♦❞✉r❝❤ ❞❡r ❍❛♠✐❧t♦♥✲❖♣❡r❛t♦r✱ ❞✐❡ ▼❛ss❡♥❢♦r♠❡❧ ✉♥❞ ❞❡r ■♠♣✉❧s

p̂− ❞✐❡ ♥❡✉❡♥ ❋♦r♠❡♥

Ĥ = L̂⊥
0 + a

M̂2 =
1

α′

(

L̂⊥
0 + a

)

− p̂I p̂I
✭✽✳✼✵✮
=

1

α′



a+
∞
∑

p=1

pâI†p â
I
p





p̂− =
1

2α′p̂+

(

L̂⊥
0 + a

)

✭✽✳✼✸✮

✼✹



❛♥♥❡❤♠❡♥✳
❉❛s ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ ❱♦r❣❡❤❡♥ ❦❛♥♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ❣❡r❡❝❤t❢❡rt✐❣t ✇❡r❞❡♥✿ ❯♠ ❞✐❡ ◗✉❛♥t❡♥✲

❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ③✉ ❦♦♥str✉✐❡r❡♥✱ ♠✉ss ❞❡r ❖♣❡r❛t♦r L̂⊥
0 ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ s✐♥♥✈♦❧❧ ❞❡✜♥✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳

❏❡❞❡ ❦♦rr❡❦t ❢✉♥❦t✐♦♥✐❡r❡♥❞❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✐st ③✉♥ä❝❤st ❡r❧❛✉❜t✳ ❉❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ P❤②s✐❦
✈♦r❣❡s❝❤❧❛❣❡♥❡♥ ❖♣❡r❛t♦r ③✉ ♦r❞♥❡♥ ❢ü❤rt ③✉ ✉♥♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❯♥❡♥❞❧✐❝❤❦❡✐t❡♥✱ ✇❡s✇❡❣❡♥
❦❡✐♥ ●r✉♥❞ ❞❛③✉ ❜❡st❡❤t ❛♥③✉♥❡❤♠❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ◗✉❛♥t❡♥t❤❡♦r✐❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❞✉r❝❤ ❆♥❛❧♦❣✐❡✲
s❝❤❧✉ss ❛✉s ❞❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❚❤❡♦r✐❡ ❤❡r✈♦r❣❡❤t✱ ❜③✇✳ ❞❛ss t❛tsä❝❤❧✐❝❤

a
?
=
D − 2

2

∞
∑

p=1

p ✭✽✳✼✹✮

❣✐❧t✳ ❉❛ ❡s ❞❡♥♥♦❝❤ s✐❝❤❡r❧✐❝❤ s✐♥♥✈♦❧❧ ✐st✱ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ❞✐❡ ❡r❤❛❧t❡♥❡ ■♥t✉✐t✐♦♥ ü❜❡r ❞❡♥ ❦❧❛s✲
s✐s❝❤❡♥ ❙tr✐♥❣ ❛✉s③✉♥✉t③❡♥✱ ✇✐r❞ ❢ür ❞✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✈♦♥ L̂⊥

0 ❞✐❡ ❣r✉♥❞sät③❧✐❝❤❡ ❋♦r♠ ❞❡r
❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❱✐r❛s♦r♦✲▼♦❞❡ L⊥

0 ü❜❡r♥♦♠♠❡♥✳ ❉✐❡ s✐❝❤ ❡r❣❡❜❡♥❡♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s♠ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥
✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ❞❛♥♥ ♥✉r ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ✭❡✈t❧✳ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤❡✮ ❑♦♥st❛♥t❡ a✳ ❉✐❡s❡r ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t
❘❡❝❤♥✉♥❣ tr❛❣❡♥❞ ✇✐r❞ L̂⊥

0 ❛❧s ♥♦r♠❛❧ ❣❡♦r❞♥❡t❡r ❖♣❡r❛t♦r ❞❡✜♥✐❡rt ✉♥❞ ❞✐❡ ✉♥s♣❡③✐✜③✐❡rt❡
❑♦♥st❛♥t❡ a ❞❛③✉ ❛❞❞✐❡rt✳ ■❤r ❲❡rt ♠✉ss ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❞✉r❝❤ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥
✭❦♦♥❦r❡t ❞❡r ▲♦r❡♥t③✲■♥✈❛r✐❛♥③ ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡✮ ✜①✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳
◆✐♠♠t ♠❛♥ ❞❡♥ ❖r❞♥✉♥❣s✈❡rs✉❝❤ ✭✽✳✼✹✮ ❞❡♥♥♦❝❤ ❡r♥st✱ s♦ ❦❛♥♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❩❡t❛✲

❋✉♥❦t✐♦♥

ζ(s) ≡
∞
∑

n=1

1

ns
, s ∈ C , Re s > 1 ✭✽✳✼✺✮

✈❡rs✉❝❤t ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ ❞✐✈❡r❣✐❡r❡♥❞❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡s ❖r❞♥✉♥❣s✈❡rs✉❝❤s ✭✽✳✼✹✮ ③✉ ✒❜❡r❡❝❤♥❡♥✑✳ ❉❛s
❊✐♥s❡t③❡♥ ❞❡s ✭✈❡r❜♦t❡♥❡♥✮ ❲❡rt❡s s = −1 ❡r❣✐❜t

ζ(s = −1)
?
=

∞
∑

n=1

n. ✭✽✳✼✻✮

❆♥❛❧②t✐s❝❤❡ ❋♦rts❡t③✉♥❣ ❡r❧❛✉❜t ❞✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✈♦♥ ζ(s) ✐♥ ❋♦r♠ ❡✐♥❡r ■♥t❡❣r❛❧❞❛rst❡❧❧✉♥❣ ❢ür
❛❧❧❡ s ∈ C\ {1}✱ ✇♦❜❡✐ s✐❝❤ ❢ür s = 1 ✐♥ ❞❡r ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ✭✽✳✼✺✮ ❞✐❡ ❞✐✈❡r❣✐❡r❡♥❞❡ ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡

❘❡✐❤❡ ❡r❣ä❜❡✳ ❆✉s ❞❡r ■♥t❡❣r❛❧❞❛rst❡❧❧✉♥❣ ❜❡r❡❝❤♥❡t s✐❝❤ ζ(s = −1) = − 1

12
✱ ✇♦r❛✉s

a
?
=
D − 2

2

∞
∑

p=1

p
?
=
D − 2

2
ζ(−1) = −D − 2

2

1

12
= −D − 2

24
✭✽✳✼✼✮

❢♦❧❣t✱ ✇❛s ❞❛s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ ❦♦rr❡❦t❡ ❊r❣❡❜♥✐s ✐st✱ ✇✐❡ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✽✳✺ ❣❡③❡✐❣t ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥
❋r❛❣❡③❡✐❝❤❡♥ s❝❤❡✐♥❡♥ s✐❝❤ ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣ ❛✉❢③✉❤❡❜❡♥✳

◆❛❝❤❞❡♠ L̂⊥
0 ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤ ❞✐s❦✉t✐❡rt ✇✉r❞❡✱ ✇❡r❞❡♥ ♥✉♥ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ❱✐r❛s♦r♦✲

❖♣❡r❛t♦r❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❩✉♥ä❝❤st ✇✐r❞ ✐❤r❡ ❍❡r♠✐t✐③✐tätsr❡❧❛t✐♦♥ ❡r♠✐tt❡❧t✳ ❋ür n 6= 0 ❣✐❧t
✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ✭✽✳✹✾✮✿

(

L̂⊥
n

)†
=

1

2

∑

p∈Z

(

α̂I
n−pα̂

I
p

)†
=

1

2

∑

p∈Z

α̂I†
p α̂

I†
n−p =

1

2

∑

p∈Z

α̂I
−pα̂

I
−n+p

=
1

2

∑

p∈Z

α̂I
−n+pα̂

I
−p =

1

2

∑

p∈Z

α̂I
−n−pα̂

I
p = L̂⊥

−n,

✭✽✳✼✽✮

✇♦❜❡✐ ✐♠ ✐♠ ✈♦r❧❡t③t❡♥ ❙❝❤r✐tt p→ −p ✉♠❜❡♥❛♥♥t ✇✉r❞❡✳ ❩✉s❛♠♠❡♥ ♠✐t ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✽✳✼✶✮

✼✺



❣✐❧t ❞❡s✇❡❣❡♥
(

L̂⊥
n

)†
= L̂⊥

−n ∀n ∈ Z. ✭✽✳✼✾✮

❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t ✇❡✐t❡r❤✐♥ ✇❡❣❡♥ ❞❡r ❍❡r♠✐t✐③✐tät ❞❡s ■♠♣✉❧s❡s p̂+ ❢ür ❞✐❡ ▼✐♥✉s✲❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥

(

α̂−
n

)†
=

1√
2α′

(

1

p̂+
L̂⊥
n

)†

=
1√
2α′

L̂⊥
−n

1

p̂+
!
=

1√
2α′

1

p̂+
L̂⊥
−n = α̂−

−n ∀n ∈ Z. ✭✽✳✽✵✮

❉❡r ❋❛❧❧ n = 0 ✐st ❡♥t❤❛❧t❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡ ❖r❞♥✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡ a r❡❡❧❧ ✐st ✉♥❞ ♠✐t p̂+ ❦♦♠♠✉t✐❡rt✳
❉❛s ❞✉r❝❤ ❞❛s ❆✉sr✉❢✉♥❣s③❡✐❝❤❡♥ ♠❛r❦✐❡rt❡ ●❧❡✐❝❤❤❡✐ts③❡✐❝❤❡♥ ♠✉ss ♥♦❝❤ ❜❡✇✐❡s❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
❉❛③✉ ✇✐r❞ ❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❑♦♠♠✉t❛t♦r ❜❡tr❛❝❤t❡t✿

[

p̂+,
˙̂
XI(τ, σ)

]

=
√
2α′
∑

n∈Z

e−inτ cos(nσ)
[

p̂+, α̂I
n

] !
=

∂

∂τ

[

p̂+, X̂I(τ, σ)
]

= 0, ✭✽✳✽✶✮

✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❘❡✐❤❡♥❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✈♦♥ ˙̂
XI(τ, σ) ❜❡♥✉t③t ✇✉r❞❡✳ ❉❛ ❞❡r ❑♦♠♠✉t❛t♦r ❢ür ❛❧❧❡ τ

✉♥❞ σ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥ ♠✉ss✱ ♠üss❡♥ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❙✉♠♠❛♥❞❡♥ ❞❡r ✉♥❡♥❞❧✐❝❤❡♥ ❙✉♠♠❡ ✈❡r✲
s❝❤✇✐♥❞❡♥ ✉♥❞ ❡s ❣✐❧t

[

p̂+, α̂I
n

]

= 0 ∀n ∈ Z. ✭✽✳✽✷✮

❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t
[

p̂+, L̂⊥
n

]

=
1

2

∑

p∈Z

[

p̂+, α̂I
n−pα̂

I
p

]

= 0 ∀n ∈ Z, ✭✽✳✽✸✮

✇♦❜❡✐ ❞❡r ❋❛❧❧ n = 0 ❡♥t❤❛❧t❡♥ ✐st✱ ❞❛ p̂+ ♠✐t ❞❡r ❖r❞♥✉♥❣s❦♦♥st❛♥t❡ a ❦♦♠♠✉t✐❡rt✳ ❙♦♠✐t
s✐♥❞ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ♦❜✐❣❡♥ ❍❡r♠✐t✐③✐tätsr❡❧❛t✐♦♥❡♥ ✭✽✳✼✾✮ ✉♥❞ ✭✽✳✽✵✮ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❜❡✇✐❡s❡♥✳

❩✐❡❧ ❞❡s ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tts ✐st ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ❑♦♠♠✉t❛t♦rs
[

L̂⊥
m, L̂

⊥
n

]

✳ ❆❧s ❱♦rü❜❡r✲

❧❡❣✉♥❣ ✇✐r❞ ③✉♥ä❝❤st ❞❡r ❑♦♠♠✉t❛t♦r

[

L̂⊥
m, α̂

J
n

]

=
1

2

∑

p∈Z

[

α̂I
m−pα̂

I
p, α̂

J
n

]

✭✽✳✽✹✮

❜❡r❡❝❤♥❡t✳ ❉✐❡s❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❜❧❡✐❜t s❡❧❜st ✐♠ ❋❛❧❧ m = 0 ✇❡❣❡♥

[

L̂⊥
0 , α̂

J
n

]

=



−a+ 1

2

∑

p∈Z

α̂I
−pα̂

I
p, α̂

J
n



 =
1

2

∑

p∈Z

[

α̂I
−pα̂

I
p, α̂

J
n

]

✭✽✳✽✺✮

❣ü❧t✐❣✿ ❉✐❡ ❑♦♥st❛♥t❡ a ❦♦♠♠✉t✐❡rt ♠✐t ❥❡❞❡♠ ❖♣❡r❛t♦r✺✹✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❘❡❝❤❡♥r❡❣❡❧ ✭✼✳✹✻✮
❢♦❧❣t

[

L̂⊥
m, α̂

J
n

]

=
1

2

∑

p∈Z

{

α̂I
m−p

[

α̂I
p, α̂

J
n

]

+
[

α̂I
m−p, α̂

J
n

]

α̂I
p

}

=
1

2

∑

p∈Z

{

pηIJδp+n,0α̂
I
m−p + (m− p) ηIJδm+n−pα̂

I
p

}

=
1

2

{

−nα̂J
m+n − nα̂J

m+n

}

,

✭✽✳✽✻✮

✺✹❉✐❡s ✐st ❛✉❝❤ ❞❡r ●r✉♥❞✱ ✇❡s✇❡❣❡♥ ❞✐❡ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✽✳✶ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❩❡✐t❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣❡♥ ❣ü❧t✐❣ ❜❧❡✐❜❡♥✱ ❞❛
[

ξ̂(τ), Ĥ
]

=
[

ξ̂(τ), L̂⊥

0 + a
]

=
[

ξ̂(τ), L̂⊥

0

]

❣✐❧t✳

✼✻



❞✳❤✳
[

L̂⊥
m, α̂

I
n

]

= −nα̂I
m+n ∀m,n ∈ Z. ✭✽✳✽✼✮

❉✐❡ ▼♦❞❡♥✲◆✉♠♠❡r♥ s♦✇✐❡ ❞❡r tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ■♥❞❡① s✐♥❞ ✒❡r❤❛❧t❡♥✑✳ ▼✐t n = 0 ❢♦❧❣t
[

L̂⊥
m, p̂

I
]

= 0 ∀m ∈ Z. ✭✽✳✽✽✮

❉✐❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡s ❑♦♠♠✉t❛t♦rs ③✇❡✐❡r ❱✐r❛s♦r♦✲❖♣❡r❛t♦r❡♥
[

L̂⊥
m, L̂

⊥
n

]

s♦❧❧ ❤✐❡r

♥✐❝❤t ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ s✐❡ r❡❝❤t ❧ä♥❣❧✐❝❤ ✉♥❞ t❡❝❤♥✐s❝❤ ✐st✱ ❥❡❞♦❝❤ ♥✉r ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s
✐♥t❡r❡ss✐❡rt✳ ❙✐❡ ✉♠❢❛sst ❞❛s ❊✐♥s❡t③❡♥ ❞❡s ♥♦r♠❛❧ ❣❡♦r❞♥❡t❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦s ✭✽✳✼✷✮ ❢ür L̂⊥

n ✉♥❞
❞❛s ♠❡❤r❢❛❝❤❡ ❆♥✇❡♥❞❡♥ ❞❡r ❑♦♠♠✉t❛t♦r✲❘❡❧❛t✐♦♥ ✭✽✳✽✼✮✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ♠üss❡♥ ❞✐❡ ❋ä❧❧❡
m + n 6= 0 ✉♥❞ m + n = 0 s❡♣❛r❛t ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✉♠ st❡ts ❞✐❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❖r❞♥✉♥❣ ❞❡r
❚❡r♠❡ ③✉ ❣❛r❛♥t✐❡r❡♥✳ ❉❛s ❊♥❞❡r❣❡❜♥✐s ✐st ❞✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❱✐r❛s♦r♦✲❆❧❣❡❜r❛ ♠✐t ③❡♥tr❛❧❡r
❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❧❛✉t❡t ❬✶✱ ❙✳ ✷✺✹ ✛✳❪

[

L̂⊥
m, L̂

⊥
n

]

= (m− n) L̂⊥
m+n +

D − 2

12

(

m3 −m
)

δm+n,0 ∀m,n ∈ Z. ✭✽✳✽✾✮

❉✐❡ ✐♥ ❞❡r ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❣❡♠❛❝❤t❡ ❋❛❧❧✉♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥m+n 6= 0 ✉♥❞m+n = 0 s♣✐❡❣❡❧t

s✐❝❤ ❛♠ ❑r♦♥❡❝❦❡r✲❉❡❧t❛ δm+n,0 ✇✐❞❡r✳ ❉✐❡ ❑♦♥st❛♥t❡
D − 2

12

(

m3 −m
)

δm+n,0✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ❞❡r

❘❛✉♠③❡✐t✲❉✐♠❡♥s✐♦♥ D ❛❜❤ä♥❣t✱ ✇✐r❞ ❛❧s ③❡♥tr❛❧❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ■st m + n 6= 0✱
r❡❞✉③✐❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ❆❧❣❡❜r❛ ③✉r s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❲✐tt✲❆❧❣❡❜r❛

[

L̂⊥
m, L̂

⊥
n

]

= (m− n) L̂⊥
m+n , m+ n 6= 0. ✭✽✳✾✵✮

■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉ ❞❡♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ α̂I
n✱ ❞✐❡ ✐♠♠❡r ❦♦♠♠✉t✐❡r❡♥✱ ❡s s❡✐ ❞❡♥♥ m + n = 0✱

❦♦♠♠✉t✐❡r❡♥ ③✇❡✐ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❱✐r❛s♦r♦✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ ♥✐❡ ✭❡s s❡✐ ❞❡♥♥ ✐♠ tr✐✈✐❛❧❡♥ ❋❛❧❧m = n✮✳
❉✐❡ ③❡♥tr❛❧❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❤❛t ◆✉❧❧st❡❧❧❡♥ ❜❡✐ m = 0 ✉♥❞ m = ±1✳

❊s s♦❧❧ ♥♦❝❤ ❞❡r ❑♦♠♠✉t❛t♦r
[

L̂⊥
m, x̂

J
0

]

❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✽✳✺✺✮

✉♥❞ ❞❡r ❘❡❝❤❡♥r❡❣❡❧ ✭✼✳✹✻✮ ❡r❣✐❜t ❞✐❡s❡r

[

L̂⊥
m, x̂

J
0

]

=
1

2

∑

p∈Z

[

α̂I
m−pα̂

I
p, x̂

J
0

]

=
1

2

∑

p∈Z

{

α̂I
m−p

[

α̂I
p, x̂

J
0

]

+
[

α̂I
m−p, x̂

J
0

]

α̂I
p

}

=
1

2

∑

p∈Z

{

−
√
2α′iηIJδp,0α̂

I
m−p −

√
2α′iηIJδm−p,0α̂

I
p

}

= −1

2

√
2α′i

{

α̂J
m + α̂J

m

}

,

✭✽✳✾✶✮

❞✳❤✳
[

L̂⊥
m, x̂

I
0

]

= −
√
2α′iα̂I

m ∀m ∈ Z. ✭✽✳✾✷✮

❉✐❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ❣✐❧t ✇✐❡❞❡r✉♠ ❢ür m = 0✱ ❞❛ ❞✐❡ ❑♦♥st❛♥t❡ a ♠✐t x̂J0 ❦♦♠♠✉t✐❡rt✱ ✈❣❧✳ ❞✐❡
❉✐s❦✉ss✐♦♥ ✉♥t❡r❤❛❧❜ ✈♦♥ ✭✽✳✽✹✮✳
❉❛♠✐t ✐st ❞✐❡ ◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❋❡❧❞♦♣❡r❛t♦r❡♥ X̂±(τ, σ) ❜❡❡♥❞❡t✳

✼✼



✽✳✹ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ❞❡s ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲▲♦r❡♥t③✲●❡♥❡r❛t♦rs✺✺ M̂−I

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇✐r❞ ❞❡r ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲▲♦r❡♥t③✲●❡♥❡r❛t♦r M̂−I ❦♦♥str✉✐❡rt✳ ❊s ✇✐r❞ ❡✐♥
❖♣❡r❛t♦r ❣❡s✉❝❤t✱ ❞❡r s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ◆✉❧❧✲▼♦❞❡♥ s♦✇✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ ✉♥❞ ❱✐r❛s♦r♦✲

❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❛✉s❞rü❝❦❡♥ ❧ässt ✉♥❞ ❞❡r ❞✐❡ ▲♦r❡♥t③✲❆❧❣❡❜r❛✱ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡
[

M̂−I , M̂−J
]

= 0✱

❡r❢ü❧❧t✳ ❖❜ ❞❡r ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ❦♦♥str✉✐❡rt❡ ❖♣❡r❛t♦r ❞✐❡s t✉t✱ ✇✐r❞ ❡①♣❧✐③✐t ✐♠ ♥ä❝❤st❡♥
❆❜s❝❤♥✐tt ✽✳✺ ü❜❡r♣rü❢t✳ ❊s ✐st ♥✐❝❤t ♦❤♥❡ ❲❡✐t❡r❡s ❦❧❛r✱ ♦❜ s♦❧❝❤❡ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ü❜❡r❤❛✉♣t
❦♦♥s✐st❡♥t ❞❡✜♥✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❙❡❧❜st ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ❣❡❧✐♥❣t✱ ✐st ❞✐❡s ♥♦❝❤ ❦❡✐♥
✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡r ❇❡✇❡✐s ❞❡r ▲♦r❡♥t③✲■♥✈❛r✐❛♥③ ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡✱ ❞❛ ❞✐❡ ✈❡r❜❧❡✐❜❡♥❞❡♥ ❖♣❡r❛t♦r❡♥
M̂+−✱ M̂+I ✉♥❞ M̂ IJ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛ ❥❡❞♦❝❤ ✈♦♥ ❞❡♥ ✈✐❡r ●❡♥❡r❛t♦r❡♥ M̂−I

❞❡r ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡st❡ ✐st✱ ❞❛ ❞✐❡ ▼✐♥✉s✲❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❞❡r tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥
❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ s✐♥❞✱ ✐st s❡✐♥❡ ❡r❢♦❧❣r❡✐❝❤❡ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ❡✐♥ ❣r♦ÿ❡r ❙❝❤r✐tt✱ ❞✐❡ ▲♦r❡♥t③✲■♥✈❛r✐❛♥③
❜♦s♦♥✐s❝❤❡r ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ✐♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❊✐❝❤✉♥❣ ③✉ ❜❡✇❡✐s❡♥✳
❉❛ ✐♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❊✐❝❤✉♥❣ ❞✐❡ ■♠♣✉❧s❞✐❝❤t❡♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ s✐♥❞✱

✈❡r❡✐♥❢❛❝❤❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ▲♦r❡♥t③✲▲❛❞✉♥❣❡♥ ✭✺✳✺✻✮ ✉♥t❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ✭✻✳✸✻✮ ③✉

Mµν =

ˆ π

0
Mτ

µνdσ =

ˆ π

0

(

XµPτ
ν −XνPτ

µ

)

dσ =
1

2πα′

ˆ π

0

(

XµẊν −XνẊµ

)

dσ. ✭✽✳✾✸✮

▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❘❡✐❤❡♥❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣❡♥ ✭s✳ ✭✻✳✺✾✮ ✉♥❞ ✭✻✳✻✵✮✮

Xµ (τ, σ) = xµ0 +
√
2α′αµ

0τ + i
√
2α′
∑

n 6=0

1

n
αµ
ne

−inτ cos(nσ)

Ẋν (τ, σ) =
√
2α′

∑

m∈Z

αν
me

−imτ cos(mσ) =
√
2α′αν

0 +
√
2α′

∑

m 6=0

αν
me

−imτ cos(mσ)
✭✽✳✾✹✮

❦❛♥♥ ❞❛s ■♥t❡❣r❛❧ ❛✉s❣❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛③✉ ✇✐r❞ ③✉♥ä❝❤st XµẊν ❛✉s❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥✿

XµẊν =
√
2α′xµ0α

ν
0 +

√
2α′xµ0

∑

m 6=0

αν
me

−imτ cos(mσ)

+ 2α′αµ
0α

ν
0τ + 2α′αµ

0τ
∑

m 6=0

αν
me

−imτ cos(mσ)

+ i2α′
∑

n 6=0

1

n
αµ
nα

ν
0e

−inτ cos(nσ) + i2α′
∑

n,m 6=0

1

n
αµ
nα

ν
me

−i(n+m)τ cos(nσ) cos(mσ).

✭✽✳✾✺✮
■♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✸ ✇✉r❞❡ ❜❡✇✐❡s❡♥✱ ❞❛ssMµν ❡✐♥❡ ❊r❤❛❧t✉♥❣s❣röÿ❡ ✐st✱ ✇❡s✇❡❣❡♥ ❦❡✐♥❡ τ ✲❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥
❚❡r♠❡ ③✉♠ ■♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ✭✽✳✾✸✮ ❜❡✐tr❛❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❚❛tsä❝❤❧✐❝❤ s✐❡❤t ♠❛♥✱ ❞❛ss ✇❡❣❡♥ ✭✻✳✺✺✮ ❞❡r
③✇❡✐t❡✱ ✈✐❡rt❡ ✉♥❞ ❢ü♥❢t❡ ❚❡r♠ ❜❡✐ ❞❡r ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇❡❣❢❛❧❧❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡r ❞r✐tt❡ ❚❡r♠ ✐st
s②♠♠❡tr✐s❝❤ ✉♥t❡r ❆✉st❛✉s❝❤ ✈♦♥ µ ✉♥❞ ν ✉♥❞ trä❣t ❡❜❡♥❢❛❧❧s ♥✐❝❤t ③✉r ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥
▲♦r❡♥t③✲▲❛❞✉♥❣ ❜❡✐✳ ❉❛ ❞✐❡ ▼❡♥❣❡ {cos(nσ)}n∈Z ❡✐♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡s ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥s②st❡♠ ❜✐❧❞❡t✱
✇ä❤❧t ❞❛s ■♥t❡❣r❛❧ ü❜❡r ❞❡♥ s❡❝❤st❡♥ ❚❡r♠ ❣❡r❛❞❡ s♦❧❝❤❡ ❚❡r♠❡ ❛✉s✱ ✐♥ ❞❡♥❡♥ n = m ❜③✇✳
✇❡❣❡♥ ❞❡r ❙②♠♠❡tr✐❡ ❞❡s ❑♦s✐♥✉s n = −m ✐st✱ ❞❡♥♥ ❡s ❣✐❧t

ˆ π

0
dσ cos(nσ) cos(mσ) =

π

2
(δn,m + δn,−m) . ✭✽✳✾✻✮

■♠ ❋❛❧❧ n = −m ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t ❞✐❡ τ ✲❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❞✐❡ ❙✉♠♠❛♥❞❡♥ tr❛❣❡♥ ❜❡✐❀ ✐♠ ❋❛❧❧
n = m ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t ❞✐❡ ❩❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ♥✐❝❤t✱ ❛❜❡r ✇❡❣❡♥ ❞❡r ❙②♠♠❡tr✐❡ ❞❡r ❙✉♠♠❛♥❞❡♥

✺✺♦r✐❡♥t✐❡rt s✐❝❤ ❛♥ ❬✶✱ ❑❛♣✐t❡❧ ✶✷✳✺❪

✼✽



❦ö♥♥❡♥ s✐❡ ♥✐❝❤t ③✉r ▲♦r❡♥t③✲▲❛❞✉♥❣❡♥ ❜❡✐tr❛❣❡♥✳ ❙♦♠✐t ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t ❡r✇❛rt✉♥❣s❣❡♠äÿ ❞✐❡
❣❡s❛♠t❡ ❩❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ▲♦r❡♥t③✲▲❛❞✉♥❣✳ ◆✉r ❞❡r ❡rst❡ ❚❡r♠ ✉♥❞ ❞✐❡ ❙✉♠♠❛♥❞❡♥ ❞❡s
s❡❝❤st❡♥ ❚❡r♠s ♠✐t n = −m tr❛❣❡♥ ❜❡✐✳ ❙♦♠✐t ❣✐❧t

Mµν =
1

2πα′

ˆ π

0
dσ
(√

2α′xµ0α
ν
0 −

√
2α′xν0α

µ
0

−i2α′
∑

m 6=0

1

m
αµ
−mα

ν
m cos2(mσ) + i2α′

∑

m 6=0

1

m
αν
−mα

µ
m cos2(mσ)





= xµ0p
ν − xν0p

µ − i

2

∑

m 6=0

1

m

(

αµ
−mα

ν
m − αν

−mα
µ
m

)

= xµ0p
ν − xν0p

µ − i

∞
∑

m=1

1

m

(

αµ
−mα

ν
m − αν

−mα
µ
m

)

.

✭✽✳✾✼✮

■♠ ❞r✐tt❡♥ ❙❝❤r✐tt ✇✉r❞❡ ❞❛s ■♥t❡❣r❛❧
´ π
0 cos2(nσ)dσ =

π

2
❜❡♥✉t③t ✉♥❞ ✐♠ ❧❡t③t❡♥ ❙❝❤r✐tt

✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ✉♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❙✉♠♠❛♥❞❡♥ ❣❡s♣❛❧t❡♥ ✉♥❞ m→ −m ✉♠❜❡♥❛♥♥t✳
❙♦♠✐t s✐♥❞ ❞✐❡ ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ▲♦r❡♥t③✲▲❛❞✉♥❣❡♥ ❣❡❢✉♥❞❡♥✳
❊r❤❡❜t ♠❛♥ ✭✽✳✾✼✮ ③✉ ❡✐♥❡r ❖♣❡r❛t♦r✲●❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❡rst❡♥ ❆♥s❛t③ ❢ür ❞❡♥

▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲▲♦r❡♥t③✲●❡♥❡r❛t♦r M̂−I ✿

M̂−I ?
= x̂−0 p̂

I − x̂I0p̂
− − i

∞
∑

m=1

1

m

(

α̂−
−mα̂

I
m − α̂I

−mα̂
−
m

)

. ✭✽✳✾✽✮

❉❡r ❖♣❡r❛t♦r s♦❧❧t❡ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❢ü♥❢ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❜❡s✐t③❡♥✿ ❊r s♦❧❧t❡ ❡rst❡♥s ③❡✐t✉♥❛❜✲
❤ä♥❣✐❣✱ ③✇❡✐t❡♥s ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐s❝❤✱ ❞r✐tt❡♥s ❤❡r♠✐t❡s❝❤✱ ✈✐❡rt❡♥s ♥♦r♠❛❧ ❣❡♦r❞♥❡t s❡✐♥ ✉♥❞
❢ü♥❢t❡♥s ▲♦r❡♥t③✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❣❡♥❡r✐❡r❡♥ ✭❡✈t❧✳ ❦♦♠❜✐♥✐❡rt ♠✐t ❘❡♣❛r❛♠❡tr✐s✐❡r✉♥❣❡♥✮✱
❞✳❤✳ ❡r s♦❧❧t❡ ❞✐❡ ▲♦r❡♥t③✲❆❧❣❡❜r❛ ❡r❢ü❧❧❡♥✳ ❲✐❡ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ s✐♥❞ ❜❡✐♠ ■♥t❡❣r✐❡r❡♥ ❞❡r ❦❧❛s✲
s✐s❝❤❡♥ ▲♦r❡♥t③✲▲❛❞✉♥❣❡♥ ❛❧❧❡ ❡①♣❧✐③✐t ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❚❡r♠❡ ❤❡r❛✉s❣❡❢❛❧❧❡♥✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ s✐♥❞
❞✐❡ ◆✉❧❧✲▼♦❞❡♥ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ ③❡✐t✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❖♣❡r❛t♦r❡♥✱ s♦❞❛ss M̂−I

❛✉❝❤ ♥✐❝❤t ✐♠♣❧✐③✐t ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣ ✐st✳ ❉✐❡ ❡rst❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ✐st s♦♠✐t ❡r❢ü❧❧t✳ ❆✉❝❤ ❞✐❡ ❆♥t✐✲
s②♠♠❡tr✐❡ ✐st ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❡r❢ü❧❧t✳
❆❧s ♥ä❝❤st❡s s♦❧❧ ❞✐❡ ❍❡r♠✐t✐③✐tät ü❜❡r♣rü❢t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛ ❞✐❡ ◆✉❧❧✲▼♦❞❡♥ ❤❡r♠✐t❡s❝❤ s✐♥❞

✉♥❞ ❦♦♠♠✉t✐❡r❡♥✱ ✐st ❞❡r ❡rst❡ ❚❡r♠ ❤❡r♠✐t❡s❝❤✿

[

x̂−0 , p̂
I
]

=

ˆ π

0
dσ
[

x̂−0 , P̂τI(τ, σ)
]

= 0

⇒x̂−0 p̂
I −

(

x̂−0 p̂
I
)†

=
[

x̂−0 , p̂
I
]

= 0.

✭✽✳✾✾✮

❲❡❣❡♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✽✳✹✾✮ ✉♥❞ ✭✽✳✽✵✮ ✐st ❛✉❝❤ ❞❡r ❧❡t③t❡ ❚❡r♠ ❤❡r♠✐t❡s❝❤✿

(

−i

∞
∑

m=1

1

m

(

α̂−
−mα̂

I
m − α̂I

−mα̂
−
m

)

)†

= +i

∞
∑

m=1

1

m

(

(

α̂−
−mα̂

I
m

)† −
(

α̂I
−mα̂

−
m

)†
)

= +i
∞
∑

m=1

1

m

(

α̂I
−mα̂

−
m − α̂−

−mα̂
I
m

)

= −i

∞
∑

m=1

1

m

(

α̂−
−mα̂

I
m − α̂I

−mα̂
−
m

)

.

✭✽✳✶✵✵✮

✼✾



❉❡r ③✇❡✐t❡ ❚❡r♠ ✐st ♥✐❝❤t ❤❡r♠✐t❡s❝❤✱ ❞❛ x̂I0 ✉♥❞ p̂− ♥✐❝❤t ❦♦♠♠✉t✐❡r❡♥✳ ❉✐❡s s✐❡❤t ♠❛♥ ✇✐❡
❢♦❧❣t✿ ❩✉♥ä❝❤st ✇✐r❞

0 =
[

X̂I(τ, σ), p̂+
]

=
[

x̂I0, p̂
+
]

+
√
2α′
[

α̂I
0, p̂

+
]

τ + i
√
2α′
∑

n 6=0

1

n

[

α̂I
n, p̂

+
]

e−inτ cos(nσ)

✭✽✳✽✷✮
=⇒

[

x̂I0, p̂
+
]

= 0
✭✽✳✶✵✶✮

❜❡♥öt✐❣t✳ ❉❛s ❱❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥s ❞✐❡s❡s ❑♦♠♠✉t❛t♦rs s♦✇✐❡ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✽✳✼✸✮ ✉♥❞ ✭✽✳✾✷✮
❢ü❤r❡♥ ❞❛♥♥ ③✉

[

x̂I0, p̂
−
]

=
1

2α′

[

x̂I0,
1

p̂+

(

L̂⊥
0 + a

)

]

=
1

2α′p̂+

[

x̂I0, L̂
⊥
0

]

= i
p̂I

p̂+
6= 0. ✭✽✳✶✵✷✮

❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t

x̂I0p̂
− −

(

x̂I0p̂
−
)†

=
[

x̂I0, p̂
−
]

6= 0. ✭✽✳✶✵✸✮

●❡♥❛✉ ✇✐❡ ❜❡✐♠ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥ ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✼✳✽✶✮ ✉♥❞ ✭✼✳✽✷✮ ✇✐r❞ ❞❡r ③✇❡✐t❡ ❚❡r♠ ❞❛❤❡r
s②♠♠❡tr✐s✐❡rt ✉♥❞ ❞❡r ♥❡✉❡ ▲♦r❡♥t③✲●❡♥❡r❛t♦r ❤❛t ❞✐❡ ❋♦r♠

M̂−I ?
= x̂−0 p̂

I − 1

2

(

x̂I0p̂
− + p̂−x̂I0

)

− i
∞
∑

m=1

1

m

(

α̂−
−mα̂

I
m − α̂I

−mα̂
−
m

)

. ✭✽✳✶✵✹✮

❉✐❡s❡r ✐st ③❡✐t✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣✱ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐s❝❤ ✉♥❞ ❤❡r♠✐t❡s❝❤✳ ❉❛ ❞✐❡ ❱❡r♥✐❝❤t✉♥❣s♦♣❡r❛t♦r❡♥
α̂I
m ✐♠ ❡rst❡♥ ❙✉♠♠❛♥❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ❑❧❛♠♠❡r ❤✐♥t❡r ❞❡♠ ❙✉♠♠❡♥③❡✐❝❤❡♥ ❣❛♥③ r❡❝❤ts st❡❤❡♥

✉♥❞ ❞✐❡ ❊r③❡✉❣✉♥❣s♦♣❡r❛t♦r❡♥ α̂I
−m ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❚❡r♠ ❣❛♥③ ❧✐♥❦s ❛✉❢t❛✉❝❤❡♥✱ ✉♥❞ ❞❛ ✇❡✐t❡r✲

❤✐♥ ❞✐❡ ▼✐♥✉s✲❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉ ❞❡♥ ♥♦r♠❛❧ ❣❡♦r❞♥❡t❡♥✱ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ❱✐r❛s♦r♦✲
❖♣❡r❛t♦r❡♥ s✐♥❞✱ ❞✳❤✳ ✐♥ s✐❝❤ ♥♦r♠❛❧ ❣❡♦r❞♥❡t s✐♥❞✱ ✐st ❞❡r ▲♦r❡♥t③✲●❡♥❡r❛t♦r ✐♥s❣❡s❛♠t
♥♦r♠❛❧ ❣❡♦r❞♥❡t ✉♥❞ ❡r❢ü❧❧t s♦♠✐t ❛✉❝❤ ❞✐❡ ✈✐❡rt❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t✳ ❊s s✐♥❞ ❞❛♠✐t ❛❧❧❡ ❱♦r❛✉ss❡t✲
③✉♥❣❡♥ ❡r❢ü❧❧t ✉♥❞ ❡s ❦❛♥♥ ❣❡t❡st❡t ✇❡r❞❡♥✱ ♦❜ M̂−I t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❞✐❡ ▲♦r❡♥t③✲❆❧❣❡❜r❛ ❡r❢ü❧❧t✳
❉❛✈♦r s♦❧❧❡♥ ♥♦❝❤ ❞✐❡ ❜✐s❧❛♥❣ ✇❡♥✐❣❡r ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤ ❜❡❤❛♥❞❡❧t❡♥ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ p̂− ✉♥❞ α̂−

m ❞✉r❝❤
❜❡❦❛♥♥t❡r❡ ❡rs❡t③t ✇❡r❞❡♥✱ ✇♦③✉ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✽✳✼✸✮ ✉♥❞ ✭✽✳✻✸✮ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡
❡♥❞❣ü❧t✐❣❡ ❋♦r♠ ❞❡s ▲♦r❡♥t③✲●❡♥❡r❛t♦r ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ♥♦❝❤ ❞✐❡ ❇❡♥✉t③✉♥❣ ❞❡r ❑♦♠♠✉t❛t♦r❡♥
✭✽✳✶✵✶✮ ✉♥❞ ✭✽✳✽✷✮✱ ✉♠ ❞❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦ ❡❧❡❣❛♥t❡r s❝❤r❡✐❜❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✿

M̂−I = x̂−0 p̂
I− 1

4α′p̂+

{

x̂I0

(

L̂⊥
0 + a

)

+
(

L̂⊥
0 + a

)

x̂I0

}

− i√
2α′p̂+

∞
∑

m=1

1

m

(

L̂⊥
−mα̂

I
m − α̂I

−mL̂
⊥
m

)

.

✭✽✳✶✵✺✮
❉❛♠✐t ✐st ❞✐❡ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ❞❡s ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲▲♦r❡♥t③✲●❡♥❡r❛t♦rs M̂−I ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥✳

✽✳✺ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❘❛✉♠③❡✐t✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐tät

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇✐r❞ ❞❡r ❑♦♠♠✉t❛t♦r
[

M̂−I , M̂−J
]

❜❡r❡❝❤♥❡t✱ ✇♦❜❡✐ M̂−I ❞✉r❝❤ ●❧❡✐✲

❝❤✉♥❣ ✭✽✳✶✵✺✮ ❞❡✜♥✐❡rt ✐st✳ ❚❡✐❧t ♠❛♥ M̂−I ❣❡❞❛♥❦❧✐❝❤ ✐♥ ❞r❡✐ ❚❡✐❧❡✱ ❜❡st❡❤❡♥❞ ❛✉s ❞❡♥
◆✉❧❧✲▼♦❞❡♥ x̂−0 p̂

I ✱ ❞❡r ❣❡s❝❤✇❡✐❢t❡♥ ❑❧❛♠♠❡r ✭✐♥❦❧✉s✐✈❡ ❱♦r❢❛❦t♦r✮ ✉♥❞ ❞❡r ✉♥❡♥❞❧✐❝❤❡♥
❙✉♠♠❡ ✭✐♥❦❧✉s✐✈❡ ❱♦r❢❛❦t♦r✮✱ s♦ ❢ü❤rt ❞✐❡ ❇✐❧✐♥❡❛r✐tät ❞❡s ❑♦♠♠✉t❛t♦rs ③✉ ♥❡✉♥ ❯♥t❡r✲

✽✵



❑♦♠♠✉t❛t♦r❡♥✿
[

M̂−I , M̂−J
]

=

=

[

x̂−0 p̂
I − 1

4α′p̂+

{

x̂I0

(

L̂⊥
0 + a

)

+
(

L̂⊥
0 + a

)

x̂I0

}

− i√
2α′p̂+

∞
∑

m=1

1

m

(

L̂⊥
−mα̂

I
m − α̂I

−mL̂
⊥
m

)

,

x̂−0 p̂
J − 1

4α′p̂+

{

x̂J0

(

L̂⊥
0 + a

)

+
(

L̂⊥
0 + a

)

x̂J0

}

− i√
2α′p̂+

∞
∑

n=1

1

n

(

L̂⊥
−nα̂

J
n − α̂J

−nL̂
⊥
n

)

]

=
[

x̂−0 p̂
I , x̂−0 p̂

J
]

− 1

4α′

[

x̂−0 p̂
I ,

1

p̂+

{

x̂J0

(

L̂⊥
0 + a

)

+
(

L̂⊥
0 + a

)

x̂J0

}

]

− i√
2α′

∞
∑

n=1

1

n

[

x̂−0 p̂
I ,

1

p̂+

(

L̂⊥
−nα̂

J
n − α̂J

−nL̂
⊥
n

)

]

− 1

4α′

[

1

p̂+

{

x̂I0

(

L̂⊥
0 + a

)

+
(

L̂⊥
0 + a

)

x̂I0

}

, x̂−0 p̂
J

]

+
1

16α′2

[

1

p̂+

{

x̂I0

(

L̂⊥
0 + a

)

+
(

L̂⊥
0 + a

)

x̂I0

}

,
1

p̂+

{

x̂J0

(

L̂⊥
0 + a

)

+
(

L̂⊥
0 + a

)

x̂J0

}

]

+
i

4α′
√
2α′

∞
∑

n=1

1

n

[

1

p̂+

{

x̂I0

(

L̂⊥
0 + a

)

+
(

L̂⊥
0 + a

)

x̂I0

}

,
1

p̂+

(

L̂⊥
−nα̂

J
n − α̂J

−nL̂
⊥
n

)

]

− i√
2α′

∞
∑

m=1

1

m

[

1

p̂+

(

L̂⊥
−mα̂

I
m − α̂I

−mL̂
⊥
m

)

, x̂−0 p̂
J

]

+
i

4α′
√
2α′

∞
∑

m=1

1

m

[

1

p̂+

(

L̂⊥
−mα̂

I
m − α̂I

−mL̂
⊥
m

)

,
1

p̂+

{

x̂J0

(

L̂⊥
0 + a

)

+
(

L̂⊥
0 + a

)

x̂J0

}

]

− 1

2α′

∞
∑

m,n=1

1

mn

[

1

p̂+

(

L̂⊥
−mα̂

I
m − α̂I

−mL̂
⊥
m

)

,
1

p̂+

(

L̂⊥
−nα̂

J
n − α̂J

−nL̂
⊥
n

)

]

✭✽✳✶✵✻✮
❆❧❧❡ ❚❡r♠❡ s✐♥❞ ♥♦r♠❛❧ ❣❡♦r❞♥❡t✳ ❊s ✐st ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ✈✐❡rt❡ ❚❡r♠ ❣❡r❛❞❡ ❞❛s ◆❡✲
❣❛t✐✈❡ ❞❡s ③✇❡✐t❡♥ ❚❡r♠s ✐st✱ ✇❡♥♥ I ✉♥❞ J ✈❡rt❛✉s❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❆♥❛❧♦❣❡s ❣✐❧t ❢ür ❞✐❡ ❚❡r♠❡
s✐❡❜❡♥ ✉♥❞ ❞r❡✐ s♦✇✐❡ ❛❝❤t ✉♥❞ s❡❝❤s✳ ❊s ♠üss❡♥ ❞❛❤❡r ♥✉r ❞❡r ❡rst❡✱ ③✇❡✐t❡✱ ❞r✐tt❡✱ ❢ü♥❢t❡✱
s❡❝❤st❡ ✉♥❞ ♥❡✉♥t❡ ❑♦♠♠✉t❛t♦r ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡r ▲♦r❡♥t③✲●❡♥❡r❛t♦r M̂−I ❜❡st❡❤t✱

✈♦♥ ❧✐♥❦s ♥❛❝❤ r❡❝❤ts✱ ❛✉s ❞❡♥ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ x̂−0 ✱ p̂
I ✱

1

p̂+
✱ x̂I0✱ L̂

⊥
0 ✱ L̂

⊥
n ✭n 6= 0✮ ✉♥❞ α̂I

n ✭n 6= 0✮✳

❆✉s ❞✐❡s❡♥ s✐❡❜❡♥ ❖♣❡r❛t♦r❡♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ 25 ❑♦♠♠✉t❛t♦r❡♥ ❜✐❧❞❡♥✱ ❛✉❢ ❞✐❡ s✐❝❤ ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤✲

♥✉♥❣ ❞❡s ❣❡s❛♠t❡♥ ❑♦♠♠✉t❛t♦rs
[

M̂−I , M̂−J
]

③✉rü❝❦❢ü❤r❡♥ ❧ässt✳ ❉✐❡s❡ 25 ❑♦♠♠✉t❛t♦r❡♥

❧❛✉t❡♥✿

✽✶



★ ❑♦♠♠✉t❛t♦r ❇❡✇❡✐s

✶✮
[

x̂−0 , p̂
I
]

= 0 ✭✽✳✾✾✮

✷✮

[

x̂−0 ,
1

p̂+

]

=
i

p̂+2
✭✼✳✺✼✮

✸✮
[

x̂−0 , x̂
I
0

]

= 0 ✭✾✳✶✶✮

✹✮✱ ✺✮
[

x̂−0 , L̂
⊥
n

]

= 0 ∀n ∈ Z ✭✾✳✶✷✮

✻✮
[

x̂−0 , α̂
I
n

]

= 0 ∀n ∈ Z ✭✾✳✶✵✮

✼✮
[

p̂I , p̂J
]

= 0 ✭✽✳✹✸✮

✽✮

[

p̂I ,
1

p̂+

]

= 0 ✱ ❞❛ ❛❧❧❡ ■♠♣✉❧s❡ ❦♦♠♠✉t✐❡r❡♥

✾✮
[

p̂I , x̂J0
]

= −iηIJ ✭✽✳✺✶✮

✶✵✮✱ ✶✶✮
[

p̂I , L̂⊥
n

]

= 0 ∀n ∈ Z ✭✽✳✽✽✮

✶✷✮
[

p̂I , α̂J
n

]

= 0 ∀n ∈ Z ✭✽✳✹✶✮

✶✸✮

[

1

p̂+
, x̂I0

]

= 0 ✭✽✳✶✵✶✮

✶✹✱ ✶✺✮

[

1

p̂+
, L̂⊥

n

]

= 0 ∀n ∈ Z ✭✽✳✽✸✮

✶✻✮

[

1

p̂+
, α̂I

n

]

= 0 ∀n ∈ Z ✭✽✳✽✷✮

✶✼✮
[

x̂I0, x̂
J
0

]

= 0 ✭✽✳✺✼✮

✶✽✱ ✶✾✮
[

x̂I0, L̂
⊥
n

]

= i
√
2α′α̂I

n ∀n ∈ Z ✭✽✳✾✷✮

✷✵✮
[

x̂I0, α̂
J
n

]

= 0 ∀n ∈ Z\ {0} ✭✽✳✺✹✮

✷✶✮
[

L̂⊥
0 , L̂

⊥
n

]

= −nL̂⊥
n ∀n ∈ Z ✭✽✳✽✾✮

✷✷✮
[

L̂⊥
0 , α̂

I
n

]

= −nα̂I
n ∀n ∈ Z ✭✽✳✽✼✮

✷✸✮
[

L̂⊥
m, L̂

⊥
n

]

= (m− n) L̂⊥
m+n +

D − 2

12

(

m3 −m
)

δm+n,0 ∀m,n ∈ Z ✭✽✳✽✾✮

✷✹✮
[

L̂⊥
m, α̂

I
n

]

= −nα̂I
m+n ∀m,n ∈ Z ✭✽✳✽✼✮

✷✺✮
[

α̂I
m, α̂

J
n

]

= mηIJδm+n,0 ∀n,m ∈ Z ✭✽✳✹✶✮

❲❡✐t❡r❤✐♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❘❡❝❤❡♥r❡❣❡❧♥ ✭✼✳✹✻✮ ❜❡♥öt✐❣t✱ ❛✉s ❞❡♥❡♥ s✐❝❤ ♥♦❝❤ ❡✐♥❡ ❘❡❝❤❡♥r❡❣❡❧
③✉r ❩❡r❧❡❣✉♥❣ ✈♦♥ ❑♦♠♠✉t❛t♦r❡♥ ❞❡r ❋♦r♠ [AB,CD]✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞❡r ❘❡❝❤♥✉♥❣ ❤ä✉✜❣ ❛✉❢tr❡t❡♥✱
❤❡r❧❡✐t❡♥ ❧ässt✿

[A,BC] = B [A,C] + [A,B]C,

[AB,C] = A [B,C] + [A,C]B,

[AB,CD] = CA [B,D] + C [A,D]B +A [B,C]D + [A,C]BD.

✭✽✳✶✵✼✮

❙♦♠✐t s✐♥❞ ❛❧❧❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❣❡❧❡❣t✳ ❉✐❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣ s❡❧❜st ✐st s❡❤r ❧❛♥❣ ✉♥❞ s♦❧❧ ♥✐❝❤t ✐♥ ●ä♥③❡
✈♦r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❙✐❡ ❜❡r✉❤t ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❛✉❢ ❞❡♥ ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡♥ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥❀ ❡s ❣❡❤❡♥ ❦❡✐♥❡
✇❡✐t❡r❡♥ ❜❡s♦♥❞❡r❡♥ ❘❡❝❤❡♥tr✐❝❦s ♠✐t ❡✐♥✳ ■❝❤ ❤❛❜❡ ❢ür ❞✐❡ ♥❡✉♥ ❚❡r♠❡ ✐♠ ❊✐♥③❡❧♥❡♥ ❤❡r❛✉s✺✻✿

✶✳ ❉❡r ❡rst❡ ❚❡r♠ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t✳

✺✻❉✐❡ ❱♦r❢❛❦t♦r❡♥✱ ✐♥❦❧✉s✐✈❡ ❡✈❡♥t✉❡❧❧❡r ❙✉♠♠❡♥✱ s✐♥❞ ❤✐❡r ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ❡✐♥❜❡③♦❣❡♥✳

✽✷



✷✳ ❉❡r ③✇❡✐t❡ ❚❡r♠ ❡r❣✐❜t

2i

(

x̂J0 p̂
I

p̂+
− ηIJ x̂−0

)

L̂⊥
0 + a

p̂+
+ 2α′ p̂

I p̂J

p̂+2
. ✭✽✳✶✵✽✮

✸✳ ❉❡r ❞r✐tt❡ ❚❡r♠ ❡r❣✐❜t

i
p̂I

p̂+2

(

L̂⊥
−nα̂

J
n − α̂J

−nL̂
⊥
n

)

. ✭✽✳✶✵✾✮

❊r ✐st ♥♦r♠❛❧ ❣❡♦r❞♥❡t✳

✹✳ ❉❡r ✈✐❡rt❡ ❚❡r♠ ✐st ❞❛s ◆❡❣❛t✐✈❡ ❞❡s ③✇❡✐t❡♥ ❚❡r♠s ♠✐t I ↔ J ✳

✺✳ ❉❡r ❢ü♥❢t❡ ❚❡r♠ ❡r❣✐❜t
i8α′

p̂+2

{

x̂J0 p̂
I − x̂I0p̂

J
}

(

L̂⊥
0 + a

)

. ✭✽✳✶✶✵✮

✻✳ ❉❡r s❡❝❤st❡ ❚❡r♠ ❡r❣✐❜t

2i
√
2α′

1

p̂+2

{

α̂I
−nα̂

J
n − α̂J

−nα̂
I
n

}

(

L̂⊥
0 + a

)

. ✭✽✳✶✶✶✮

❊r ✐st ♥♦r♠❛❧ ❣❡♦r❞♥❡t✳

✼✳ ❉❡r s✐❡❜t❡ ❚❡r♠ ✐st ❞❛s ◆❡❣❛t✐✈❡ ❞❡s ❞r✐tt❡♥ ❚❡r♠s ♠✐t I ↔ J ✳

✽✳ ❉❡r ❛❝❤t❡ ❚❡r♠ ✐st ❞❛s ◆❡❣❛t✐✈❡ ❞❡s s❡❝❤st❡♥ ❚❡r♠s ♠✐t I ↔ J ✳

✾✳ ❉❡r ♥❡✉♥t❡ ❚❡r♠ ❡r❣✐❜t

1

p̂+2

{

D − 2

12

(

m3 −m
)

δm,n

(

α̂J
−nα̂

I
m − α̂I

−mα̂
J
n

)

+mηIJδm,n

(

L̂⊥
−nL̂

⊥
m − L̂⊥

−mL̂
⊥
n

)

+n
(

−L̂⊥
−nα̂

J
−m+nα̂

I
m + L̂⊥

−m−nα̂
I
mα̂

J
n + L̂⊥

−m+nα̂
J
−nα̂

I
m − L̂⊥

n α̂
J
−m−nα̂

I
m

+L̂⊥
−nα̂

I
−mα̂

J
m+n − L̂⊥

m−nα̂
I
−mα̂

J
n − L̂⊥

m+nα̂
J
−nα̂

I
−m + L̂⊥

n α̂
I
−mα̂

J
m−n

)

+m
(

L̂⊥
−mα̂

I
m−nα̂

J
n − L̂⊥

−m−nα̂
I
mα̂

J
n − L̂⊥

−mα̂
J
−nα̂

I
m+n + L̂⊥

−m+nα̂
J
−nα̂

I
m

−L̂⊥
m−nα̂

I
−mα̂

J
n + L̂⊥

mα̂
I
−m−nα̂

J
n + L̂⊥

m+nα̂
J
−nα̂

I
−m − L̂⊥

mα̂
J
−nα̂

I
−m+n

)}

.

✭✽✳✶✶✷✮
❊r ✐st ♥♦r♠❛❧ ❣❡♦r❞♥❡t✱ ❞❛ m,n ∈ N✳

▲❛✉t ❬✷✱ ❙✳ ✾✽❪ ♠✉ss ❛✉s ❣r✉♣♣❡♥t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❚❡✐❧✲❑♦♠♠✉t❛t♦r

✈♦♥
[

M̂−I , M̂−J
]

✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥✿

[

x̂−0 p̂
I − 1

4α′p̂+

{

x̂I0

(

L̂⊥
0 + a

)

+
(

L̂⊥
0 + a

)

x̂I0

}

, x̂−0 p̂
J − 1

4α′p̂+

{

x̂J0

(

L̂⊥
0 + a

)

+
(

L̂⊥
0 + a

)

x̂J0

}

]

!
= 0.

✭✽✳✶✶✸✮
❉✐❡s ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡♥ ❚❡r♠❡♥ ✶✱ ✷✱ ✹✱ ✺✳ ■♥❦❧✉s✐✈❡ ❞❡r ❱♦r❢❛❦t♦r❡♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ♠✐t ♠❡✐♥❡♥
❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ t❛tsä❝❤❧✐❝❤

1)− 1

4α′
2)− 1

4α′
4) +

1

16α′2
5) = 0 ✭✽✳✶✶✹✮

✽✸



✐♥ Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣ ♠✐t ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r✳ ▲❛✉t ❬✷✱ ❙✳ ✾✽❪ ♠✉ss ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❞❡r ❚❡✐❧✲❑♦♠♠✉t❛t♦r
[

− i√
2α′p̂+

∞
∑

m=1

1

m

(

L̂⊥
−mα̂

I
m − α̂I

−mL̂
⊥
m

)

,− i√
2α′p̂+

∞
∑

n=1

1

n

(

L̂⊥
−nα̂

J
n − α̂J

−nL̂
⊥
n

)

]

!
= 0

✭✽✳✶✶✺✮
✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡s❡r ❚❡r♠ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ✐♥ ❞❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❚❤❡♦r✐❡ ❛✉❢t❛✉❝❤❡✱ ❞✐❡ ❢r❡✐ ✈♦♥
❆♥♦♠❛❧✐❡♥ s❡✐✳ ❉✐❡s ❡①♣❧✐③✐t ♥❛❝❤③✉♣rü❢❡♥ s❡✐ ♥✐❝❤t s♦ s❝❤✇✐❡r✐❣✳ ❆♥ ❞✐❡s❡r ❙t❡❧❧❡ ✇❡✐❝❤t
♠❡✐♥ ❊r❣❡❜♥✐s ✈♦♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ❛❜✳ ■❝❤ ❤❛❜❡ ❡s ♥✐❝❤t ❣❡s❝❤❛✛t✱ ❞❡♥ ♥❡✉♥t❡♥ ❚❡r♠ s❛♠t
❱♦r❢❛❦t♦r❡♥ ✉♥❞ ❙✉♠♠❡♥③❡✐❝❤❡♥ ③✉♠ ❱❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥ ③✉ ❜r✐♥❣❡♥✳
▼❡✐♥ ❊♥❞❡r❣❡❜♥✐s ❧❛✉t❡t

[

M̂−I , M̂−J
]

?
= − 1

α′p̂+2

∞
∑

m=1

(

α̂I
−mα̂

J
m − α̂J

−mα̂
I
m

)

{

−mD − 2

24
+

1

m

[

D − 2

24
+ a

]}

− 1

2α′p̂+2

∞
∑

m=1

1

m

{

L̂⊥
m

(

α̂I
−2mα̂

J
m − α̂J

−2mα̂
I
m

)

+ L̂⊥
−m

(

α̂I
−mα̂

J
2m − α̂J

−mα̂
I
2m

)

}

− 1

2α′p̂+2

∞
∑

m,n=1,m 6=n

[

1

n

{

L̂⊥
−m

(

α̂I
m−nα̂

J
n − α̂J

m−nα̂
I
n + α̂I

−nα̂
J
m+n − α̂J

−nα̂
I
m+n

)

+L̂⊥
m

(

α̂I
−m−nα̂

J
n − α̂J

−m−nα̂
I
n + α̂I

−nα̂
J
−m+n − α̂J

−nα̂
I
−m+n

)

}

+

(

1

n
+

1

m

)

L̂⊥
m−n

(

α̂J
−mα̂

I
n − α̂I

−mα̂
J
n

)

− 1

n
L̂⊥
m+nα̂

I
−nα̂

J
−m +

1

m
L̂⊥
m+nα̂

J
−mα̂

I
−n − 1

n
L̂⊥
−m−nα̂

I
mα̂

J
n +

1

m
L̂⊥
−m−nα̂

J
nα̂

I
m

]

.

✭✽✳✶✶✻✮
❉❛s ✐♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ③✉ ✜♥❞❡♥❞❡ ❊r❣❡❜♥✐s ✐st ❬✶✱ ❙✳ ✷✻✶❪✱ ❬✷✱ ❄✱ ❄✱ ❙✳ ✾✽ ✛✳❪

[

M̂−I , M̂−J
]

= − 1

α′p̂+2

∞
∑

m=1

(

α̂I
−mα̂

J
m − α̂J

−mα̂
I
m

)

{

m

[

1− D − 2

24

]

+
1

m

[

D − 2

24
+ a

]}

!
= 0.

✭✽✳✶✶✼✮
❲✐❡ ♠❛♥ s✐❡❤t st✐♠♠t ❞✐❡ ❡rst❡ ❩❡✐❧❡ ♠❡✐♥❡s ❊♥❞❡r❣❡❜♥✐ss❡ ❜✐s ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ 1 ♠✐t ❞❡r
▲✐t❡r❛t✉r ü❜❡r❡✐♥✳ ❊s ✐st ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ü❜r✐❣❡♥ ❚❡r♠❡ ❣❡r❛❞❡ ③✉ ❞✐❡s❡r 1 ❢ü❤r❡♥ ♦❞❡r ❞❛ss
❞✐❡ ❚❡r♠❡ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✇❡✐t❡r❡♥ ❲✐ss❡♥s✱ ❞❛ss ✐♥ ❬✶❪ ♥✐❝❤t ❡♥t✇✐❝❦❡❧t ✇✉r❞❡✱ t❛tsä❝❤❧✐❝❤
✇❡❣❢❛❧❧❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❢❡❤❧❡♥❞❡ 1 ❡✐♥ ❘❡❝❤❡♥❢❡❤❧❡r ✐st✳
❉✐❡ α̂I

m✲❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ ✐♥ ❞❡r r✉♥❞❡♥ ❑❧❛♠♠❡r ✐♥ ✭✽✳✶✶✼✮ ❦ö♥♥❡♥ s✐❝❤ ♥✐❝❤t ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣ ❛✉❢❤❡✲

❜❡♥✱ s♦❞❛ss ❢ür ❥❡❞❡sm ❞✐❡ ❣❡s❝❤✇❡✐❢t❡ ❑❧❛♠♠❡r ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥ ♠✉ss✱ ❞❛♠✐t
[

M̂−I , M̂−J
]

= 0

❣✐❧t✱ ❞✳❤✳

m2

[

1− D − 2

24

]

= −
[

D − 2

24
+ a

]

∀m ∈ N. ✭✽✳✶✶✽✮

❉❛s ✐st ♥✉r ③✉ ❡r❢ü❧❧❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❡❝❦✐❣❡♥ ❑❧❛♠♠❡r♥ s❡♣❛r❛t ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥✱ ✇♦r❛✉s

D = 26 ∧ a = −1 ✭✽✳✶✶✾✮

❢♦❧❣t✳ ❇♦s♦♥✐s❝❤❡ ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ✐st s♦♠✐t ♥✉r ✐♥ 26 ❘❛✉♠③❡✐t✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ▲♦r❡♥t③✲✐♥✈❛r✐❛♥t✳
❙✐❡❤t ♠❛♥ ❞✐❡s ❛❧s ●r✉♥❞✈♦r❛✉ss❡t③✉♥❣ ❡✐♥❡r ❦♦rr❡❦t❡♥ ❚❤❡♦r✐❡ ü❜❡r ❞✐❡ ◆❛t✉r ❛♥✱ s♦ s❛❣t

✽✹



❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ❞✐❡ ❘❛✉♠③❡✐t✲❉✐♠❡♥s✐♦♥ ✈♦r❛✉s✳ ❉✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭✽✳✼✸✮ ✇❡r❞❡♥ ❞❛♠✐t ③✉

Ĥ = L̂⊥
0 − 1,

M̂2 =
1

α′



−1 +
∞
∑

p=1

pâI†p â
I
p



 ,

p̂− =
1

2α′p̂+

(

L̂⊥
0 − 1

)

=
1

2α′p̂+
Ĥ.

✭✽✳✶✷✵✮

❊✐♥❡ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❙✉♣❡r✲❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ✜①✐❡rt ❞✐❡ ❘❛✉♠③❡✐t ❛✉❢ ❞❡♥ ❲❡rt ❬✶✱ ❙✳
✷✻✷❪

DSUSY = 10. ✭✽✳✶✷✶✮

✽✺



✾ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ✉♥❞ ❆✉s❜❧✐❝❦

❲✐❡ ❜❡r❡✐ts ✐♥ ❞❡r ❩✐❡❧s❡t③✉♥❣ ❡r❧ä✉t❡rt✱ ✇✉r❞❡ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❇❛❝❤❡❧♦r✲❆r❜❡✐t s✉❦③❡ss✐✈❡ ❞✐❡ ❚❤❡♦✲
r✐❡ ❞❡s q✉❛♥t❡♥♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥✱ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥✱ ♦✛❡♥❡♥✱ ❜♦s♦♥✐s❝❤❡♥✱ ❢r❡✐❡♥ ❙tr✐♥❣s ♠✐t ❢r❡✐❡♥
❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ✐♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❊✐❝❤✉♥❣ ❛✉❢❣❡st❡❧❧t✳ ❇❡❣✐♥♥❡♥❞ ❜❡✐♠ ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥✱ ♥✐❝❤t✲
r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ ❙tr✐♥❣ ✇✉r❞❡ s❝❤r✐tt✇❡✐s❡✱ ❥❡✇❡✐❧s ♠♦t✐✈✐❡rt ❞✉r❝❤ ✈♦r❤❡r✐❣❡ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ❡✐♥✲
❢❛❝❤❡r❡♥ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥s✱ ❞❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡✱ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ❙tr✐♥❣ ✉♥❞ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞❡r q✉❛♥t❡♥✲
♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡✱ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ❙tr✐♥❣ st✉❞✐❡rt✳ ❉✐❡ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❊✐❝❤✉♥❣ ❡r❧❛✉❜t❡ ❞✐❡ ❑♦♥str✉❦✲
t✐♦♥ ❡✐♥❡r ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡♥ ▲ös✉♥❣ ❞❡r ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ❩✇❛♥❣s✲ ✉♥❞ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✳ ❉✐❡s❡
❜❡st❛♥❞ ❛✉s ❡✐♥✐❣❡♥ ◆✉❧❧✲▼♦❞❡♥✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❛❜③ä❤❧❜❛r ✉♥❡♥❞❧✐❝❤❡♥ ▼❡♥❣❡ ✈♦♥
❊r③❡✉❣✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❱❡r♥✐❝❤t✉♥❣s♦♣❡r❛t♦r❡♥✱ ❞✐❡ ♥✐❝❤t✲tr✐✈✐❛❧❡ ❑♦♠♠✉t❛t♦r✲❘❡❧❛t✐♦♥❡♥ ❡r❢ü❧✲
❧❡♥✳ ❩✉r Ü❜❡r♣rü❢✉♥❣ ❞❡r ▲♦r❡♥t③✲■♥✈❛r✐❛♥③ ❞❡r ◗✉❛♥t❡♥✲❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ✐♥ ▲✐❝❤t❦❡❣❡❧✲❊✐❝❤✉♥❣
✇✉r❞❡♥ ▲♦r❡♥t③✲●❡♥❡r❛t♦r❡♥ ❦♦♥str✉✐❡rt✳ ❊♥t❣❡❣❡♥ ❞❡♥ ❆♥❣❛❜❡♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ♠✐ss❧❛♥❣ ❡s
❥❡❞♦❝❤✱ ❞✉r❝❤ ❡①♣❧✐③✐t❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡♥ ◆❛❝❤✇❡✐s ③✉ ❡r❜r✐♥❣❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▲♦r❡♥t③✲▲❛❞✉♥❣❡♥
t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❞✐❡ ▲♦r❡♥t③✲❆❧❣❡❜r❛ ❡r❢ü❧❧❡♥✳

❲✐❡ ✉✳❛✳ ❛♥ ❞❡♥ ❆❞❥❡❦t✐✈❡♥ ✒♦✛❡♥✑✱ ✒❜♦s♦♥✐s❝❤✑ ✉♥❞ ✒❢r❡✐✑ ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥ ✐st✱ ❜❡s✐t③t ❞✐❡ ✐♥
❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✉♥t❡rs✉❝❤t❡ ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ s❡❤r ❦♦♥❦r❡t❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥✳ ❉❡r ✇❡✐t❡r❡ ❊✐♥❜❧✐❝❦ ✐♥
❞✐❡ ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ✉♠❢❛sst ❞❛❤❡r ❡rst❡♥s ❞❛s ❙t✉❞✐✉♠ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡r ✉♥❞ s✉♣❡rs②♠♠❡tr✐s❝❤❡r
❙tr✐♥❣s✳ ❉❛s ❩✉st❛♥❞ss♣❡❦tr✉♠ ❜♦s♦♥✐s❝❤❡r✱ ♦✛❡♥❡r ❙tr✐♥❣s ❡♥t❤ä❧t ♥❡❜❡♥ ❞❡♥ ❡r✇ü♥s❝❤t❡♥✱
♠❛ss❡❧♦s❡♥ P❤♦t♦♥✲❩✉stä♥❞❡♥ ❡✐♥❡♥ ❚❛❝❤②♦♥✲❩✉st❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡r ▼❛ss❡✱ ❞❡r ❢ür ❞✐❡ ■♥st❛✲
❜✐❧✐tät ❞❡r ❉✷✺✲❇r❛♥❡ ✈❡r❛♥t✇♦rt❧✐❝❤ ✐st✳ ❉❛s ❩✉st❛♥❞ss♣❡❦tr✉♠ ❜♦s♦♥✐s❝❤❡r✱ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡r
❙tr✐♥❣s ❡♥t❤ä❧t ♥❡❜❡♥ ❞❡♠ ♠❛ss❡❧♦s❡♥ ❉✐❧❛t♦♥✲❩✉st❛♥❞ ✉♥❞ ❞❡♥ ♠❛ss❡❧♦s❡♥ ❑❛❧❜✲❘❛♠♦♥❞✲
❩✉stä♥❞❡♥ ♠❛ss❡❧♦s❡ ●r❛✈✐t♦♥✲❩✉stä♥❞❡✱ ❞✐❡ ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ③✉ ❡✐♥❡r ◗✉❛♥t❡♥❣r❛✈✐t❛t✐♦♥st❤❡♦✲
r✐❡ ♠❛❝❤❡♥✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❛❧❧❡ ❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❩✉stä♥❞❡ ❜♦s♦♥✐s❝❤❡r ◆❛t✉r s✐♥❞✱ ❡♥t❤ä❧t ❞❛s ❩✉st❛♥❞ss✲
♣❡❦tr✉♠ ✈♦♥ ❙✉♣❡r✲❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡r♠❛ÿ❡♥ ❜♦s♦♥✐s❝❤❡ ✉♥❞ ❢❡r♠✐♦♥✐s❝❤❡ ❩✉stä♥❞❡✳
❩✇❡✐t❡♥s ✇✉r❞❡♥ ❜✐s❧❛♥❣ ♥✉r ❢r❡✐❡ ❙tr✐♥❣s ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❉✉r❝❤ ③✉sät③❧✐❝❤❡ ❚❡r♠❡ ✐♥ ❞❡r

▲❛❣r❛♥❣❡✲❉✐❝❤t❡ ❞❡r ◆❛♠❜✉✲●♦t♦✲❲✐r❦✉♥❣ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❙tr✐♥❣s ❜❡tr❛❝❤t❡♥✱ ❞✐❡ ❲❡❝❤✲
s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ ✉♥t❡r❧✐❡❣❡♥✳
▲❡t③t❡♥s ✇✉r❞❡ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ③✉♠✐♥❞❡st ❞✐❡ ◗✉❛♥t❡♥✲❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ❜❡tr❡✛❡♥❞ ✈♦♥ ❡✐♥❡r

r❛✉♠❢ü❧❧❡♥❞❡♥ ❉✲❇r❛♥❡ ❛✉s❣❡❣❛♥❣❡♥✳ ❊✐♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡s ❙t✉❞✐✉♠ ❞❡r ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡ ✉♠❢❛sst
❙tr✐♥❣s ❛♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡♥ ❉✲❇r❛♥❡✲❑♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ s❝❤❧✐❡ÿt s♦♠✐t ❞✐❡ ▲ös✉♥❣ ❞❡r ❇❡✇❡✲
❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ❩✇❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❉✐r✐❝❤❧❡t✲❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ♠✐t ❡✐♥✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ✐st
❦❧❛r✱ ❞❛ss ❞✐❡ ③✉sät③❧✐❝❤❡♥ ❘❛✉♠❞✐♠❡♥s✐♦♥❡♥✱ ❞❛ s✐❡ ♥✐❝❤t ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ♥✐❝❤t ♠❛❦r♦✲
s❦♦♣✐s❝❤ s✐♥❞✱ ✇✐❡ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇✉r❞❡✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❢❣❡r♦❧❧t s❡✐♥ ♠üss❡♥✳ ❉✐❡
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❆✉❢✇✐❝❦❧✉♥❣ ❢ü❤r❡♥ ③✉r ✒❧❛♥❞s❝❛♣❡✑ ❞❡r ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡✳ ❉✐❡
✒❲❡❧t❡♥✑✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ❙tr✐♥❣t❤❡♦r✐❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ s✐♥❞ ♥✐❝❤t ❞✐❡ ✢❛❝❤❡ ❘❛✉♠③❡✐t✱ s♦♥❞❡r♥
❣❡❦rü♠♠t❡ ▼❛♥♥✐❣❢❛❧t✐❣❦❡✐t❡♥✱ ❣❡♥❛♥♥t ❖r❜✐❢♦❧❞s✱ ✐♥ ❞❡♥❡♥ ❜❡st✐♠♠t❡ ❘❛✉♠③❡✐t✲P✉♥❦t❡
♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✐❞❡♥t✐✜③✐❡rt s✐♥❞✳

✽✻



❆♥❤❛♥❣

▲♦r❡♥t③✲▲❛❞✉♥❣❡♥ ❞❡s r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥s✺✼

❉❛ ❛❧❧❡ ▲♦r❡♥t③✲■♥❞✐③❡s ❦♦♥tr❛❤✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✐st ❞✐❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✲❋✉♥❦t✐♦♥ ✭✼✳✶✮ ❞❡s ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥✱
r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡♥ P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥s ❡✐♥ ▲♦r❡♥t③✲❙❦❛❧❛r ✉♥❞ s♦♠✐t ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥t❡r ▲♦r❡♥t③✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥

δxµ(τ) = ǫµνxν(τ), ǫ
µν = −ǫνµ. ✭✾✳✶✮

●❡♠äÿ ❋♦r♠❡❧ ✭✺✳✶✸✮ s✐♥❞ ❞✐❡ ③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ◆♦❡t❤❡r✲▲❛❞✉♥❣❡♥

ǫµνQµν =
∂L

∂ẋµ
δxµ = ǫµνpµxν . ✭✾✳✷✮

❲❡❣❡♥ ❞❡r ❆♥t✐s②♠♠❡tr✐❡ ✈♦♥ ǫµν ❣✐❧t ǫµν =
1

2
(ǫµν − ǫνµ) ✉♥❞ s♦♠✐t

ǫµνQµν =
1

2
ǫµνQµν −

1

2
ǫνµQµν = ǫµν

1

2
(Qµν −Qνµ) ≡ ǫµνQasym

µν ✭✾✳✸✮

♠✐t ❡✐♥❡r ❯♠❜❡♥❡♥♥✉♥❣ µ ↔ ν ✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❙❝❤r✐tt✱ ❞✳❤✳ ❥❡❣❧✐❝❤❡r s②♠♠❡tr✐s❝❤❡ ❚❡✐❧ ❞❡r
◆♦❡t❤❡r✲▲❛❞✉♥❣❡♥ ✐st ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r✳ ❉✐❡s❡s ❲✐ss❡♥ ✇är❡ ✐♥ ❡✐♥❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ Qµν = pµxν ✱
✇✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✾✳✷✮ s✉❣❣❡r✐❡rt✱ ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ❡♥t❤❛❧t❡♥✳ ▼❛♥ ✇❡♥❞❡t ❞❛❤❡r ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❘❡❝❤❡♥✲
s❝❤r✐tt❡ ❛✉❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ r❡❝❤t❡ ❙❡✐t❡ ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✾✳✷✮ ❛♥ ✉♥❞ ✜♥❞❡t

ǫµνQµν = ǫµνQasym
µν

!
=

1

2
ǫµνpµxν −

1

2
ǫνµpµxν = −ǫµν 1

2
(xµpν − xνpµ) . ✭✾✳✹✮

❉❡r ❚❡r♠ ✐♥ ❑❧❛♠♠❡r♥ ✐st ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐s❝❤✱ ✉♥❞ ❞❛ ❞✐❡ ◆♦r♠✐❡r✉♥❣ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣
✈♦♥ ✐❤r❡r ❊r❤❛❧t✉♥❣ ✉♥❞ s♦♠✐t ❢r❡✐ ✇ä❤❧❜❛r ✐st✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ▲♦r❡♥t③✲▲❛❞✉♥❣❡♥ ❛❧s

Mµν = xµpν − xνpµ ✭✾✳✺✮

❞❡✜♥✐❡rt✳ ❉✐❡s❡ ❡r❢ü❧❧❡♥

Mµν = −Mνµ,
d

dτ
Mµν = 0. ✭✾✳✻✮

▲♦r❡♥t③✲❆❧❣❡❜r❛ ✐♥ ▲♦r❡♥t③✲❦♦✈❛r✐❛♥t❡r ◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡s P✉♥❦tt❡✐❧❝❤❡♥s ✺✽

[

M̂µν , M̂ρσ
]

=
[

M̂µν , x̂ρp̂σ
]

−
[

M̂µν , x̂σp̂ρ
]

, ✭✾✳✼✮

❞✳❤✳ ❞❡r ③✇❡✐t❡ ❚❡r♠ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♠ ❡rst❡♥ ❞✉r❝❤ ❱❡rt❛✉s❝❤✉♥❣ ✈♦♥ ρ ✉♥❞ σ✳ ❇❡tr❛❝❤t❡
❞❛❤❡r ♥✉r ❞❡♥ ❡rst❡♥ ❚❡r♠ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ✭✼✳✹✻✮✱ ✭✼✳✻✾✮ ✉♥❞ ✭✼✳✼✵✮✿

[

M̂µν , x̂ρp̂σ
]

= x̂ρ
[

M̂µν , p̂σ
]

+
[

M̂µν , x̂ρ
]

p̂σ

= iηµσx̂ρp̂ν − iηνσx̂ρp̂µ + iηµρx̂ν p̂σ − iηνρx̂µp̂σ.
✭✾✳✽✮

✺✼❡♥ts♣r✐❝❤t ❬✶✱ Pr♦❜❧❡♠ ✽✳✺❝❪
✺✽❡♥ts♣r✐❝❤t ❬✶✱ Pr♦❜❧❡♠ ✶✶✳✺❪

✐



❇❡✐❞❡ ❚❡r♠❡ ③✉s❛♠♠❡♥ ❡r❣❡❜❡♥
[

M̂µν , M̂ρσ
]

= iηµσx̂ρp̂ν − iηνσx̂ρp̂µ + iηµρx̂ν p̂σ − iηνρx̂µp̂σ

− iηµρx̂σp̂ν + iηνρx̂σp̂µ − iηµσx̂ν p̂ρ + iηνσx̂µp̂ρ.

= iηµρ (x̂ν p̂σ − x̂σp̂ν)− iηνρ (x̂µp̂σ − x̂σp̂µ) + iηµσ (x̂ρp̂ν − x̂ν p̂ρ)− iηνσ (x̂ρp̂µ − x̂µp̂ρ)

= iηµρM̂νσ − iηνρM̂µσ + iηµσM̂ρν − iηνσM̂ρµ.
✭✾✳✾✮

❙♦♠✐t ❡r❢ü❧❧❡♥ ❞✐❡ ✐♥ ✭✼✳✻✼✮ ❞❡✜♥✐❡rt❡♥ ▲♦r❡♥t③✲●❡♥❡r❛t♦r❡♥ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❞✐❡ ▲♦r❡♥t③✲❆❧❣❡❜r❛✳

❑♦♠♠✉t❛t♦r✲❇❡✇❡✐s❡

❊s ❣✐❧t

[

x̂−0 ,
˙̂
XI(τ, σ)

]

=
∂

∂τ

[

x̂−0 , X̂
I(τ, σ)

]

= 0
!
=

√
2α′
∑

n∈Z

[

x̂−0 , α̂
I
n

]

e−inτ cos(nσ) ∀τ, σ

=⇒
[

x̂−0 , α̂
I
n

]

= 0 ∀n ∈ Z.
✭✾✳✶✵✮

❉❛♠✐t ❢♦❧❣t

0 =
[

x̂−0 , X̂
I(τ, σ)

]

=



x̂−0 , x̂
I
0 +

√
2α′α̂I

0τ + i
√
2α′
∑

n 6=0

1

n
α̂I
ne

−inτ cos(nσ)





✭✾✳✶✵✮
=⇒

[

x̂−0 , x̂
I
0

]

= 0 ∀n ∈ Z.

✭✾✳✶✶✮

❩✉❧❡t③t ❣✐❧t ✇❡❣❡♥ ✭✾✳✶✵✮ ✉♥❞ ✇❡✐❧ ❞✐❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ❱✐r❛s♦r♦✲❖♣❡r❛t♦r❡♥ ♥✉r ❛✉s α̂I
n✲❖♣❡r❛t♦r❡♥

❜❡st❡❤❡♥
[

x̂−0 , L̂
⊥
n

]

= 0 ∀n ∈ Z. ✭✾✳✶✷✮

✐✐



◗✉❡❧❧❡♥✈❡r③❡✐❝❤♥✐s

▲✐t❡r❛t✉r

❬✶❪ ❩✇✐❡❜❛❝❤✱ ❇✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❆ ❋✐rst ❈♦✉rs❡ ✐♥ ❙tr✐♥❣ ❚❤❡♦r② ✭✷♥❞ ❊❞✐t✐♦♥✮✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✿ ❈❛♠✲
❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss

❬✷❪ ●r❡❡♥✱ ▼✳ ❇✳✱ ❙❝❤✇❛r③✱ ❏✳ ❍✳ ✉♥❞ ❲✐tt❡♥✱ ❊✳ ✭✶✾✽✼✮✳ ❙✉♣❡rstr✐♥❣ ❚❤❡♦r②✳ ❱♦❧✳ ✶✿ ■♥tr♦✲
❞✉❝t✐♦♥✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✿ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss

❬✸❪ ❑✐r✐ts✐s✱ ❊✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❙tr✐♥❣ ❚❤❡♦r② ✐♥ ❛ ◆✉ts❤❡❧❧✳ Pr✐♥❝❡t♦♥✿ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss

❬✹❪ ▼❛♥❞❡❧st❛♠✱ ❙✳ ✭✶✾✼✹✮✳ ▲♦r❡♥t③ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❚❤r❡❡✲❙tr✐♥❣ ❱❡rt❡①✱ ◆✉❝❧❡❛r P❤②s✐❝s
❇ ✽✸✱ ✹✶✸

❬✺❪ ❤tt♣✿✴✴♦❝✇✳♠✐t✳❡❞✉✴❝♦✉rs❡s✴♣❤②s✐❝s✴✽✲✷✺✶✲str✐♥❣✲t❤❡♦r②✲❢♦r✲✉♥❞❡r❣r❛❞✉❛t❡s✲s♣r✐♥❣✲
✷✵✵✼✴✐♥❞❡①✳❤t♠✱ ③✉❧❡t③t ✈❡r✇❡♥❞❡t✿ ✶✻✳✵✾✳✶✸
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