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1 EINLEITUNG

1 Einleitung

Ende des 20. Jahrhunderts fithrten Entdeckungen in der Teilchenphysik zu einer
Theorie, die die fundamentalen Wechselwirkungen der Elementarteilchen beschreibt:
das Standardmodell der Teilchenphysik (SM). Es beschreibt die elektromagnetische,
die starke und die schwache Wechselwirkung. Im Standardmodell gibt es drei Ge-
nerationen von Leptonen und Quarks, sowie vier elektroschwach und acht stark
wechselwirkenden Eichbosonen und ein skalares Teilchen, das Higgs-Boson.

Die elektromagnetische Wechselwirkung zwischen Leptonen und dem Photon
wird mittels der Quantenelektrodynamik (QED) beschrieben. Die Theorie der star-
ken Wechselwirkung ist die Quantenchromodynamik (QCD). Die Teilchen, die die
starke Wechselwirkung vermitteln, sind die acht Gluonen. Diese koppeln an die Farb-
ladung (rot, griin, blau), die von den Quarks getragen wird. Die schwache Wechsel-
wirkung wird mittels der W- und Z-Bosonen vermittelt. Das Standardmodell ist eine
Quantenfeldtheorie (QFT): Teilchen und Felder sind quantisiert und werden einheit-
lich und relativistisch beschrieben. In sehr vielen Bereichen gibt das Standardmodell
die Natur sehr gut wieder, jedoch es gibt auch Effekte, die sich damit noch nicht
erklaren lassen konnen.

Das anomale magnetische Moment a, des Myons ist, sowohl theoretisch als auch
experimentell, eine der am prézisesten bestimmten Gréflen der Physik. Daher ist
dieser Wert sehr interessant, um Theorien, vor allem das Standardmodell, zu testen.
Ebenfalls kénnen mit der Bestimmung von a, die Grenzen des heutigen Wissens
ausgetestet werden und moglicherweise Effekte gefunden werden, die sich mit beste-
henden Theorien nicht erkliren lassen. Das g — 2 Experiment E821 am Brookhaven
National Laboratory (BNL) konnte 2004 den Wert fiir a,, mit einer Unsicherheit von
nur 6,3 x 10710 bestimmen. Man erkannte eine Diskrepanz von etwa drei Standard-
abweichungen (3 o) zur Vorhersage des Standardmodells.

Da der Wert des anomalen magnetischen Moments so genau gemessen und be-
rechnet werden kann, konnte diese Abweichung ein Hinweis auf ,neue Physik“ sein,
wie zum Beispiel noch unentdeckte Teilchen und Supersymmetrie (SUSY). Aufer-
dem wird versucht, auch theoretisch immer hohere Korrekturen bestimmen zu koén-
nen, um die Unsicherheiten des vorhergesagten Wertes zu verringern.

In dieser Arbeit werden zunéchst einige Grundlagen zur experimentellen und theo-
retischen Bestimmung des anomalen magnetischen Moments erldutert. Danach ist
dargestellt, wie sich die einzelnen Beitrdge zu a, theoretisch zusammensetzen. Au-
Berdem wird der fithrende Beitrag, den Julian Schwinger 1949 als Erster bestimmt
hat, explizit berechnet. Im vierten Kapitel werden die elektroschwachen Beitrage ge-
nauer betrachtet und die Diagramme erster Ordnung berechnet. Zum Schluss wird
noch einmal auf den Unterschied zwischen dem experimentellen und theoretischen
Wert fiir a,, eingegangen und es werden mogliche Losungen dieses Problems mit dem
Beispiel der Supersymmetrie genannt.
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2 Grundlagen

2.1 Das anomale magnetische Moment von Leptonen

Ein Teilchen mit einem (Bahn-)Drehimpuls L = r X p erzeugt ein magnetisches

Moment g [1, §1.1]:
e
= %L , (2.1)
wobei e die Ladung und m die Masse des Teilchens sind. Quantenmechanisch ist der
Drehimpuls ein Operator L = —ihir x V, dessen Eigenwerte |L| = &l in Einheiten
des Planck’schen Wirkungsquantums & quantisiert sind. Das magnetische Moment
ist dadurch ebenfalls quantisiert.
Teilchen haben einen Eigendrehimpuls, den Spin S = hs. Mit Hilfe des Spins
kann man verschiedene Arten von Teilchen unterscheiden: Fermionen haben immer
einen halbzahligen, Bosonen haben immer einen ganzzahligen Spin. Der Spin eines

Elementarteilchens erzeugt ebenfalls ein magnetisches Moment [1, §1.1]:

Hs =955 (2.2)

Dabei ist g der sogenannte gyromagnetische Faktor (g-Faktor). Die Dirac-Gleichung
1

(s. Kapitel 2.3.1, Formel (2.11)) sagt fiir ein geladenes Fermion mit dem Spin s = 5
einen Wert von g = 2 voraus. Der wirkliche Wert weicht jedoch von dieser Vorher-
sage ab. Der Grund hierfiir sind die sogenannten Strahlungskorrekturen. Fiir diese
Abweichung wird das anomale magnetische Moment von Leptonen a; definiert [1,
§1.1):

ap = % , L€ {6,/,1,, T} . (23)

Der Wert fiir a; setzt sich im wesentlichen aus QED-, hadronischen und elektroschwa-
chen Beitrigen zusammen. In der QED und der schwachen Wechselwirkung kénnen
die Beitrage storungstheoretisch berechnet werden. Der Beitrag der ersten Ordnung
(= eine Schleife im Feynman-Diagramm, z.B. in Abb. 8) in der QED ist al(l) = 5,
dabei ist o =2 ﬁ die Feinstrukturkonstante. Er ist identisch fiir Elektron, Myon und
Tauon, vgl. [1, §1.1]. Dies ist einer der universellen, massenunabhéngigen Beitréige.
Daneben gibt es noch die Beitrige, die von den Massen m., m, und m, abhén-
gen. Diese Beitrage treten jedoch erst ab 2-Schleifen Korrekturen auf. Eine genauere

Beschreibung folgt in Kapitel 3.

2.2 Experimentelle Bestimmung von a,

Nun wird erklart, wie das anomale magnetische Moment des Myons im Brookhaven
g — 2 Experiment bestimmt wurde, vgl. [2, §2.1]. In Abb. 2.1 ist der schematische
Aufbau des Experiments zu sehen. Zunéchst miissen Myonen produziert werden.
Dazu werden Protonen mit einer Energie von etwa 24 GeV auf ein Ziel geschos-
sen, wodurch Pionen entstehen. Diese sind instabil mit einer mittleren Lebens-
dauer von 7, ~ 2,6 x 107®s und zerfallen wiederum in Myonen und Neutrinos,
mt = ut+v, (77 =~ +7,),s. Abb. 2.2. Dieser Zerfall ist paritéitsverletzend (s.
Kapitel 2.4): Im Ruhesystem des Pions werden das Myon und das Neutrino in ent-
gegengesetzte Richtungen emittiert. Die Spins miissen ebenfalls in entgegengesetzte
Richtung gerichtet sein, um den Drehimpuls zu erhalten, vgl. [3, §XI.1]. Die emit-
tierten Teilchen haben dann die gleiche Helizitdt (s. Kapitel 2.3.1), wobei das pu~
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Abbildung 2.1: Schematische Darstellung des experimentellen Aufbaus zur Bestim-
mung von a, 2, S. 12]
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Abbildung 2.2: Paritéitsverletzender Pion-Zerfall [2, S. 8]

IP e

immer positive und das p™ immer negative Helizitit hat. Wire die Paritéit erhalten,
wére die Wahrscheinlichkeit fiir die positive (negative) Helizitat immer 50%.

Uber den Pionenzerfall erzeugt man somit immer polarisierte Myonen. Der Spin
und das magnetische Moment dieser Myonen sind zu Beginn noch gleich und in
Flugrichtung gerichtet. Die Myonen fliegen in einen Speicherring, wo sie sich in
einem Magnetfeld B auf einer Kreisbahn weiter bewegen. Die Teilchen fiihren eine
relativistische Zyklotronbewegung mit Kreisfrequenz w, aus [2, §2.1]:

B
we = (2.4)
MY
wobei v = ﬁ der relativistische Lorentz-Faktor, v die Myon-Geschwindigkeit

und m, die Masse des Myons ist. Die Spin-Achse verdndert sich dabei auf eine
bestimmte Weise, die mit der Lamor-Prézession beschrieben werden kann. Der Spin
prazediert mit der Kreisfrequenz

+a,— > we. (2.5)

Nach jeder Umrundung hat sich die Spin-Richtung um 12° gegeniiber dem magneti-
schen Moment gedreht, vgl. Abb. 2.3. Wére der g-Faktor genau 2, wiirde der Spin in
die selbe Richtung gerichtet sein. Der Unterschied zwischen den beiden Frequenzen
wird durch
Wg = Ws — We = Ay— 2.6

a s c m my, ( )
beschrieben, welche im Experiment bestimmt werden muss, um a,, zu erhalten. Den
Wert der Masse erhélt man aus anderen Experimenten und den Wert des Magnet-
feldes bestimmt man iiber eine weitere Messung.
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Abbildung 2.3: Spin-Prézession im Myon-Speicherring [2, S. 11]
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Abbildung 2.4: Myonenzerfall [2, S. 9]

Zur Bestimmung der Frequenz w, betrachtet man nun den Myonenzerfall. Die Myo-
nen bewegen sich nahe der Lichtgeschwindigkeit ¢ (in natiirlichen Einheiten wird
¢ = 1 gesetzt). Aufgrund der Zeitdilatation (¢t =~7) verldngert sich ihre mitt-
lere Lebensdauer von etwa 2 pus auf 64 ps. Die positiv (negativ) geladenen Myo-
nen zerfallen in ein Positron (Elektron) und zwei Neutrinos, u* — et + v, + 7,
(= — e~ + 7. +1,). Dieser Zerfall ist paritétsverletzend, was zur Folge hat, dass
das Positron (Elektron) mit grofer Wahrscheinlichkeit in (entgegengesetzt zur) Rich-
tung des Myonspins emittiert wird, s. Abb. 2.4. Mit Hilfe von 24 Kalorimetern wird
der Zeitpunkt der Detektion bestimmt und die Energie der Positronen gemessen,
woraus sich der Myonspin bestimmen lésst, s. Abb. 2.5.

Die Messrate der detektierten Positronen (Elektronen) hingt von w, ab [2, §2.1]:

N(t) = No(E) exp (;;) [1 + A(E) sin (wal + ¢(E))] . (2.7)

Hierbei sind der Normierungsfaktor Ny(E), die Myon-Lebensdauer 7, und der Asym-
metrie-Faktor A(E) bekannte Grofien. Man kann in Abb. 2.6 erkennen, dass der ex-
ponentielle Zerfall der Myonen durch die Kreisfrequenz w, moduliert ist, wodurch
sich w, prizise bestimmen l&sst.

Um nun aus Formel (2.6) a, bestimmen zu konnen, benétigt man noch den Be-
trag des Magnetfeldes. Dieser wird mit Hilfe des magnetischen Moments des Protons
iiber Nuclear Magnetic Resonance (NMR) bestimmt, vgl. [2, §2.1]: B = ;T’;, wobei
w,, die Lamor-Prézession des Protons in Wasser ist. Mit den Frequenzen w, und w,

kann man jetzt a, ermitteln:

wobei R= 2% uynd A= 12 (2.8)

a, = ——=,
o XN=R wp Hp

Wichtig fiir die prézise Bestimmung von a, ist eine genaue Messung des B-Feldes
und dass es konstant und homogen gehalten wird. Da das schwer zu realisieren ist,
verursacht dies den grofiten experimentellen Fehler.
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Abbildung 2.6: Zerfille pro Zeit fiir die 3,6 Milliarden Zerfille negativer Myonen 2001
[2, S. 13]

30 Jahre vor dem E821 Experiment am BNL wurde der bis dahin genaueste Wert am
CERN gemessen, vgl. [4]. Dieser stimmte noch sehr gut mit dem damals theoretisch
berechneten Wert {iberein. Das g — 2 Experiment in Brookhaven perfektionierte die
Messmethoden vom CERN und war um einiges préziser. Es zeigt auch eine unerwar-
tet hohe Diskrepanz zwischen Theorie und Experiment auf. Die Messungen ergaben
die folgenden Werte fiir positiv und negativ geladene Myonen [5]:

a,— = 11659214(8)(3) x 10717
au+ = 11659203(8) x 10710 (2.9)

Insgesamt ist daher der Mittelwert des anomalen magnetischen Moment des Myons
2, §2.1]
at™ = 11659208(63) x 10717 . (2.10)

2.3 Anomales magnetisches Moment in der QED

Um nun das anomale magnetische Moment des Myons auch theoretisch zu bestim-
men, wird die Quantenelektrodynamik (QED) benétigt. Die QED ist das quantenme-
chanische Gegenstiick zum Elektromagnetismus und die am genauesten verifizierte
Theorie der Physik, vgl. [3, §IX].
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2.3.1 Die Lagrange-Dichte

Fermionen werden durch Dirac-Spinoren v (z) dargestellt und kénnen iiber die Dirac-
Gleichung beschrieben werden [6, §3.2]:

ivFop(x) —map(z) =0 . (2.11)

Dabei ist v* eine Gamma- oder Dirac-Matrix, s. (2.28). Zur Losung der Dirac-
Gleichung wird der Ansatz ebener Wellen gewihlt [6, §3.3]:

P(x) = upe ", (2.12)

wobei p? = m? ist. Der Spinor u, muss einer weiteren Einschrinkung unterliegen,
die man durch Einsetzen in die Dirac-Gleichung erhélt:

(V'pu —m)up =0. (2.13)

Eine Losung ist in (2.29) gegeben.

Der Spin einer Losung der freien Dirac-Gleichung ist keine Erhaltungsgréfie, aber
der Spin entlang des Impulses p ist erhalten. Man kann den Helizitdtsoperator

h(p) = “%Z (2.14)

o
0
Die Eigenwerte des Operators sind +1 und —1. Ist ein Dirac-Spinor ein Eigenvektor
von h (p), so sind die entsprechenden Eigenwerte als Helizitét bezeichnet. Ein Spinor
mit Helizitdt +1 (—1) hat eine Spinkomponente —l—g, kurz: 1 (—%, kurz: i), entlang
seines Impulses.

definieren, wobei ) = mit o den Pauli-Matrizen (2.25) ist, vgl. [3, §IV.3].

Mit der Lagrange-Dichte ldsst sich die ganze Physik der QED komplett beschrei-
ben:

£QED = 'CDirac + [:Maxwell + Eint

= U0 =)~ § (Bl — €A, (215)

Der erste Term L pjrqc beschreibt ein freies Fermion und der zweite Term L£pjqzwell
ein freies elektromagnetisches Feld mit dem Feldstérketensor F),, = 9,4, —0,A,. Im
letzten Term L;,: steht die Wechselwirkung eines Teilchens mit dem Vektorpoten-
tial A,, vgl. [6, §4.1], wobei e die Elementarladung und gleichzeitig die Kopplungs-
konstante ist und 1py*1) = J* ist der elektrische Strom. Der Wechselwirkungsterm
entspricht einem Drei-Teilchen-Vertex, wo eine Spin-1 und zwei Spin—% Linien sich
treffen, s. Abb. 2.7. Eine wichtige Eigenschaft der Lagrange-Dichte ist, dass sie inva-
riant unter Eichtransformationen ist. Die Transformationen é&ndern die Physik dabei
nicht und sehen wie folgt aus:

B(z) = @Dy, A, - A, — é o) (2.16)

wobei a(x) reell ist.
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Abbildung 2.8: Summe der Strahlungskorrekturen [7, S. 238]

Ein Prozess in der QED wird iiber die Streuamplitude M ausgedriickt. Beispiels-
weise lduft ein Myon mit dem Viererimpuls p; ein, streut am elektromagnetischen
Potential A, mit Impuls ¢ und l&uft mit dem Impuls p wieder aus. Diesen und ande-
re Prozesse kann man grafisch iiber die Feynman-Diagramme darstellen, s. Abb. 2.7.
Aus diesen kann man mit den dazugehorigen Regeln (s. Anhang A) M bestimmen.
Die Amplitude hat die Form

M = i (| T#(0) [ttp,) Ap(g) = —iTip gy Apa) (2.17)

wobei ¢ = py — p1 ist und —iey* der Vertexfaktor, vgl. [1, §2.1]. Das erste Gleich-
heitszeichen gilt allgemein und das zweite gilt nur ohne Strahlungskorrekturen.

2.3.2 Die Vertexfunktion

Die Amplitude kann auch fiir die Summe aller moglichen Strahlungskorrekturen
(schwarzer Kreis in Abb. 2.8) aufgeschrieben werden. Der Vertexfaktor kann nun
nicht mehr allein mit v* beschrieben werden, sondern wird komplizierter. Man ver-
wendet zur Beschreibung die Vertexfunktion I'* (p2, p1). Das Matrixelement in (2.17)
kann damit folgendermafien umgeschrieben werden [1, §2.1]:

<Mp2’ J"(0) ‘Np1> = ﬂmru(PQ,pl)um . (2.18)

Da I'* zwischen den Dirac-Spinoren steht, entspricht die Funktion dem sogenannten
samputierten Vertexgraphen“ (s. Abb. 2.9), vgl. [7, §8.1].

Die Vertexfunktion transformiert sich wie ein Vektor und lisst sich somit als Li-
nearkombination von 4#, p{' und pf schreiben [6, §6.2]:

I (p2,p1) = 1A+ () + p5)B + (v — pi)C . (2.19)

Die Variablen A, B und C kénnen Dirac-Matrizen enthalten und sind Funktionen
von ¢® und Konstanten wie m. Mit Hilfe der Ward-Identitt, ¢,I'* = 0 [6, §6.2], kann
man (2.19) vereinfachen. Dadurch féllt direkt der mittlere Term weg. Da ¢ = pas —p;
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Abbildung 2.9: ,Amputierter Vertexgraph“ mit einer internen Schleife [7, S. 239]

ist und rechts und links der Vertexfunktion die Dirac-Spinoren %,, und u,, stehen,
kann die Dirac-Gleichung (vgl. (2.13)) angewendet werden:

Up, (752 - m) =0, (ﬁl - m)upl =0, (2'20)

mit der Slash-Notation p = p,v®. Dadurch verschwindet auch der erste Term. Da
der dritte Term nicht automatisch verschwindet, muss C' = 0 sein, damit die Ward-
Identitat erfiillt ist. Es ist iiblich, das Matrixelement aus (2.17) mit der Gordon-
Identitdt [6, §3] umzuschreiben:

ph 4+l ot

Up, Yy, =T 2.21
Upy 7" Upy = Upy om om | Yo ( )
wobei ot = %[fy”,*y”] ist. Die Identitédt erlaubt, (p§ + p|') durch ein ic*"gq, zu
ersetzen. Das Ergebnis fiir die Vertexfunktion ist somit
H H 2 gy 2
I (p1,p2) = Y"F1 (¢°) + B (q%) , (2.22)

2m

vgl. [6, §6.2]. Die Faktoren F und F5 sind die Formfaktoren, auch Dirac- und Pauli-
Formfaktor genannt. Bis jetzt wurde davon ausgegangen, dass keine parititsverlet-
zenden Prozesse auftreten. Ist dies doch der Fall, ldsst sich I'* allgemeiner mit einem
weiteren Faktor ausdriicken, vgl. [8]:

it q,

it g, y°
5 — () -

T*(p1,p2) = V"Fi (¢%) + o

£ (¢%) + (2.23)
Der Formfaktor F3(0) entspricht dem elektrischen Dipolmoment. In der QED ist die-
ser Faktor gleich Null, da es eine paritéitserhaltende Theorie ist. Auf die Bedeutung
der 7°-Matrix wird in Kapitel 2.4 genauer eingegangen.

2.3.3 Zusammenhang zwischen Formfaktoren und q,

Nun wird der Zusammenhang zwischen der Vertexfunktion, den Formfaktoren und
dem anomalen magnetischen Moment untersucht. Dafiir betrachtet man den nicht-
relativistischen Limes, vgl. [1, §2.1]. Ein Myon im elektromagnetischen Feld wird in
nichtrelativistischer Quantenmechanik mit der Hamilton-Funktion

—eA)?
H= (”2;) — uB +ep (2.24)



2 GRUNDLAGEN

beschrieben, wobei B = V x A das externe magnetische Feld und g der Operator
[ = po ist, mit 4 dem magnetischen Moment des Myons und o den Pauli-Matrizen

01:<(1)(1)>, 02:<(3_0i>, 03:(3_01). (2.25)

Die Streuamplitude in der Born-Né&herung [1, §2.1] ist iber (2.24) gegeben mit

lim M = 4mif (2.26)
lp|<m
m e :
= —%X; (_%Aq (P2 +P1) + epa — ipo [ ¥ Aq]> X1 - (2.27)

Hier sind ¢, und A, die Fourier-Komponenten des elektrischen Potentials ¢ und des
Vektorpotentials A und x; = (1,0)7, x2 = (0,1)” sind Pauli-Spinoren. Nun benutzt
man die expliziten Ausdriicke fiir die Dirac-Matrizen

I o ; 0 o
0 __ i [
7_<0 H)’ 7_(—0i0>’ (2:28)

und die Dirac-Spinoren

up:\/m(pff ) (2.29)

E+m

mit £ = y/p? + m2. Werden diese Ausdriicke in (2.17) eingesetzt, ist die Amplitude

: . |p
M in erster Ordnung in %

, Aq (P2 +p1) F1(0) + F>(0)
M = —2iemxs [Fl(O) <g0q . 22m L) —i o olgxAg|xt1.

(2.30)

Verwendet man (2.26), (2.27) und (2.30), ergibt sich

e

Fi(0)=0, p= o (F1(0) 4+ F»(0)) . (2.31)

Da p, = g%s ist, (vgl. (2.2)), kann man sehen, dass
g=2(1+ F5(0)) (2.32)

ist. Gdbe es nur die 0. Ordnung, wo I'* = v# ist (vgl. Abb. 2.7), wiirde F'y = 0 sein
und der gyromagnetische Faktor wire g = 2. Aufgrund der Strahlungskorrekturen
verschwindet der Pauli-Formfaktor fiir ¢ = 0 jedoch nicht, was eine Abweichung von
g = 2 zur Folge hat. Mit a, = % erhalt man den Zusammenhang zwischen dem

Formfaktor F's und dem anomalen magnetischen Moment:
a, = F>(0) . (2.33)

Es trégt also nur der Pauli-Formfaktor zu a, bei. Das bedeutet, dass man die Ter-
me nur proportional zu v* und 7° bei der Berechnung des anomalen magnetischen
Moments vernachléssigen darf, da diese nur zu F'; bzw. F3 beitragen.
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Abbildung 2.10: Vier-Fermionen-Vertices im Fermi-Modell [3, S. 106]

2.4 Schwache Wechselwirkung

Da in Kapitel 4 die elektroschwachen Beitréige zum anomalen magnetischen Mo-
ment untersucht werden, wird in diesem Kapitel die schwache Wechselwirkung im
Allgemeinen beschrieben. Wie aus dem Namen hervorgeht, ist die schwache Wech-
selwirkung in niederenergetischen Phdnomenen geringer als die elektromagnetische
und starke Wechselwirkung. Eine Besonderheit ist hier, dass sie Symmetrien der
QED verletzt, wodurch eigentlich verbotene Prozesse stattfinden kénnen.

Fermi entwickelte 1934 eine erste Theorie, um den S-Zerfall n — p + e~ + 7, zu
erkldren, vgl. [9, §21.1]. Sein Modell war der QED #hnlich mit der Lagrange-Dichte

Lf‘ermi =—-Gr @w”%@uﬂwe + h-c-) ) (2.34)

dabei steht h.c. fiir die hermitesch konjugierten Terme und G ~ 1,166x 107> GeV ~2
ist die Fermi-Kopplungskonstante, vgl. [3, §XI.2]. Da sich Nukleonen (Protonen und
Neutronen) aus Up- und Down-Quarks zusammensetzen, kann man auch

Efe’""” = —Gp (Ed’y“wuaye'yuz/}e + h.c.) (2.35)

schreiben. Dieser Wechselwirkungsterm beschreibt Vier-Fermionen-Vertices, s. Abb.
2.10, und ist eine Theorie geladener vektorieller Strome. Es wird die Kopplung von
Viererstrémen der Form j,’:i = 1, 7"1); beschrieben, die an einem Vertex ihre elek-
trische Ladung dndern. Das Fermi-Modell sagte den ST-Zerfall (p — n + e + 1)
und den Elektroneneinfang (p + e~ — n + v,) voraus, die kurz darauf nachgewiesen
wurden [3, §XI1.2].

1956 postulierten Lee und Yang, dass in der schwachen Wechselwirkung die Pari-
tat nicht erhalten ist. Dies wurde bis dahin nie gepriift. Mit dem Zerfall von Kobalt
bestétigte Wu 1957 experimentell die Paritétsverletzung, vel. [10, §4.11]. Kobalt zer-
fallt in Nickel, ein Elektron und ein Antineutrino: °Co —% Ni+ e~ + 7. Die Elek-
tronen werden dabei bevorzugt entgegen der Richtung des Co-Kernspins emittiert.
Diesen und den raumgespiegelten Prozess sieht man in Abb. 2.11. Die Impulsrich-
tung des Elektrons ist invertiert, da der Impuls ein Vektor ist. Der Kernspin ist ein
Axialvektor und veréndert sich bei einer Raumspiegelung nicht, vgl. [3, §XI.1]. Daher
miisste das Elektron nun in gleicher Richtung wie der Kernspin emittiert werden.
Dieser Prozess wird in der Natur jedoch nie beobachtet, das heifit die Paritét ist
maximal verletzt, vgl. [11, §4.4].

Da im Fermi-Modell die Paritat erhalten bleibt, musste das Modell iiberarbeitet wer-
den. Der Faktor v* wird durch +* (1 — 75) ersetzt. Eine Mischung aus v# und y#~?°
verletzt automatisch die Paritidtserhaltung, vgl. [12, §12.1], wodurch die Lagrange-
Dichte wie folgt aussieht:

Gr

7 (Vg (1 = %) uthy, 0 (1 =) e + hoc) (2.36)

V—-A _
E] —_— =

10
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Abbildung 2.11: Emissionsrichtung des Elektrons im Wu-Experiment (links) und im
raumgespiegelten Prozess (rechts) [3, S. 104]

dabei ist der Faktor % reine Konvention. Dieses Modell heifit V—A-Modell, da man

einen Vektor (V) minus einen Axialvektor (A) in der Lagrange-Dichte hat. Auch hier
werden wieder Vier-Fermionen-Vertices beschrieben. Anstatt die Lagrange-Dichte
wie in (2.36) zu schreiben, kann man sie auch iiber linkshéndige Spinoren definieren.
Dabei ist ; 1, = Pr; der linkshindige Anteil des Dirac-Spinors mit dem linkshén-

digen Projektionsoperator Py, = # . Dies fiihrt zu

L]~ = =2v2Gp (Y g 17" Yu, 180, [Yuter + hoc.) (2.37)

vgl. [3, §XI.2]. Das kann so interpretiert werden, als ob die schwache Wechselwirkung
nur an linkshéndige Anteile von Teilchen und rechtshiindige Anteile von Antiteilchen
koppelt. Da Neutrinos nur schwach wechselwirken, kann man sagen, dass Neutrinos
immer linkshéndig und Antineutrinos immer rechtshéndig sind [3, §XI.2]. Die Be-
trage der Vorfaktoren im V- und A-Term in der Lagrange-Dichte sind gleich grof3,
woran man die maximale Verletzung der Paritdt erkennt, vgl. [11, §9.1]. Auflerdem
werden noch weitere Symmetrien in der schwachen Wechselwirkung verletzt, wie zum
Beispiel die Ladungskonjugation und die Flavour-Quantenzahlen, vgl. [3, §XI.1].

Die schwache Wechselwirkung beinhaltet auch neutrale Strome, die iiber Linear-
kombinationen von 1, y*; und 1, y*~°1; dargestellt werden konnen. Diese haben
jedoch die Form

Vi (ev —ear®) i (2.38)

wobei die Koeffizienten ¢y und ¢4 nur von der Ladung des Teilchens abhéngen.

Das V—A-Modell hat jedoch immer noch Schwachstellen. Die Kopplungskonstan-
te G ist nicht, wie zum Beispiel in der QED, dimensionslos. Dies hat zur Folge,
dass der Wirkungsquerschnitt o eines Prozesses in der niedrigsten Ordnung in Sto-
rungsrechnung proportional zu G% wichst, vgl. [3, §XI1.3]. Damit o die passende
Dimension hat, soll G% noch mit dem Quadrat einer Energie multipliziert werden.
So kann ¢ im Limes unendlich hoher Energien ebenfalls unendlich grof3 werden.
Da der Wirkungsquerschnitt mit der Streuamplitude verkniipft ist, wiirde dies zu
Wahrscheinlichkeiten grofler als 1 fithren, was unmoglich ist.

Um eine dimensionslose Kopplungskonstante zu erhalten, werden drei Eichboso-
nen, WT, W~ und Z eingefiihrt. Diese haben einen Spin 1 und, im Gegensatz zum
Photon und Gluon, eine Masse. Unter Verwendung dieser Teilchen werden aus einem
Vier-Fermionen-Vertex zwei Vertices mit jeweils zwei Fermionen und einem Boson,
s. Abb. 2.12. Die geladenen Strome wechselwirken nun nicht mehr direkt miteinan-
der, sondern iiber den Austausch eines W-Bosons. Analog dazu wird bei neutralen
Strémen ein Z-Boson ausgetauscht. Die Kopplungskonstante ist nun g,. Uber die

11
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Abbildung 2.12: Einfithrung des W™ -Bosons am Beispiel der Elektron-Myon-
Streuung, [3, S. 112]

Verkniipfung
92 = W2Grmiy, (2.39)

ist die Kopplungskonstante g, dimensionslos. Die Masse der W-Bosonen ist
mwy = 80,385 GeV [13]. Analog wird die schwache Wechselwirkung bei neutralen
Stromen iiber das Z-Boson mit myz = 91, 1876 GeV vermittelt [13].

Die Beschreibung der schwachen Wechselwirkung iiber den Austausch von W-
und Z-Bosonen sieht der QED sehr d&hnlich. Dabei ist der grofite Unterschied, dass die
drei Bosonen massiv sind und das Photon masselos. Beide Wechselwirkungen kénnen
zur elektroschwachen Wechselwirkung zusammengefasst werden, vgl. [9, §21.4].

12
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3 Beitrige zu q,

Das anomale magnetische Moment von Leptonen erhélt Beitrige von allen existie-
renden Teilchen. Daher ist es niitzlich zu wissen, wie der jeweilige Beitrag eines
Teilchens zu a; von dessen Masse m,, abhéngt, vgl. [1, §2.2].

Im Fall my, > my ist

2
n
dal o <g> ' m—élnkp My (3.1)
s mp my
Wenn m, < my ist, dann ist
n
daj o (g) " ke L (3.2)
T My

Die Werte n, und k, héngen dabei von der Ordnung in der Stérungsrechnung ab,
in welcher der Beitrag auftaucht. Es ist auch ohne genaue Kenntnis von n, und k,
zu sehen, dass leichte virtuelle Teilchen einen viel grofleren Beitrag zu a; liefern, als
schwere virtuelle Teilchen.

Da das Elektron das leichteste geladene Teilchen ist, sind die Beitrige zum ano-
malen magnetischen Moment des Elektrons durch schwerere Teilchen mit mindestens
m2/ mi oc 10~# unterdriickt. Besonders hadronische Beitriige (s. Kapitel 3.2), die an-
sonsten grofle Unsicherheiten liefern, tragen daher kaum bei. Aus diesem Grund kann
ae am préazisesten bestimmt werden und wird zur Bestimmung der Feinstruktur-
konstante verwendet: man erhilt den Wert a~! = 137,03599917436, vgl. [14]. Die
Empfindlichkeit auf mogliche ,neue Physik* ist beim anomalen magnetischen Mo-
ment des Elektrons ebenfalls sehr gering. Daher ist das Myon ein besserer ,,Monitor
fiir neue Physik®, vgl. [2, §1]: die Werte der massenabhéngigen Beitrége tragen stér-
ker zu a,, bei. Das Tauon wiirde noch bessere Erkenntnisse liefern, jedoch hat es eine
zu kurze Lebensdauer (7, = 2,906 x 107'3), um experimentell untersucht zu werden,
vgl. (2, §1]. Auf mogliche Beitridge neuer Physik zu a,, wird in Kapitel 5 noch einmal
eingegangen.

3.1 QED-Beitrage

Den grofiten Anteil zum anomalen magnetischen Moment bilden die Beitrige aus der
reinen QED, wo nur Leptonen und Photonen auftreten. Die beitragenden Diagramme
lassen sich unterteilen in universelle und massenabhéngige Beitrége. Die universellen
Beitrage beinhalten Diagramme, in denen nur interne Photonen auftreten oder das
externe Lepton und das in den inneren Schleifen identisch sind. Diese Beitrége liefern
fiir Elektron, Myon und Tauon denselben Wert. Massenabhéingige Terme treten erst
ab der zweiten Ordnung (2-Schleifen) auf. Ab der dritten Ordnung (3-Schleifen)
konnen sowohl leichte, als auch schwere interne Schleifen auftreten.

In der Stérungstheorie lésst sich a, in Potenzen der Feinstrukturkonstante o = %

schreiben [1, §2.1]:
a, = Zau = Zci (;) , (3.3)
i=1 i=1
wobei 4 fiir die Ordnung steht.

3.1.1 Beitrag 1. Ordnung, Berechnung des Schwinger-Terms

In der ersten Ordnung O («) existiert ein einziges Diagramm, s. Abb. 3.1. Es liefert
den ersten universellen Beitrag. Wenn man die Feynman-Regeln der QED (s. Anhang

13
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Abbildung 3.1: Diagramm erster Ordnung QED

A) hier anwendet, erhélt man fiir die Amplitude:

M o= /d4k SVRIUES R0 BV R0 P PR

Up,1E 1€
@mi 7' k1 )2 — m? Rom ! (o — k)

Nun kann man daraus direkt I'* (p1, p2) ablesen (vgl. Kapitel 2.3.2), indem man den
samputierten Vertexgraphen“ (Abb. 2.9) betrachtet. Die Vertexfunktion ist nun

D e / d'k AME g+ m)yP(E+ m)
(2n)* ((k + q)2 —m?) (K = m?) (p1 — k)*
Nachdem man den Z#hler ausmultipliziert und die Gamma-Relationen (s. B.1) ange-

wendet hat, wird die Feynman-Parametrisierung (s. B.2) benutzt. Dadurch wird aus
dem Produkt im Nenner eine Summe, was die Integration vereinfacht. Man erhélt:

(3.5)

(2m)
Ky K — 2m(2k + q)° + Ky + m
[:v ((k +q)* - m2) +y (k2 —m?)+ 2z (p1 — k;)ﬂ

4
r+ = 4i62/ dk4/dxdydz5(az+y+z—1)
0

- (3.6)

Wenn der Nenner ausmultipliziert wird, wiirde man Terme erhalten, die linear in &
sind. Damit diese wegfallen, verschiebt man k — k — a mit a = xq — zp; und erhélt

(27

X(k—(/i)W”(%—¢i+!’f)—Qm(Qk—2a+Q)p+m27”.
(k% 4+ 2q? + 2p? — (xq — 2p1)? — (z + y)m2]3

d*k
r* = 41'62/ )4/dxdyd2(5(:c+y+z—1)
0

(3.7)

Nun wird der Zéhler betrachtet. Der Term nur proportional zu v” kann vernach-
léssigt werden, da dieser nicht zum anomalen magnetischen Moment beitrigt, vgl.
Kapitel 2.3.3. Ebenso fallen die Terme linear in k£ aus Symmetriegriinden weg.
Nun untersucht man den in k quadratischen Term:

kaksy*vPyP = kokg [20P* — 4Py 4P
= 2kaksn’ VP — kaksyPy " . (3.8)

14
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Dabei wurde die Antikommutator-Relation ({v#,~"} = y#4" +4Y~* = 2n*") ver-
wendet. Der erste Term ist nur proportional zu «” und trigt somit nicht zu a, bei,
was man folgendermaflen sieht:

1
2hakgn’ = 20 1050 kakis

1p,8

= 5 Nga Y k?

< . (3.9)

Hier wurde zur Umformung in der ersten Zeile %77/30‘77504 = I benutzt. Der zweite
Term in (3.8) ist proportional zu y*y%+? = 4Py*n*Py,. Wenn a = B, dann ist
dieser Term ebenfalls nur proportional zu +* (s. Gamma-Relationen aus B.1) und
trégt nicht zu a, bei. Wenn a # 3, verschwindet der Term, da dann N =0 ist.
Es bleibt dann noch

(b1 — o)+ (2 + (L= D)) — 2m (22p1 + (1= 22)0)° . (3.10)

wobei a = xq— zp; eingesetzt wurde. Dann wird g = p2 — p; eingesetzt. Der v*-Term
lautet jetzt

Py A + iy e B + Py’ PiC + parypaD (3.11)
mit
A = 22—z242zz—a+a°,
B = z—az+4x—2a°,
C = —zz+ax—2a?%,
D = —xz+a%,
und der 2m-Term ist
=2m (p1V + paW)? | (3.12)

mit

V = 2x+22-1,
W = —2zx+1.

Jetzt erinnert man sich daran, dass links und rechts des Zéhlers in der Amplitude
die Dirac-Spinoren stehen. In den Termen mit v” kann die Dirac-Gleichung (2.20)
angewendet werden. Die Terme mit A und D werden wie folgt umgeformt:

Py’ A — pryPmA + pryPmA + paryPpa D — myPpe D + maPpe D
= P17’ (P1 —m) A+ mp1y? A+ (P — m) ¥p2D + myPpa D
= m (p1yP A+ ~PpaD) . (3.13)

Der Term mit C ist

ﬁg’)/p]ﬁc — m’)/p]hc + m’)/p¢1c
(P2 — m) ¥ p1C + my P C
= my (p —m)C +m?*y°C
= m2yPC . (3.14)

15
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Da dieser Term nur noch von v” abhéngt, trégt er nicht zu a, bei.

Um diese Rechnung auch im B-Term machen zu kénnen, muss man die Gamma-
Matrizen erst vertauschen, bis sie an den richtigen Stellen stehen. Dazu verwendet
man die Antikommutator-Relation

VA =2 = Ay (3.15)
Danach wird wieder die Dirac-Gleichung angewendet und die Terme proportional zu
~P werden weggelassen:

B _ B

= prap2s (207 — 7 7%) v
= 2pP2 — prapes” (277’8a — ’Y’B’Ya)

= 2p0pa + VP
= 2mp; + my ps . (3.16)

PraP2sY Y’y

Der gesamte Zihler lautet
mAp17° + 2mBp; + mBAPpa + mDy Py — 2m (p1V + paW)? . (3.17)

Im néchsten Schritt werden die Diracologie-Relationen (s. B.3) eingesetzt. Damit
wird der Zahler zu

2mi0’pip1i (A + B — V) + 2mi0pip2i (—B —D+ W)
= 2micPpy; (2% — 2z + @z — 2z 4+ 1) + 2mioP'py; (—z + w2z — 2z + 1) . (3.18)

Jetzt wird der Nenner betrachtet:
3
[k:2 +2¢® + 2p? — (xq — z2p1)* — (x +y) m?| . (3.19)

Setzt man nun die Kinematik und die on-shell Bedingungen (die Teilchen erfiillen
die Energie-Impuls-Beziehung)

=0, ¢-p1=0, pa-pr=m’ und pi=pj=m’ (3.20)
ein, erhdlt man:
W= @4y —z+2)m?)" = [ —m? (1= 20’ = [ - 4]

mit
A=m?(1-2)?2.

Als nichstes wird k — +/Ak transformiert. Der Nenner wird dadurch zu A3 [k:2 — 1] 3
und die k-Integration wird zu [ A2d*k.

16



3 BEITRAGE ZU 4,

Das gesamte Integral ist somit:

d*k
e = 4z'62/ 4/d:ndyd25(x+y+z—1)A2
(2m)
2mw/” [plz (z —22—|—mz—2m—|—1) + p2i (— z—|—:nz—21:—|—1)]
A3 [k)2 ]
1

o [ d'k 1
0

2mio” [pu (22 — 22+ xz— 22+ 1) +poi(—z+ax2—20+ 1)]
X 2
m? (1 — 2)

(3.22)

Um das Integral {iber k£ zu l6sen, muss man zunéchst eine Wick-Rotation durchfithren
(s. B.4). Diese dient dem Zweck, die Integration aus dem Minkowski-Raum in den
euklidischen Raum zu iiberfithren, in dem man das Integral einfacher 16sen kann. Es
wird k0 — ik% transformiert, wodurch die Integration zu | d*k —i i d*kp geindert
wird.

Das k-Integral hat die Form wie in B.5. Die Losung eines Integrals dieser Form ist
bekannt und ist in diesem Fall:

d'k 1 [ d'%g i i
/(2”)4[%21]3 - / ot (1) (k2 +1]° 320 (3.23)

Man erhélt insgesamt:

1—=z
22mw’”/ /d plz z —22+:Uz—2x+1)+p21( z+xz—2x+1)
T .

I =
3272 m2 (1 — z)?
0
(3.24)
Die Integration iiber x und 2z kann mit Mathematica gelost werden. Das ergibt dann
2
mit o = E
e — miot"e? P2i — D1d
472 4m?2
a ioPlq;
= — . 3.25
2 2m ( )

Wie man auch in Gleichung (2.22) sehen kann, folgt daraus, dass der Beitrag zum
anomalen magnetischen Moment

1 [0
al) = o (3.26)

ist. Dieses Ergebnis wurde schon von Julian Schwinger 1949 berechnet, vgl. [15]. Er
fithrte die Rechnung fiir das Elektron durch, aber da dieser Beitrag unabhéngig von
der Masse ist, gilt das Ergebnis ebenfalls fiir das Myon und das Tauon.
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Abbildung 3.2: Diagramme 2. Ordnung QED zu a,, [2, S. 18]

Abbildung 3.3: Diagramm 3. Ordnung QED mit , Light-by-Light scattering® [1, S. 25]

3.1.2 Ho6here Ordnungen
Beitrige 2. Ordnung

Es gibt insgesamt neun Diagramme, die zur zweiten Ordnung beitragen, s. Abb. 3.2.
Davon sind sechs universell mit zwei internen Photonen. Die Diagramme (7) bis (9)
stellen die Vakuumpolarisation (VP) dar. Im Fall des Myons z&hlt Diagramm (7)
zu den universellen Beitrigen, die anderen beiden liefern die ,leichte” und ,,schwere“
massenabhéngige Korrektur [2, §3.1]. Diese Beitrédge wurden zuerst 1957 von Pe-
termann [16] und Sommerfield [17] bestimmt. Der Wert des 2-Loop (=2-Schleifen)

Beitrages ist a2 ~ 413217, 628 x 10711, vgl. [14].

Beitrige 3. Ordnung

Zur dritten Ordnung zéhlen 72 universelle Diagramme, wobei hier zum ersten Mal
,Light-by-Light scattering” (LbL) auftritt. Das heiit, dass es geschlossene Fermion-
Schleifen gibt, an die vier Photonen koppeln. Ein typisches Diagramm ist in Abb.
3.3 zu sehen. Die massenabhéingigen Terme erhélt man, wenn die Leptonen in den
internen Schleifen der Diagramme ausgetauscht werden. Analytisch wurde der ge-
samte Beitrag von Laporta und Remiddi 1996 berechnet [18]. Der Wert fur die

QED-Beitrage dritter Ordnung ist a,(f)) ~ 30141, 9024 x 10~ vgl. [14].

Beitridge 4. und 5. Ordnung

Je hoher die Ordnung wird, desto kleiner werden die Beitrédge und es wird schwieri-
ger sie zu berechnen. Die Beitridge vierter und fiinfter Ordnung sind die letzten, die
noch komplett bekannt sind. Es tragen 891 universelle Diagramme zur vierten Ord-
nung bei, wovon 373 geschlossene Fermion-Schleifen beinhalten. Da die Diagramme
sehr kompliziert sind, sind nur sehr wenige analytisch bekannt. Jedoch wurden alle,
auch die massenabhéngigen, von Aoyama, Hayakawa, Kinoshita und Nio numerisch
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Abbildung 3.4: Hadronische Vakuumpolarisation [2, S. 32]

bestimmt [14]. Das Ergebnis des 4-Loop Beitrags ist a,(f) ~ 381,0077287 x 10711

In der fiinften Ordnung liefern die fithrenden Beitrdge vor allem die Diagramme
mit internen Elektronschleifen, wovon es 9080 gibt [2, §3.3]. Der gesamte Beitrag
der fiinften Ordnung wurde ebenfalls von Aoyama, Hayakawa, Kinoshita und Nio
numerisch berechnet und ist a,(f) ~ 5,093771804 x 10711, vgl. [14].

3.1.3 Gesamter QED-Beitrag

Beriicksichtigt man nun alle Diagramme einschlief$lich bis zur fiinften Ordnung, er-
hélt man fiir den gesamten reinen QED-Beitrag [14]:

a¥PP = 116584718845(9)(19)(7)(30) x 1071 . (3.27)

Die Fehler ergeben sich dabei aus den Unsicherheiten im Wert der Feinstrukturkon-
stante a, den Massenverhéltnissen und in den Beitrégen vierter und fiinfter Ordnung.

3.2 Hadronische Beitriage

Neben den Diagrammen aus der QED gibt es auch hadronische Beitridge zum an-
omalen magnetischen Moment, also Beitridge der Quantenchromodynamik (QCD).
Hadronen setzen sich entweder aus Quark-Antiquark-Paaren zusammen (Mesonen)
oder aus drei Quarks (Baryonen). Hadronische Beitrége treten erst ab der zweiten
Ordnung auf, wo Leptonen in internen Schleifen durch Quarks ersetzt werden, wel-
che wiederum Hadronen bilden. Da die Quarks in Hadronen eingeschlossen sind,
kann man ihre Masse nicht direkt bestimmen. Dies macht unter anderem die Be-
rechnung der hadronischen Beitrdge extrem schwer. Ein anderes Problem ist, dass
die starke Kopplungskonstante a, nicht fest ist, so dass sie bei kleinen Energien
grofl wird. Daher kann man stérungstheoretische QCD (pQCD) nicht unterhalb von
2 GeV anwenden, vgl. [2, §4]. Bei hoheren Energien kann pQCD wieder eingesetzt
werden, da a; dort kleiner ist (Asymptotische Freiheit). Die hadronischen Beitriige
lassen sich im Wesentlichen in zwei Bereiche unterteilen, die Vakuumpolarisation
und hadronisches , Light-by-Light scattering® (LbL).

3.2.1 Hadronische Vakuumpolarisation

Die Vakuumpolarisation, s. Abb. 3.4, ist der grofite hadronische Effekt. Dessen mog-
lichst genaue Bestimmung ist fiir den Vergleich zwischen dem theoretischen und
experimentellen Wert von besonderer Bedeutung. Zur Berechnung wird eine semi-
phdnomenologische Niaherung verwendet. Der Beitrag einer Schleife kann iiber die
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+ 5 permutations of the ¢;
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Abbildung 3.5: Hadronisches , Light-by-Light scattering” [2, S. 47]

Selbstenergie-Funktion IT beschrieben werden, vgl. [2, §4]. Uber die Dispersionsrelati-
on kann man diese Funktion mit dem Wirkungsquerschnitt o (e~ +e™ — Hadronen)
fiir die Elektron-Positron-Paarvernichtung in Verbindung setzen, vgl. [1, §3.1]. Der
Wert flir
o(e” + et — Hadronen) kann experimentell bestimmt werden. Den hadronischen
VP-Beitrag kann man dann in Termen des Wirkungsquerschnitts ausdriicken. Alter-
nativ kann man auch den Wirkungsquerschnitt fiir - — v, + Hadronen verwenden,
jedoch erhélt man hierfiir andere Werte. Warum man zu verschiedenen Ergebnis-
sen gelangt, konnte bisher nicht eindeutig geklédrt werden. Man verwendet meist
den Wert aus den ete”-Daten, da dieser niher am erwiinschten Wert liegt, vgl. [2,
§4.1]. Mit diesen Verfahren ist der Beitrag der hadronischen Vakuumpolarisation
zum anomalen magnetischen Moment etwa axp’had = (6802,7 £52,6) x 107, vgl.
(2, §7.1].

Dieser Wert kann nicht sehr prézise bestimmt werden, weil er von experimentellen
Daten abhingt und weil die beiden Wirkungsquerschnitte o(e™ 4+ e™ — Hadronen)
und o(7 — v; + Hadronen) zu verschiedenen Ergebnissen fithren. Dieser Umstand
limitiert die theoretische Genauigkeit fiir a,, weshalb man daran interessiert ist, die
Unsicherheiten moglichst verschwinden zu lassen. Dies soll zum Beispiel durch neue
ete -Paarvernichtungsexperimente geschehen, mit denen man gegebenenfalls auch
die 7-Daten besser einbeziehen kann und so den Fehler minimieren wiirde, vgl. [2,

§8.2).

3.2.2 Hadronisches ,,Light-by-Light scattering*

Ab der dritten Ordnung O (a?’) treten auch hadronische ,,Light-by-Light scattering®
Beitriage auf, s. Abb. 3.5. Der Wert ist aus zwei Griinden der am schwierigsten zu
berechnende: zum einen muss LbL hauptsichlich durch stérungsfreie QCD berechnet
werden und zum anderen ist es sehr schwer, den Beitrag mit experimentellen Daten
zu verbinden, vgl. [1, §6], da drei der vier Photonen virtuell sind. Daher muss man
zur Berechnung auf verschiedene Modelle zuriickgreifen. Es gibt nur wenig Funk-
tionen der hadronischen LbL, die modellunabhéngig erklirt werden kénnen. Meist
sind die Werte zu den Diagrammen abhéngig von dem Modell, mit dem sie berechnet
werden. Die verschiedenen Modelle liefern zwar nicht dieselben, aber &hnliche Werte.
Eine genauere Beschreibung der modellabhéngigen Berechnungen ist in [1, §6] zu fin-
den. Insgesamt kann man fiir den hadronischen ,,Light-by-Light scattering“-Beitrag
aﬁbL’had = (116 + 39) x 10~!! annehmen, vgl. [2, §5.2].

Um die Genauigkeit des gesamten anomalen magnetischen Moments zu verbes-
sern, sollte auch dieser Beitrag in Zukunft noch exakter bestimmt werden. Dabei ist
es wichtig, ein konsistentes Modell fiir alle LbL-Beitrige zu finden, vgl. [2, §8.2].
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Abbildung 3.6: Elektroschwache Beitrdge 1. Ordnung [2, S. 65]

3.3 Elektroschwache Beitrige

Neben QED und QCD gibt es auch Diagramme, die iiber die schwache Wechsel-
wirkung zu a, beitragen. Hier tauchen in den Feynman-Diagrammen die schwachen
Eichbosonen W+ und Z und das Higgs-Boson auf.

3.3.1 Beitrige 1. Ordnung

Der elektroschwache Beitrag erster Ordnung setzt sich aus drei Diagrammen zu-
sammen, s. Abb. 3.6. Die genaue Berechnung erfolgt in Kapitel 4. Da die Massen
der Eichbosonen sehr grofl gegeniiber der Masse des Myons sind, kénnen Terme

2
@ ( MNZ“ ) vernachlissigt werden. Der Beitrag des W-Diagramms a) ist
W,z

V2GEm? 10
EW (1) S ity Tt 2
a, (W) 62 3 (3.28)
und der des Z-Diagramms b)
2 .92 2
aEW(l)(Z) _ \/ﬁGpmu (—1 + 4sin GW) -5 , (3.29)
H 1672 3

wobei sin? Oy = 1 — M2,/M% der schwache Mischungswinkel ist, vgl. [2, §6.1]. Zu-
sammen ist der numerische Wert fiir die beiden Diagramme [19]

aPVO(W, Z) = (194,81 £0,01) x 1071 . (3.30)

Die Korrektur durch das Higgs-Diagramm c¢) ist mit

2G 2 1 _ 2
AEWO) (F7) = V2 LT 2-y)y

y <5x1071  (3.31)
! e Jo Ty 4 (L—y) (Mu/my)°

vgl. [2, §6.1], vernachléssigbar klein. Deshalb kann fiir den gesamten Beitrag erster
Ordnung der Wert aus (3.30) gewihlt werden.

3.3.2 Beitrige hoherer Ordnungen

Bei den elektroschwachen Beitrdgen zweiter Ordnung handelt es sich meist um
elektromagnetische Korrekturen der 1-Loop Diagramme oder eingefiigte Fermion-
Schleifen, s. Abb. 3.7. Alle Korrekturen sind proportional zum Wert K9 = ————5£2
[2, §6.2]. Auch hier treten hadronische Effekte auf, die problematisch sind, vgl. [2,
§6.2]. AufBlerdem existieren auch bosonische Beitrége: es gibt 1678 Diagramme, wel-
che aufgrund der vielen verschiedenen Massenskalen kompliziert zu berechnen sind.
Der gesamte 2-Loop Beitrag ist aEW@) ~ 42.08 x 107! [2, §6.2].
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vy

Abbildung 3.7: Diagramme 2. Ordnung in elektroschwacher Wechselwirkung [2, S. 66]

Diagramme dritter und hoherer Ordnung sind bisher kaum berechnet. Da sie
aber einen sehr kleinen Beitrag liefern, ist der Wert von keiner groflen Bedeu-
tung fiir den Vergleich zwischen Theorie und Experiment. Geschétzt ergibt sich
alV®) ~ (0,44£0,2) x 1071 2, §6.2].

Der gesamte elektroschwache Beitrag zum anomalen magnetische Moment ist
affw = (153,6 £ 1,0) x 107! [19], wobei der Fehler hauptsichlich durch hadro-
nische Effekte und unbekannte Beitrdge hoherer Ordnungen zustande kommt.

3.4 Gesamter theoretischer Wert fiir a,

Der Wert fiir das anomale magnetische Moment des Myons setzt sich theoretisch
aus den Beitréigen zusammen, die in Kapitel 3.1 bis 3.3 besprochen wurden. Daraus
ergibt sich insgesamt fiir die Standardmodell-Vorhersage [2, §7]

al® =1,16591790(65) x 1072 . (3.32)

Dabei fillt auf, dass die Unsicherheit mit 6,5 x 10719 groBer ist, als die Unsicher-
heit im experimentell bestimmten Wert. Auch sieht man im Vergleich zum Wert in
(2.10) die Abweichung von 3,2¢. Auf diese Diskrepanz wird in Kapitel 5 genauer
eingegangen.
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Abbildung 4.1: 1-Loop Diagramm mit Austausch eines Z-Bosons

4 Berechnung der elektroschwachen Beitrige 1. Ord-
nung

Die drei Diagramme aus Abb. 3.6 kénnen analog zum Schwinger-Term (Kapitel 3.1.1)
berechnet werden. Als Erstes wird in Kapitel 4.1 der Beitrag des Z-Bosons bestimmt,
da dieser am unproblematischsten ist. Danach folgt in Kapitel 4.2 die Berechnung
des Higgs-Beitrags. Zum Schluss wird der Beitrag des W-Boson-Diagramms in Ka-
pitel 4.3 berechnet, da dies die aufwéandigste Rechnung ist.

Zur Notation: m ist die Myon-Masse und M die Masse des W-, Z- oder Higgs-
Teilchens. Die schwachen Kopplungskonstanten sind g, und g,,. Des Weiteren wird
wieder die Slash-Notation ¥ = k,7* verwendet. Die Terme, die ein 7 enthalten, und
die, die nur proportional zu 4” sind, werden in den Rechnungen direkt weggelassen,
da sie nur zu F3 oder F} beitragen, vgl. Kapitel 2.3.3.

4.1 Z-Beitrag

Zunéchst wird das 1-Loop Diagramm mit einem internen Z-Boson berechnet. Da
das Z-Boson das Austauschteilchen bei neutralen Stréomen in der schwachen Wech-
selwirkung ist, tritt in der Amplitude der Faktor * (CV —c A*y5) auf, vgl. Kapitel 2.4.
Wendet man die Feynman-Regeln der schwachen Wechselwirkung auf das Diagramm
in Abb. 4.1 an, ist die Amplitude durch

[ d*k _ —ig i(k+g+m) . i(f+m)
= N IR _ 5y "\ T H T . p Lip T )
M Z/ 2”2 (ev —cav”) hia?—me SO~
_in v _igz v
3 v (ev = eay®) up, (4.1)

X 2
(P — k)" —M? 2
gegeben. Dadurch erhélt man die Vertexfunktion
i —ig? / d*k =2 (c +A) B (k+4) +4m (3 — &) (2k+ ¢)°
L1 (kP —m?) (2 —m?) (01— B - 02)

wobei der Zéhler ausmultipliziert und die Gamma-Relationen (B.1) angewendet wur-
den. Als néchstes wird die Feynman-Parametrisierung (B.2) angewendet:

9y (4'2)

dk 1
™™ = —igz/(2ﬂ)4/0 dedydzé(z +y+2—1)

— (& + &) kv (F+4)+2m (d — &) (2k+ q)” '
(k% + 2k (zq — zp1) + 2¢® + 2p} — (z + y)m? — zM2]3

(4.3)
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Nun wird wieder kK — k — a mit a = xq — zp; verschoben. Dadurch erhélt man

4
X—(c%/—i-ci) (K—d)y” (k—d+¢)+2m (c} — &) (2k—2a+q)p.

3
[kz +aq® + 2pt — (vq — zp1)° — (z +y)m? — ZMﬂ

—ig? [ d'%k [T
e T / = /0 dedydz8(z +y+ 2 — 1) (4.4)

Nun wird der Zahler genauer untersucht. Wie in Kapitel 3.1 erklart, fallen die Terme
linear und quadratisch in k& weg. Es bleibt im Zé&hler

— (& + ) (o1 — 22 (s + (L= 2)) +2m (¢ — 3) (22p1 + (1 = 22)a)” .

(4.5)
Als n#chstes wird die Impulserhaltung ¢ = ps — p1 eingesetzt, wodurch der v-Term
— (& + ) B"Pr A+ p17"p2B + P2y $1C + oy’ P2 D) (4.6)
ist, mit
A = 22—z42zz—a+a?,
B = z—a:z+a:—x2,
C = —zz+z—22,
D = —z+22.
Der 2m-Term wird zu
2m (¢ — ¢4) (ME + p2F)” (4.7)

mit

E = 22+42x-1,
F = 2x+1.

Damit die Dirac-Gleichung in (4.6) angewendet werden kann, miissen die Gamma-
Matrizen im B-Term vertauscht werden. Dies geschieht wie in Gleichung (3.16).
Insgesamt erhilt man nach Anwendung der Dirac-Gleichung fiir (4.6)

— (c%/ + 0124) [mAp1v* + 2mBp; + mB~Ppa + mD~Pps] . (4.8)

Im néchsten Schritt werden die Diracologie-Relationen (B.3) in (4.7) und (4.8) an-
gewendet, wodurch der gesamte Zéhler zu

2mio?'c} [p1i (A) + pai (B')]

+ 2mio”c [pri (C) + pai (D')] (4.9)
wird. Dabei sind

A=—A—B+4+E = —-22422—a2z2+2z—-1,

B =B+D-F = z—z2z2+2x—-1,

C'=—A—-B-FE = —22—22—a2z—-2z+1,

D=B+D+F = z—z2z—2x+1.
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Jetzt wird der Nenner betrachtet. Dieser ist dem Nenner aus der Schwinger-Rechnung
(3.19) sehr dhnlich:

3
[kQ +2¢® + 2p? — (xq — 2p1)* — (x +y)m? — zM?| . (4.10)
Die Kinematik (3.20) wird eingesetzt und k — v/Ak verschoben:
A2 =17 mit A=m?(1—2)%+2M2. (4.11)

Danach wird eine Wick-Rotation durchgefiihrt (B.4), dadurch erhélt man fiir den
Nenner

A3 +1]7 (4.12)
Damit lautet die Vertexfunktion
d*kp 1 !
re = —gg/ / dxdydz6(x +y+ 2 — 1)
m)' 12+ 1% Jo

y 2micPt [c%/ (p1iA’ + p2iB') + & (p1iC' + inD,)] '
m2 (1 — 2)* + zM?2

(4.13)

Das k-Integral lisst sich wieder mit (B.5) l6sen. Als néchstes zieht man ¢, ¢4, M?
und 2mic? aus dem zweiten Integral heraus. Man erhilt zwei Integrale, die sich mit
der Naherung

m* =m?/M* =0 (4.14)

mit Mathematica l6sen lassen:

1 1=z 22422 —xz+ 22 -1 z—xz+2r—1 1
dz dz | p1i 3 + p2i 5 = —— (p2i — p1i)

0 0 m*(1—2z2)"+z m* (1 —2)"+z 6
(4.15)

1 1=2 22 2 —xz—2r+1 z—xz—2x+1 5
dz dx |pu; + pai = — (p2i — p1i) -
0 0

m* (1 —2)* + 2 "mr(1—2)% 42 6
(4.16)
Daraus folgt ‘
o _ _ gzm® io”qi (= 55 (4.17)
8m2M?2 2m 6
Aus der Tabelle in den Feynman-Regeln (s. A.2) entnimmt man, dass
cy = —% +2sin? Oy und ¢y = —% ist, da das Z-Boson an Myonen koppelt. Das M
2
in dieser Rechnung ist die Masse myz des Z-Bosons, welche auch durch m2Z = COZ;VgW
ausgedriickt werden kann. Die Kopplungskonstante lisst sich umschreiben als g2 =
2
= sggwew. Mit (2.22) und (2.39) erhdlt man fiir das anomale magnetische Moment

. 2
EW(l)(Z) _ \/§Gpmi (—1 + 4 sin? ¢9W) -5

4.1
1672 3 ’ (4.18)
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was genau mit dem Wert aus [2] iibereinstimmt.

Setzt man die Werte aus Anhang C ein, erhélt man den Wert
abVW(Z) = —194,132 x 1071 . (4.19)

Das entspricht in etwa dem Wert aus [2, §6.1], wobei dort &ltere Werte fiir myz und
sin? Oy verwendet wurden, was die kleine Abweichung erkliren kann.
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Abbildung 4.2: 1-Loop Diagramm mit Austausch eines Higgs-Teilchens

4.2 Higgs-Beitrag

Als nichstes wird das Diagramm mit Austausch eines Higgs-Bosons berechnet, s.
Abb. 4.2. Diese Berechnung ist am kiirzesten, da hier nur wenige Gamma-Matrizen
auftreten. M steht nun fiir die Higgs-Masse.

Man beginnt wieder mit den Feynman-Regeln (A) und erhilt die Amplitude

d*k _ —imi(F+4+m) . i(f+m i —im
1 Ups (¥ 42 ) iey"e (q) (256 2) 2
(2m) v (k+q)" —m? ke —=m? (py — k)" — M2 v

M=1

Up, -

(4.20)
Um den Zahler umzuschreiben, verwendet man Formel (3.15). Damit ist die Vertex-
funktion

2 4 p 2mkP p p
1““:”2 dk4 KvPH + 2mkP + gvP i + gvPm ‘ (4.21)
L@ (k+ ) = m?) (2 —m2) (1 — k) - M2)
Nun wird die Feynman-Parametrisierung (B.2) angewendet:
2im? [ d'k (!
r“ = // drdydzd(x +y+2z—1
7 ) Gt )y B (z+y )
KP4 2mkP + gyP Kk + mgry”?
i ald d 5. (4.22)

(k2 + 2k (zq — 2p1) + 2¢? + 2p? — (z + y)m? — 2M?]
Nach der Verschiebung k — k — a, wobei a = xq — zp; ist, ergibt sich
2% d4 1
r“ = im? / / dedydzé(x +y+ 2z —1)

D)+ 25—+ (=) s o
[kQ + 2q2 4 2p? — (zq — 2p1)? — (x + y)m?2 — zMQ}

><

Im Z&hler fallen wieder die Terme linear und quadratisch in k weg, so dass der
Zahler zu

(2p1 — 2d) V* (21 — 2d) + 47° (21 — 2d) + 2m (2p1 — 2q)” + mgy” (4.24)

wird. Setzt man die Impulserhaltung ¢ = p2 — p; ein, so lassen sich die ersten beiden
Summanden wie folgt umschreiben:

I = p1v’hi A+ p1’peB + P27’ p1C + P2’ paD (4.25)
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mit
A = 22— 2422 —x+22,
B = —:nz—l—a:—:z:2,
C = z—zz+a—21°,
D = —z+2%.

Die anderen beiden Summanden aus (4.24) sind
IT = 2mzpy — 2ma (p2 — p1)” + mpay” — mp1y” . (4.26)

Im B-Term und im letzten Term in I miissen zunichst die Gamma-Matrizen ver-
tauscht werden, wodurch diese zu

P17’ paB = 2p{pa B + v 21 B (4.27)

und
—mp1y” = —2mp + my"p (4.28)

werden. Jetzt kann die Dirac-Gleichung (2.20) angewendet werden:

I = mAp1y’ + 2mBpY + mB~ ps + mDy Py , (4.29)
II = 2mzpf — 2maph + 2map] — 2mpY . (4.30)

Mit Formel (3.15) und nochmaliger Anwendung der Dirac-Gleichung kann man
$1y’ =2p] und ~Ppo = 2ph (4.31)
ersetzen, womit der gesamte Zahler
2mpf (2° + 2z +x — 1) + 2mph (—zz — ) (4.32)
ist. Dies lésst sich in die kiirzere Form
2m [p] (z* = 1) + ¢’ (—2z — )] (4.33)

umschreiben.

Der Nenner in (4.23) ist identisch mit dem in (4.10). Man wendet die gleichen Ope-
rationen an (Kinematik, Transformation und Wick-Rotation) und erhélt

—A3 [k% + 1}3 mit A =m2(1—2)%+ 2M?. (4.34)

Die Vertexfunktion lautet nun
4m3 d*kp 1
) @t w11

1 1—z P 2 1 + p(__ _
X / dz/ dz?L (2 ) (]2 (z2z — 2) . (4.35)
0 0 m2 (1 —2)"+2zM?

e =
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Als Néchstes kann man die k-Integration (B.5) und die x-Integration (mit Mathe-
matica) ausfiithren:

m3 Uopi(1—2) (14 22) +3¢” (1 —2) (-1 4 2?)

' = dz 4.36

8r2v? J, m2 (1 — z)* + zM? (436)
Jetzt verschiebt man zur Vereinfachung z — z — 1 und erhélt:
m3 ! 22(2 - 2)

MH=—-————-(2 Pl d . 4.37

167202 (2p1+4) /0 zm222+(1—z) M? (4:37)

1/2

Mit Anwendung der Diracologie-Relationen (B.3) und v = (ﬁG p)7 ergibt sich

b _ V2GEm*ioPig; 1 22(2 - 2)

872M2 2m Jo  mr2+l—z’ (4.38)
wobei m* = ]\”}[—22 ist.
Insgesamt erhélt man mit (2.22) fiir das anomale magnetische Moment
APV O) (g7 = \/Wm?/l 5 2= (4.39)
8r2 M2 J, m*22+4+1-=z2

Dieses Ergebnis wird auch in [2] genannt.
Lost man nun das Integral mit m* — 0, so liefert das

Das wiederum entspricht nicht ganz dem Resultat in [2], dort fehlt der Faktor —%.

Da das Integral richtig zu sein scheint und dessen Lésung mit Mathematica berech-
net wurde, kénnte in [2, §6.1] ein Tippfehler vorhanden sein.

Werden nun die Werte aus (C) eingesetzt, ist das Ergebnis fiir den Higgs-Beitrag

afVW(H) =2,135 x 1071 (4.41)

Dies entspricht der Erwartung, s. (3.31). Man sieht, dass dieser Wert so klein ist, dass
er vernachléssigt werden kann, weshalb nicht weiter auf den Unterschied zwischen
dem Ergebnis (4.40) und dem Wert in [2, §6.1] eingegangen wird.
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Abbildung 4.3: 1-Loop Diagramm mit W-Bosonen

4.3 W-Beitrag

Zuletzt wird das Diagramm aus Abb. 4.3 berechnet, in dem W-Bosonen auftreten.
Da an einem Vertex drei Eichbosonen auftreten, macht das die Rechnung am Anfang
sehr kompliziert, weil die Terme sehr lang werden.

Nach Anwendung der Feynman-Regeln (A) ist die Amplitude fiir dieses Diagramm

[ AR —igy i(h—F) e
M = / K1 — 5 [
e aa " ) G R g e
o o —1 v
X [77“ (—q—2k)" + 0 (k— )7 + 77 (20 + k)k} e (q) ,{2_7”?\42
_igw v
X5 (1=7°) up, - (4.42)

Dabei steht M fiir die Masse des W-Bosons und die Masse des Neutrinos wurde
mit m, = 0 direkt weggelassen. Man erkennt hier wieder den V—A-Term, der die
Paritatsverletzung ermoglicht. Aus der Amplitude erhélt man die Vertexfunktion,

s. (2.18). Diese ist nach Ausmultiplizieren und Verwendung der Gamma-Relationen
(B.1)

e 19 [ AU 40— ) Gkt )" + 2= ) (b — B+ 20 (h — ) A+ )
8 J () (k+0)* = M2) (k2 = M) (p1 — k)?

(4.43)
Im néchsten Schritt wird die Feynman-Parametrisierung (B.2) angewendet und dann
der Impuls £ — k£ — a mit a = xq — zp; verschoben:

. 2 4 1
= Zgw/ dll/ dedydzd (x +y+ 2 — 1)
2 J (2m)" Jo

20 —F+ )2k =20+ q)° + (k—d—f) (b — ¥ +4)7”

X
3
[k:? +2q2 4 2p? — (zq — zm)° — (x + ) MQ]

V(P —k+d) 24+ K —d) i
[k:Q +xq2 4 2p? — (xq — 2zp1)* — (z +v) MQ}

+ (4.44)
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Im Zahler fallen die Terme, die linear und quadratisch in k sind, wie in den anderen
Rechnungen weg. Die drei Summanden werden nun der Reihe nach betrachtet:

I = 2(p1(1—2)+ag) (22p1 + (1 - 22)q)" (4.45)
IT = (zpr+(=1—2)g) (b (1 —2) +24)7", (4.46)
T = A (h(1=2)+ag) (zhr + (2 -2)4) - (4.47)

Es wird g = py — py eingesetzt, wodurch Teil I des Z#hlers folgendermaflen aussieht:

I =2[p1p} A+ p1p5B + popC + pop$ D] (4.48)
mit

A = —22243z—4daz+3c—222 -1,

B = —z+4+2z—-3c+22%2+1,

C = 2zz—x+ 2%,

D = x—22%.

Der zweite Summand 7 ist

II = p1p1’E + prpoy”F + pepr’G + papy"H (4.49)
mit
E = —22—-2zz—2%+1,
F = zz+z+a° ,
G = z+xzz+2°—-1,
H = —z—2a%,
und der letzte Term I17 ist
IIT = oPpiprJ +Ph1pa K + P papr L + AP papa N (4.50)

mit

_ 2 2

= —2"4+3z—22z+3rx—2" -2,
—2z+xz—3m+x2+2,

:cz—2:v—|—x2,

Z2 ="
1

= 2¢—2°.

In 17T und 111 miissen mit (3.15) die Gamma-Matrizen umgestellt werden. Die beiden
Terme lauten dann

IT = 2Ep{pr — Epiy'p1 — Fpop1v” + Gpopry” + Hppoppor? . (4.51)
11T = JvPpipr — KAPpopr + Ly papr + 2Np§[62 — NpayPpa . (4.52)

Jetzt kann man im gesamten Zahler die Dirac-Gleichung (2.20) anwenden:

I = 2mAp) + 2mBph + 2mCp/| + 2mDp} , (4.53)
II = 2mEp] — mEp~v" — mFp17” + mGp1~v* + mHpa” (4.54)
IIT = mJypr — mEK~Pps + mLy P + 2mNph — mN~ s . (4.55)
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4 BERECHNUNG DER ELEKTROSCHWACHEN BEITRAGE 1. ORDNUNG

Werden nun die Diracologie-Relationen (B.3) eingesetzt, so wird aus (4.53)-(4.55):

I = 2mio” [p1; (A+C) +pa (-B—D)], (4.56)
I = 2mic”pi (—F +G) , (4.57)
IIT = 2micP'py (K —L) . (4.58)

Der gesamte Zéhler ist also

2mic? p1; A + 2mio? py; B' (4.59)
mit
A=A+C-F+G = —-222+42—-2zz24+2—-2,
B=-B-D+K-L = —z—-2zz+z+1.

Als Néchstes wird wieder der Nenner betrachtet, der diesmal ein wenig anders aus-
sieht:

3
(2 + 2% + 293 — (2g — 2p1)? = (+y) M?] (4.60)
Es wird die Kinematik (3.20) eingesetzt:

[k:2—A}3 mit AE(22—z)m2—i—(1—z)M2. (4.61)

Diesmal ist nicht iiberall A > 0, weshalb man die Verschiebung k — V/Ak nicht
immer machen darf. Man muss A zunéchst auf Nullstellen untersuchen. A wird wie
folgt umgeschrieben:

A = MQ[(Z2—Z)7TL*+1—Z]
= M*(1—2)(1—2m"), (4.62)

wobei m* = m?2/M? ist. A soll nun an der Stelle z = z* Null sein:
0=M*1-2%)(1—-2z"m") . (4.63)

Daraus folgt, dass die Nullstellen bei z* = 1 und z* = 1/m* liegen. Man integriert
spéter nur {iber den Bereich zwischen 0 und 1. Die Nullstellen liegen auflerhalb des
Bereichs, da 1/m* = M?/m? > 1 ist, weil die Masse des W-Bosons viel gréfer als
die des Myons ist. Man kann also wie in den anderen Rechnungen fortfahren.

Es wird nun k — /Ak verschoben. Der Nenner aus (4.61) wird zu
AP K2 —1)° (4.64)

und die k-Integration wird dadurch zu [ d*k — A? J d*k gesindert. Um das k-
Integral zu losen, muss man wieder eine Wick-Rotation durchfithren (B.4). Der
Nenner wird dadurch zu

A% (kg +1] . (4.65)

32



4 BERECHNUNG DER ELEKTROSCHWACHEN BEITRAGE 1. ORDNUNG

Jetzt kann die gesamte Vertexfunktion betrachtet werden:

rh d4kE 1=z Zmza“ (p1i A’ + p2; B) .66
- 2 M2 1— 1— . ( . )
@2m)" k% +1)° z) (1 = zm*)

Das erste Integral ldsst sich mit (B.5) 16sen und man erhalt
TH — gomio?” / /1 ? puA’ + py B’
3272 M2 (1—2)(1—2zm*)

Die z- und z-Integration wird mit Mathematica im Limes m* — 0 durchgefiihrt.
Man teilt die Integrale nach py; und po; auf und erhélt

plz/ /1Z 22244z — 20242 —2 _ _l&’ (4.67)

(1—=2)(1—2zm*) 12 M?

1-z

P2i —z—2zz+x+1 7 p2i
d = — . 4.68
/ Z/ A2 (1 2mr) 12 M2 (4.68)

Mit diesen Ergebnissen und der Formel (2.39) ist die Vertexfunktion

D) 2 5P,

11M:\fGFm 10Pq; 7 (4.69)

1672 2m 3
Aus (2.22) ergibt sich dann fiir das anomale magnetische Moment des Myons

. \/iGFmQ 7

—. 4.70
1672 3 ( )

Dieses Ergebnis stimmt nicht ganz mit dem aus [2, §6.1] {iberein, es sollte ein Faktor

% im Ergebnis stehen anstatt % Wabhrscheinlich ist in dieser Berechnung ein Re-

chenfehler, welcher jedoch nicht gefunden werden konnte.

Mit den Zahlen aus (C) ist der Wert fiir den 1-Loop W-Beitrag
oV (W) = 272,094 x 10711 (4.71)
Laut [2, §6.1] sollte der Wert

a?VW(W) = 388,70 x 107" (4.72)

sein, also etwa um 40% grofer. Tauscht man in der Formel (4.70) den Faktor I
durch ¥ aus und setzt die Werte aus (C) ein, erhélt man genau (4.72). Das heifit,
die Abweichung des numerischen Ergebnisses vom Literaturwert in [2, §6.1] kommt
allein durch den bereits erwahnten Rechenfehler.
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4 BERECHNUNG DER ELEKTROSCHWACHEN BEITRAGE 1. ORDNUNG

4.4 Gesamter elektroschwacher Beitrag 1. Ordnung

Da alle drei Diagramme, die zum 1-Loop Beitrag der elektroschwachen Wechsel-
wirkung z#hlen, hier berechnet wurden, kann der gesamte Beitrag angegeben wer-
den. Das Ergebnis der Higgs-Rechnung (4.40) liefert einen zu kleinen Wert, da es
@) (10*14) ist, und kann daher vernachléssigt werden. Die beiden Werte aus (4.19)
und (4.71) ergeben zusammen

a?V (W, 2) = 77,962 x 10711 (4.73)
Der eigentliche Wert ist in [19] mit

a?V (W, Z) = (194,81 £0,01) x 107, (4.74)
angegeben, was wieder einer Abweichung von ca. 40% entspricht. Dieser Unterschied
kommt daher, dass es einen Fehler in der Berechnung des W-Diagramms gibt. Das
Ergebnis des W-Beitrags weicht um einen Faktor % vom Literaturwert ab. Ohne

diesen Rechenfehler hitte das Ergebnis (4.74) reproduziert werden kénnen.
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5 ABWEICHUNG ZWISCHEN THEORIE UND EXPERIMENT

5 Abweichung zwischen Theorie und Experiment

Das anomale magnetische Moment muss in einer vollstindigen Theorie exakt vor-
hersagbar sein. Deshalb ist es moglich, iiber a, das Standardmodell auf seine Voll-
standigkeit zu iiberpriifen. Das Experiment am Brookhaven National Laboratory
war ein Meilenstein, da es den Wert

at™ = 1,16592080(63) x 107° (5.1)

mit einer Unsicherheit von 6,3 x 10710 experimentell préziser bestimmen konnte als
die Theorie. Die Vorhersage des Standardmodells setzt sich aus den Beitrigen aus
Kapitel 3 zusammen und liefert

all® = 1,16591790(65) x 1072, (5.2)

vgl. [2, §7]. Die grofite Unsicherheit wird dabei durch die hadronischen Beitriige
hervorgerufen. Bis jetzt sind diese theoretisch nicht eindeutig zu bestimmen (vgl.
Kapitel 3.2). Ein Ziel ist es daher, vor allem die hadronische Vakuumpolarisation
in Zukunft genauer und modellunabhéingig bestimmen zu kénnen. Die Diskrepanz
zwischen (5.1) und (5.2) betrégt

Say, = af™ — al'® = (290 +£90) x 107" (5.3)
was einer Abweichung von 3,2 ¢ entspricht. Das ldsst sich mit bekannter Physik
und statistischen Fehlern kaum erklédren. Deshalb geht man davon aus, dass es neue
Physik gibt, die weitere Beitrige zum anomalen magnetischen Moment liefern wiirde.

Neue Physik wiirde a, indirekt iiber virtuelle Schleifen &ndern. Die neuen Teilchen
miissten bei einer Energieskala grofler als 0,5 — 1TeV sein und der Beitrag zu a,
sollte im Intervall 40 x 107! < a,ﬂvp < 440 x 107! liegen, vgl. [1, §8]. Wiren die
Teilchen leichter, héitte man sie schon in Beschleunigern erzeugen und entdecken
konnen. Es gibt viele Modelle, die versuchen die Diskrepanz zu erkléren. Einige sind
zum Beispiel Supersymmetrie (SUSY), Erweiterung des Higgs-Bereichs, Modelle mit
weiteren Eichbosonen oder zusétzlichen Dimensionen, s. [1, §8].

Die vielversprechendste Theorie zur Erweiterung des Standardmodells ist die Super-
symmetrie. SUSY erweitert das Standardmodell, indem es Fermionen und Bosonen
verbindet. Jedes Teilchen P hat einen Superpartner P, der dieselbe Masse hat, aber
dessen Spin um % verdndert ist. Jedes Fermion hat so einen bosonischen Superpart-
ner, dieser wird mir einem ,,s* vor dem Namen gekennzeichnet: Slepton, Squark, etc.
Den fermionischen Superpartnern der Bosonen wird ein ,,ino“ angehéngt, zum Bei-
spiel Wino, Gluino oder Higgsino. Diese Superpartner wurden jedoch noch nicht in
der Natur beobachtet. Damit SUSY die Wirklichkeit wiedergeben kann, muss sie in
einer bestimmten Form gebrochen sein, sodass die Superpartner zu schwer sind, um
bis jetzt in Beschleunigern erzeugt und detektiert worden zu sein. Man hofft, An-
zeichen fiir SUSY-Teilchen am LHC (Large Hadron Collider) zu finden. Da dies in
der bisherigen Laufzeit noch nicht der Fall war, konnen Squarks leichter als 1,5 TeV
und Gluinos leichter als 950 GeV schon ausgeschlossen werden, vgl. [20].

Das minimale supersymmetrische Standardmodell (MSSM) verdoppelt die Zahl der
Teilchen und enthélt ein zusédtzliches Higgs-Dublett. Die fithrenden SUSY-Beitrige
durch virtuelle Schleifen sind in Abb. 5.1 zu sehen. Die Diagramme &hneln den
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5 ABWEICHUNG ZWISCHEN THEORIE UND EXPERIMENT

Abbildung 5.1: Fithrender SUSY-Beitrag zu a,, (a) Smyon-Neutralino und (b)
Sneutrino-Chargino [1, S. 156]

1-Loop Diagrammen mit W- und Z-Bosonen. In Diagramm (a) ist eine Smyon-
Neutralino-Schleife zu sehen. Das Smyon ist der Superpartner des Myons und ein
Neutralino entsteht folgendermaflen: die Superpartner der neutralen Eichbosonen
(neutrale Gauginos) und die fermionischen Partner der neutralen Higgs-Bosonen
(neutrale Higgsinos) mischen und bilden Neutralinos, vgl. [21]. Diagramm (b) zeigt
eine Sneutrino-Chargino-Schleife. Das Sneutrino ist der Superpartner des Neutrinos
und Charginos entstehen durch Mischung der fermionischen Partner der geladenen
Eichbosonen und der geladenen Higgs-Bosonen, vgl. [21].

Eine genauere Erkldrung, wie Supersymmetrie und andere Theorien a,, &ndern kénn-
ten, wird zum Beispiel in [1, §8] gegeben.
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6 ZUSAMMENFASSUNG

6 Zusammenfassung

Zu Beginn dieser Arbeit wurde zunichst ein allgemeiner Uberblick iiber das anoma-
le magnetische Moment des Myons gegeben. Es wurden die Grundlagen erklért, die
notig sind, um a,, experimentell und theoretisch zu bestimmen. Die schwache Wech-
selwirkung wurde allgemein erklért, da diese im vierten Kapitel eine Rolle spielt.
Weil diese paritétsverletzend ist, tauchen in der Lagrange-Dichte Terme auf, die die
Paritétsverletzung erlauben. Diese Terme sind auch in den Feynman-Regeln zu Dia-
grammen mit schwachen Wechselwirkungen zu finden.

Es wurden in Kapitel 3 die verschiedenen Beitridge genannt, die bei der theoretischen
Bestimmung des anomalen magnetischen Moments des Myons auftauchen. Man un-
terscheidet im wesentlichen Beitrige der QED, hadronische und elektroschwache
Beitrége. In der QED kann a, stérungstheoretisch in Potenzen von & entwickelt
werden. Der fithrende Term in der QED (1. Ordnung), der erstmals von J. Schwin-
ger bestimmt wurde, konnte berechnet werden. Insgesamt sind die Beitrige der QED
bis zur fiinften Ordnung bekannt.

Hadronische Beitréige unterteilen sich in hadronische Vakuumpolarisation (VP)
und hadronisches ,, Light-by-Light scattering” (LbL). Diese Beitréige sind theoretisch
schwer zu bestimmen und fithren zu der gréfiten Unsicherheit in der Vorhersage von
ay.

Zuletzt gibt es noch die elektroschwachen Beitrége, wo W-, Z- und Higgs-Teilchen
erstmals auftreten. Der Beitrag erster Ordnung setzt sich aus drei Diagrammen zu-
sammen, die im darauf folgenden Kapitel berechnet wurden. Der Beitrag zweiter
Ordnung ist der letzte der elektroschwachen Beitrige, der bekannt ist. Hohere Ord-
nungen liefern nur noch sehr kleine Beitrige.

Das Prinzip zur Berechnung eines 1-Loop Diagramms, das in der Schwinger-Rechnung
deutlich wurde, konnte auch auf andere Diagramme iibertragen werden. Damit wur-
de der elektroschwache Beitrag erster Ordnung in Kapitel 4 berechnet. Der Beitrag
des Z-Bosons konnte bestiitigt werden. Der Higgs-Beitrag hat in dieser Rechnung
einen weiteren Faktor, der in der Literatur [2] nicht auftaucht. Das macht jedoch
keinen grofien Unterschied, da der Wert zu klein ist, um relevant zu sein. Der Bei-
trag des W-Bosons konnte zwar berechnet werden, jedoch muss in der Rechnung
ein Fehler gemacht worden sein, da das Ergebnis vom Literaturwert abweicht. Dies
fithrt auch dazu, dass der gesamte berechnete 1-Loop Beitrag um 40% vom erwarte-
ten Wert abweicht. Ohne den falschen Faktor im Ergebnis des W-Beitrags hétte der
1-Loop Beitrag der elektroschwachen Wechselwirkung reproduziert werden kénnen.

Zum Schluss wurde der experimentell gemessene mit dem theoretisch vorhergesagten
Wert verglichen. Dabei ist eine Diskrepanz von 3,2 Standardabweichungen festzu-
stellen. Diese Abweichung kann mit bestehender Physik bisher nicht erklért werden.
Deshalb gibt es viele Theorien, welche neue Physik enthalten, die versuchen diesen
Unterschied zu erkldren. Am Beispiel der Supersymmetrie ist kurz dargestellt, was
es fiir neue Teilchen geben konnte und wie sie a, beeinflussen wiirden.
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A FEYNMAN-REGELN

A Feynman-Regeln

In den Rechnungen verwendete Feynman-Regeln fiir die QED und schwache Wech-
selwirkungen in Feynman-Eichung, vgl. [3, 11, 22].

A.1 Externe Linien

Spin 0:  (nichts) . __L’_ _
einlaufendes Teilchen: U e,
Spin L. einlaufendes Antiteilchen: @ ——
P g auslaufendes Teilchen: [ —
auslaufendes Antiteilchen: v
Spin 1: einlaufend: € (p) r\/\/\/\/\/\/\Ea
auslaufend: &* (p)

A.2 Vertexfaktoren
QED:

teyt
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A FEYNMAN-REGELN

Schwache Wechselwirkung:
S (1=7°),

(Im Bild steht [ fiir ein Lepton, v, fiir
das entsprechende Neutrino)

eyt (ol — ),

Z Hier steht f fiir ein Fermion; ¢y und cy
sind in der folgenden Tabelle gegeben:

LS cv [ ca
Ve, Vs Vs 2 2
e 1T, T —% + 2sin® Oy —%
u,c,t %— %sin2 Ow %
d,s,b —%—i—%sin29w —%
qsl " ie |:77V)\ (@1 —q2), + v (@2 — a3), + N (@3 — @1)

92

v 1

Higgs-Boson:

39



A FEYNMAN-REGELN

A.3 Propagatoren
. . TN
Spln 0: ﬁ -_— — —
q m
3
. i(g+m —
Spin %: q(fjmg) E
—
Masselos : % q
Spin 1: NANANANAN
Massiv: q;i"]‘\‘/}’z
A.4 Weitere Regeln

Energie-Impuls-Erhaltung: An jedem Vertex muss der Viererimpuls erhalten
sein.

Integration tber die Viererimpulse der internen Linien: Man integriert nach
jedem Impuls ¢, der im vorigen Schritt nicht bestimmt wurde, mit dem Inte-
d*q

(2m*’

grationsmaf

Antisymmetrisierung (1): Fiir jede geschlossene Fermion-Schleife wird mit (—1)
multipliziert. Dazu muss die Spur des entsprechenden Produkts von Gamma-
Matrizen gebildet werden.

Gesamtphase: Zum Schluss wird mit einem Faktor ¢ multipliziert, was die
Teilamplitude M liefert.

Antisymmetrisierung (2): Zwei Diagramme, die sich nur durch Austausch von
zwei externen Fermion-Linien unterscheiden, sollen subtrahiert werden.
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B Benoétigte Formeln

B.1 Gamma-Relationen

In 4 Dimensionen [6, A.3]:

Vw = 4, (B.1)
VP = =297, (B.2)
VAN = A (B.3)
PNy = =Py (B.4)
5 (11, C.2]:
0010
0001
5 _

0100
%y’ = 1, (B-6)
"~} = o, (B.7)
=ty = (B-8)

B.2 Feynman-Parametrisierung

Allgemein [6, §6.3]:

1 ! [T2™ Tmy+...+mp)
= [ dry...dzns i1 i .
ATUATE AT /0 R <Z$ ) A= T (ma)...T (my,)

(B.9)

Hier [6, § 6.3]:

1 ! (n—1)!
A Ay A, _/0 dy .. dnd (Z v 1) Py vy ey LR G

B.3 ,Diracologie®
Aus der Dirac-Gleichung (2.20) und mit {7”, ’yi} = 2P, [7”, yi] = %o—pi erhélt man:

1 . .
Y'm=~"pr = pu- B ({’Yp,’YZ} + [’Ypﬁl])

= Dpui- E (2n” — QZ'Upi)

2
= pf —io” (B.11)
=p) = Ym+ioc”py . (B.12)
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Und:
p 1 AP AP
h’ = p1¢-§({%v}+[%’7])
1 1
— P _ P _ AP
p1+2151’v 57 P1
= 2i0”py; +9"m . (B.13)

Vernachléssigt man nun die Terme proportional zu v”, kann man in den Rechnungen
folgende Ersetzungen machen:

Pl = o, (B.14)
Py’ = 2p’i7 - 2i0”'py; (B.15)
VY 0. (B.16)

Analog erhilt man die Ersetzungen fiir die Terme mit po:

R T (B.17)
Yy =20 —  —2icPpy; (B.18)
py” — 0. (B.19)

B.4 Wick-Rotation

Die Wick-Rotation dient dem Zweck, die Impulsintegration vom Minkowski-Raum
in den euklidischen Raum gleicher Dimension zu {iberfithren. Man transformiert die
Null-Komponente des Impulses k0 — ik:%. Daraus folgt k2 — —k% und d*k — id*kg,
vgl. [7, B.3].
B.5 1-Schleifen Tadpole Integral
Die Losung fiir das folgende d-dimensionale Integral im Minkowski-Raum ist

/ ek o1 / dkp i (=1 D(n - 4 <1>"—§

(2m)® (k2 = A)" @r)d (=)' [kp + A"~ (@m?2 T(n) \A ’

(B.20)

vgl. [6, A.4].
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C WERTE

C Werte
W-Boson: my = 80,385 £ 0,015 GeV
Z-Boson: my = 91,1876 + 0,0021 GeV
Higgs-Boson: mpg = 125,94+ 0,4 GeV
Myon: my, = 105,6583715 MeV

Fermi-Kopplungskonstante:  Gp = 1,1663787(6) x 107> GeV ~2
Feinstrukturkonstante a =1/137,035999074
schwacher Mischungswinkel: sin? fy = 0,23116(12) ,

aus [13].
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