Bsp.: zwei nicht-wechselwirkende Teilchen im 1dim-Potential

0 fur0<z<a _
V(z) = {Oo = [Abb: Pot]

— kennen die 1-Teilchen Lsn der Schrodinger-Glg (vgl U 8)

() = ﬁ sin (TZT x)

m2h?

E, = n’E mit E=
2ma?

e unterscheidbare Teilchen:
Wellenfkt. des 2-Teilchen Systems ist das Produkt
Unyny (71, T2) = P, (21)0n, (22)
Epyny, = (n] +n3) E
— Grundzustand: i, = %sin(%xl) sin(Twp) , B = 2k

— der nachsthohere Zustand ist zweifach entartet:

2 2 .
Y9 = — Sin(le) Sil’l(ll'g) . Ei,=5EF

a a a

2 2 .
Yo = —sin(lxl)sin(zxg) ., FEy =5HE

a a a

— USWw.

e zwei identische Bosonen:
— Grundzustand wie oben

— erster angeregter Zustand ist nicht entartet:

\/5(%2 + 1) = \2— (sin(Za:l) sin(;;@) + sin(;rxl) Sin(zxz)
mit £ = 5EF

e zwei identische Fermionen:
— es gibt keinen Zustand mit £ = 2F |

— Grundzustand ist also jetzt

\}5(%2 —h9y) = \25 (Sin(Z:cl) Sin(Q;T.TQ) — Sin(Q;Txl) Sin(ng)

mit £ = 55
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(haben hier einen symm. Spinzustand angenommen)
(als Ubung: wie lautet der nachsthohere Zustand (¢ und E) in den drei Fallen?)

Austauschwechselwirkung

wollen uns veranschaulichen, was die (Anti-) Symmetrisierung bewirkt
— 1D, ein Teilchen im Zustand v,, eins in 1; 1's orthormiert.
haben wieder drei Falle:

(a) unterscheidbare Teilchen: (x1,x2) = ¥4(x1)p(x2)
(b) Bosonen: t(xy,39) = %(%(m)%(@) + p(21)00(22))
(c) Fermionen: ¥(x1, 22) = J5(¥a(21)vn(22) — ¥y(21)ta(22))

wie groB ist das mittlere Abstandsquadrat
d* = ((x1 — 2)%) = (a7) + (23) — 2(z122)
der beiden Teilchen?

(@) @D = [ dny [T dwy ade(er, m)* = [ ey afa(en)? [ dusliy (o)

— (ae’la) :

genauso (13) = (b|z?|b)
(v179) = [ d1 [ dwgmyza|the (1) Pty (22) [P = (alz]a)(D]x|D)
= di,) = <a|5E |a) 4 (b|2?[b) — 2(alz|a)(blz|b)

o) () = 5 e fdnard{lalen) Plonten) P+ on(an) Plva(eo)
£ )07 (22) ) £ 05 1)) ) )
_ ;{(a\x2|a> T (bla*[b) £ 0 + 0}
genauso (13) = 4 {(bla2[b) + (ala?|a))}

(natiirlich ist (x?) = (3), weil Teilchen ununterscheidbar!)

(x1m9) = ;/dxl/dxg :1;‘1:1:2{ . }

= 3{tale @) 0ls1b) + (blolb) (alela) = 2{alalp) Plola) }
=(alz[b)*
= &y = (alala) + (bla?b) — 2{alx]a) (bl]b) F2| (ale|t)?

I ]
=d,)
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— Resultat:
Bosonen (oberes Vorz.) sind etwas naher zusammen ...
Fermionen (unteres Vorz.) sind etwas weiter auseinander . ..
... als unterscheidbare Teilchen in denselben Zustanden 1,, 1
— diesen Effekt nennt man “Austauschkraft” / “Austauschww.”

Bem.:

e keine Kraft im ublichen Sinne; rein gm. Effekt aufgrund der Symmetrie der
Wellenfunktion, geometrische Konsequenz
e (a|z|b) # 0 nur wenn Wellenfunktionen “liberlappen”
— ), = €~ eines Atoms in Aachen/Bielefeld
= kein Unterschied, ob wir WF antisymmetrisieren oder nicht!

— in der Praxis konnen wir also diese e~ mit nicht-uberlappenden WF'n als
unterscheidbar betrachten.

= nur deshalb konnen wir tiberhaupt Physik (+Chemie) betreiben:
im Prinzip sind alle e~ des Universums in einer antisymm. WF (!!)

e wichtige Konsequenz: chemische Bindung

z.B. Hy-Molekiil: 2¢~ im Coulombfeld zweier p*

— Grundzustand des 2¢~-Systems?

heuristisch: jedes e ~ im GZ eines Atomkerns

Gesamt-WF: ¥t - X spin

(Xspin ~ 3 + 3. vgl. 5.82, antisy (1z) 1], symm. (3z) 17)

® YOrtsymm * Xantisy.
Spin: |00) = %(Tl — 17), Ges.-Spin = 0
Ort: Elektronen bevorzugt zwischen den Atomkernen
= p* werden nach innen gezogen
— Abstand geringer [Abb: p-ee-p]
= kovalente chemische Bindung
o wOrt,antisy * Xsymm.
Ort: neg. e -Ladung bevorzugt auBen
— Abstossung der Kerne
— keine chemische Bindung
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