6. Naherungsmethoden

e flir harmonischen Oszillator und H-Atom konnten wir S-Glg. exakt losen
— dies waren eher Ausnahmefalle

(solche Systeme haben eine zusatzliche Symmetrie (z.B. erhaltener Runge-
Lenz-Vektor), die zur Losbarkeit fiihrt, und werden “integrabel” genannt)

fur andere Systeme kann eine angenaherte analytische Losung aber nutzlich
sein (neben einer “exakten” numerischen Losung)

6.1 Rayleigh-Ritz Variationsprinzip

Sei H ein Hamilton-Operator, und H|n) = E,|n), Ey < E; < E,, ... wobei die
{|n)} und {E,} nicht bekannt sind.

Uns interessiert der Grundzustand: |0) und Ej.

Sei |¢) ein physikalisch sinnvoller Ansatz fiir |0) ( (¢|p) = 1)

= dannist £, = (¢|H|) mbglicherweise eine gute Ndherung fiir Ej.

Behauptung: £, > E

Beweis: {|n)} ist eine vollstandige Menge (Basis)

00 00 )
=lp) = docaln), Y el =1
n=0 n=0
e T s 2
= E, = > cew(n[Hn) =3 |al"E,
n,n'=0 n=0

= Fo+ Z |CT[‘2(ETL - EO) > Fky
n=0

alleTerme >0
(und Gleichheit E, = Ej gilt genau dann wenn |p) = |0))

das Variationsprinzip folgt, wenn wir den Ansatz |p) als Funktion von Parame-
tern (a1, o, ..., ) schreiben, und E, in diesem Parameterraum minimieren:

00 By =0, 00,00,5, > 0.
Das Minimum ist eine Naherung (obere Grenze) fiir Ej.
Beispiel:
Roo(r) = Clag, ag, ... )e 0o 2
Normierung C' = {5 dr r?[e-r—a2r—]2}~1/2
= E¢(a1, a9, .. ) = f((fo dr T’QR()()(T)[—;L’U(@? + %&) + V(T)]RO()(?”)
— finde Min von E,(ay,...)
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Bem.:

e Naherung ist in der Regel besser fiir Ey als fiir |0):
l©) =10) + €|) , (O]xb) =0 (d.h. Fehler sei Ordnung ¢)
= B, = Ey+ & H) (d.h. Fehler ist 0(¢?))

e konnen im Prinzip auch E,, , |n) fir n > 0 bestimmen:

Seien [0),...,|N — 1) bekannt; dann verlangt man vom Ansatz |p) neben
Normierung ({;p|p) = 1) auch Orthogonalitat: (plk) =0, k=1,...,N—1

— also [p) =302 v enln) , o2y fenl® =1
und Eap = EN + Z%O:N |Cn‘2(En — EN) > EN

Beispiel: He-Atom (zwei e~ im Feld von zwei p™)
WF der e™: 1y, (71, 7)  (i's: Spin 1,]); def &2 = -

— 4meg
. ( K2 262 92¢2 &2

H=|-—(V?4+V)) - — - 1 -
2,LL( 1T+ 2) |7;»1| ‘7;»2‘ |7:»1 _ 772|) 4x4 (Spins)
Variationsansatz (; ;, (71, 7) = %eilhf(ﬂ)f(f’z)

mit f(7) = \/Ee_br, b: Variationsparameter, ¢;; = —¢;;, €120 = 1
Normierung:

2
1= Y /d3T1/d3T2|90z’j(7“177“2)|2

ij=1
= ./d?)?“l/d37°2|9012‘2 +/d37“1/d37“2|9021\2
:(477)221;62(/000 dr T2€—2br )2:%

1
4b3

. . h? ,
E,={p|H|p) =...=¢&% ﬂéQZﬂ —2Th)  («s. U. 37¢)
N——

=a

hat Min bei b = %%: “beste Grundzustands-WF" in diesem Ansatz
= B0 = —£2(22 ~ _57Ry > Ej
(Experiment: E fiir doppelte lonisation von He ~ 5.8 Ry = 2% Ansatzfehler)
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6.2 zeitunabhangige Storungstheorie (Rayleigh-Ritz-Storungstheorie)
Sei H = Hy+ \H, , mit [\ < 1

Annahme: EZ + EW von Hj sind bekannt: ]:]0|gon) = Fonlen)

Aufgabe: bestimme EZ 4+ EW von H: H|ib,) = Ey|i,)

weitere Annahmen:
e Spektrum bleibt auch fir A # 0 diskret
e die ungestorten EZ |p,,) sind nicht entartet (sonst: s. §6.4)

e |¢,) und E, konnen als Potenzreihen in \ dargestellt werden, also:

) = 3 A} 5 1) O = o)

m=0
E,= > \"E™ . O =F,
m=0
Schrodinger-Gleichung:
Z )\mﬁo|¢n>(m) + Z )\erlﬁl‘wn>(m) _ Z AP Z )\mET(Lp)‘wn>(m)
m=0 m=0 m=0 m=0
m=m/—1; m'—m m/'=p+m; m'—m

- Z )\mHOan)(m) + Zl )\mﬁl‘wn>(m—1) _ Z A™ Z Er(lp)lwn>(m—p)

m=0 m=0 p=0

Koeff. — Vergl. : = Ho|,)'™ + Hy|p,) ™Y = S° EW |, \=P) >0

p=0
Normierung : (¢, |1,) = ZO ST P ey, ) ) 1
m= p=0

Koeff —V.: = O [0,)0 = (pulen) =1 und > P, [00,)" P =0, m > 1
p=0

haben also ein hierarchisches System von Schrodinger-Gleichungen

Losungsidee: bei m = 0 anfangen, dann m =1 etc.

o m =0: Hyltp,)® = EO}4,)©  OK (nach Voraussetzung)
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o m—1: { Holth,) + le O = BO )N 4 EDy, )0
L OWnleon) M+ Oyepn)V = 0

2. Glg. = (,|tn) Y ist rein imaginar.

1. Glg. von links mit (y,| multiplizieren:

= (Eop — Eon){p[tn)V + (0| Hiln) = EXV (pplen)
:5pn

= Er(Ll) = <90n’[:]1’§0n>7 also B, =~ Ey, + )‘<90n‘[:[1’90n> +

p#n 1 _ <90p\191\90n> _
:> n — P —
(ool = PR =) (A

— dies sind die Entwicklungskoeff's von [1,)(1) in der Basis der ungestorten
EZ:

) = 3 [ gpltn) D = 3 cVls,)
p=0 p=0

es fehlt aber noch cll): Normierungsbed. = Re[cV)] =0

also ist die Wellenfunktion zu dieser Ordnung

i i) )+ 5 S ) ey
wihle z.B.~0 prn
em=2  ED— | =
® UsSw
Bem.:

e kann im Prinzip zu beliebigen hoheren Ordnungen fortgesetzt werden

e Beispiel: s. §6.3
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