5.2 Energiespektrum [vgl. z.B. Miinster, §13.1]

wir betrachten nun konkret das Coulomb-Potential
7.2
dmegr ?

= Radialgleichung { R g2 4 PUED _ zet }u(r) = Fu(r),

V(r)=—

Z =1 fur Wasserstoff

20T 212 4dmegr

Randbedingungen 4(0) = 0 = u(o0)
Losung u(r) =7 — gehe schrittweise vor:

(1) was passiert fiir sehr groBe 77

2

Ver(r) = 0= ——u" = Eu — falls E > 0 : Oszillationen
2 X _
zu u(00)=0
= £ <0!
(2) Notation: £ = —h;’jz = u(r) ~e " firr — oo
(3) dimensionslose Variable p = kr = 0, = k0,; py = %
[(I+1)  po
2 _
:,{ap_ S 1) =0

(4) asymptotisches Verhalten

e p—o0 = u(p)~e” (vgl(2))

e p—0 = u ~

Il
Elu(p)

Ansatz u(p) ~ p* = ala—1)p* 2 =11+ 1)p*?

< a=I[0+1 oder «o=-I
——
X zu u(0)=0

(5) dies motiviert den Ansatz u(p) = p' e w(p)

— ! (p

)

— u(p)

(l + l)ple_pw . pl+ pw+pl+1

11+ 1) e Pw — (1 + 1)ple Pw + (l + 1)pl6_pw'
—(l—l— 1)pl€_pw—|—,0l+1 P _pl+1 —pw/

—|—(l—|— 1)pl€_pw/ _pl+1 P’ _|_pl+1 w”

1
plep{[l(lﬂ —2(l+ D) +plw+2[+1 —p]w’—l—pw”}
p

[_

2(0+ 1) + poJw +2[l + 1 — pJw' + puw” =0

61



(6) Ansatz fiir w(p): Potenzreihe!

wip) = Sap”; W= apkp T w”
k k

> apk(k —1)p"
k

= Y {[=2(0+1) + polare™ +2(1 + 1) apkp™ ' —2arkp" + apk(k — 1)p"
L ——
k—k+1 k—k+1
< Y po— 200+ 1+ K)ap + (k+1D)[2(1+ 1) + klags1} p" =0
K

muss V p gelten = {} = 0: Rekursion fiir Koeff. ay.

(7) Wahlek=—-1=0a_1=0

und wegen a; = (k + 1)%%“ istao=0=a_3=a_4 = ---
= k >0 damit a; # 0

.. o . a _ 2(k++1D)—p
(8) fir k € {0,1,2,---} gilt also “= = :

(h+1) I+ +2)
(9) betrachte k> 1: %~ 2 = a ~ (1%1)'
. k Kk k—1
dann ist w(p) ~ Xy (2_’)1)! =203 % ~ 2pe*’

X zu u(p)’ < er
(10) also muss die Reihe abbrechen!

— dn € {1,2,---} so dass py = 2n = Energie ist wieder quantisiert!
— w(p) ist ein Polynom (“zugeordnetes Laguerre-Polynom”)

— fur eine gegebene “Hauptquantenzahl” n gilt:

k+l+1=n, ke{0,1,---}
sl=n—1l-k =1e€{0,1,--,n—1}

Zusammenfassung

e die Energie-Eigenzustande werden durch drei Quantenzahlen spezifiziert:

n = 1,2,3,...
[ = 0,1,...,n—1
m = —l,—l+1,...,+]

(dazu kommen noch die Spinquantenzahlen)
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e die Energie-Eigenwerte sind also

2u| E| 2
Zer\| 752 Ze? 24 9
po drrey | F| " (47T€0h) |E| "

2
1 5 e’ 1
= ETL = —iluc Z (W) ﬁ Rydberg — Formel

e Entartung: 22571 (20 4+ 1) = 4n®> (2% von Spins (e~,p™))
e Defs

2
1
Feinstrukturkonstante = o = 47ri0hc ~ 13704
1
Rydberg — Konstante = imec%zz ~ 13,605eV
Bohr — Radius = ap=———-5 ~0,534 (1A= 1071%m)
QMC
meMmy M 1
= — = 61—7 e e RS 61_7 .« o e dZ:l
b e +m, el my )R mel =555+ ) un
1 o? e 11 13,6eV
= FE, ~ ——m. N———— ——
2" 2 8meg ag n? n2

Bem.:

e cine genauere Betrachtung hebt die Entartung auf

— Spin spielt dann auch eine Rolle

Notation: nlj, mit j; = + 1 ( = Gesamt-Drehimpuls des ™)
e z.B. Feinstruktur (relativistische Korrekturen aus Dirac-Gleichung)

— B, hangt von j; ab: |Eys, Fop,,| = |Eap, s Esp,,| = O(a!) ~ 1077 eV
e z.B. Lamb-Shift (relativistische Korrekturen aus QED)

— E, hangt von [ ab: |Eyg, , — Esp, | = O(a’In<) ~ 107 %eV

e z.B. Hyperfeinstruktur (Korrekturen wegen Ww mit Proton-Spin )

2 (1) ~(2)
— F, hangt vom Eigenwert von S + S ab:

0 1 m _
B, ,~E13,,| = O(a'2) ~ 1070 eV
(~ Wellenlange 21cm; grosse Bedeutung in Astrophysik)
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