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1 Motivation

Die Quantenchromodynmaik (QCD) gehért zu den Quantenfeldtheorien (QFT) und beschreibt
die starke Wechselwirkung. Sie setzt sich mit den Wechselwirkungen von Quarks und Gluonen
auseinander die als Bausteine der Atome betrachtet werden.

Die Quarks besitzen unterschiedliche intrinsische Eigenschaften. Zum einen tragen sie eine elektri-
sche Ladung und eine Farbladung. Zum anderen besitzen sie eine Masse und einen Spin.

Des Weiteren gibt es bisher insgesamt sechs Arten von Quarks, die als Flavours bezeichnet werden:
Up-, Down-, Strange-, Charm-, Bottom- und Top-Quark und ihre jeweiligen Antiquarks, die die
entgegengesetzte elektrische Ladung tragen.

Auch die Gluonen tragen eine Farbladung und fungieren zudem als "Klebstoff"der Quarks. Die
Wechselwirkung der Gluonen bewirkt, dass die Anziehungskraft zwischen den Quarks auch bei
grofsen Entfernungen erhalten bleibt. Dadurch kommen Quarks in der Natur nur in gebundenen
Zustinde, den Hadronen, vor.

Die Kopplungsstirke hingt hierbei von den vorherrschenden Energien ab. Bei tiefen Energien,
nimmt die Kopplungsstarke zwischen den Quarks zu. Dies ist als Confinement bekannt. Bei hohen
Energien nimmt die Starke der Wechselwirkungen zwischen den Quarks ab. Sie zeigen das Verhalten
freier Teilchen und das Phinomen wird Asymptotische Freiheit bezeichnet.

Die dabei vorherrschende Kopplungskonstante a stellt bei niedrigen Energien kein kleiner Para-
meter dar. Sodass die Bindungszustdnde von Quarks und Gluonen nicht iiber Stérungstheorien
berechnet werden konnen. Diesem Problem widmete sich 1974 der Physiker Kenneth Wilson. Er
flihrte die Gittertheorie ein, deren Kontinuumslimes einer_euklisischen Version der QCD entsprach.
Dadurch wurde es moglich die Berechnungen fiir niedrige Energien, mittels Simulationen durch
Monte-Carlo Methoden, durchzufiihren.

Dabei existieren die Quantenfelder der Quarks und Gluonen nicht mehr in der Raumzeit, sondern
nur noch auf Gitterpunkten, bzw.Gitterlinien.

Innerhalb weniger Jahre kam es zu rasanten Entwicklung und die Monte-Carlo-Simulation wurden
neben der Storungstheorie zu einer der wichtigsten Hilfsmittel in der Hochenergiephysik. Des Wei-
teren erlaubt die Gitterformulierung einen anderen Zugang zu vielen beobachtbaren Grofsen, wie
das Massenspektrum oder das ¢g—Potenzial.

Seit_ein paar Jahren liegt der Fokus auf Berechnungen bei endlicher Dichte, da es hier zu einem
Vorzeichenproblem kommt. Dies liegt daran, dass einige Theorien eine komplexe Wirkung auf-
weisen, wenn sie mit einem chemischen Potential oder einem topologischen Term in Verbindung
stehen. Dadurch besitzt der Boltzmannfaktor exp(—S) im Pfadintegral eine komplexe Phase und
kann somit nicht als Wahrscheinlichkeitsgewichtung in Monte Carlo Simulationen eingesetzt wer-
den. Um das Vorzeichenproblem zu mildern, gibt es einige Losungsanséitze, unter_Anderem, eine
Neuformulierung der Variablen durch sogenannte duale Variablen.

Um ein besseres Verstidndnis des Vorzeichenproblems zu erhalten, bedient man sich dem zweidi-
mensionalen Schwingermodell aus der QED. Dieses Modell ist von besonderer Bedeutung, da es
dieselben Eigenschaften wie die QCD verkorpert und somit gut auf die Gittertheorie iibertragbar
ist.

In dieser Masterarbeit dreht sich alles um das Vorzeichenproblem im Schwingermodell mit Kogut-
Susskind Fermionen. Hierbei wird unter Anderem die Frage geklért, welche dualen Variablen dabei
eine Rolle spielen und inwieweit, das Vorzeichenproblem zum tragen kommt.

Dabei werden alle Darstellungen und Berechnungen in 2-Dimensionen betrachtet.
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2 Grundlagen

2.1 Schwinger Modell im Kontinuum

Das Schwinger Modell im Kontinuum, wurde in den 1960’igern von dem amerikanischen Physiker
Julian Seymour Schwinger veroffentlich.Es dient nicht nur als Beispielmodell fiir komplexe Systeme,
wie die Quantenchromodynamik (QCD), sondern ist auch exakt losbar.

Um die Zustandssumme des Schwinger Modells zu erhalten, wird zunéchst die Lagrange-Dichte
der Quantenelektrodynamik (QED) definiert [2]. Sie besteht aus einem elektromagnetische Feld
(Vakuum), dem Dirac-Feld und der Wechselwirkung der beiden.

1 _
L= Fu P + iy (9, —ieAu) v (1)

Der erste Term gibt den elektromagnetischen Anteil, die Photonen, wieder und setzt sich aus den
Feldstarke-Tensoren F),, = 0, A, — 0, A, zusammen. Der zweite Teil der Gleichung beschreibt das
Dirac-Feld, bzw. den Fermionenanteil und die Wechselwirkung der masselosen geladenen Fermionen
mit einem abelschen Eichfeld A,,. Die elektrische Ladung der Fermionen ist mit e gegeben.

Die Zustandsfunktion Z dieses Systems ist gegeben durch

Z = / DA, DyDipe55 " (2)

mit der euklidischen Wirkung ~ [nicht Euklidisch, hier Minkowski Metrik |

1 — .
Sy = /deE[ZFHVFW + i)y (O — ieAy) . (3)

Durch anwenden der Landau Eichbedingung 0,4, = 0 mit A, = 0,0 + €,,0,n lésst sich die
Lagrange Dichte umschreiben, sodass sich der fermionische Anteil zu

L= Z@’Yﬂ(aﬂ —ieAu )Y (4)
= iy, (0, — ie€, 0" )Y (5)
= 107,y — 1ev59,m)Y (6)

dndert. Hierbei entspricht n*” = (4, —) dem metrischen Tensor von Rang 2 und damit die Eich-
bedingung giiltig ist, muss gelten, dass o = 0 ist, wobei g, = 1 [v4, 7] gilt.
Fiihrt man zusétzlich eine lokale chirale Transformation durch,

Y(x) = @Y (@), Pla) = P (x)e (M)

kommt es, um Forminvarianz zu gewihrleisten, zu einer lokalen Phasenénderung von e*¢%5*(#) und
die Lagrange Dichte nimmt die Form

L =i A" (9, + iersdualz) — ieysd,m) ¢’ (8)

an.
Wenn der Parameter a(z) = n(z) ist, entkoppeln die Fermionen voneinander und die Theorie
scheint aus freien Photonen und freien masselosen Fermionen zu bestehen.

Die néchsten Schritten, beruhen auf der Annahme, dass eine endliche Transformation a(x), durch
N sukzessive infinitesimale Transformation mit dem Parameter e(x) gegeben ist

6_}()171]{}1_}(><J Ne(z) = afx). (9)
Durch eine Weitere infinitesimale chirale Transformation der Fermionenfelder

!

Y(z) = ¥/ (a) +iense(@)y (x), () =9 (2) + iee(a)d ()75 (10)
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dndert sich die Lagrange-Dichte zu

= itpy" (O + ieys0, (ne(x)) — ieys0um) ¥ (11)

Des Weiteren konnen die Grassmanvariablen ) und ¢ ,auf Basis der Eigenfunktione entwickeln
werden, wobei die ¢’'s Eigenzustinde der Dirac-Operatoren entsprechen.

=D amdm(@), V(@)= bmdh, (@) (12)

Damit ergibt sich fiir das Mafs
DYDY = [ [ dbmdan, (13)

Unter der chiralen Transformation

dan, — dal, = (det cp) " dam, (14)

dndert sich die fermionische Integrationsmafinahme und trigt einen nichttrivialen Beitrag bei

D¢Dip — (det cpy) 2 DYDY (15)

mit
det ¢,,; = det ((5ml — ze/d zpe(x )¢m’Y5¢l) (16)

exp (Tr 1n< i — i€ / d%Ee(x)qusqsl)) (17)
exp (<ie Y [ o co)olu (oo (18)
= exp (27T /dsze( 2)0,0" (ne — n)) (19)

Durch die Annahme, dass N infinitesimalen Transformation durchgefiihrt wurden, ergibt sich fiir
das Maf

N 2
DDy = H <1 + & /dQJZE €(z)0,0" (ne — 77)) D@/Dw’. (20)
m
n=0
Unter dem Aspekt, dass
N N b
x = 1+ae+nbe?) und Inz= In (1 + ae + nbe?) = ae + nbe?) = aNe+ =N (N + 1)
iy ) > in )= ) SNV D)
(21)
mit € = 0, N — oo, Ne = « , dndert sich das Integrationsmafl zu
_ e2 1 —
D D1 = exp (W / d?rp a(2)0,0, <2a(x) - n)) Dy Dy (22)

Als letzten Schritt wird a(z) = 7 gesetzt

IDie Herleitung ist in Anhang A zu finden



2

Dy Dy = exp (— 5

e
™

/ dPrp A“(x)A#(m)> Dy Dy (23)

Nach Weiteren infinitesimalen Transformationen nimmt das Maf die Form

2

DYDY = exp ( / P’z o(z)0,0, (;a(:ﬁ) - n)) Dy Dy’ (24)

e
ra
an.

Fiir die effektive Zustandssumme ergibt sich dann

7= / DA, Dy Dy e 511 (25)
mit

1 e? —
Seff = /dQIE |:4FNVF/'”’ + %ANAM + Zw ’yuau’(b/ . (26)

Die Photonen werden massiv und die Fermionen entkoppeln komplett vom Spektrum.

2.2 (Kompakte) QED auf dem Gitter in 2 Dimensionen

Die Gittereichtheorie gehort zu den wenigen Moglichkeiten, nicht-storungstheoretische Berechnun-
gen in Quantenfeldtheorien anzustellen. Sie ist durch die Angabe ihres Wirkungsfunktional S voll-
stédndig definiert.

Ausgehend von der Lagrangedichte der QED Gl. kann die Wirkung S = [ dtdzL (durch eine
Wick-Rotation) in eine Euklidische Wirkung [I1] tiberfiihrt werden. Dadurch ist es moglich, dass
die Wirkung SF) = SéE) + S}E) in einen Eichanteil(SéE)) und einen fermionischen Anteil (S%E))
separiert werden kann [6]:

SO 4] = i / P Fyy (2)E" () (27)
SE) ., A] = / 29 (z) (2D + m) $(). (25)

Beide Wirkungen koénnen, dann auf einem 2-Dimensionalen-Gitter mit
A={z=(x1,22)|x1 =0,1,.... N — ;20 =0,1,.... N, — 1} (29)

diskretisiert werden. Der Vektor x € A bezeichnet die Punkte im Euklidischen Raum, die durch den
Gitterabstand a separiert werden. Hierzu ist es notig, sogenannte Linkvariablen U, , einzufiihren,
die Eichbosonen (hier: Photonen), welche benachbarte Gitterpunkte = und x + fia verbinden. Im
Sinne der Differentialgeometrie konnen die Links als endliche Paralleltransporte aufgefasst werden.
Diese sind iiber die Linkwinkel ®,,(z)

Uu(z) =@ @, (z)e[—m,x] [\in (30)

gegeben. Mittels des pfadgeordneten Integrals, kann der Link als

Un(e) = Ule, o + ajt) = Pexp <ie / jmﬂ da:VAy(x)> ~ exp (iead, (z)) (31)

ausgedriickt werden.
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2.2.1 Wilson (Plaquette) Eichwirkung

N U,(x+7V
r+v ul ) T+

=)
+
)

Uy (@) Q) U, (z + i)

Uy ()
Abb. 1: Vier Link-Variablen die eine Plaquette bilden

Im Folgenden wird nun eine mdgliche Diskretisierung der Kontinuumswirkung der QED auf dem
Gitter konstruiert. Ein Produkt von Links, entlang einer rechteckigen Kontur auf dem Gitter, wird
Wilson Schleife genannt, dabei beschreibt die kleinstmogliche Schleife, die sogenannte Plaquette.
In ist diese graphisch dargestellt, dabei wird das Produkt von vier Linkvariablen
folgendermafsen definiert:

Uy () = Up(@)U, (& + 1)Uy + )10, ()1 (32)

Nun wird der Ausdruck aus in eingesetzt und man erhélt:

U (z) = eXp(ieazFW(z:))7 (33)

wobei hier F),, (x) den diskretisierten Kontiunuums Feldstérkentensor beschreibt:

Fu(z) = é[(Au(x + i) = Ay(@)) = (Au(z +0) = Au(2))] (34)

Da U, im allgemeinen eine unitére Matrix ist, d.h. U,, = exp(¢T) mit der hermiteschen Matrix
T = ga®F,, + 0(a?), gilt immer U, (2)U}, (z) = 2 — T? + .... Somit hat die Gréke U, eine
Verbindung zur Eichwirkung und aus folgt fiir kleine Gitterabstinde

;ZZ > - %(Uu»@) +Uf,(2))] = i S 2By (2)Fp (@) (35)

T pv,p<v T,V

Die Gitterwirkung kann jetzt in kompakter Form iiber die Plaquette Variablen ausgedriickt werden,
die nichts anderes sind, als Produkte der Linkvariablen um eine Plaquette P,

SolU] =B 11— %(Up +Ub), (36)
P

mit § = e% der inversen Kopplung.
Dabei entspricht [Up + U},] = ei(¢1+62+05+62) o —ilor+62485+04) — 2 cos(¢hy + ¢y + d3 + Ba).

5
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2.2.2 Fermionen Wirkung (Verdopplungsproblem)

Im Kontinuum ist die Wirkung S% fiir freie Fermionen gegeben als

SO[W,T) = / P () (1,0, + m)¥ (x) (37)

Um die Wirkung auf dem Gitter anzuwenden, muss das Integral iiber die Raumzeit diskretisiert
werden [11]. Dasselbe gilt fiir die partielle Ableitung.

1

0, () — (e +7) ~ Ve~ 7) (39)
2 ~ ~
SR T = 0 3 W) (Y TR g ) (39)
TeA pn=1

Fiir den freien Fall ist es einfacher im Impulsraum zu agieren, so dass die Wirkung hier mittels
dem Dirac-Operator D(z|m) zu

S0, 0] =a® > W(x)a,aD(@[m)ap,a¥(m)s (40)

r,meEA

umgeschrieben werden kann, mit

2

5r wm 51—/\ m
D(z|m)ap,ab = Z('Yu)aﬁ i % B2+ Mbapdabdum (41)
p=1

Um zum Impulsraum zu wechseln, muss eine Fourier Transformation durchgefiihrt werden

~ 1 —ipza igma
Dvla) = 5 > e D (alm)e’
r,meN
2 ; ;
1 i(p— e'an® — e~ tn (42)
_ i(p—q)za -
=d(p— q)D(p)
Dabei entspricht l~)(p)
.2
- i .
D(p) =ml+ -3 usin(pua) (43)

p=1

Im néchsten Schritt wird die 2 x 2-Matrix 5(1)) invertiert und der Gitterabstand a minimiert.

ml—ia~ 'Y yusin(pa)
o

D™ p) = m2+a=23 sin?(p,a) (44
_ —ia~ Y yusin(pua) =03 VuPu
) = z (5)

—0
a2 sin?(pya) 2 p2
w



Die Inverse hat die Gestalt eines Quark-Propagator und unterscheidet sich zum Kontinuums-
propagator D(p) = (ip + m)~!, dadurch, dass die_Sinusfunktion bei p, = 5= nicht verschwindet.
Dadurch entstehen 2¢ Pole. Die Nullstellen werden mit Fermionen assoziiert, so dass je Raum-
dimension eine Verdopplung der fermionischen Freiheitsgrade gegeniiber der Kontinuumstheorie
erhalten. Dieses Problem wird als Verdopplungsproblem bezeichnet.

Im néchsten Abschnitt wird dieses Problem mittels Kogut-Susskind Fermionen geldst.

2.2.3 Kogut-Susskind Fermionen

Als moglichen Losungsansatz fiir das Verdopplungs Problem gelten die Kogut-Susskind Fermionen,
benannt nach John Kogut und Leonard Susskind. Sie sind auch bekannt unter den Namen ’stag-
gered Fermions’und erhalten einen Teil der chiralen Symmetrie. Um das Verdopplungs Problem zu
beheben, wird die Anzahl der Freiheitsgrade pro Gitterpunkt von vier auf zwei reduziert, sodass aus
den vier Freiheitsgraden an den Vertizes jedes unitiren Hyperkubus zwei fermionische Felder er-
halten werden(da hier die Farb-Freiheitsgrade nicht von_interesse sind, kénnen diese vernachléssigt
werden).

Dies geschieht durch eine Transformation der Wirkung aus iber lokalen/Grassmann Variabeln
[12].

o~ =

¥(z) = T(2)x(x), Y(z) =xX(2)T(2) (46)

wobei x bzw. ¥ die Grassmann-wertigen Felder, ohne Dirac Struktur, beschreiben und T'(x) eine
unitére (2 x 2)-Matrix.

T(x) =v°7" (47)

Durch Diagonalisierung der Matrix erhalten wir 77 (z)v,T(x + fi) = n,(z)1, wobei n,(z), den
Kogut-Susskind-Phasen, den ’staggered phases’, entsprechen. Diese haben die folgenden Charak-
teristika

{m(x) = (—1)”;“%, p=01 (48)
n(z) =1

Mit diesen Eigenschaften ergibt sich eine Wirkung, bei dem jedes Feld nur eine Komponente pro
Gitterpunkt besitzt mit doppelten Gitterabstand a.

Sehox = a3 %) (Z mu(@y X B = x@ = f) mx<x>> (49)

2a
TEA

Fordert man zuséatzlich eine lokale Eichinvarianz so muss die Differenz in Gl. durch eine ko-
variante Ableitung auf dem Gitter ersetzt werden. Dadurch ist nun die Kogut-Susskind-Wirkung
unter Eichtransformationen invariant und lautet:

2
Skl % Ul =a* Y X(x) (Z (@)U (2)x (2 + 1) = Up(z — p)x(x — i) + 2amx($)> (50)

zEA p=1

Somit ergibt sich eine Wirkung, in der jedes Fermionenfeld nur eine Komponente pro Gitterpunkt
enthélt und die Linkvariablen jeweils zwei Gitterpunkte verbinden.
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2.3 Duale Darstellung des Schwinger Modells
2.3.1 Motivation

Duale Darstellungen von Gittereichtheorien werden typischerweise benutzt, um Vorzeichenprobleme
in der urspriinglichen Formulierung zu reduzieren oder zu l6sen.

Insbesondere das Vorzeichenproblem der QCD bei endlicher Dichte sind neue Methoden nétig, und
duale Darstellungen vielversprechend.

Die Idee von dualen Darstellungen sind zum einen urspriingliche Variablen auszuintegrieren und
durch duale Variablen zu ersetzen. Damit ldsst sich das Vorzeichen milder machen.

Das Schwinger-Modell fiir Ny = 1 hat zwar kein Vorzeichenproblem in der urspriinglichen Formu-
lierung (Kap[2.1), da die Abhéngigkeit eines chemischen Potentials entfillt (GauRscher Satz).
Allerdings ist es ein hervorragendes Modell, um Vorzeichenproblemen in dualen Darstellungen
zu verstehen, die durch Eichkorrekturen zustande kommen. Im Folgenden werden die dualen
Variablen, bestehend aus Elektron-Schleifen, Monomere, Dimere (Elektron-Positron Paare) und
Plaquettebesetzungszahlen, diskutiert. Diese gehorchen Bedingungen, die aus der Eich-und Grass-
mannintegration hervorgehen.

Des Weiteren wird sich zeigen, dass es in Bezug auf das Vorzeichenproblem eine ausgeprigte
Massenabhéngigkeit gibt (Kap. 4).

2.3.2 Charakterentwicklung der Eichwirkung

Ausgehend von 2.2.1 , kann das Gewicht der Eichwirkung iiber das Produkt der Plaquetten
ausgedriickt werden.

Dies geschieht iiber die Charakterentwicklung. Damit ldsst sich exp(8Up) durch Charaktere und
Charakterkoeffizienten darstellen.

exp(8Ur) = 3 x [Vl (9 LS X Up)un(8) (51)

Da die irreduziblen Darstellungen der U(1) durch ganze Zahlen n gegeben sind, gilt hier, dass x,
durch x,, klassifiziert ist. x,, = exp(iny) stellt den Charakter und wu, den Charakterkoeffizient dar.
Dadurch kann die Wirkung als Produkt der Plaquetten ausgedriickt werden

exp(— He (M) (52)

Aus der rechten Seite der Gleichung kann man den Charakterkoeffizient fiir U(1) als die modifizierte
Bessel-Funktion der ersten Art, I,,(8) und den Charakter,die Plaquette U}, identifizieren.

exp [(g) (Up + Upl)} = S UR(8) (53)

Mit ergibt sich dann eine Gewichtung von

exp(— H Z UpPIn, (54)

Die Summe geht iiber Konfiguration der Plaquettbesetzungszahlen jeder Plaquette P = (x, u,v)
mit g < v.



2.3.3 Entwicklung der fermionischen Wirkung

Ausgehend von lisst sich die Fermionische Wirkung [4] als

exp(—Srlex U= > JLwH)* (w)™ (55)

{da o dar,, } T
darstellen, wobei (W) die positiven und (W ™) negativen Gewichte (Springterm) in
WH = X@)Uu(x)x(@ + 7). W~ =+X(@ + DU} (2)x(2)

sind. Dabei entsprechen d ,,,d; ,€{0,1} dualen Variablen.
Des Weiteren sei angemerkt, dass das Produkt iiber die Kogut-Susskind-Phasen um eine Plaquette
immer

(@) (@ + )1 (2 + 2)n (2) = 1 (56)

ist.
Im folgenden werden fiir das spétere Vorgehen, Dimerzahlen k , mit k, ,, = min{dm#ﬂm#} e{0,1
und die Fermionenfliisse f, , mit f, , = dy , —dy, €{—1,0,1} dargestellt. Damit &ndert sich (55)

zu eingefhrt
exp(=Srpe XU = > [[Wo)*=#(We)(fen) (57)
{ko,usfo,u} T
mit,
Wp =x(@)x(@)x(z + a)x(z + i) (58)

WF(frc,/j.) = 6f,1W+ + (;f’_lWi + 5f70

2.3.4 Grassmann-und Eichintegration

Nun kann die Zustandssumme mittels Grassmann-und Eichintegration bestimmt werden.

7= / (dU[dxdx] exp(~Se[U]) exp(~Sr[x. X, U)) (59)

Zunichst wird die fermionische Wirkung Sp mit dem Integrationsmafl [dxdx] = [] dx,dx. be-
rEA
trachtet.

Dabei ist es moglich, dass sich fermionische Fliisse f,(x) entlang eines Links = nach = + p bilden.
Zudem koénnen bei der Ausintegration, Dimere auf einen Link (x nach x + p) entstehen, die fiir
einen Vorwirts-und Riickwirts-Sprung ein Gewicht von

/dY(x)dx(w)dY(x + pdx (v + p)x(@)x(@)x(x £ p)x(z + p) =1 (60)

tragen. Des Weiteren konnen sich zwei Fermionenfliisse auf zwei verschiedenen Links befinden. Hier
gilt, nach dem Gaufsschen Satz, dass ein Fluss f, durch ein Fermion (x(z)) oder Anti-Fermion(x(z))
kompensiert wird.

Z(f%ﬂz - fw,fu) =0 (61)

m
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Die Konsequenz dessen sind nicht durchdringende Schleife ¢ mit einem Gewicht von

4
a(f) = (1) Fe@OFN-O T, () (62)

=1

Hierbei entspricht r(¢) der Windungs-Zahl, N_(¢) der Anzahl der Links in der Schleife, welche
in negative Richtung orientiert sind und H(w’ wee ist das Produkt, welches iiber alle positiv orien-
tierten Richtungen geht. 7, entspricht hier wieder den Kogut-Susskind Phasen. Natiirlich ist es
moglich, dass durch einen Gitterpunkt keine Fliisse fliefsen, dann erhélt man bei der Ausintegration
ein Monomer auf dem Gitterpunkt « mit einem Gewicht von 2ma. Zusammenfassend lassen sich
bei der Ausintegration des fermionischen Anteils neben (61, die Bedingung aufstellen.

my + Z ‘fﬂ«( )I) -1 (63)

p==x0
Dies besagt genauer, dass

(1) sich ein Monomer an dem Gitterpunkt z befindet mit m, = 1 und folglich k,(z) = 0, sowie
fu(x) =

(2) es ein Dimer zwischen z und = + i gibt mit k,(z) = 1 und m, = 0, bzw. f,(z) =0

(3) sich eine Schleife bildet mit f,(z) = £1 und m, =0, k,(z) = 0.

Neben den Fermionenfliissen gibt es noch Eichfliisse ¢(z). Hierbei gilt, wie bei (61), der Gauk-
sche Satz (dass die Summe der eingehende Fliisse, dasselbe ergeben muss, wie die Summe der
ausgehenden Fliisse).

Pulz) = Z[‘Snaﬁ,uu = Ong—p ] + Z[‘Snx—ﬁ,vu — 0"y (64)

v>n v<p

mit on, = ny — Np.
Die Zustandssumme nach der Grassmannintegration hat nun die Form

z= % HU(K)H(Qma)m$HLgnP(ﬁ)/dU [ Vs )

{n,l,m,k} ¢ zEA P TEA
pn=0,1,2

Nun folgt die Eichintegration iiber das Haar-Maft dU. Um hier ein nicht-verschwindendes Gewicht
zu erreichen, muss an jedem Link die selbe Anzahl an Vorwarts (U, ,)- und Riickwérts (U;H)—
Eich-Links geboten sein . Daraus folgt, dass der Gesamtfluss

fu(@) + du(z) =0 (66)

ist. Zusammen mit wird das Integral 1 und es ergibt sich eine duale Zustandssumme von

Z= Y o] @ma)m HL;,LP (67)

{n,m,k} TEA

Aufgrund des Gaufischen Satzes, ist die Windungs-Zahl ro(¢) = 0 und das Vorzeichen lisst sich
durch o({n}) = [[o(¢) ausdriicken. Des Weiteren fillt {¢} raus, da diese durch dn, vollstindig
¢

bestimmt ist.
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2.3.5 Taylorentwicklung und Trunkierung
Die modifizierte Besselfunktion erster Art aus ist durch die Taylorentwicklung

(68)

definiert. Sie beinhaltet die Trunkierungs-Bedingung n, = 1,7, = 0 oder n, = 0,77, =1, bzw.
On, = np —nyp = —1,0,+1. Diese sind durch die Flussrichtung der Elektron-Schleifen und Plaquet-
tefliissen bedingt, siche Abbildung

+1 -1

(@) np —7p = +1 (b) np —mp = —1

Abb. 2: Dargestellt sind zwei Plaguetten mit der jeweiligen Plaquettebesetzungszahl on, = £1. Der
blau markierte Fluss beschreibt den Plaquettefluss und der rot markierte die Elektron-Schleife. In
a) und b) sind die jeweiligen Richtungen angegeben. Fir dn, = 0 gibt es keine Elektronenschleife
um die Plaquette herum. Sie kann dabei z.B. durch ein Dimer-Paar ersetzt worden sein oder in
zwei separate Elektron-Schleifen gesplittet.

Durch diese Bedingungen ergeben sich fiir die Besselfunktion fiir 4,,, = —1, 0, 1 folgende Ergebnisse:
Iy=1, L=I1,== (69)

2.4 Exakte Nummerierung

Im Folgenden erfolgt ein kurzer Einblick in die exakte Nummerierung fiir ein 2 x 2—Gitter. Dieses
kleine Volumina ist hier von Vorteil, da kein Vorzeichenproblem vorliegt.

Des Weiteren konnen die Ergebnisse analytisch angegeben und mit Monte-Carlo Resultaten ver-
glichen werden. Zudem ist es moglich durch die exakte Nummerierung den vollen Algorithmus zu
testen.

Im Gegensatz zu SU(3), in der nur S—Korrekturen moglich sind, kann in U (1) mit der Charakter-
entwicklung gearbeitet werden.

Es werden nun im Folgenden die Verhiltnisse der Gewichte aus der Zustandssumme @ be-
trachtet. Dies geschieht einmal durch die Charakterentwicklung und einmal durch die trunkierte
Taylorentwicklung. In der untenstehenden Abbildung [3] ist der Vergleich dieser beiden Entwick-
lungen dargestellt. Zu sehen ist, dass die Gewichte der trunkierten Entwicklung nicht gegen eins
konvergieren. Des_Weiteren lésst sich aus der Abbildung entnehmen, dass das mittlere Vorzeichen
der beiden Algorithmen bis § = 0,5 {ibereinstimmen.
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Full vs. Truncated weights

1 ‘ ‘
|1(B)/I0(B5 — -
(0 — -
13(B)/13(B) :

08 | 1,(B)14(B) : |
| ) //////,///, 1
02 | | - - 7

= _ ‘ ‘ ‘
0 05 : ) |

Abb. 3: Zu sehen, ist der Vergleich der Gewichte des vollen und des trunkierten plaquette Algo-
rithmen. Das Gewicht der trunkierten Entwicklung konvergiert nicht gegen eins und ist durch die
Bedingungen n,, = 0 or m,, = 0 gegeben.

2.4.1 Charakterentwicklung

Die Ergebnisse der Charakterentwicklung, aus Abbildung [3] werden durch die Zustandsumme
Z(B,mg) fiir ein 2 x 2 Gitter bestimmt.

00 4
Z(B,mg) = (8 +8(2amy)? + (2am,)*) - In(B)* ( Z (ZE?;) )

+oo 3
o (48 (52)
+o0 2 ?
cwornor (£ (58) (525))

Dabei werden die Verhéltnisse der Gewichte der modifizierten Besselfunktionen betrachtet, sowie
die Gewichte aus der fermionischen Wirkung, die sich hier aus den dualen Variablen, wie Dimere,
Monomere und deren Verkniipfung zusammensetzt.

2.4.2 trunkierte Taylorentwicklung

Als zweiter Vergleich in Abbildung 3] wird der trunkierte Algorithmus dargestellt. Dieser ldsst sich
bestimmen, indem der Ausdruck (70)) trunkiert wird. Berechnet kann dieser mittels der Ergebnisse
der trunkierten Besselfunktionen (69)

Z(8,mq) = (8 +8(2amy)” + (2amy)*) - Io(8)* ( 2 G((g; > )

1 3 o
csnn (30 (13 (Ba9)
2 o[ N~ (LB (L (B)\?
T P C Ny
_ st 8(2amq)2 n (2amq)4) 48 +28° (72)
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3 Algorithmen

3.1 Observablen

Mit dem unten erlduterten Algorithmus ist es mdoglich viele verschiedene Observablen zu messen.
In dieser Arbeit wurde sich vorwiegend auf die mittlere Plaquette (P), das chirale Kondensat (W)
und das mittlere Vorzeichen (o) konzentriert.

Wenn man den Erwartungswert einer Observablen in Gitter QCD iiber einen Schétzwert bestimmen
mdchte,

_ [ DUO([U])e W]

(0) =+ ppre=sw (73)

stoftt man im allgemeinen auf das Problem, dass Unmengen an Integrationen durchgefiihrt werden
miissen. Um dies zu umgehen braucht man eine effizientere Methode, in Form des ”importance
sampling”. Dabei wird eine Sequenz von Link Variablen mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung
iiber den Boltzmannfaktor exp(—S[U]) genertiert. Dabei werden die 6fter vorkommenden Zustidnde
verstirkt beriicksichtigt. Dadurch kann der Mittelwert durch folgende Approximation bestimmt
werden

1 N
(0) ~ N Z O({U}:) (74)

Die Konfigurationen bestehen aus Elementen der Markov Ketten, die durch Markov Prozesse ge-
neriert werden.

Damit jedoch die Gewichte aus der Zustandsgleichung @ als Wahrscheinlichkeitsdichte interpre-
tiert werden kénnen, miissen diese positiv sein, um Monte Carlo Methoden anwenden zu kénnen.

3.2 Vorzeichenproblem

Fiir Volumina grofer 2 x 2, liegt ein Vorzeichenproblem vor. Das Vorzeichen ldsst sich wie oben

als Erwartungswert einer Observablen sehen. Das totale Vorzeichen der moglichen Konfigurationen

wird dabei getilgt (quench) und durch_Folgenden Ausdruck

und die Observable durch folgendenen Ausdruck...
{(0-0)

(0) = o) (75)

dargestellt.

Eine niitzliche Grofe, um den Schweregrade des Vorzeichens auf dem Gitter mit Volumen V zu
messen ist die freie Energie Af. Sie ist null, wenn die reale (Z) und getilgte (Z))) Zustandssumme
iibereinstimmen und steigt, wenn das Vorzeichenproblem schwerer wird. Das lésst sich durch

(o) = ZZ = exp(—Afg) (76)

beschreiben.
Bei f = 0 und im chiralen Limes gibt es kein Vorzeichenproblem.

kurze Erlauterung warum beta=0 bzw chiraler Limes kein
3.3 Update Strategien |Vorzeichenproblem hat.

3.3.1 Worm-Update

Monte-Carlo-Algorithmen werden schon seit den 1940 von Stanislaw Ulam, Nicholas Metropolis
und John von Neumann entwickelt und umgesetzt.
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Dieser wurde von Prokof’ev und Svistunov durch einen effizienterer Algorithmus, dem Worm Al-
gorithmus, erweitert. Er basiert auf der Idee, Konfigurationen eines geschlossenen Pfads durch die
Bewegung von Endpunkten eines getrennten Pfades upzudaten.

Damit ist es nun moglich Plaquett-Konfigurationen mit Monomer bzw. Dimer-Konfiguration mit-
einander zu kombinieren. Dies war vorher aufgrund der unterschiedlichen Eigenschaften der jewei-

ligen Konfiguration dufierst schwierig.

\Worm hescer hingichtlich "critical slowina down"

besser: Worm ist globales Update, Metropolis lokales Update:

Der Worm startet nach dem Zufallsprinzip auf einem beliebigen Gitterpunkt. Dieser darf dabei je-
doch kein Part einer Fermionen Schleife sein. Sobald der Worm zum Ausgangspunkt zuriickkehrt,
wird der Worm abgebrochen. Dadurch ist eine geschlossene Kontur entstanden, indem es unbesetze
Links und Links mit Dimeren gibt.

Innerhalb der Kontur, kann nun geupdatet werden.

Beim Worm-Update gibt es hier zwei Arten von Updates [3], ein Mesonisches-Update und ein
Monomer-Dimer-Update.

Mesonisches Update: Der mesonische Worm dndert nicht das Vorzeichen einer Konfiguration, da-
durch konnen die Gitterpunkte in aktiv z, und passiv x,, zerlegt werden. Die Zustandssumme (77)
kann somit aufgesplittet werden zu

Z = Z H(2am)"y H(2am)"ma(n,m, k).

T

(77)

n,m,k Yy

Dabei ist der erste Gitterpunkt, der ausgew#hlt wird der aktive Gitterpunkt. Ist dieser gerade,
werden alle weiteren geraden Gitterpunkte ebenfalls als aktiv beschrieben. Die ungeraden Gitter-
punkte werden zu passiven. Dasselbe Prinzip gilt, wenn der erste Gitterpunk ungerade ist, dann
sind alle ungeraden Gitterpunkte aktiv und alle geraden passiv.

Im ersten Schritt des Updates werden der Worm-Head und -Tail beim Gitterpunk « in Form von

Monomeren platziert. Aufgrund einer Zwangsbedingung der Monomere
Ng + Z my, =N
pn=0,..+4

miissen Head und Tail getrennt werden.

(78)

Dies ist mdoglich durch die Loschung eines Dimers in Richtung v mit m, # 0 und durch die

Erh6hung der Monomerzahl n, — n, + 1 bzw. ngy, — ngqy, + 1.

Im n#chsten Schritt beschreibt der Gitterpunk x + v den passiven Gitterpunkt. Das Update dndert

hierbei den Zustand des Gitterpunktes durch die Auswahl einer Richtung p.

Diccor hat

Im letzten Schritt des Updates, wird der Gitterpunkt = + p + p als aktiv bezeichnet
die Moglichkeit, aufgrund, dass nur die Startstelle x ein Monomer trigt, den Pfad dur
eines Monomers zu schliefsen. Wihlt man diesen Schritt, wird das Update beendet. Unj
weiter zu filhren, muss eine ausgehende Richtung durch p # p gewdhlt werden. Dadui
Riickverfolgung ausgeschlossen, da Schritte in Richtung —p weggelassen werden. Dan
Update mit einer neuen Auswahl einer Richtung vom passiven Gitterpunkt fortgefiihr

Monomer-Dimer Update: Entlang der Kontur werden die Dimere vernichtet und die 1
mit Dimeren aufgefiillt. Dabei werden auch Paare von zwei horizontalen Nachbar-Dirj
nem vertikalen Paar rotiert und umgekehrt.

Dieses Update dndert nichts am relativen Boltzmanngewicht, jedoch macht der Dimer
Algorithmus ergodisch.

3.3.2 Plaquette Update

Beim Plaquette-Update handelt es sich um ein lokales Update. Dabei kann es zu d
kommen, dass parallele Dimere durch eine Fermionen Schleife ersetzt werden. Diese S
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in zwei Orientierung vorkommen und dadurch dndert sich die Plaquette-Besetzungszahl n, zu
np = 1. Die beiden Orientierungen besitzen dieselbe Wahrscheinlichkeit von 1/2.

Es ist auch moglich eine Fermionen Schleife zu einem Dimer-Paar upzudaten. In
rechts, ist eine solche Situation dargestellt. Hier wird eine Fermionen Schleife mit negativer Be-
setzungszahl in zwei mogliche Dimer-Paare zerlegt, in ein vertikales und in ein paralleles. Auch
hier sind die Wahrscheinlichkeiten wieder jeweils 1/2. Dasselbe Ergebnis erhélt man auch bei einer
positiv orientierten Fermionen-Schleife.

3.3.3 Detailliertes Gleichgewicht

Die obigen Updates werden in den Metropolis-Hastings-Algorithmus eingebunden. Dieser folgt aus
dem detaillierten Gleichgewicht (engl.: detailed balance). Anschaulich besagt die Bedingung des
detaillierten Gleichgewichts, dass in einem dynamischen System der Prozess C' — C’ ebenso hiufig
stattfindet wie der Prozess C' — C. C und C’ beschreiben Konfigurationen vor bzw. nach einem
Update. Die Haufigkeit des Prozesses C — C” ist dabei das Produkt aus der Wahrscheinlichkeit,
dass Konfiguration C vorliegt (w[C]), multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit, bei der vorgegebe-
nen Dynamik von C nach C’ zu gelangen (P(C — C")).

im
thermischen
Gleichgewicht

Kurz gesagt, das detaillierte Gleichgewicht gibt an wieviele Vorwértsrichtung und wieviele R{Das ist hier aber

wartsrichtungen moglich sind. nur deshalb so, da
Im unten dargestellten Beispiel, gibt es jeweils 2 Mogliche Hinrichtungen, wie R{g|le Konfigurationen
richtungen, die mit einer Wahrscheinlichkeit von jeweils 1/2 daherkommen. der gleichen

Ordnung in beta
das gleiche

\@ ‘\ .

Abb. 4: Dargestellt ist ein Beispiel fiir ein mdgliches lokales Update. Links: Ein Paar aus parallelen
Dimeren wird durch eine Schleife wm die Plaquette ersetzt, wobei beide Orientierungen maglich sind.
Rechts: Eine Schleife wird durch ein Dimer-Paar ersetzt. Dabei ist eine senkrechte wie waagerechte
Ausfithrung maglich. Sie haben alle dieselbe Wahrscheinlichkeit.[§]

Da die Vorschlagswahrscheinlichkeiten P(C|C’) und P(C’|C) nicht immer gleich sind und die
Gewichte ebenfalls unterschiedliche Werte annehmen kénnen, wird der Metropolis-Hastings- Algo-
rithmus angewendet. Mathematisch lisst sich dies folgendermafen ausdriicken.

(79)

, _(, P(CIC") L, (B)
A(C',C) = min (1’ P(C’IC)Inp(ﬁ)>

Dies beschreibt genauer die Akteptanzwahrscheinlichkeit fiir ein Update. Mit dem Beispiel aus
Abbildung 4] bedeutet der obige Ausdruck, dass P(C’|C) die Vorschlagswahrscheinlichkeit fiir ein
C" aus C ist, und P(C|C") ist die Vorschlagswahrscheinlichkeit des umgekehrten Falls. Ausgehend
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von beschreibt C eines der beiden moglichen Fermionen Loops mit den Besetzungs-
wahrscheinlichkeiten n, = 1. Das C ist das Ausgangspaar-Dimer mit der Besetzungszahl n,. Die
Vorschlagswahrscheinlichkeit liegt hier bei 1/2.

Ing (B) bzw. I, (B) ist das relative Gewicht aus . Es andert sich nur im Plaquette-Update und
nicht im Monomer-Dimer-Update.

4 Auswertung

und vergleichst zwei Arten von Simulationen (HMC vs MDP)

Wichtig: Du prasentierst hier *Ergebnisse aus Monte Carlo Simulationen*:

Im Folgenden wird nun der Algorithmus ausgewertet. Die Diskussion der Ergebnisse erfolgt durch

die Gegeniiberstellung der zwei Formalismen Hybrid-Monte-Carlo (HMC) und dem Monomer-

Dimer-Polymer (MDP). Uber den Worm Algorithmus und dessen Update-Strategien ist es mdglich

viele verschiedene Observablen zu messen. 7

Hier von Interesse, dass mittlere Vorzeichen < o >= 7 = exp(—Af %), das chirale Kondensat
Il

<P >= ‘1/8(;;9(]2 und die mittlere Plaquette < P >= Nivalgigz gemessen

Die mittlere Plaquette und das chirale Kondensat sind in folgender Abbildung [5] dargestellt. Der

Crosscheck belduft sich auf ein 4x4 Gitter fiir jeweils fiinf unterschiedlichen Massen in Abhéngigkeit

von f3.

Zu sehen ist, dass schon mit kleiner Statistik die Datenpunkte von HMC und MDP fiir beide

Observablen iibereinstimmen.

Bei der mittleren Plaquette ist zu sehen, dass fiir immer grofier werdenden g die Steigung abnimmt

und die fiinf Massen anfangen sich zu iiberlagern. Beim chiralen Kondensat, bilden die Massen

m = 0 und m = 2,00 eine Gerade. Die Massen die zwischen den beiden liegen, erfahren eine

negative Steigung. Dabei ist zu sehen, je kleiner die Masse, desto gréfer ist die Steigung.

Average Plaquette (4x4) Chiral Condencate (4x4)
1 T T 0.8 T

0.7 1

m=0.0 HMC +—+— m=0.0 HMC +—+—i
m=0.1 HMC —+— m=0.1 HMC ——+—
m=0.5 HMC b m=0.5 HMC |
m=1.0 HMC n=1.0 HMC
m=2.0 HMC s
mg=0.0 MDP +—o— | 200 i‘&‘#ﬂi
me=0.1 MDP & 0 MOP 1o |

ok mq=0.5 MDP | ,=0.5 MDP
m,=1.0 MDP ,=1.0 MDP
mg=2.0 MDP ,=2.0 MDP

Ol L L L L b
0 1 2 3 4 5 4 5
B B

Abb. 5: Links: Die mittlere Plaquette als Funktion von § fiir MDP vs. HMC fiir Massen zwischen
m = 0 und m = 2. Rechts: Chirales Kondensat MDP vs. HMC

4.1 Numerischer Vergleich zwischen der trunkierten Taylorentwicklung
und der Charakterentwicklung und dessen Vorzeichenproblem

Im Folgenden, wird der numerische Vergleich zwischen trunkierter Taylorentwicklung und der Cha-
rakterentwicklung betrachtet. Der Vergleich erfolgt fiir vier unterschiedliche Massen in Abhingig-

keit von 5. Das Gitter hat eine Grofe von 16 x 16, ahmtich#ua-SL1(3).
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Die Auswertung geht diesmal iiber die mittlere Plaquette, das chirale Kondensat und das mittlere
Vorzeichen.

Zunichst erfolgt eine Betrachtung der mittleren Plaquette. In ist zu sehen, dass
hier alle vier Massen mit grofer werdenden (3 etwa gleich stark ansteigen. Des Weiteren stimmen
die Ergebnisse von der Charakterentwicklung (—) und der trunkierten Taylorentwicklung (——)
iiberein.

Fiir das chirale Kondensat sieht das ganze schon anders aus, hier gibt es eine negative Steigung
fiir alle Massen mit grofier werdenden 3. Je grofser die Masse um so ndher sind die Ergebnisse von
trunkierter Taylorentwicklung und der Charakterentwicklung. Allgemein gehen die Ergebnisse der
beiden Algorithmen ab einem S—Wert von etwa 0,5 auseinander.

Als letztes erfolgt noch die eingehende Betrachtung des mittleren Vorzeichen, dies ist in[Abbildung 5|
die rechte Graphik. Auch hier gibt es eine negative Steigung fiir beide Algorithmen. Ausgenommen
ist die Masse mit m=0, hier rot dargestellt. Hier stimmen beide Algorithmen iiberein und stehen bei
eins. Von den vier betrachteten Massen, weisen die zwei mittleren Massen m = 0,20 und m = 0, 50
die grofte Diskrepanz zwischen der Charakterentwicklung und der trunkierten Taylorentwicklung,
mit grofer werdenen [, auf. Zudem ist zu erkennen, dass die trunkierte Taylorentwicklung mit
grofer werdenden f schneller féllt als die Charakterentwicklung.

Numerical Results: Total vs Truncated (16x16)

Average Plaquette Chiral Condensate Average Sign
1 reessggeces
“Bax
i
o) \§\
0.8 |- X .
k £y
¢ x
06 |- ¢ %‘5 E
' 5\
04 - [0} B
02| U
B B B ‘
0 | | | 0 | | | O | | | p
0 0.5 1 15 2 0O 05 1 15 2 0 0.5 1 15 2
Full Truncated
m,=0.00 —a— mq:0.00 )
mMg=0.20 —a— m,=0.20 :-o
mq=0.50 mq=0.50
m,=1.00 m,=1.00

Abb. 6: S-Abhéngigkeit verschiedener Observablen, fiir den vollen und trunkierten Fall. Links:
Mittlere Plaquette, Mitte: Chirales Kondensat, Rechts: Mittleres Vorzeichen

Was das jetzt genau bedeutet, kann man gut in sehen. Diese Abbildung zeigt die
schwere des Vorzeichenproblems in Form eines Farbschemas. Sie zeigt die freie Energie Af als
Funktion der Masse und S. Zu sehen ist, dass sich die schwere des Vorzeichenproblems von weifs
iber blau und griin bis rot entwickelt. Bis 5 < 0,5 gibt es kein Vorzeichenproblem, was auch in
zu erkennen ist. Die schwere des Vorzeichenproblems steigt mit grofer werdenden j
und kleiner Masse m < 0, 5.
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Severity of the Sign: A

0.007

B

- 0.006

£ 0.005
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- 0.003

0.002

0.001
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Abb. 7: Zu sehen ist die schwere des Vorzeichens Af in Abhéngigkeit von § und der Masse.
Dargestellt in einem Farbschema

Mit diesen Ergebnissen aus[Abbildung 6] und [Abbildung 7| hat der Algorithmus mit der trunkierte
Taylorentwicklung ein gréfseres Vorzeichenproblem, als der Algorithmus, der die Charakterentwick-
lung beinhaltet.

5 Zusammenfassung und Ausblick

Der Hintergrund dieser Masterarbeit ist es ein besseres Verstidndnis iiber das Vorzeichenproblem
zu erlangen. Dabei wird zunéchst in Kapitel 2 auf die bené6tigten Grundlagen, wie die QED auf
dem Gitter und den Kogut-Susskind Fermionen eingegangen. Hierbei werden die Eichwirkung und
die Fermionen Wirkung iiber sogenannte Plaquetten ausgedriickt. Mit diesen Grundlagen wird
die duale Darstellung eingefiihrt, damit ist es moglich neue (duale) Variablen, wie die Elektron-
Schleifen, Monomere, Dimere und Plaquettbesetzungszahlen einzubinden.

Der Vorteil dieser dualen Darstellung ist es, dass dadurch das Vorzeichenproblem milder gemacht
werden kann. Da in dieser Arbeit, das Schwinger Modell ohne topologischen Term betrachtet wird,
gibt es kein Vorzeichenproblem in der urspriinglichen Formulierung. Es zeigt sich jedoch ein Vor-
zeichenproblem bei den Eichkorrekturen.

Um dies genauer zu betrachten, erfolgt zunéchst eine Entwicklung der Eichwirkung durch die
Charakterentwicklung. Die Wirkung besteht im Anschluss aus Plaquetten und der modifizierten
Besselfunktion erster Art. Auch bei der Entwicklng der fermionischen Wirkung, besteht die Wir-
kung aus dualen Variablen.

Im n&chsten Schritt erfolgt die Ausintegration der fermionischen Wirkung und der Eichwirkung.
Dadurch erreicht man eine Zustandssumme die aus dualen Variablen besteht und ein Vorzeichen
aufweist.

Dieses Vorzeichen gilt es nun zu Untersuchen. Dies geschieht durch den in Kapitel 3 angegebenen
Worm Algorithmus. Dieser wird mittels eines mesonischen Updates und einem Monomer-Dimer-
Update geupdatet. Zusétzlich wird noch ein lokales Update, dem Plaquette Update, eingebunden.
Aus den Ergebnissen, wie in Kapitel 4 zu entnehmen, ist zu erkennen, dass die Charakterentwick-
lung gegeniiber der Taylorentwicklung ein milderes Vorzeichenproblem aufweist. Demnach ist zu
entnehmen, dass die Charakterentwicklung ein besseres Mittel darstellt, um das Vorzeichenproblem
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zU minimieren.

Aufgrund dieser Ergebnisse fiir U(1), ist es zu iiberlegen, wie dies auf SU(3) iibertragbar ist.
Dabei hat die Charakterentwicklung fiir SU(3) folgendendes aussehen

S D)

n=-oe N,
u(8) = -
S D)

Die darin enthaltenen Bessel-Determinanten sind gegeben durch

In In+1 In+2 In-i—l In+2 In+3
D£L3,e) _ In—l In In+1 71)7(137]0) — In—l In In+1 .
In—2 In—l In In—2 In—l In

Dies in einen Worm Algorithmus zu implementieren erweist sich als schwierig. Ein &hnliche Vor-
gehen ist fiir SU(N) in [4] zu sehen.
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6 Appendix

6.1 Bestimmung des Mafies

Zur Bestimmung des Mafses, wird zundchst angenommen, dass die Eigenzusténde des eichinvari-
anten Dirac-Operator gelost werden kann

iDoi(z) = in" (0, + iev50, (ne) — ieysn) dr(x) (80)
= Mo () (81)

Dabei entspricht A den Eigenwerten und ¢ den Eigenzustdnden des Operators. Zur Vereinfachung
gilt zudem, dass es sich hier um diskrete Zustinde handeln und diese eine orthonormale Basis
bilden.

/ P56 ()dm () = Ot (82)

> br(@)ol(y) = 8z — ) (83)
k
Mit diesen Eigenschaften, kénnen nun die Grassmann-Variablen ¥ und ¥ entwickelt werden.

U(x) = Z @, () (84)

() =Y bpn®,(z) (85)
Damit ergibt sich fiir das Mafs :

DYDY = [] dbmdan, (86)
wobei sich ¥(x) nach :

U(z) = V(z) =) <zlm><mlel¥ >=>" <zlm><mlell >< |¥ > (87)

m,l

=Y al,dm() (88)
= Cmim () (89)
m,l

mit
Cm,i =< mlc|l > (90)
= /dzxd%:' < mlx >< zlcz’ >< 2’|l > (91)
= /d2xd2m’¢;rn(x)c(x,x’)@(m’) (92)
transformiert.

Die chirale Transformation ist eine lokale transformation, so dass auch ¢(x, z’) eine lokale Funktion
ist

V' (z) = c(z)¥(x) =1 — ieyse¥ (93)
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Daraus folgt fiir ¢, ;

Comt = / Pad*s’ ¢! (z)c(z, 2") by (2)
- / P ¢f, (2)e(z)3(z — 2')gu(x)
= / Pl c(x)dy(x)
_ / el (2)(1 - ieyse)di(x)
b — e / d2ze(z) 6}, 1501()
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