120 Naherungsmethoden in der Quantenmechanik

VIIl.1.2 c Beispiel: anharmonischer Oszillator

Als Beispiel fiir die in den vorigen Paragraphen entwickelten Stérungsrechnung kann man den
eindimensionalen anharmonischen Oszillator mit Hamilton-Operator

2 2,3
A D 1 2.2 mowe .
H=—+- 1.1
2m+2mwx + A TR mit A e R (VIIIL.19)
betrachten.
Dieser Hamilton-Operator lisst sich als H = Hg + AW schreiben, wobei einerseits
R H2 1
Hy = 2an + Smw’d?, (VII1.20a)
einen eindimensionalen harmonischen Oszillator beschreibt, dessen Eigenenergien
1
Eon = (n + 2) hw (VIII.20D)
in Abschn. IV.4 bestimmt wurden; andererseits stellt
2 3
= m4;;’ & (VIIL.20c)

eine Storung dieses Oszillators dar.

Man kann schnell priifen, dass ein Term in #* die einfachste nicht-triviale Stérung darstellt.

In der Tat kann ein linearer Stérungsterm W o # als eine Verschiebung des Ortsvektors behan-
delt werden, so dass das Problem exakt 16sbar bleibt und zu einer globalen Verschiebung aller
Energieniveaus um einen konstanten Beitrag fiihrt.

Dann ist eine quadratische Stérung W o 22 Aquivalent zu einer Anderung der Kreisfrequenz w,
und ergibt wieder ein exakt 16sbares Problem.

Schliefslich ist das Problem mit einer kubischen Stérung W o &3 zwar nicht exakt losbar; man
sieht aber schnell, dass die erste Ordnung in Stérungsrechnung wegen der Paritdt der Stérung
verschwindet.

Losung mit Auf- und Absteigeoperatoren
Ein erster moglicher Losungsweg macht die in Abschn. IV.4.2 eingefithrten Auf- und Absteigeope-
ratoren @' und @ zu Nutze. Mit deren Hilfe lauten die Eigenzustinde des harmonischen Oszillators

[GL (IV.61)]

In) = \%awm Wn e N (VITL21)
n:

und es gelten die einfachen Beziehungen [Gl. (IV.62)]
a'ln)=vn+1ln+1) , aln)=+vnln—1) VYnel. (VIIL.22)
Schliefslich lautet der Ortsoperator

h
2mw

i = (a+a),
so dass der Stérungsterm auch durch ' und a ausgedriickt werden kann.
Unter Nutzung der Gl. (VIII.13) lautet die Korrektur zur Energie des n-ten Niveaus zur ersten
Ordnung in Stérungsrechnung
m2w3  h2

e = (n|Wn) = WWW‘(

a+ahtn) = =(n|(a+a"*|n). (VIII.23)

Um die Energiekorrektur zu finden, muss man daher das diagonale Matrixelement (n|(a-+af)*|n)
bestimmen. Dafiir soll man natiirlich die vierte Potenz (a+a')* berechnen, was a priori zu 16 Beitri-
gen fithrt, weil @ und a nicht vertauschen. Dank den Beziehungen (VIII.22) und der Orthogonalitiit
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der Eigenzusténde {|n)} kann man aber schon merken, dass viele der 16 Terme keinen Beitrag zum
gesuchten Matrixelement liefern werden. Um einen nicht-verschwindenden Beitrag zu erhalten, muss
man mit der auftretenden Kombination der Auf- und Absteigeoperatoren insgesamt zweimal nach
oben und zweimal nach unten wirken. Das heifit, dass @ und a' genau zweimal auftreten miissen.

Beginnend mit
(a+a")?* = (aa +aal +a'a + a'al)?

findet man
(a+a")* = aaa'al + aa'aa’ + aa'a'a + ataaa’ + ataa’a + a'a’aa 4 irrelevante Terme.

Unter Nutzung der Beziehungen (VIII.22) und der Normierung (n|n) = 1 lautet das gesuchte
Matrixelement

(n|@@+aH*n) =m+2)n+1)+n+1)* 4+ n+n+nn+1)+n2+n(n—1),

d.h. noch
(n](a+ a")*|n) = 6n*+ 6n + 3.

Somit lautet die Korrektur (VIII.23) zur Energie des Zustands |n)

hw 3hw 1 3hw
6511) = E(ﬁn2 +6n+3) = 8 <n + 2) + ?nQ. (VIIL.24)

Wiederum lautet die Eigenenergie des n-ten Energieniveaus des Hamilton-Operators (VIII.19) zur
ersten Ordnung in Stérungsrechnung

1 3\ 3\
E,~ Ey,+el) = <n + 2) <1 - 8) hw + §hwn? (VIIL.25)

Dabei kann der Faktor 1+ 3A/8 als eine Korrektur der Kreisfrequenz w des ungestorten Oszillators.
Dagegen entspricht der Term in n? einer neuen ,Struktur® des Energiespektrums, dessen Niveaus
nicht mehr dquidistant sind.

Losung in Ortsdarstellung
Alternativ kann man die Eigenfunktionen (IV.37b) des harmonischen Oszillators benutzen, die
hiernach mit ¢,, bezeichnet werden:

/4
bu(z) = O, Hﬂ( /ﬂ”;iwx> o2 e O = <”;‘;) Yok (VIIL26)

Mit deren Hilfe lautet die Korrektur erster Ordnung zum Energieeigenwert

00 2,3 o0 2
el :/ |¢n($)|2V(CB) dz = m4;; 0721/ zt [Hn<\/w;;ux>] e /N qg.

Mit der Substitution & = y/mw/hx wird dieser Ausdruck zu

A = i | @] e ag (VII27)

Die Rekursionsformel (B.9) fiir die Hermiteschen Polynome gibt (¢ H,,(§) = %Hnﬂ({) +nHy,_1(§)
und daher

EHE) = 56Hn1(6) + nEH1(6) = {Hnea(6) + "0

Ho(€) + 5 Hal€) + n(n = 1) Hya(€);

dann
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2n+1
2

EH(€) = J6Hna(€) + o EH(€) + nln — 1)EH, 2(6)

2 _ |
= éHn+3(§) + [T+2njl}Hn+l<f) —+ [2n2+n+n(n2 1)]Hn—1<§) + (ni'3)!Hn—3(§)3
und schlieflich
2
() = 1 Hra©+ ("5 + 2 a9+ [P 1)+ 2| a0
3n?(n—1 —1)(n—-2 !

Wenn dieser Ausdruck mit H, (&) et multipliziert und das ganze danach iiber R integriert wird,
tragt laut der Beziehung (B.10a) nur der Term mit H,, bei:

> _ 6n% +6n+3 [> , 6n% +6n+3 _,
/ (€ Ha(O)] Ha(€) e dE = —— == / [Ha(©)) e ¢ de = ———— =" 2"nly/7.
Somit wird die Energiekorrektur (VIII.27) zu
hw
D) = = (6n% 4 6n + 3), (VIII.28)

16
entsprechend dem schon gefundenen Ergebnis (VII1.24).

Zur Konvergenz der Stérungsreihe
In Abb. VIIIL.2 wird der Verlauf des Potentials (VIII.19) fiir zwei Werte des Parameters A gezeigt,
und zwar links fiir einen positiven Wert A > 0 und rechts fiir einen negativen Wert A < 0. Im

V(x) Vi(x)

X

Abbildung VIII.2 — Potential des anharmonischen Oszillators (VIII.19). Links: mit A > 0;
rechts: mit A < 0.

letzteren Fall geht das Potential gegen —oo als x gegen oo geht, so dass es physikalisch keinen
gebundenen Zustand geben kann.

Diese Tatsache bedeutet wiederum, dass die fiir E, () angenommene Potenzreihe (VIIL.5b) fiir
jeden beliebigen A < 0 nicht konvergieren darf, d.h. dass der Konvergenzradius der Potenzreihe Null
ist.

In der Tat wurde das asymptotische Verhalten der Potenzreihe fiir diese Stérung des harmoni-
schen Oszillators untersucht [10]: fiir grofe Ordnungen p > n der Stérungsrechnung gilt

~1)Pr1/6 127 3V 1
eglp) ~ ()\/6<3) F(n—|—p+)ﬁw

m3/2 n! \ 4 2
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mit der Gamma-Funktion. Dann gilt fiir das Verhéltnis zweier sukzessiver Terme der Potenz-
reihe (VIIL.5b)

)\p+1€%p+1) B /\Eng—H) ngm_‘_p_,_%)i% - +1
e Bl R e Vo R G

wobei die charakteristische Eigenschaft (B.56) benutzt wurde. Fiir A # 0 und fiir jede n € IN
geht dieses Verhéltnis gegen Unendlich im Limes p — oo: nach dem Konvergenzkriterium von

d’Alembert(®9) divergiert die Reihe mit Summanden )\pe%p ).

VIII.1.3 Stérungstheorie eines entarteten Zustands

Im Fall eines entarteten Eigenwerts Ep, von Hy kann die Energieverschiebung nicht mit dem
oben dargestellten Verfahren bestimmt werden, zumindest ab der zweiten Ordnung. Dann kénnen
namlich die Energienenner der Korrekturen eﬁf’ ) Null werden, z.B. in GL. (VIIL.18).

Das Problem ist, dass jede Linearkombination der Eigenvektoren |¢y, o) mit a € {1,..., g, } auch
Eigenvektor von Hy mit demselben Eigenwert Fjp . ist. Nun kann offensichtlich nicht jeder solche
Eigenzustand von Hy analytisch mit einem Eigenzustand von H zusammenhangen, wenn die Ent-
artung des Niveaus durch die Stérung (teilweise) aufgehoben wird. Somit steht ein Widerspruch zu
einer impliziten Annahme des Ansatzes (VIII.5b). Wir miissen also g, solche Linearkombinationen
der |¢p ) finden, aus denen exakte Eigenzustande von H beim Einschalten der Storung hervorgehen.

Man findet, dass die Energiekorrekturen erster Ordnung {eSZL} fir a € {1,...,9,} genau die
Eigenwerte von der Einschrénkung von W auf Eigenraum von Fjy , sind. Somit lohnt es sich, eine
(Orthonormal)Basis von Linearkombinationen der Eigenvektoren |¢y o) zu bestimmen, in der die
Storung W diagonal ist.

Sei {|on,b) to=1,...., €ine Orthonormalbasis von Eigenzustdnden von Hy mit dem Eigenwert Ejg ,,.

Sei a € {1,...,9,}. Die einzige Einschrinkung aus der Gl. (VIIL.7) auf den fithrenden Term
|1/)£LO,)1> in der Potenzreihe (VIIL5b) ist, dass dieser Term Eigenvektor von Hy mit dem Eigen-

wert Ejy,, sein muss. Dafiir ldsst sich |1/1§LOZL> als Linearkombination der Basisvektoren {|¢, )}
schreiben:

gn
|¢7(321> = Z an,ab|¢n,b>

b=1
mit g, komplexen Zahlen a,, o mit b € {1,...,g,}.
Die Gleichung (VIIIL.8) zur Ordnung A,

Holih) + WIoh) = Bon|ilh) + el wih),
ergibt nach Multiplikation mit (¢, |mit &’ € {1,...,g,}
(S (WD) = elo(bnp [000) fir o' € {1,....ga},

wobei (¢p p |ﬁ0 = Fon(¢n| benutzt wurde. Unter Beriicksichtigung von der Zerlegung von
|1/)£L0(),> auf der Basis {|¢, )} lautet dies

In
Z [<¢n,b’ |W|¢n,b> - 6511’21<¢n,b’ |¢n,b>} Qp.ab = 0 fir b/ S {13 v 7gn}a
b=1
wobei das Skalarprodukt (@, b |@n,p) noch durch oy ersetzt werden kann. Diese Gleichungen
mit ¥ € {1,...,9,} stellen ein System von g, linearen Gleichungen fiir die g, Koeffizienten

O, qp- Eine nicht-triviale Losung existiert nur, wenn die Determinante der g, x g,-Matrix des
Systems Null ist: R

det [(Gnp [W | fnp) — €400 ], = 0. (VIIL29)
Diese Bedingung heifit Sdkulargleichung und zeigt, dass esllfl Eigenwert von (der Einschrinkung

von) W sein muss. a

(@) J. LE ROND D’ALEMBERT, 1717-1783
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Beispiel: Stark-Effekt

Die oben dargelegte Idee kann an das Beispiel eines Ein-Elektron-Atoms in einem gleichformigen
duberen elektrischen Feld E, dessen Richtung die z-Achse definiert: E = |E|€,, angewandt werden.
Dieses Problem wird durch den Hamilton-Operator (hier in Ortsdarstellung)

h? e? =
— A — —+elE|z (VIII.30)
2 T

beschrieben werden, wobei die ersten zwei Terme dem Hamilton-Operator des exakt 16sbaren Coulomb-
Problems entsprechen, wiahrend der letzte Term eine Storung darstellt.

Die Eigenelemente des ungestorten Operators wurden in Abschn. VI.2.2 gefunden, und zwar
Eigenwerte {Ey,} und Eigenfunktionen {ty, ¢, ()} der Form

21
2a, n?

H=-

EOn:

)

) wn,é,m(F) = Rnf(r) Yé,m(ev 90) <VHI'31)

mit n € N*, £ € {0,1,...,n—1} und m € {—¢,£+1,...,£ —1,¢}, wobei a, den Bohrschen Radius
des Problems bezeichnet. Insbesondere hingen die Eigenenergie Eq ,, nur von der Hauptquantenzahl
n ab, unabhéngig von ¢ und m, so dass die Niveaus mit n > 2 mehrfach entartet sind.

Beim Einschalten des Stérungsterms e|E|z, wobei e|E| die Rolle des Parameters A spielt, wird
die Entartung dieser Energieniveaus teilweise aufgehoben, entsprechend dem Stark®®)-Effekt. Im
Folgenden werden die Verschiebungen der Energien der zwei tiefsten Niveaus n = 1 und n = 2 in
erster Ordnung Storungsrechnung bestimmt.

Der Grundzustand des ungestérten Hamilton-Operators mit n = 1 ist nicht entartet, denn es
gelten dann ¢ = 0 und dementsprechend m = 0, d.h. es gibt nur den Zustand mit Wellenfunktion

o 1
11,0,0(7) = Rio(r) Yo,0(0,¢) = \/T—WRIO(T)
Die Energiekorrektur erster Ordnung wird durch Gl. (VIII.13) gegeben. Indem man z = rcos#@
schreibt, gilt

(1) = 2 g €lE] [ ([T . 9
€ —/ elE|z|1,0,0(7) |7 d°F = / r[Rio(r)] / / cosfOsinfdo |dp|redr. (VIIL32)
R3 4m Jo 0 0
Dabei verschwindet das Integral iiber 6, d.h. egl) = 0: zur ersten Ordnung in Stérungsrechnung
bleibt die Energie des Grundzustands unveréndert.

Der erste angeregte Zustand des ungestérten Hamilton-Operators, mit n = 2, ist viermal ent-
artet, entsprechend den vier Moglichkeiten (¢ = 0,m = 0), ({ = 1,m = 0), ({ = 1,m = 1) und
(£ =1,m = —1), d.h. den vier Zustdnden

{12,000, |[¥2,1,0), [¥2,11), [¥21,-1)} = {|d24)} mit a=1,2,3,4. (VIIL.33)

Dabei fasst der Index a die zwei Quantenzahlen ¢ und m zusammen, um die gleiche Notation wie
in der allgemeinen Diskussion zu benutzen.

Um die méglichen Energiekorrekturen erster Ordnung egli zu bestimmen, muss man den Sto-
rungsterm W~~~ €| E|z im Unterraum der Zustéinde {|¢q)} diagonalisieren, d.h. erstens die
Sékulargleichung (VIII1.29) 16sen, um die Eigenwerte zu erhalten, und dann die zugehorigen Eigen-

vektoren finden. Dafiir soll man zuerst die Matrixelemente dieses Stérungsterms
(6200 (W1020) = €lB| [ 202/0)" 62(7) &7
R

berechnen. Eine nicht-komplizierte Berechnung liefert (¢o 1 W|¢52,2> = (2,2 |W!¢271> = —36|E|&Z7
d.h. eine Kopplung zwischen den zwei Zustianden mit £ = 0 oder 1 und m = 0, wahrend alle anderen

(aK) J. STARK, 1874-1957
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Matrixelemente Null sind:

0 —3¢|Ela, 0 0
- —3e|E 0 0 0

(Do [W D26y = 6’0 |, 0 0 0 (VIIL34)
0 0 0 0

Die Eigenwerte dieser Matrix sind die gesuchten Energiekorrekturen erster Ordnung 65121:

. eglg = 0 ist zweifach entartet; zwei zugehorige, linear unabhéngige Eigenvektoren sind |2 o—3)

und |P2,4-), entsprechend in der iiblichen (n,¢,m)-Notation den Zustdnden |[i27 1) und

|12,1,—1)-

o eglg = 3¢|E|a, ist einfacher Eigenwert mit dem Eigenvektor (|¢2.e1) — |¢2.e2))/v/2, entspre-

chend der Linearkombination (|th2,0,0) — |%2.1,0))/v2 der Eigenzustinde von Hy mit n = 2
und m = 0.

e Schlieflich ist 6%1(1 = —3¢|E|a, auch Eigenwert der Matrix (VIIL.34). Der zugehérige normierte
Eigenvektor ist (|¢2,0-1) + [2,02))/ V2 = (|¥2,00) + [¥2,1,0))/ V2.

E | .
- |E]|
Ey = Ey2+3e|E|a,
Ep 2 Ey = Epp
EQ - E0_2—3€‘E_:‘LLZ
Eoq E1 = FEpq

Abbildung VIII.3 — Energieniveaus eines Ein-Teilchen-Atoms in einem elektrischen Feldes in
Abhéngigkeit der Feldstérke.

Abbildung (VIIL3) zeigt schematisch(*® den Verlauf der Energieniveaus mit wachsender Feld-
starke |E | zu erster Ordnung in Stérungsrechnung, d.h. mit E, , = Ey, + 61(1121 Insbesondere wird
die teilweise Aufthebung der Entartung des zweiten Energieniveaus durch die Stérung, d.h. der
Stark-Effekt, dargestellt.

() Das Wachstum bzw. die Abnahme mit |E| der Niveaus mit Ey = Eo» & 3¢|E|a, ist stark iibertricben und sollte
nicht mehr linear sein — d.h. man sollte die hoheren Ordnungen der Stérungsreihe in Betracht ziehen.



