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26 Grundlagen der Quantenmechanik

lllustration der Postulate anhand des Spin-%-Systems

11.3.1 Hilbert-Raum und Orthonormalbasis fir das Spin-%-System

In einer Messung kann der Spin-Zustand entlang einer gegebenen Richtung immer nur maximal
zwei Werte annehmen. Dazu sieht es unmoglich aus, die Spin-Komponenten entlang unterschiedlicher
Richtungen gleichzeitig zu messen. Dementsprechend kann man zunéchst versuchen, die moglichen
Spin-Zustande als Kets eines zweidimensionalen Hilbert-Raums 57 darzustellen.

Am Ausgang der Messung des Spins entlang einer irgendeiner Richtung kommen zwei mogliche
Spin-Zustéande mit Komponente +#/2 oder —h/2. Jedes Paar solcher Zustédnde konnte als Basis
des Hilbert-Raums dienen. Traditionell werden die zwei Zustdnde gewahlt, die in einer Messung
der z-Komponente des Spins prépariert werden; die entsprechenden Zustandsvektoren bzw. die
Orthonormalbasis von J# werden hiernach als

(155),152)) = 2. (I1.21a)
bezeichnet, wobei die Vektoren auf 1 normiert und orthogonal zueinander sind:

(STI1SH) =(S;|S;)=1 und (SF|S.)=0. (I1.21Db)

Die Zerlegung eines beliebigen Kets des Hilbert-Raums auf dieser Basis lautet
) = oy [ST) +a-]S7) (I1.22a)

oder dquivalent in Matrixdarstellung
1)) =2 <a+) in der Basis 4,, (I1.22Db)
o

wobei die zwei komplexen Zahlen ay = (SF|v) die Normierungsbedingung
W@l) =1=lay + |a|? (I1.22¢)

erfiillen miissen.

11.3.2 Spin-Operatoren

II.3.2 a z-Komponente des Spins

Der Spin-Operator in z-Richtung S, lasst sich aus seiner Spektraldarstellung folgern. Da seine
Eigenzustinde die Basisvektoren |S]), |S;) mit jeweiligen Eigenwerten +5h/2, —h/2 sind, ergibt
Gl. (1.65)

S.= DIST)ST] - D1sT)s0]. (11.23a)

Dies entspricht in der Basis 4, der diagonalen Matrixdarstellung

R L)
S, = (2) : (I1.23Db)

|

11.3.2 b z-Komponente des Spins

Den physikalischen Zustdnden mit bestimmter Komponente des Spins entlang der z-Richtung
werden Zustandsvektoren |S)), |S;) des Hilbert-Raums zugeordnet.
In der Basis 4, lisst sich |S;5) gemaf Gl. (I1.22a) in der Form

S5) = o |S) +a-|S7) mit ap=(SS[S)), a- = (S ]S])
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und der Normierungsbedingung |ay|?> 4+ |a_|?> = 1 schreiben. Dabei folgt aus dem Versuch des
§ I1.1.2 b und dem vierten Postulat (I1.9), dass der Betragsquadrat der Wahrscheinlichkeitsamplitude
(SF1S7) gleich 1 sein soll: .
2
STISHI = los? = 5

I
Dies gibt sofort [a_|?> =1 — |a4|? = 1, d.h. oy und o sind komplexe Zahlen mit Betrag 1/v/2, so

dass |S;F) der Form
161
€ is —
1S3 = ﬁ(|52> +e'®[S7))
mit reellen Zahlen &7, 85 ist. Dabei ist !9 ein globaler Phasenfaktor, der keine Rolle spielt, denn
Zustandsvektoren sind bis auf einen solchen Faktor definiert. Somit kann man §; = 0 setzen.

Dann wahlt man konventionell auch d2 = 0 — diese Wahl ist dquivalent zur Entscheidung,
welche Richtung in der zur z-Richtung senkrechten Ebene die z-Richtung sein soll —, d.h.
1
1SHy = —=(|SH) +155)). (11.24a)

V2
Der andere Zustandsvektor mit bestimmter z-Komponente des Spins, |S; ), ist normiert:
(S, 15:) =1,

und soll orthogonal zu |S}) sein:
(S 187) =0,

denn beide Zustéinde sind Eigenvektoren zu einem hermiteschen Operator (S,). Ein Ansatz, der
diesen Bedingungen geniigt, ist .
V2
Dieser Ket kénnte noch durch einen Phasenfaktor ¢! multipliziert werden, der aber irrelevant fiir
die Physik ist, und somit weggelassen wird.

Anhand der Eigenzusténde |S;), |S, ) ldsst sich die Spektraldarstellung des Spin-Operators in
z-Richtung schreiben:

18:) = —7=(155) = 152)). (I.24b)

. h Ry e
Sz = 515218z | = 515 1Sz |

Um diesen Operator in der Basis %, der Eigenzusténde zu S, zu schreiben, kann man die Aus-
driicke (I1.24a), (I1.24b) benutzen:
A Al 1 1

5= 5| 5 sty + 15| | S5 sz 1+ t521)| - 5| S5 1500~ 18| 5 est1 - s

Das Ausmultiplizieren der (dufferen) Produkte aus Kets und Bras ergibt nach Vereinfachung
A h _ _
entsprechend in der Basis 4, der Matrixdarstellung

&%(

An dieser Darstellung sieht man sofort den schon in Gl. (I1.3) bestimmten Erwartungswert von S,

im Zustand |S]):
1
0

S IS

) . (11.25b)

s O

(Su)gr = (SF18.155) = (1 0)(

wobei das dritte Postulat (II.7) benutzt wurde.

s O
O ol
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11.3.2 ¢ y-Komponente des Spins

Schlielich kénnen wir die Zustandsvektoren [S,1), | S, ) entsprechend Zusténden mit bestimmter
y-Komponente des Spins sowie den Operator S, herleiten.

Die Herangehensweise ist die gleiche wie im letzten Paragraph. Diese Zusténde lassen sich auf
der Basis %, zerlegen:

155) = ap|SH) +a_[S7) mit oy =(ST[5F), am = (S, [5)), oy +]a_?=1
1S,y =B4|ST) +B-1S7) mit By =(ST|S,), B =(S71S,) . B+ + 18" =1

Dabei kann man fiir die Komponenten a4 und B4 positive reelle Zahlen wahlen, weil die globale
Phase der Kets |S,), |S,) irrelevant ist. Die zwei Vektoren sollen senkrecht aufeinander sein, denn
sie entsprechen physikalischen Zusténden, die sich ausschliefsen:

(S, 1Sy) =Bioy +pra_ =0.

Die y-Richtung ist orthogonal auf die - und z-Richtungen, genau wie die z- und z-Richtungen
senkrecht aufeinander sind. Dementsprechend ist die Wahrscheinlichkeit, in einer Messung von S,
oder S; am Zustand |S,5) (oder an [S;")) den Wert 4//2 zu finden, gleich 1 — wie in der Messung

von S, am Zustand |S;) im Versuch des § I1.1.2d. Unter Beriicksichtigung des vierten Postu-
lats (IL.9) heift das, dass die Wahrscheinlichkeitsamplituden (S |S,5) oder (S;f|S,") das Betrags-

quadrat % haben: )
|<S+]S+>| = a+ -
wobei die Konvention oy € Ry benutzt wurde, und, dank der Zerlegung (11.24a) von |S,5) auf der
Basis 4, )
1
= §|a+ +a_|*=

[(STISPI? = |—mas + —

f \f 2’
Diese Anforderungen und die Normierungsbedingung |ay |2 + |a—|? = 1 fithren zu oy = 1/v/2 und
_ = 4i/+/2, wobei konventionell o = i/v/2 gew#hlt wird:

é(yszﬂ +1i]57)). (I1.26a)

Daraus folgt dann fiir den anderen Zustandsvektor mit bestimmter y-Komponente

|19,) =

\}5(159 —i|S;)). (I1.26b)

Der Operator S’y lasst sich ausgehend von seiner Spektraldarstellung

15y) =

. h Dy e
Sy =151 - Bisy sy
herleiten. Unter Nutzung der Ausdriicke (II.26a) und (I1.26b) findet man
. h
Sy =g (19021 = 15205 1), (IL.27a)

entsprechend in der Basis 4, der Matrixdarstellung

. 0 —il
S, = 2. I1.27b
(3 ) e

Sowohl bei diesem Operator als bei den Eigenzustianden (I1.26) treten komplexe (sogar rein ima-
gindre) Komponenten in der Basis % auf: der Vektorraum der Zustédnde des Spin—%—Systems ist
ein komplexer Raum, in dem auch die Kets mit komplexen Komponenten physikalisch relevante
Zustande darstellen.
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I1.3.2d Spin-Komponente entlang einer beliebigen Richtun
Sei €(g,,,) der Einheitsvektor im Ortsraum in Richtung (6, ), wobei § und ¢ die iiblichen Polar-

und Azimutwinkel eines Kugelkoordinatensystems sind Mithilfe dessen kartesischen Komponenten
(sin @ cos ¢, sin @ sin ¢, cos #) und der drei Spin-Operatoren S, Sy, S, kann man einen Operator

5’(97@ =6, S =9, sinécos o+ ,§'y sinfsin ¢ + S, cos 0 (I1.28a)
definieren, dessen Matrixdarstellung in der Basis %,
A B[ cos e ¥sinh
S ~ | . I1.28b
O) = 9 (ew sinf  —cosf > ( )

lautet. Die Eigenvektoren zu diesem Operator sind die Zustédnde mit bestimmter Spin-Komponente
+h/2 oder —h/2 entlang der Richtung von €y, und zwar

COS bl

0 . 0 ]
+ — Qo+t i gin 21 G~ o . -
’S(Q’gp)> COSs 9 |Sz > + e sin 9 |Sz > (ew sin g) P (II 29&)

in @
( S 0), (I1.29D)
—e‘“"cosi

wobei noch einmal eine positive reelle Komponente entlang |S7) gewihlt wurde.

12

o0 o b
\5(6’@)>—s1n5152>—e cos§|SZ>

11.3.2 e Aufsteige- und Absteigeoperator

Auf dem Hilbert-Raum des Spin—%—Systems werden noch zwei Operatoren durch
S*=5,+iS, (11.30a)

definiert.
Im Gegensatz zu den Spin-Operatoren S, S’y, S, oder S(G,w) sind diese Operatoren nicht her-
mitesch. Genauer priift man sofort, dass

(ST =5,
Aus den Spektraldarstellungen (I1.25a), (I1.27a) von S, und S, folgt
St =hn|SHVST| , ST =nh|S7)ST. (I1.30b)
Dabei handelt es sich aber nicht um die Spektraldarstellungen von S+ und S~ — diese Operatoren

sind nadmlich nicht diagonalisierbar! In der Basis 4, lautet deren Matrixdarstellung

. 0 h . 0 0
T = ) II.
(1) s (00) o

Der Operator ST bildet den Zustand |S;) auf [SF) ab, d.h. er erhoht die z-Komponente des
Spins um eine Einheit von A, weshalb er Aufsteigeoperator genannt wird. Der Zustand mit maxima-
lem Spin, |S}), wird auf den Null-Ket |&) abgebildet.

Wiederum ist S~ der Absteigeoperator, der den Spin-Zustand in z-Richtung um 1 (in Einheiten
von f) vermindert.



