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Vorbemerkungen

Physikalische Dimension

Physikalische Grofen sind ,dimensionsbehaftet”. Die physikalische Dimension bestimmt insbeson-
dere die moglichen Einheiten, die bei einer Messung der Grofe angewandt werden diirfen. Ist G eine
gegebene physikalische Grofe, so wird die zugehorige Dimension iiblicherweise mit [G] gekennzeich-
net

Diese physikalischen Dimensionen lassen sich alle als Produkte von Potenzen von nur 7 Ba-
sisgréfen, und zwar Lange (Symbol: L), Masse (M), Zeit (T), elektrische Stromstérke (1), (ther-
modynamische) Temperatur (@), Stoffmenge (N) und Lichtstdrke (J). In der Mechanik und der
Elektrodynamik sind nur die vier Basisgréften L, M, T und | relevant, was ab jetzt angenommen
wird. Fiir eine beliebige physikalische Grofe G kann man daher

Gl =LMP TV 10 (.1)

schreiben, wobei «, 3, 7, § rationale Zahlen sind. Zum Beispiel gilt fiir Energie ([E]), Geschwindigkeit
([v]), Kraft ([F]), elektrische Ladung ([Q])

[E] =ML*T2, [v]=LT7', [F]=MLT™ % [Q=TL

Dazu wird ,dimensionslosen” Grofien wie insbesondere reinen Zahlen die Dimension 1 zugeordnet.

Physikalische Grofen Gy, Gs, ..., G, werden dimensional unabhdngig genannt, falls das Produkt
[G1]*1[G2]?2 - - - [Gn]* nur dann dimensionslos ist, wenn jeder Exponent ); Null ist:
[GiM[G)2 - [Gul =1 & A=Xo=- =X, =0. (:2)

Definitionsgemaéf sind die Basisgrofien dimensional unabhéngig voneinander.

Natiirlich darf man statt (L,M,T,l) vier andere Basisgrofien verwenden, so lange sie dimensional
unabhéngig sind, wie z.B. (L,M,T,Q)abei gibt es eine klare Analogie zur linearen Algebra
und zur moglichen Wahl von unterschiedlichen Basen auf einem gegeben Vektorraum.

Wichtig ist, dass man nur Groéfsen derselben Dimension addieren oder gleichsetzen kann. Somit
kann eine Gleichung wie ,Masse + Lange = Geschwindigkeit® nie richtig sein Dagegen diirfen
Grofsen unterschiedlicher Dimensionen miteinander multipliziert werden, so dass z.B. die Gleichung
Beschleunigung mal Zeit = Geschwindigkeit®, entsprechend LT™2- T = LT}, sinnvoll ist.*)

Entsprechend den unterschiedlichen Dimensionen von Ort, Geschwindigkeiten, Beschleunigung,
Impuls, usw. sind die zugehorigen Vektoren (7, ¥, @, P, ...) Elemente unterschiedlicher Vek-
torrdume, auch wenn alle diese Vektoren reell und dreidimensional sind. Dieser Unterschied ist
zwar nicht erkennbar, wenn man auf dem gleichen Bild den Ortsvektor (im Ortsraum) eines
Korpers, seine Geschwindigkeit (im Geschwindigkeitsraum) und die darauf wirkenden Krifte
(im ,Kraftraum®) darstellt, man darf aber die jeweiligen Pfeile nicht miteinander addieren.

(UStreng genommen sollte man noch zwischen der physikalischen Gréke und deren mathematischen Darstellung G
unterscheiden, was hier der Kiirze halber ignoriert wird.

(2)Somit wird in der Teilchen- und Hochenergiephysik statt (L,M,T) implizit die Basis (E,v,J) — wobei J hier den
Drehimpuls bezeichnet — verwendet.

<3)Dementsprechend sollte die Leserin immer priifen, dass ihre Gleichung ,die richtige Dimension“ hat.



Notationen

Dreidimensionale Vektoren werden mit einem Pfeil geschrieben, wie z.B. § oder Z.

Vierervektoren werden in einer Sans Serif-Schriftart geschrieben, wie z.B. p (Viererimpuls), A
(Viererpotential), usw.
Die gleiche Schriftart wird auch fiir Lorentz-Tensoren hoherer Stufe verwendet, z.B. fiir die Feld-
starketensoren F, G, oder fiir den metrischen Tensor 1. Dagegen werden die Komponenten dieser
Vierervektoren und Lorentz-Tensoren in Kursivschrift geschrieben: p#, A* FH 5, usw.

Indizes

Lateinische Indizes i, j, k, [, usw. laufen iiber die drei moglichen rdumlichen Koordinaten, d.h. iiber
1,2, 3 oder z, y, z.
Ziemlich inkonsequent wird auf ihre Stelle (tief- oder hochgestellt) nicht aufgepasst, wenn sie sich
auf rein dreidimensionale Groflen beziehen, d.h. nicht auf die r&umlichen Komponenten von Vie-
rervektoren oder allgemeineren Lorentz-Tensoren. Somit gilt v; = v° fiir die i-Komponente der Ge-
schwindigkeit ¥. Dagegen ist im Fall des Raumanteils eines Vierervektors oder eines Lorentz-Tensors
die Stelle des Index wichtig.
Griechische Indizes u, v, p, o, usw. laufen iiber die vier Raumzeit-Koordinaten 0, 1, 2, 3. Auf die
Stelle dieser Lorentz-Indizes soll aufgepasst werden, wie in Abschn. 7?7 weiter betont wird.
Im ganzen Skript wird die Einsteinsche Summenkonvention verwendet, d.h. auf doppelt auftre-
tende Indizes wird summiert. Somit gelten im Fall dreidimensionaler Indizes
3 3
aibi = aibi = Z aibi, M“ = ZM“’
i=1 i=1
entsprechend dem Skalarprodukt @ - b bzw. der Spur Tr M. Im Fall von Lorentz-Indizes sollte der
eine kontravariant, der andere kovariant sein [s. Abschn. ?7?]:
3 3 3
atb, = a,bt = Z al'b, = Za#b“, TH, = ZTNF“
n=0 p=0 p=0
entsprechend dem Viererprodukt a - b bzw. der Spur TrT.
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Die am meisten intuitive, und historisch die erste, Formulierung der Mechanik ist diejenige von
Isaac Newton|®| Die nach ihm genannte Beschreibung beruht einerseits auf im Abschn. einge-
fiihrten Grundbegriffen, die als vom Anfang an gegeben betrachtet werden. Somit bilden Raum und
Zeit den Rahmen, in welchen physikalische Systeme sich befinden und entwickeln, ohne dadurch
beeinflusst zu werden. Dazu werden Anderungen des Bewegungszustands eines Systems, charakte-
risiert durch kinematische Grofsen, durch mechanische Kréfte verursacht.

Andererseits wird der Einfluss der letzteren auf physikalische Systeme durch Beziehungen zwi-
schen diesen Kriften und kinematischen Groflen bestimmt, und zwar hier durch die auf Newton
zuriickgehenden Gesetze, die in Abschn. [[.2] dargelegt werden. Insbesondere fiihrt laut dem zwei-
ten newtonschen Gesetz eine Kraft zur instantanen Beschleunigung des Systems, auf welchem sie
ausgetiibt wird.

In der (modernen) Formulierung der newtonschen Gesetze spielen bestimmte Bezugssysteme
zur Beschreibung der Bewegung eine besondere Rolle, und zwar die Inertialsysteme. Nach Angabe
eines solchen Systems ist jedes weitere Bezugssystem, das sich relativ zum ersten in gleichférmiger
geradliniger Bewegung befindet, ebenfalls ein Inertialsystem. Genauer nehmen die newtonschen
Gesetze die gleiche Form in allen Koordinatensystemen an, die sich iiber eine Galilei-Transformation
aus kartesischen Koordinaten in einem Inertialsystem erhalten lassen (Abschn. .

In einem relativ zu Inertialsystemen beschleunigten Bezugssystem ist die Situation unterschied-
lich. Das zweite newtonsche Gesetz lasst sich zwar noch in der gleichen Form ausdriicken, jedoch

()], NEWTON, 1643-1727



1.1

8 Newtonsche Mechanik

auf Kosten der Einfiihrung von Scheinkraften auf den bewegten Kérper, die in der Beschreibung der
Bewegung in einem Inertialsystem nicht auftreten (Abschn. [I.4)).

Grundbegriffe der newtonschen Mechanik

Die Mechanik beschéftigt sich mit der Bewegung von physikalischen Systemen, d.h. mit der zeitli-
chen Anderung ihrer Position (und, bei ausgedehnten Systemen, ihrer Ausrichtung) im Raum. Zur
genaueren Beschreibung der Bewegung miissen deshalb Modelle fiir die physikalischen Raum und
Zeit spezifiziert werden (§|I.1.1). In §|I.1.2] werden einige zusétzliche Basisdefinitionen und -Begriffe
eingefiihrt, welche fiir die Formulierung der Gesetze der newtonschen Dynamik vorausgesetzt sind
oder in der Beschreibung von Systemen bzw. von deren Bewegung benutzt werden. Schlieflich wer-
den mechanische Kréfte und ihre mathematische Modellierung in § [[.1.3] eingefiihrt.

Die in diesem Abschnitt diskutierten Begriffe sind nicht auf den Rahmen der newtonschen Me-
chanik beschrinkt, sondern bleiben ohne Anderung noch relevant in den anderen Formulierungen
der klassischen Mechanik, die in Kap. [[TIHV] behandelt werden. Es sei hier schon erwéhnt, dass
manche Grundannahmen jenseits des nicht-relativistischen Rahmens nicht mehr erfiillt sind — wie
z.B. die Absolutheit von Raum und Zeit in der relativistischen Mechanik —, wéhrend einige Be-
griffe an Bedeutung verlieren — beispielsweise wird die Bahnkurve in der Quantenmechanik nur als
klassisches Analogon gesehen.

I.1.1 Raumzeit der newtonschen Mechanik

Nach Newton sind der Raum, in welchem physikalische Systeme sich befinden, und die Zeit,
deren Vergehen die Entwicklung der Systeme erlaubt, absolute Grofen. Das heift, sie stellen einen
allgemeinen Rahmen dar, in welchem physikalische Prozesse stattfinden, ohne durch diese Prozesse
bzw. die daran beteiligten Systeme beeinflusst zu werden.

Der rdumliche Rahmen der newtonschen Mechanik — und allgemeiner der nicht-relativistischen
Physik — ist ein dreidimensionaler euklidischer Punktraum &3, hiernach oft Ortsraum genannt,
dessen Punkte alle dquivalent sind. Dieser Raum ist statisch, er &ndert sich also nicht mit der Zeit.

Dem Ort eines (als punktformig modellierten) Systems zu einer gegebenen Zeit wird ein Punkt
P € &3 zugeordnet. Zur Kennzeichnung dieses Orts werden einerseits Bezugssysteme eingefiihrt,
entsprechend Beobachtern, die sich méglicherweise bewegen.

Andererseits konnen in jedem Bezugssystem Koordinatensysteme eingefiihrt werden, mit ins-
besondere einem Ursprungspunkt, der in diesem Skript oft mit O bezeichnet wird. Eine wichtige
Eigenschaft von euklidischen Raumen ist die Existenz von iiberall im Raum geltenden kartesischen
Koordinatensystemen, bestehend aus dem Nullpunkt O und drei zueinander orthogonalen Achsen
mit festen Richtungen.

Nach der Angabe des Nullpunkts eines Bezugssystems kann man den (Orts)Vektor zwischen
diesem Ursprung und jedem beliebigen Punkt P € &3 betrachten. Die Menge aller solcher Vektoren
— die im Folgenden mit Pfeilen gekennzeichnet werden, z.B. ¥ — bildet einen dreidimensionalen
Vektorraum, auf dem eine euklidische Struktur definiert werden kann. Somit entspricht der Betrag
|| = r des Vektors 7 dem Abstand zwischen seinen Endpunkten im Punktraum. Hiernach wird
oft der Einheitsvektor €, in Richtung von 7 benutzt, d.h. der auf 1 normierte Vektor, fiir welchen
7 =r&,. gilt (falls 7 # 0).

Wiederum ist der euklidische Vektorraum nach Festlegung eines kartesischen Koordinatensys-
tems isomorph zum Koordinatenraum R? aller moglichen 3-Tupel (z!,22 2%) von Koordinaten.



[.1 Grundbegriffe der newtonschen Mechanik 9

Diese eineindeutige Beziehung wird giinstig al

x
7= |a? (I.1a)
23
geschrieben, was eigentlich
3
F=> 28 =a'¢ (1.1b)
i=1

mit den Basisvektoren (€7, €2, €3) des Koordinatensystems bedeutet, wobei in der zweiten Gleichheit
die einsteinsche Summenkonvention benutzt wird.

Fiir kartesische Koordinaten wird auch die Notation (z,y, z) bzw. (€;,8,,¢) statt (z!, 2% 23)
bzw. (€1, €2,€3) verwendet.

Hiernach wird der Vektorraum der Ortsvektoren entweder mit &3 — um seine euklidische Struk-
tur zu betonen — oder mit R? — wegen der Isomorphie mit dem Koordinatenraum — bezeichnet.

In der nicht-relativistischen Mechanik ist die Zeit der ein kontinuierlicher eindimensionaler Para-
meter — so dass Zeitpunkte als Elemente von R modelliert werden —, der universell ist. Das heifit,
die Zeit vergeht gleich schnell fiir alle Beobachter, unabhéngig von ihrer Position und ihrer Bewe-
gung. Insbesondere kénnen zumindest prinzipiell alle Beobachter ihre jeweiligen Uhren zu einem
bestimmten Zeitpunkt ¢y synchronisieren; dann bleiben diese Uhren auch in der Zukunft synchro-
nisiert, d.h. wenn zwei Beobachter sich wieder treffen, zeigen ihre jeweiligen Uhren die gleiche Zeit
t1 > tg, egal was ihre Bewegungen in der Zwischenzeit waren.

Bemerkung: Diese Synchronisierungseigenschaft gilt nicht mehr im relativistischen Kontext.

I.1.2 Beschreibung von mechanischen Systemen und ihrer Bewegung

I.1.2 a Idealisierte Systeme

Die Mechanik befasst sich nicht nur mit realistischen physikalischen Systemen, sondern auch mit
Idealisierungen, deren Bewegung viel einfacher zu beschreiben und bestimmen ist.

Das einfachste solche Modell ist der Massenpunkt oder Punktmasse: dabei handelt es sich um
einen punktférmigen Gegenstand, ohne innere Struktur, der nur eine Eigenschaft besitzt, und zwar
seine Masse m.

Die Bewegung eines physikalischen Korpers lasst sich mit diesem Modell gut beschreiben, wenn
die Ausdehnung des Korpers fiir das betrachtete Problem irrelevant ist.

Ist der Massenpunkt neben seiner Masse m noch mit einer elektrischen Ladung ¢ versehen, so
dass es in einem elektromagnetischen Feld einer entsprechenden Kraft unterliegt, dann spricht man
von einer Punktladung

Bemerkung: Wie in §[[.2.2 weiter diskutiert wird, handelt es sich bei der hier mit m bezeichneten
Grofe um die trige Masse des Massenpunkts bzw. der Punktladung.

Ein weiteres idealisiertes Modell, und zwar jetzt fiir einen physikalischen Koérper, dessen Aus-
dehnung eine Rolle spielt, ist das des starren Kérpers, der Thema des Abschn. sein wird.

1.1.2b Kinematische GroBen
Die zeitliche Reihenfolge der sukzessiven Positionen eines (Massen)Punkts im Ortsraum bildet
seine Bahnkurve oder Trajektorie. Unter Betrachtung der Vektorraum-Struktur des Ortsraums kann

(“Hier steht das Gleichheitszeichen fiir ,wird dargestellt durch®.
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diese Bahnkurve als eine Funktion Z(¢) : R — #3 angesehen werden — oder équivalent, nach Angabe
eines Koordinatensystems, als eine Abbildung von R nach R3.

Bemerkung: Mathematisch genauer sollte man zwischen der Trajektorie — was im engeren Sinne
die geometrische Kurve in #3 oder R3 bezeichnet — und der Zeit-Ort-Funktion Z(t) unterscheiden,
wobei die letztere die Parametrisierung der Kurve — mathematisch ein Weg — durch die Zeit ¢ ist.
In der Tat kann die Position auf einer Bahnkurve nicht nur durch die Zeit, sondern durch andere
Parameter parametrisiert werden, wie es im Beispiel 1 des §[[.1.3 ] der Fall sein wird.

Gegeben die durch die Zeit parametrisierte Bahnkurve Z(t) eines Massenpunkts, ist dessen in-
stantane Geschwindigkeit zur Zeit ¢t die Rate der Anderung der Zeit-Ort-Funktion zu diesem Zeit-

punkt, d.h.
[ ) = O 5 ] (1.2)

wobei hier und im Folgenden der Uberpunkt eine zeitliche Ableitung darstellt. Dabei ist der Vektor
9(t) einen Tangentialvektor zur Bahnkurve im Punkt Z(¢). Die physikalische Dimension der Ge-
schwindigkeit ist [] = LT~!, wobei L fiir Linge und T fiir Zeit (time) steht; dementsprechend ist
die Einheit im SI-System der m-s~ 1.

Wiederum ist die Beschleunigung des Massenpunkts als die zweite Ableitung der Zeit-Ort-
Funktion nach der Zeit definiert

2z . .
[ i) = & dtgt) — S0 =50 ] (1.3)

mit physikalischer Dimension bzw. SI-Einheit [a] = LT™2 bzw. m -s2.

Schliefslich wird der (kinetische) Impuls des Massenpunkts als das Produkt aus seiner Masse und
Geschwindigkeit definiert

[ﬁ(t) — ), ] (14)

wahrend sein Drehimpuls beziiglich des Nullpunkts ¥ = 0 des Bezugssystems das Kreuzprodukt aus
Ortsvektor und Impuls ist

[ L(t) = Z(t) x p(¢). ] (15)

Die jeweiligen physikalischen Dimensionen und SI-Einheiten sind [p] = MLT™!, in kg-m-s~!,

und [L] = M L2 T~! mit Einheit kg-m?-s~!, wobei M fiir Masse steht.

I.1.3 Mechanische Krafte

Erfahrungsgemif spiegeln Anderungen des Bewegungszustands eines physikalischen Korpers die
Wirkung von duferen Ursachen wider, welche (mechanische) Krdfte heifsen. Diese werden hiernach
allgemein mit dem Zeichen F' bezeichnet. Die physikalische Dimension einer Kraft ist [F] = ML T2
und die zugehorige SI-Einheit ist das Newton, wobei 1 N = 1 kg-m -s™2.

Nach der Einfithrung der mathematischen Modellierung von mechanischen Kréften (§
wird die sog. Arbeit einer Kraft entlang einer Wegstrecke definiert (§ In vielen Situatio-
nen hingt diese Arbeit nur von den Endpunkten der zuriickgelegten Strecke ab; in solchen Féllen

entspricht die durch die Kraft verrichtete Arbeit (dem Negativen) der Anderung der potentiellen
Energie des Systems (§[I.1.3¢).

Bemerkung: Neben den ,wirksamen® Kréften, die zu einer Beschleunigung fithren — wie z.B. die
fiir den freien Fall eines Korpers verantwortliche Schwerkraft —, gibt es auch Kréfte, deren ,,Rolle*
darin besteht, die moglichen Bewegungen einzuschrinken. Ein Beispiel davon ist die durch einen
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Tisch auf einen Korper ausgeilibte Kraft, die zusammen mit der Schwerkraft dazu fithrt, dass die
Bewegung des Korpers unter dem Einfluss anderer Krifte in der Tischebene bleibt. Solche Kréfte
werden oft als Zwangskrdfte bezeichnet.

Neben ihrem Betrag hat eine Kraft erfahrungsgeméaf auch eine Richtung: somit ist die Schwer-
kraft auf einen Korper an der Erdoberfliache ,nach unten, Reibungskrifte sind ,entgegengesetzt zur
Bewegungsrichtung‘ usw. Dementsprechend werden Kréfte in der newtonschen Mechanik durch
dreidimensionale Vektoren F dargestellt.

Diese Modellierung durch Vektoren geht mit einer wichtigen Eigenschaft einher, und zwar mit
einem Superpositionsprinzip. Laut dem letzteren sind Kréfte in der newtonschen Mechanik additiv,
d.h. wenn zwei unterschiedliche Krifte F, 1, ﬁz auf einen Korper wirken, dann ist ihre Resultierende
durch die Summe Fy + F) gegeben. Dank der Vektorraum-Struktur ist diese Summe wieder ein
Vektor, d.h. kann eine Kraft darstellen.

Dieses Superpositionsprinzip gilt nicht mehr im Rahmen der Allgemeinen Relativitédtstheorie.

Wie wir unten weiter sehen werden — vgl. der dritten Bemerkung nach Gl. ([.14b)) —, kann die
mathematische Form der Kraft auf einen bewegten Korper in den tiblichen Fillen eine Funktion der
Zeit t, der Position Z(t) und der Geschwindigkeit Z(¢) des Korpers sein, d.h. F' = F(t, Z(t), Z(t)).
Falls F' nicht von der Geschwindigkeit abhéngt, sondern nur vom Ort (und von der Zeit), wird
F(t,7) Kraftfeld genannt.

Sei F eine Kraft. Das zugehorige Drehmoment beziiglich eines Bezugspunkts O wird definiert
als . .

M=7XF, (1.6)

wobei 7 der Abstandsvektor von O zum Angriffspunkt der Kraft ist

Wird die Wirkung einer Kraft {iber ein Zeitintervall — oder genauer iiber die Strecke, welche
das mechanische System in diesem Zeitintervall zuriicklegt — passend integriert, so ergibt sich die
Arbeit der Kraft.

Definition: Die durch eine Kraft F geleistete Arbeit in der Verschiebung eines Kérpers um das
infinitesimale Wegelement d¢ entlang seiner Bahnkurve ist

[Mvzﬁwﬁ] (1.7a)

Die hier verwendete Notation dW ist relativ standard, bedeutet aber nicht, dass dW das totale
Differential einer Funktion W ist — was nur gilt, wenn F' konservativ ist, s. § Eine bessere
Notation wire 6W, wie in der Thermodynamik oder der Statistischen Mechanik tiblich ist.

Aus Gl. ([.7a) folgt die Arbeit einer Kraft entlang einer endlichen Wegstrecke 6, indem die
elementaren Beitridge entlang infinitesimaler Wegelemente summiert werden. Daraus ergibt sich ein
Kurvenintegral entlang des Wegs 6:

W:/ﬁdZ (1.7b)
6

Die physikalische Dimension der Arbeit einer Kraft ist [W] = M L2 T~2.

Zur Berechnung des Kurvenintegral in Gl. ([.7b)) muss man in der Praxis eine Parametrisierung
des Wegs 6 einfithren. Oft, aber nicht unbedingt, kann die Zeit ¢ als Parameter benutzt werden.

<5)Gena.uer, zur lokalen Bewegungsrichtung im Punkt wo die Reibungskraft wirkt.
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Dann lésst sich 6 genau durch die Zeit-Ort-Funktion Z(t) fir ¢ € [t1,t2] beschreiben, und das
infinitesimale Wegelement im Kurvenintegral ist d¢ = ¥(¢) dt. Somit lautet die Arbeit entlang dem

Weg 6 '
W:/dW:/ﬁ.dZ:/ F-%(t)dt (1.8)
€ € t1

und das Kurvenintegral wird zu einem gewdhnlichen Integral. Dabei ist das Produkt F - v(t) die
(instantane) Leistung der Kraft.

Beispiel 1:
Betrachte man die 2-dimensionale Bewegung (unter irgendeinem nicht- Y4
spezifizierten Einfluss) eines Massenpunkts, welcher der Kraft I, €1 P

Fen = (%) = (Ri0)

mit Konstanten a, b unterliegt. Der Massenpunkt bewegt sich von einem i
Ausgangspunkt O mit Koordinaten (z=0, y= 0) zu einem Endpunkt P mit %) T
(xr=L,y=L). Wir wollen die Arbeit von F' entlang zwei unterschiedlicher

Wege 61, 62 von O nach P berechnen. Abbildung I.1

Die Kurve ‘61 besteht aus zwei geraden Linienelementen mit z = 0, 0 < y < L bzw. y = L,
0 <z < L. Somit l&sst sich das Kurvenintegral entlang 67 als Summe von zwei einfachen Integralen
schreiben:

I P
le/ dw = ﬁ(az,y)-dfz/ ﬁ(x:(),y)~d€+/ F(z,y=L)-df,
61 61 (@) I

mit dem Punkt I mit Koordinaten (x =0,y = L). Entlang des Linienelements von O nach I bzw.
von [ nach P kann man fiir 6; einfach y bzw. x als Parameter benutzen, was zu

L L
W1=/ Fy(wZO,y)der/ Fy(z,y=L)dx
0 0

fithrt. Ersetzt man die Komponenten F,, Fy durch ihre Ausdriicke, so kommt

L L
le/ bdy+/ aLdz = bL + aL?.
0 0

Wiederum lasst sich die Kurve 65 als

S dz
mit s € [0, L] parametrisieren; dann gilt d¢ = d—x ds <1> ds.
s

Dies gibt fiir die Arbeit von F entlang 64

Wgz/deW:/oLﬁ(x(s),y(s)) 4 ds.

Indem man das Skalarprodukt explizit schreibt, kommt

L 2 L 2
L
Wg—/(as—s—b)ds—[cw—i—bs} = L
0 2 .2

Somit ist Wo # W7: die Arbeit der Kraft F' zwischen zwei Punkten héngt vom gewahlten Weg ab.
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Beispiel 2: Lorentz-Kraft
Eine bewegte Punktladung in einem Magnetfeld B — in Abwesenheit von elektrischem Feld —

unterliegt der Lorentz—Kraf
F =q9 x B. (1.9)

Diese Kraft ist immer senkrecht zur Geschwindigkeit ¥ der Punktladung. Setzt man diese Kraft in
Gl ein,
to . to .
W= [ F-3t)dt= / [qB(t) x B]-(t) dt,
¢

t1 1

so findet man sofort, dass die Lorentz-Kraft keine Arbeit verrichtet, denn das Integrand ist null.

1.1.3 ¢ Konservative Krafte

Definition: Ein zeitunabhéngiges Kraftfeld F (7) wird konservativ genannt, wenn es ein Skalarfel
V(7) gibt, das

[ﬁ(?) = —VV(7) ] (1.10)

erfiillt. V(7) wird Potential oder auch (und eigentlich genauer) potentielle Energie genannt.

In GL. (I.10) bezeichnet der Nabla-Operator @, angewandt auf eine skalare Funktion auf R3,
den Gradienten dieser Funktion.

Fiir konservative Kraftfelder hdangt die durch die Kraft zwischen zwei Punkten verrichtete Arbeit
nicht vom Weg ab.

Beweis: Das Resultat folgt aus

W= /F (7)-d2 = - / C[OV(@)]- aF = - [V() - V()] (L.11)

unter Verwendung der Tatsache, dass V (7) eine Stammfunktion von VV (7) ist. O

Bemerkung: Offensichtlich ist V'(7) nur bis auf eine additive Konstante eindeutig. Die Letztere wird
oft so gewdhlt, dass das Potential im Unendlichen verschwindet.

Behauptung: Sei ein Kraftfeld ﬁ(?), definiert auf einem einfach zusammenhdngenden Gebiet G
von IR?’W Dann ist F(7) genau dann konservativ, wenn seine Rotation in jedem Punkt von G

verschwindet:
F(r)=-VV(F) & VxF{F)=0 VFed. (1.12)

Dass die Rotation eines konservativen Kraftfeldes null ist, folgt direkt aus der Identitat
V x [VV(#)] =0,

die sich z.B. komponentenweise beweisen lasst: die i-te Komponente (in einem kartesischen
Koordinatensystem) des Terms auf der linken Seite ist €7%9;9;V (¥), wobei €'/* das Levi-Civita-
Symbo und 9, die Ableitung nach der Komponenten z* des Ortsvektors ist. Dabei ist €/*
antisymmetrisch unter dem Austausch von j und k, wihrend die zweite Ableitung 0;0, symme-
trisch ist, so dass die Summe iiber alle Werte dieser Indizes Null ergibt.

Zum Beweis, dass sich ein rotationsfreies Kraftfeld F'(7) als (das Negative des) Gradienten eines
skalaren Potentials V (¥') schreiben ldsst, soll man zunéchst einen beliebigen Punkt 7 in G wéhlen

(YD h. eine zahlenwertige Funktion des Ortsvektors 7.

(DEin Gebiet wird als einfach zusammenhdngend bezeichnet, wenn sich jeder geschlossene Weg im Gebiet stetig
zu einem Punkt zusammenziehen lisst, ohne das Gebiet zu verlassen. Zum Beispiel ist eine Ebene (R?) einfach
zusammenhingend, wihrend R? ohne einen Punkt nicht mehr einfach zusammenhéngend ist.

(®)H. A. LORENTZ, 1853-1926 ()T. LEVI-CIviTA, 1873-1941
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und V' durch .
V(F) = _/ ) - di’
7o
fir jeden 7' € G definieren. Das Integral auf der rechten Seite der obigen Formel ist eindeutig
definiert, wenn das Linienintegral [F' - dZ von 7o nach 7 unabhéingig vom gewéhlten Weg ist.
Betrachte man zwei unterschiedliche Wege 61, 65 in G, die von 7y nach 7 fithren. Dann definiert

6 trivial einen Weg —€5 (mit gleicher Kurve und umgekehrter Parametrisierung) von 7 nach
7o, und somit einen geschlossenen Weg 61 — €5 mit Anfangs- und Endpunkt in 7. Aus dem
Satz von Stoke folgt fiir das Wegintegral der Kraft entlang 6, — 65

}{ F(#') - df' = / [V x F(7")] -d*S =0,
61—62 S

wobei S die durch die Kurvg (61_’— 6, abgeschlossene Fliache bezeichnet, wihrend die letzte
Gleichheit aus der Annahme V x F' = 0 folgt, die in jedem Punkt von S gilt (dank der Annahme
eines einfach zusammenhéngenden Gebiets). Andererseits gilt

?{ ﬁ(F’)-dF’:/ ﬁ(?’)-d?’—/ F(#') - di,
Q61—‘@2 (61 ‘62

woraus die gesuchte Unabhéngigkeit des Wegintegrals vom Weg folgt. |

.2 Newtonsche Gesetze

Basierend auf den in Abschn. [ eingefiihrten Begriffen, insbesondere auf der Existenz absoluter
Raum und Zeit, kénnen die dynamischen Gesetze, die die Wirkung von Kréften auf mechanische
Systeme bestimmen, angegeben werden. Dabei besagen diese Gesetze aber nichts {iber die mathe-
matische Form der Kréafte: diese hangen von der Situation ab und sollen durch zusétzliche Theorien
oder Modelle prézisiert werden.

I.2.1 Erstes newtonsches Gesetz

Das erste newtonsche Gesetz — das auch erstes Aziom, lex prima oder Tragheitsgesetz genannt
wird — besagt die Existenz von bevorzugten Bezugssystemen, in denen der Bewegungszustand eines
Korpers sich nicht dndert, so lange keine Kraft auf ihn ausgeiibt wird:

Erstes newtonsches Gesetz

Es gibt besondere Bezugssysteme, sog. Inertialsysteme, in denen ein Massenpunkt, der
keiner Kraft unterliegt, in seinem Zustand der Ruhe oder gleichformigen geradlinigen |(1.13)
Bewegung beharrt.

Anders gesagt bleibt in Inertialsystemen die Geschwindigkeit f(t) eines kriftefreien Massenpunkts
konstant, d.h. seine Beschleunigung 7Z(t) verschwindet.

Bemerkungen:
x Kigentlich wurde dieses Prinzip schon durch Galile formuliert, weshalb es auch seinen Namen
tragt. Dazu ist der obige Ausdruck des Gesetzes in der Tat nicht die urspriingliche Formulierung,

DG, G. STokEs, 1819-1903  ()G. GALILEL, 1564-1642
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denn es gab bei Newton keinen Bezug auf Inertialsysteme.

x Das Gesetz setzt die Existenz eines kréaftefreien Zustands implizit voraus. In der Praxis ist dies
eine Idealisierung, denn kein Korper kann von der (anziehenden) Schwerkraft der anderen Korper
im Universum isoliert werden.

Was aber praktisch realisierbar ist — zumindest in sehr guter Ndherung —, ist dass die Resultierende
der auf ein System wirkenden Kréfte verschwindet, was sich dann als &quivalent zur Abwesenheit
von Kréfte herausstellt.

x Auf Inertialsysteme wird in Abschn. [[.3] genauer eingegangen; als solches gilt fiir Experimente auf
der Erde ein Bezugssystem, das sich relativ zu ,Fixsternen®, oder besser weit entfernten Galaxien
oder Quasars, nicht bewegt.

1.2.2 Zweites newtonsches Gesetz

Das zweite newtonsche Gesetz — auch zweites Aziom, lex secunda oder Bewegungsgesetz ge-
nannt — beschreibt die Anderung der Bewegung eines Kérpers mit Impuls p(t) unter dem Einfluss
einer Gesamtkraft F":

Zweites newtonsches Gesetz

dp(t . _
[ In Inertialsystemen gilt 7) = p(t) = F.

1.14
I (I.14a)

In dieser Bewegungsgleichung kann der Impuls p(t) durch die Masse m und die Geschwindigkeit
9(t) des Korpers ausgedriickt werden. Wenn die Masse in der Bewegung konstant bleibt, so kann
sie aus der Zeitableitung herausgezogen werden. Dann wird Gl. ([.14al) zu

[ () i)

[.14b
de? dt ( )

Das heifit, die Beschleunigung des Korpers ist proportional zur Kraft, welche die Bewegung beein-
flusst, und antiproportional zur Masse m.

Bemerkungen:

x Das erste Gesetz ist ein Spezialfall des zweiten mit F=0.

* Die Masse m in der Bewegungsgleichung @ ist die sog. trage Masse des Massenpunkts, die
ein Maf fiir die Tréigheit des letzteren gegeniiber Anderungen seines Bewegungszustands darstellt.
Bei der tragen Masse handelt es sich um eine universale Eigenschaft des Koérpers, welche die gleiche
bleibt, egal welchen Kraften er unterliegt.

* Im zweiten Gesetz wird implizit vorausgesetzt, dass die Kraft F auf einen Korper moglicherweise
von seiner Position # und seiner Geschwindigkeit Z abhéngen kann, sowie von der Zeit ¢, nicht aber
von hoéheren Ableitungen.

Dank der letzteren Bemerkung stellt die vektorielle Bewegungsgleichung ein System
gewohnlicher Differentialgleichungen zweiter Ordnung dar. Wenn die mathematische Form der Kraft
F= ﬁ(t, Z(t), iz'(t)) sowie Anfangsbedingungen Z(t), Z(tg) zu irgend einer Referenzzeit to gegeben
sind, dann hat dieses System eine eindeutige Losung Z(t).

Physikalisch bedeutet diese Eindeutigkeit der Losung, dass die Kenntnis des Bewegungszustands
(Z(to), .f(to)) zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ ausreicht, um den Bewegungszustand (Z(t), f(t)) zu
jedem anderen Zeitpunkt t vollsténdig festzustellen. Dementsprechend ist die newtonsche Mechanik
vollig deterministisch.
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Beispiel: Massenpunkt im homogenen Schwerefeld mit Luftreibung
Betrachtet sei die Bewegung eines Massenpunkts mit Masse m unter dem Einfluss der Schwer-
kraft und einer Reibungskraft. Die Resultierende der auf ihn wirkenden Kraft lautet

F = Fs + Fg, (1.15a)
wobei das Superpositionsprinzip fiir Krafte ([.20) benutzt wurde. Dabei ist die Schwerkraft
ﬁs = mgj, (I.l5b)

wobei die Schwerebeschleunigung g prinzipiell nach unten gerichtet is— obwohl das im Folgenden
keine Rolle spielt —, wihrend mg die schwere Masse des Korpers bezeichnet. Experimentell ist die
letztere proportional zur triagen Masse, mg o< m, wie sich im berithmten Ergebnis ,im Vakuum fallen
alle Korper gleich* widerspiegelt. Mit der Wahl mg = m gilt |§] ~ 9,8 m -s~2 auf der Erdoberfliche.

Hier werden zwei Annahmen gemacht, und zwar dass trige und schwere Masse erstens die gleiche
Dimension M haben, und sich somit mit der gleichen Einheit quantifizieren lassen, und zweitens
denselben numerischen Wert haben, was wiederum den Wert der Schwerkraftbeschleunigung g
festlegt.

Fiir die Reibungskraft wird die Form der Stokes’schen Reibung

Fr = —ag® (I.15¢)
angenommen, mit einer positiven Konstanten ay. Dabei ist ¥ die Geschwindigkeit des Massenpunkts
relativ zum ,Medium* (z.B. Luft), das die Reibung verursacht.

Unter diesen Voraussetzungen lautet die Bewegungsgleichung ([.14b)

2=
T — g~ ami(e),
d.h., mit yg = ag/m
do(t . -
de ) + YRU(t) = §. (I.16)

Somit ergibt sich eine lineare inhomogene gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung. Thre
Losung erfolgt wie tiblich.
Zuerst wird die allgemeine Losung oy, der assoziierten homogenen Differentialgleichung
dvn (¢)

—_— Un(t) =0
1t + YRUn(?)

gesucht, und zwar
5h(t) = Ce_’YRt

mit beliebigem C € R3.
Zweitens ist eine spezielle Losung s der homogenen Differentialgleichung gebraucht:

dus(t - -
(;E ) rii(t) = 7
Zum Beispiel kann die stationére (d.h. zeitunabhéngige) Losung
1
Us(t) = —g
0=

gewahlt werden.
Mit deren Hilfe kann als dritter Schritt die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialglei-
chung (I.16)) als Summe aus ¥y,(¢) und ¥s(t) geschrieben werden:

5 1
B(t) = Uy (t) + Vs(t) = Ce ™ 4 —g.
R

<8)Deﬁnitionsgeméiﬂ) gibt die lokale Richtung der Schwerebeschleunigung die sog. Vertikale in einem Punkt.
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Dabei soll noch die Integrationskonstante c festgestellt werden, was unter Berticksichtigung der
Anfangsbedingung (hier bei t = t)
- 1
P = V(t=tg) = Ce W0 4 — g7
TR
erfolgt. Aus der letzteren Gleichung folgt

was schliefslich zur Losung

—r(t—t
B(t) = Boe MmE—t0) 4 1_e—m(0)§ (I.17)
TR
fithrt. Physikalisch findet man, dass der Einfluss der Anfangsgeschwindigkeit 7y wegen der Reibungs-
kraft auf einer Zeitskala T = fy};l exponentiell abnimmt. Dies fiihrt zu einem stationdren Endzu-
stand, der unabhéngig von der Anfangsbedingung ist.
Wenn nétig kann man auch die Bahnkurve des Massenpunkts iiber

t
Z(t) = 2o + / gt dt’
t

0
bestimmen, wobei Zg = Z(t=t() die Anfangsposition bei t = ¢y bezeichnet, und zwar

1 — e R(t=to) _ t—to) + e mlt=to) _ 1
3o + 2R = o) . g. (1.18)
TR R

Nach Abklingen der Exponentialterme, bleibt eine anndhernd lineare Funktion der Zeit, in Kontrast
zur quadratischen Abhéngigkeit beim reibungsfreien Fall.

Die neugierige Leserin kann den Limes yg — 0 in Gl. ([.17)) und (I.18) nehmen — anhand einer
Taylor—EntWicklun der Exponentialfunktion —, um die bekannten Ergebnisse des freien Falls
wiederzuentdecken.

If'(t) = Xy +

1.2.3 Drittes newtonsches Gesetz

Das dritte newtonsche Gesetz — auch bekannt als drittes Azxiom, lex tertia, Reaktionsprinzip
oder Actio und Reactio — verkniipft diejenigen Kréfte, welche zwei Kérper aufeinander ausiiben:

Drittes newtonsches Gesetz

Die von zwei Massenpunkten aufeinander ausgetibten Krifte haben den gleichen

Betrag aber entgegengesetzte Richtungen. (.19a)

Wenn die zwei Korper jeweils durch 1 und 2 gekennzeichnet werden, und Féﬁl bzw. ﬁlHQ die auf
den ersten durch den zweiten bzw. auf 2 durch 1 ausgeiibte Kraft bezeichnet, dann gilt

[ﬁzﬁl = —Fy_. ] (1.19D)

Bemerkungen:
x Manchmal wird das Gesetz auch Aktion gleich Reaktion gennant: diese Bezeichnung hat aber den
Nachteil, dass sie sich nur auf die Betrage der Krafte bezieht, was irrefiihrend sein kann.

* Wie in der Bemerkung in §[[I.T.Ta] weiter diskutiert wird, schlieft dieses Gesetz implizit die
Existenz von Drei-Korper-Kréften aus.

(B, TavyLOR, 16851731
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x Laut dem dritten Gesetz ist die Reaktion von Korper 2 auf Korper 1 instantan, wenn Korper 1
eine Kraft auf Korper 2 ausiibt. Dies wird in der Relativitatstheorie nicht mehr moglich sein, wenn
sich die Korper nicht beriihren.

1.2.4 ,,Viertes newtonsches Gesetz“

Als viertes newtonsches Gesetz, oder lex quarta, wird oft das Superpositionsprinzip fiir Kréfte
hinzugefiigt, das in §[[.1.3] schon dargelegt wurde:

Viertes newtonsches Gesetz

Wirken auf einen Massenpunkt mehrere Krifte ﬁl, cee ﬁk, so addieren sich diese (1.20a)
vektoriell. e

Das heifit, die resultierende Kraft auf den Massenpunkt ist
(1.20Db)

Es ist dann diese resultierende Kraft, die in der mathematischen Formulierung des zweiten Geset-

zes ([.14)) auftritt.
1.2.5 Energieerhaltung

Eine erste Folgerung der newtonschen Gesetze ist der Zusammenhang zwischen der Anderung
der kinetischen Energie eines Massenpunkts und der Arbeit der auf ihn ausgeiibten Kréfte.

Definition: Die kinetische Energie eines Massenpunkts mit Masse m und Impuls g bzw. Geschwin-
digkeit ¥ wird definiert als

=2
b 1 .,

T=2 _ np2 1.21
om 2" (1-21)

Bemerkung: Die physikalische Dimension bzw. die SI-Einheit einer Energie ist — wie bei einer
mechanischen Arbeit! — [E] = ML?>T~2 bzw. das Joul (1J=1kg-m?-s72).

Fiir einen Massenpunkt, der nur konservativen Kréften unterliegt, gilt der

Theorem (Energieerhaltungssatz):

Wenn alle Krifte konservativ sind, ist die Summe T +V = E aus kinetischer
und potentieller Energie eines Massenpunkts, entsprechend seiner Gesamtenergie, (1.22)
erhalten.

Die Erweiterung dieses Ergebnisses auf Systeme aus mehreren Massenpunkten wird in §[[T.1.4 2]
dargelegt.

Der Satz lasst sich beweisen, indem das Integra
T2
/ F(z)-dz
7

auf zwei unterschiedliche Weisen geschrieben wird. Da die Kraft konservativ ist, ist das Integral
einerseits laut Gl. ([.11) gleich V' (71) — V(72).

“)'Die Eindeutigkeit der Definition des Integrals wurde im Beweis der Behauptung in § gezeigt.

(&)J. P. JouLE, 1818-1889
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Andererseits gilt, unter Verwendung der newtonschen Bewegungsgleichung ([[.14bf) und der Iden-
titat dz = v(¢) dt = p(¢) dt/m

/:ﬁ(a?).dz«: ) .5(t)dt:/tt21d{ﬁ(;)Q}dt:T(tz)_T(tl). 123

Somit gilt V(71) — V(72) = T(ts) — T(t1), d.h.
T(ty) + V(71) = T(ts) + V(7a),

wobei t1 bzw. ty der Zeitpunkt ist, zu dem sich der Korper in 7; bzw. rs befindet. O

In diesem Beweis bedeutet Gl. ([.23)), dass die Arbeit der auf das System wirkenden Kréfte gleich

der Anderung der kinetischen Energie des Systems ist.

Inertialsysteme. Galilei-Transformationen

Das erste und das zweite newtonsche Gesetz beruhen auf der Existenz von besonderen Bezugs-
systemen, den Inertialsystemen, in denen ein kriftefreier Massenpunkt keine Beschleunigung er-
fahrt. Angenommen, dass ein solches Inertialsystem By existiert, dann gibt es noch eine ganze
Menge anderer Inertialsysteme, bestehend aus den Bezugssystemen B’, die mit By iiber eine Galilei-
Transformation verkniipft sind.

Sei O bzw. O’ ein fester Bezugspunkt im Inertialsystem B; bzw. im Bezugssystem B’. Der

Ortsvektor eines geometrischen Punkts P relativ zu By bzw. B’ wird mit OP = 7 bzw. O'P = 7/
bezeichnet. Auf #hnliche Weise konnen in jedem Bezugssystem unterschiedliche Zeiten ¢ bzw. t/
benutzt werden. Eine Transformation vom Inertialsystem By zum Bezugssystem B’ ist dann eine
Abbildung (t,7) — (¢,7’), wobei ¢’ und 7’ Funktionen von ¢ und 7 sind.

Sei Z(t) bzw. Z'(t") die Trajektorie eines Massenpunkts beziiglich By bzw. B'. Fiir jede Klas-
se von ,einfachen” Galilei-Transformationen — Translationen (§[[.3.1)), Galilei-Boosts (§ und
Drehungen (§ — werden wir zeigen, dass die Beschleunigungen d?z(t)/dt? im Inertialsystem
Br und d2z’(t)/dt'? im Bezugssystem B’ gleichzeitig verschwinden. Das heift, wenn ein Massen-
punkt kraftefrei ist, dann bleibt seine Geschwindigkeit in B’ konstant, so dass B’ entsprechend dem
ersten newtonschen Gesetz ebenfalls inertial ist.

In §[[.3.4 werden allgemeine Galilei-Transformationen eingefiihrt. SchlieRlich wird das Verhalten
von Kréften unter Galilei-Transformationen in §[[.3.5] diskutiert.

1.3.1 Translationen

Eine erste Klasse von einfachen Transformationen (¢,7) — (¢,7’) zwischen Inertialsystemen
besteht aus den Translationen, entweder im Ortsraum oder in der Zeit.

Betrachten wir zunachst den Fall eines Bezugssystems B’, das sich aus dem Inertialsystem By
durch eine rdumliche Translation um einen festen Vektor ¢ ableiten lasst. Das heifst, dass die Orts-
vektoren 7 bzw. 7' eines Punkts P beziiglich By bzw. B’ {iber die Beziehung

Fl=F-¢ (1.24)

verkniipft sind (vgl. Abb. . Es wird angenommen, dass die Beobachter in beiden Bezugssystemen
die gleiche Zeit benutzen, d.h. ¢’ = ¢.
Der gleiche Zusammenhang gilt fiir die Bahnkurven #(t) bzw. Z'(¢') = Z'(t) eines bewegten
Massenpunkts. Somit gilt trivial nach Zeitableitung
dz’(t')  dz'(t)  dz(t) a?z'(t')  d*z'(t)  d*@(¢)

de’ dt dt de2 A2 de?




20 Newtonsche Mechanik

23

Br T JJ3A

-~ B,

A\

Abbildung 1.2

Wenn keine Krifte auf den Massenpunkt wirken, so dass Z(t) = 0, dann ist auch Z/(t') = 0.
Umgekehrt fiihrt #(¢') = 0 zu Z(¢) = 0, d.h. das erste newtonsche Gesetz ([.13) gilt genau dann in
B’, wenn es im Inertialsystem By gilt.

Bemerkung: Fiihrt man zwei Translationen (um Vektoren ¢; und @) hintereinander aus, so ist die
resultierende Transformation ebenfalls eine Translation, und zwar um den Vektor ¢; + ¢s.

Sei jetzt angenommen, dass das Bezugssystem B’ beziiglich des Inertialsystems B; ruht, und
dass die gleichen Raumkoordinaten in B’ als in By verwendet werden, d.h. 7 = 7/ fiir Ortsvektoren.
Dagegen unterscheidet sich der in B’ gewahlte Nullpunkt der Zeit ¢ = 0 von dem Nullpunkt ¢ = 0
in By um eine Zeitverschiebung 7:

t=t—r. (L.25)
Dies entspricht einer zeitlichen Translation, so wie GI. eine raumliche Translation darstellt.
Unter Verwendung der Kettenregel gilt dann fiir die Zeitableitungen in jedem Bezugssyste

d _dtd d
¢ d'dt  dt’
und eine dhnliche Gleichung fiir die zweite Ableitungen. Insbesondere ist d2Z(t)/dt? = O genau
Aquivalent zu d?Z(¢')/dt”? = 0.

Bemerkung: Gleichung bedeutet nicht nur, dass die Beobachter in By und B’ unterschiedliche
Nullpunkte der Zeit genommen haben, sondern auch, dass die Zeit gleich schnell in beiden Bezugssy-
stemen vergeht — entsprechend der Universalitéit der Zeit in der newtonschen Mechanik (§[[.1.1D)).
Das heifit, hier wird ¢’ = at — 7 mit o = 1 betrachtet.

1.3.2 Eigentliche Galilei-Transformationen

Ein Bezugssystem B’ bewege sich gegeniiber dem Inertialsystem By mit konstanter Geschwindig-
keit . Der Einfachheit halber wird angenommen, dass die an By und B’ gebundenen Beobachter die
gleichen Zeiten t' = ¢ benutzen; dazu verwenden sie Koordinatensysteme, deren Ursprungspunkte
zur Zeit t = 0 tibereinstimmen, und dessen Achsen parallel sind, wie in Abb. [.3] dargestellt wird.

(19Dje hier benutzte Notation bedeutet, dass fiir jede Funktion f(t') = o(t(t")) die Gleichung

af(t) _ de(t(t"))
dt’ dt

gilt.
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Dann gilt fiir die Ortsvektoren eines bestimmten Punkts P in den beiden Bezugssystemen

=/

7 =7 —ut. (1.26)

Eine solche Transformation nennt man eigentliche Galilei- Transformation oder auch Galilei-Boost.
Die Beziehung fiihrt fiir die Bahnkurven Z(t) bzw. Z'(t) eines bewegten Massenpunkts P
sofort zu Z'(t) = Z(t) — dt, und somit erstens zu
dz’(t') d dz(t)
il a "
wobei t' = t verwendet wurde. Diese Beziehung bedeutet, dass die Beobachter in By und B’ einem be-
wegten physikalischen System unterschiedliche Geschwindigkeiten zuordnen: Gleichung stellt
das (nicht-relativistische) Additionsgesetz von Geschwindigkeiten dar.
Eine zweite Zeitableitung liefert dann
d?z/(t')  d?@(¢)
ez A2
so dass die durch die beiden Beobachter gemessenen Beschleunigungen gleich sind.
Falls keine Krifte auf P wirken, so dass Z(t) = 0 in By, dann gilt ebenfalls Z(#) = 0 in B,
d.h. was in einem der Bezugssysteme als kréftefrei aussieht, wird auch im anderen Bezugssystem
als kriftefrei gesehen.

Z(t) — ut] = (1.27)

Bemerkung: Wie bei Translationen (im Raum oder in der Zeit) ergeben zwei hinter einander aus-
gefiihrte Galilei-Boosts mit jeweiligen , Boost-Geschwindigkeiten® 1, #s einen neuen Galilei-Boost
mit Geschwindigkeit 1 + s.

1.3.3 Drehungen

Die letzte Klasse “einfacher Galilei-Transformationen besteht aus den Drehungen um jede belie-
bige Achse im Raum. Sei somit angenommen, dass die Beobachter in By und B’ Koordinatensysteme
benutzen, deren Achsen gegeniiber einander um einen konstanten Winkel § um eine Richtung €z
gedreht sind. Dagegen stimmen die Nullpunkte der Koordinatensysteme miteinander iiberein, und
beide Beobachter benutzen die gleiche Zeit ¢ = t.

In diesem Fall lassen sich Ortsvektoren beziiglich B’ bzw. ihre Koordinaten aus denen beziiglich
By durch eine konstante 3 x 3-Drehmatrix % /5, erhalten

’I_”'/ = gZ‘B’/BI 77 (I28a)

(1 )Vgl. Anhang [B|iiber Drehmatrizen.
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Abbildung 1.4

Aquivalent lisst sich diese Bezichung komponentenweise schreiben:

o' =R ) fiw i € {1,2,3}, (1.28b)

wobei die g&’,] fiir i, j € {1,2,3} die Matrixelemente von &/, sind, wihrend die {z"} mit gestri-
chenen Indizes die Komponenten von 7/ bezeichnen.

Bemerkung: Bei der hier betrachteten Drehung — sowie bei den Translationen in §[[.3.1] oder den
Galilei-Boosts in §[[.3.2 — handelt es sich um eine sog. passive Transformation: der betrachtete
Massenpunkt wird gegeniiber anderen Objekten nicht gedreht (was eine aktive Drehung wiére).
Stattdessen wird der Beobachter oder dquivalent das Bezugs- bzw. Koordinatensystem, in dem der
Massenpunkt beschrieben wird, gedreht.

Beziehung ([.28a) bzw. ([.28b]) gilt auch fiir die Bahnkurve eines Massenpunkts beziiglich jedes
der Bezugssysteme bzw. fiir die Komponenten der Bahnkurve:

F'(t) = Rpyp, T(t) bzw. a'(t') =R"27(t) fiiw i’ € {1,2,3).

Da diese Beziechungen linear und zeitunabhéngig sind, geben sie nach zweifachen Zeitableitung unter
Beriicksichtigung von ¢ =t
42z’ (t) d22(t)
awz BB g

bzw. ) )

227t A2 L,

W :%1] dt2 fir ¢ € {1,2,3}
Somit fithrt Z(t) = 0 zu Z(#') = 0. Da jede Drehmatrix invertierbar ist, gilt die Implikation auch in
der umgekehrten Richtung.

Bemerkung: Wie bei Translationen oder Galilei-Boosts ist das Produkt zweier Drehmatrizen, ent-
sprechend der Verkettung der assoziierten Drehungen, wieder eine Drehmatrix. Dabei ist aber das
Produkt zweier Drehmatrizen im Allgemeinen nicht-kommutativ, d.h. die Reihenfolge, in der die
Drehungen aufeinander folgen, ist wichtig.

1.3.4 Allgemeine Galilei-Transformationen

Generell sind die Galilei-Transformationen G die linearen Abbildungen (¢,7) — (¢/,7') = G(¢,7)

zwischen den Zeiten und Positionen in zwei unterschiedlichen Inertialsystemen.
In §[[.3.1] wurde gezeigt, dass rdumliche und zeitliche Translationen, Galilei-Boosts und
Drehungen Beispiele solcher Galilei-Transformationen sind. Allgemeiner definiert jedes ,,Produkt® —
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d.h. Hintereinanderausfithrung — von Translationen im Raum oder in der Zeit, Galilei-Boosts und
Drehungen eine allgemeine Galilei-Transformation. Dabei héngt die resultierende Transformation
von der Reihenfolge der Transformationen ab, genau wie es schon bei Drehungen der Fall ist.

Umgekehrt kann man zeigen, dass jede Galilei-Transformation zwischen zwei Inertialsystemen
sich als Verkettung von Translationen, Drehungen und Galilei-Boosts zerlegen lésst.

Schlieflich ist das Produkt zweier Galilei-Transformationen wieder eine Galilei-Transformation.
Somit bilden diese Transformationen mit diesem Produkt mathematisch eine sog. Gruppe

Dabei benutzt man auch, dass es ein ,neutrales Element” fiir das Produkt gibt, und zwar die
Identitéatstransformation, dass jeder Galilei-Transformation eine inverse Transformation zuge-
ordnet werden kann, und schliefslich dass das Produkt assoziativ ist.

Da das Ergebnis eines Produkts von der Reihenfolge der ,Multiplikanden abhéngt, wird die Gruppe
als nicht-kommutativ oder dquivalent m’cht—abelsc bezeichnet.

Bemerkung: Die Translationen — im Raum oder in der Zeit —, die Drehungen und die Galilei-Boosts
bilden jeweils Untergruppen der Galilei-Gruppe.

1.3.5 Krafte und Galilei-Transformation

In den vorigen Paragraphen wurde nur das Verhalten des Ortsvektors und seiner Ableitungen
nach der Zeit unter Galilei-Transformationen von einem Inertialsystem zu einem anderen betrachtet.
Daraus folgt, dass wenn die Beschleunigung ic’(t) eines Massenpunkts in einem Inertialsystem By
verschwindet, dann gilt %’(t) = 0 fiir einen Beobachter, dessen Koordinatensystem mit demjenigen
in By uber eine Galilei-Transformation zusammenhéngt.

Um zu zeigen, dass das zweite newtonsche Gesetz ebenfalls in beiden Bezugssystemen Bp
und B’ gleichzeitig gilt, soll noch das Transformationsgesetz fiir Krifte prazisiert werden. Dafiir soll
man die Form der Kraft genauer beriicksichtigen.

e Krifte der Form F = F & relativ zu Br, mit konstantem Betrag F' und einer festen Richtung
€r im Raum, transformieren sich unter Drehungen genau wie Ortsvektoren — indem €p
fiir einen Inertialbeobachter in B’ gedreht aussieht —, wihrend sie unter Translationen oder
Galilei-Boosts invariant bleiben. Somit gilt die Gleichung mZ(t) = F sowohl in By als (mit
»gestrichenen®, transformierten Vektoren) in 5.

Ein Beispiel fiir eine solche Kraft ist die Schwerkraft mg in einem homogenen Schwerefeld.

e Realistische ortsabhiangige Krifte hdangen nicht vom Ortsvektor des Korpers ab, auf den sie
ausgeiibt werden, sondern nur von seinem Abstandsvektor von einem anderen Korper. Dies
ist z.B. der Fall der newtonschen Gravitationskraft zwischen zwei Massenpunkten. Dieser
Abstandsvektor, und somit die Kraft, bleibt unverédndert unter Translationen oder Galilei-
Boosts, wihrend es sich unter Drehungen genau wie ein Ortsvektor bzw. eine Beschleunigung
verhélt. Wieder gilt mZ(t) = F sowohl in By als in B

e Bei geschwindigkeitsabhéngigen Kréften ist eine zuséatzliche Fallunterscheidung nétig.

— Bei Reibungskriften, wie z.B. bei der Stokesschen Reibung , ist die relevante Ge-
schwindigkeit diejenige relativ zum Ruhesystem eines Mediums — z.B. der Luft oder
Fliissigkeit, durch welche der Korper sich bewegt. Diese Relativgeschwindigkeit &ndert
sich nicht, bis auf Anderungen der beobachteten Richtung, unter den Transformationen
der § so dass die Gleichung mi”(t) = F die gleiche Form in By und in B’

annimmt.

(%) Diese Gruppe wird manchmal mit Gal(3) bezeichnet.

(WN. H. ABEL, 1802-1829
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— Der Fall der Lorentz-Kraft ist mehr problematisch.
In Abwesenheit eines elektrischen Feldes E lautet sie F = qu X B , mit B einem statischen
magnetischen Feld. Dabei ist ¥ die Geschwindigkeit der bewegten Punktladung relativ
zum Bezugssystem, in dem E = 0 und B stationir ist. In Bezugssystemen, dle smh
relativ zu diesem Bezugssystem mit einer Geschwindigkeit @ bewegen, nehmen E und B
unterschiedliche Forme an, wie man im Rahmen der Elektrodynamik nachpriifen kann.
Die Felder éndern sich dabei so, dass die Lorentz-Kraft, einschlieflich des Terms mit
E, (in Betrag) invariant bleibt. Dies gilt zumindest annéhernd, solange || ,klein® ist,
und zwar gegeniiber der Vakuumhchtgeschwmdlgkelt Fiir entsprechende Galilei-Boosts
erhélt die Gleichung mx( ) = F die gleiche Form im gleichférmig bewegten Bezugssystem
als in einem Inertialsystem.
Eigentlich transformieren sich die Gleichungen der Elektrodynamik unter Galilei-Boosts

nicht, wie sie sollten, damit Galilei-Transformationen die richtigen Transformationen
zwischen Inertialsystemen darstellen.

Abgesehen vom oben erwahnten Problem mit der Lorentz-Kraft nimmt die mathematische For-
mulierung des zweiten newtonschen Gesetzes die gleiche Form in allen Bezugssystemen an, die
sich aus einem Inertialsystem iiber eine Galilei-Transformation ableiten lassen. Deshalb sind diese
Bezugssysteme auch Inertialsysteme.

Beschleunigte Bezugssysteme. Scheinkrafte

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass ein Bezugssystem B’, das sich relativ zu einem Inertial-
system By gleichférmig und geradlinig bewegt, oder dessen Koordinaten konstant verschoben oder
gedreht gegeniiber solchen von By sind, ebenfalls ein Inertialsystem ist.

In diesem Abschnitt wird wieder ein Inertialsystem By betrachtet, in denen die newtonschen
Gesetze des Abschn. gelten. Jetzt bezeichnet B’ ein zweites Bezugssystem in beschleunigter
Bewegung gegeniiber B;. Wie wir sehen werden ist ein solches Bezugssystem kein Inertialsystem.

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit wird angenommen, dass die Beobachter in By und B’ die
gleiche Zeit t' = ¢ verwenden. Ortsvektoren beziiglich eines in By bzw. B’ festen Ursprungspunkts
werden mit 7 bzw. 7/ bezeichnet. Wiederum steht Z(¢) bzw. Z'(t') = Z'(t) fiir die Bahnkurve eines
Massenpunkts relativ zu By bzw. B'.

Sei ¥ ein physikalisches System, modelliert durch einen Massenpunkt mit (trdger) Masse m.
Laut dem zweiten newtonschen Gesetz ([.14) gilt im Inertialsystem By
d?z(t) =
= F(t),

(1.29)

wobei F (t) die (moglicherweise zeitabhéngige) Resultierende der physikalischen Kréfte auf ¥ be-
zeichnet. Im Folgenden wird die in B’ beobachtete Beschleunigung d2z’(¢')/dt'? = d27’(t)/dt? fiir
unterschiedliche Bewegungen von B’ (relativ zu Br) berechnet, und zwar erstens fiir den Fall eines
linear beschleunigten Bezugssystems (§, dann fiir ein rotierendes Bezugssystem (§. In
beiden Fillen weicht d2Z’(t) /dt? von der im Inertialsystem beobachteten Beschleunigung d27(t) /dt?
ab: die zusétzlichen Terme, multipliziert mit m, lassen sich aus der Sicht eines Beobachters in B’
als auf 3 wirkende Scheinkrifte interpretieren.

I.4.1 Linear beschleunigte Bezugssysteme

Betrachten wir zunichst den Fall eines Bezugssystems B, das sich relativ zum Inertialsystem By
mit einer zeitabhéngigen Geschwindigkeit #(t) bewegt, wobei die Richtung von (t) konstant bleibt,
so dass die Bewegung geradlinig ist. Der Einfachheit halber wird angenommen, dass die an B und
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Abbildung 1.5

B’ gebundenen Beobachter Koordinatensysteme verwenden, deren Nullpunkte O, O zur Zeit t = 0
iibereinstimmen (Abb. [LF). Dann gilt

O0'(t) = / tﬁ(t’) dt’.
0

Dementsprechend hidngen die Ortsvektoren eines bestimmten geometrischen Punkts P beziiglich der
beiden Bezugssysteme iiber

F%):F—Aﬁuﬂd’ (1.30)

zusammen.
Zum Beispiel gilt im Fall eines konstant beschleunigten B’: 4i(t) = @t 4 4(0), und somit

1
7 =7— (2at2 + ﬁ(O)t).

Die Beziehung (I.30) gilt auch zwischen den in By und B’ gemessenen Zeit-Ort-Funktionen Z(t)
und 7/(t) eines Massenpunkts. Eine erste Ableitung nach der Zeit gibt dann
dz'(t)  dz(t)
dt— dt
entsprechend einem Additionstheorem fiir die Geschwindigkeiten. Dann ergibt eine zweite Ableitung

d?z/(t)  d%z(t)  du(t)
a2~ A dt (1.32)

d.h. die in beiden Bezugssystemen gemessenen Beschleunigungen weichen von einander ab.

— @), (1.31)

In Abwesenheit von physikalischen Kréften, d.h. wenn F = 0, gilt im Inertialsystem By laut
den ersten zwei newtonschen Gesetzen d2Z(t)/dt? = 0. Dagegen wird d2z'(t)/dt? im Allgemeinen
gemals Gl. - [.32)) ungleich Null sein: Aus der Sicht eines Beobachters im Bezugssystem B’ hat ein
beziiglich By ruhender, d.h. eigentlich kriiftefreier, Massenpunkt die Beschleunigung 2/(t) = —(t).
Dementsprechend ist B’ kein Inertialsystem.

Um die mathematische Formulierung des zweiten newtonschen Gesetzes auch auf den Fall
linear beschleunigter Bezugssystem zu verallgemeinern, soll der Beobachter in B’ eine Scheinkraft

ﬁSchein = _mﬁ(t) (133)
einfiihren. Dann gilt in B’ (in Abwesenheit von physikalischen Kréften)

d2z'(t) =
de2 = I'Schein-




26 Newtonsche Mechanik

Wenn es dazu physikalische Krifte F gibt, dann addieren sie sich vektoriell zu der Scheinkraft:
d27/(t)
de?

was unter Beriicksichtigung des in By ausgedriickten zweiten newtonschen Gesetzes genau dquivalent

zur Gl ([.32)) ist.

- ﬁ + ﬁSchein; <134>

1.4.2 Rotierende Bezugssysteme

Jetzt wird angenommen, dass das Bezugssystem B’ gegeniiber dem Inertialsystem B rotiert.
Dabei konnen sowohl die (momentane) Achse der Rotation als auch die Rotationsgeschwindigkeit
von B’ beziiglich By von der Zeit abhingen. Der Einfachheit halber wird angenommen, dass die
Koordinatensysteme in B’ und By den gleichen Ursprungspunkt haben.

Somit lassen sich Vektoren in B’ aus denen beziiglich By durch eine zeitabhingige Drehmatrix
Rpyp,(t) € SO(3) erhalten [vgl. Gl. ([.28a])]; z.B. gilt fiir den Ortsvektor eines Punkts

77/ = %B’/Bl(t)ﬁ (I35a)

Im Folgenden wird es gilinstiger sein, die Bahnkurve eines Massenpunkts beziiglich By durch
jene relativ zu B' auszudriicken. Da die Drehmatrix % p,3(t) eine orthogonale Matrix ist, ist sie
automatisch invertierbar, d.h. man darf problemlos

F= Ry T = AT (I.35b)

schreiben, wobei die kiirzere Notation % (t) fiir die inverse Drehmatrix eingefiihrt Wurde
Diese Beziehung gilt nicht nur fiir den Ortsvektor, sondern fiir jeden Vektor. Somit gilt fiir die
in By und B’ beobachteten Bahnkurven

() =R(t)T'(t) (I.36a)
und gleichfalls fiir die Kréfte

F(t)=%t)F'(t), (1.36b)
vgl. die Diskussion in §[[.3.5

(13)Es wird empfohlen, sich die etwa abstrakten Berechnungen dieses Paragraphen anhand eines Beispiels klarer zu
machen. Z.B. kann man annehmen, dass B’ mit konstanter Rotationsgeschwindigkeit wo um die z3-Achse des
Koordinatensystems von B; rotiert. Die Beziehung zwischen den Basisvektoren der beiden Koordinatensysteme

lautet dann
&y cos(wot)  sin(wot) 0\ /&1
8y | = | —sin(wot) cos(wot) 0 || &2
&y 0 0 1/ \&

oder dquivalent, nach Transposition

cos(wot) —sin(wot) 0
(61/ €y 63/) :(61 € 63) sin(wot)  cos(wot) 0.
0 0 1

Fiir die Koordinaten eines Vektors in B’ und B gilt [vgl. Gl ([.353))]
zV cos(wot)  sin(wot) 0\ [z x!
2? | = | —sin(wot) cos(wot) 0| 2? | =Rpyst)| 2| .
23 0 0 1/ \a® z3

z! cos(wot) —sin(wot) 0 z" z'
2% | = | sin(wot) cos(wot) O || 2¥ | =%@)| 2
0 0 WAL -
wobei % (t) die in Gl. ([I.35b) eingefithrte Drehmatrix ist.

Daraus folgt
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1.4.2 a Bewegungsgleichung in einem rotierenden Bezugssystem
Leitet man zunéchst die Beziehung ([[.36a) nach der Zeit ab, so ergibt sich unter Verwendung

der Produktregel

dz(t)  dR(t) ., dz’(t)
T - @ 2 (t) +%(t) T (1.37)
Dabei ist d% (t)/dt die Zeitableitung
d(t) . R{E+0t)—R@E) . 1 ~1
—5 = Jm 5 = Jim = [R(t460)R (1) — 13) %R (1) (1.38)

mit der 3 x 3-Einheitsmatrix 13, wobei das Produkt zweier Drehmatrizen % (t+6t)% (t)~! = @ selbst
eine Drehmatrix ist, die eigentlich von ¢ und ¢ abhédngt. Im Limes 6t = 0 gilt 9 = 13. Somit l&sst
sich 9 bei ,kleinem* §t als
D =13+ Q(t)st + O((6t)?) (1.39)

mit einer 3 x 3-Matrix Q(t) schreiben.

Genauer muss der Betrag des Produkts aus §t mit irgendeinem der Matrixelemente von Q()

klein gegeniiber 1 sein. Bei Gl. ([.39) handelt es sich eigentlich um eine Taylor-Entwicklung,

wobei Q(t) die Ableitung von % nach 6t bei 6t = 0 ist.

Diese Ndherung kann in Gl. ([.38)) eingesetzt werden, woraus sich
d% (t
d%(t) = Q(t)%(t) (1.40)
dt
ergibt.
Da 9 eine Drehmatrix ist, gilt 99" = @'9 = 13. Die Transposition der Gl. ([.39) gibt

9" =134+ Q) 6t + O((6t)?),

woraus 99" = 13+ [Q(t) +Q(t)T]6t + O((6t)?) folgt. Dies ist gleich 13 bis auf Terme der Ordnung
(6t)? oder héher vorausgesetzt

0@ = -0,
d.h. wenn Q(t) eine antisymmetrische (d.h. schiefsymmetrische) Matrix ist. Um diese vollstéandig zu
charakterisieren, sind nur 3 reellen Zahlen nétig, z.B. die drei Eintrage [Q(t)]12, [Q(t)]13, [Q(t)]23.
Definiert man 3 Zahlen w”(t), k = {1,2,3} iiber die Beziehun

wk(t) = —56 ]k[Q(t)kj, (1.41)
so lasst sich die Matrix Q(t) als
0 —w3(t)  W3(t)
Q)= | W) 0 —wl(t) (1.42)
—wi(t)  wl(t) 0
schreiben. Mit dieser Parametrisierung gilt fiir jeden Vektor @ mit Komponenten (a',a?, a®)
0 —w3(t)  Wwi(t) at w(t)a® — w3(t)a?
Qt)a = | w3(t) 0 —wt@t) | [a® ] = | Wi (®t)at —wl(t)a® |,
—w?(t)  wl(?) 0 a’ wl(t)a? — w?(t)al

(19 Die umgekehrte Beziehung zur Gl. ([L41)) ist [Q(t)]ij = —eijuw” (t).
(5 Riir das in FuRnote (13) eingefiihrte Beispiel gilt

cos(wpdt) —sin(woedt) O 1 —wodt 0
D =R(t+0t)R(1t) " = [ sin(wodt) cos(wodt) 0] ~ |wodt 1 0.
0 0 1) 7%\ o 0o 1

0 —WwWo 0
Qt)=|wo 0 0
0 0 0

und der iiber die Parametrisierung ([.41)) assoziierte Vektor ist &(¢) = wo &s: der Betrag |&(t)] ist gleich demjenigen
der Rotationsgeschwindigkeit, die Richtung €3 ist diejenige der Rotationsachse.

Somit ist in diesem Fall [vgl. Gl. ([.39)]
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d.h.
Q(t)d = &(t) x a, (L43)

wobei @(t) den Vektor mit Komponenten (w'(t),w?(t),w®(t)) bezeichnet. Die physikalische Bedeu-

tung dieses Vektors wird im §[[.4.2 b| diskutiert. Wie wir dort sehen wird, hat &(t) eine durchschau-
bare Interpretation, wenn er in By ,lebt“, d.h. wenn die wk(t) seine Komponenten relativ zu einem
Koordinatensystem im Inertialsystem sind.

Ersetzt man die Ableitung d%(t)/d¢ in Gl. ([.37) mit Hilfe von Gl. (1.40f), so kommt

dz(t) dz(t)
at at

=a(t) x [R(OT'(t)] +R(t)

=QMRM)Z(t) + R (t)

dz(t)
dt ’

(1.44)

wobei die zweite Gleichung aus Beziechung ([.43]) folgt.
Sei jetzt &'(t) = R(t)"'@(t) der Vektor &(t) aus der Sicht eines Beobachters im rotierenden
Bezugssystem B’. Unter Verwendung der Identitat

(Rd) x (Rb) = R(d x b), (1.45)
die fiir jede Drehmatrix % und jedes Paar von Vektoren a, b gilt, kann man jetzt

dZ(t) Az (1)
dt dt

=R(t)|&(t) x Z'(t) + (1.46)

schreiben.

Beweis der Identitét ([45): es seien {a‘} bzw. {b'} die kartesischen Koordinaten von @ bzw. b
und #*; die Matrixelemente von %. Dann gilt fiir i’ = 1,2,3
[(Ra) x (R)]" = €'y R IR D",
Andererseits ist die Determinante der Drehmatrix % durch
det® = €05k’ g&el QJZ %kg

gegeben, wobei eigentlich det% = 1. Aquivalent gilt nach einer Permutation 1 — ¢, 2 — 7,
3 — k der Matrixspalten S
€05k det%® = Eprjri! gﬂég @Jj %kk,

wobei €j; das Signum der Permutation ist. Multipliziert man diese Gleichung mit %i; und
summiert man iiber £, so kommt ez, R’ = g R’ R, R’ R%,. Dabei ist #°, das ¢'f-Element
der Matrix %, d.h. auch das ¢¢-Element der transponierten Matrix %T, so dass @,ie@z, mit
Summe iiber ¢, das i’”’-Element des Produkts R " = 13 ist. Somit gilt
Eljk%ig = eelj/klém @jj QRkk = ei'jfk/gljj g,gkk'
Schlieflich findet man
[(R@) x (RB)]" = R REDE = euRyalb* = [R (@ x b)]",

entsprechend dem gesuchten Ergebnis. O

Das wiederholte Ableiten von Gl. ([.46) nach der Zeit unter Beriicksichtigung der Produktregel
liefert dann

255 7!
CH) AR [ iy O <t>]

><d:z’(t) d27/(t)
dez2 dt dt

dt + de?

%mFW®
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Der erste Term auf der rechten Seite lasst sich mithilfe der Gl. ([.40)), (I.43)) und ({I.45)) transformieren:

dR) [y o o dz’(t)
3 '(t) x 2'(t) + T

dt

= &(t) x {%(t) [@’(t) X (1) + dit(t)] }

} = Q(t)R(t) {Q/(t) < F(t) + dj;"(t)}

= RO (1)] x {g}a(t) {@’(t) < 7() + df(;t(t)} }
= Qz(t){&’(t) X [@’(t) x Z'(t) + dfd,t(t)] }

Somit ergibt sich insgesamt

d?Z(t) d2z/(t)
de? _%(t){ dt?

L a(t) x [@(t) x 3 (8)] + 20 (1) dﬁf” + di’f) x ;f'(t)}. (1.47)

Unter Berticksichtigung des zweiten newtonschen Gesetzes ([.29) (ausgedriickt im Inertialsystem
Br) lasst sich der Term auf der linken Seite als F'/m umschreiben. Dabei kann man F' mithilfe der
Gl. (T.36D) ersetzen. Nach Anwendung von %' auf die daraus folgende Gleichung erhélt man
schlieflich

231 S Tl 7
[md dtf) = B m@ () x [B(8) x ()] — 2m@'(t) x & dt(t) . dt(t) x 5'@).] (1.48)

Die drei letzten Terme auf der rechten Seite sind wieder Scheinkrifte, die zur im Bezugssystem B’
gemessenen Beschleunigung beitragen.

Bemerkung: Alle drei neuen Scheinkrifte in Gl. (.48]) sind proportional zur tragen Masse m, so
wie die in §[[.4.]] gefundene Scheinkraft in einem linear beschleunigten System. Aus diesem Grund
werden Scheinkrifte auch manchmal Trdgheitskrifte genannt.

Wegen der nach heutigem (Herbst 2022) Wissenstand giiltigen Proportionalitit zwischen schwe-
rer und trager Masse ist auch die Schwerkraft proportional zu m. Daher kann die Schwerkraft
zumindest mathematisch als eine Scheinkraft betrachtet werden, die sich iiber eine passende
Wahl von Bezugssystem annullieren ldsst — was die grobe Grundidee von der Allgemeinen
Relativitatstheorie darstellt.

1.4.2 b Winkelgeschwindigkeit
Bevor wir die drei Scheinkrifte in Gl. ([.48) ausfiihrlicher diskutieren, sollte die Bedeutung des

darin auftretenden Vektors @'(t) bzw. von &(t) festgestellt werden. Zu diesem Zweck kénnen wir
Gl fiir den Fall eines beziiglich B’ ruhenden Massenpunkts betrachten. Fiir dz/(t)/dt = 0 gilt
namlich

dZ(t)

dt

Das heifit, die (Rate der) Anderung des in B; gemessenen Ortsvektors Z(t) ist senkrecht auf Z(t)
und auf den Vektor @ (). Diese Gleichung beschreibt eine (instantane) Rotationsbewegung beziiglich
Br um eine Achse, die durch den Ursprungspunkt des Koordinatensystems geht und entlang der
Richtung von @(t) liegt. Dazu kann man anhand eines Beispiel priifen, dass die zugehorige
Rotationsgeschwindigkeit — d.h. die Rate der Anderung des Winkels von Z(t) beziiglich einer festen
Richtung — genau durch den Betrag |@(t)| gegeben wird. Entsprechend diesen Eigenschaften heifst
der Vektor &(t) Winkelgeschwindigkeit.

=@(t) x [R()T'(t)] = @(t) x Z(¢). (1.49)

Bemerkung: Genauer ist die Winkelgeschwindigkeit &(t) ein sog. Pseudovektor oder axialer Vektor,
dessen Richtung von der Konvention fiir die Orientierung des Raums abhangt.

(16) . wie jenes aus der Fuknote (13)! Vgl. den entsprechenden Ausdruck von @(t) in Fufnote (15).



30

Newtonsche Mechanik

Sei (é’l, €, é’3) eine Orthonormalbasis des dreidimensionalen euklidischen Raums. In der iiblichen
Konvention wird die Rechte-Hand-Regel verwendet: wenn der Daumen bzw. der Zeigefinger der
rechten Hand entlang €; bzw. € zeigt, dann ist €3 = &; x € entlang des Mittelfingers, und
(61,62,63) ist ein rechtshidndiges System. Allgemeiner ist (61,82,81 X 62) flir jedes Paar von
nicht-kollinearen Vektoren ¢1, ¢, ebenfalls ein rechtshédndiges System.

Mathematisch darf man auch problemlos die Linke-Hand-Regel benutzen, d.h. entscheiden, dass
¢1 X ¢ in die entgegengesetzte Richtung zeigen soll. Nun, in Gl. héngen weder der Orts-
vektor Z(t) noch die Geschwindigkeit dZ(¢)/d¢ — die in die Richtung der Verschiebung des
Ortsvektors zwischen den Zeitpunkten ¢ und t + §t zeigt, wenn 0t klein genug ist — von der
Wahl der Konvention fiir das Kreuzprodukt. Wenn auch &(¢) nicht von dieser Konvention ab-
hinge, wire GI. problematisch: die linke Seite wére unabhéngig von der Konvention, die
rechte Seite dagegen abhéngig davon. Somit muss die Richtung von @(t) mit der Konvention fiir
das Kreuzprodukt zusammenhéngen.

Die ,normalen” Vektoren, wie z.B. der Ortsvektor, die nicht von der Konvention fiir die Orientie-
rung des Raums abhéngen, werden polare Vektoren genannt. Die Leserin kann sich iiberzeugen,
dass polare Vektoren unter der Raumspiegelung # — —7 (die ein rechtshindiges System in ein
linkshéndiges transformiert!) ihre Richtung umkehren, wihrend axiale Vektoren ihre Richtung
beibehalten.

1.4.2 ¢ Zentrifugalkraft

Der zweite Term auf der rechten Seite von Gl. (1.48) ist die Zentrifugalkraft

—

erntrifugal = _ma}l(t) X [O_‘}/(t) X ‘%/(t)] .

(L50)

Zerlegt man den Ortsvektor Z'(¢) in die Summe aus einem Vektor f‘/‘(t) parallel zur Winkel-

geschwindigkeit &’ (¢) und einem Vektor Z' (t) senkrecht darauf, so trégt nur z/ (¢) zum geklammerten
Kreuzprodukt bei, und man findet

= - 2
erntrifugal = m‘w/(t)’ xi(t)

Somit ist die Zentrifugal kraft orthogonal zur Richtung der instantanen Achse der Rotationsbewe-

gung, wie in Abb. [[.6] dargestellt wird.

=/

WA

>

—

erntrifugal
—_—{

Abbildung 1.6 — Zentrifugalkraft

Diese Scheinkraft wird auch durch Korper gespiirt, die beziiglich des beschleunigten Bezugs-

systems B’ ruhen, falls sie nicht auf der Achse der Rotationsbewegung sitzen — d.h. fiir Z/ (t) # 0.

Die zweite in Gl. ([.48]) auftretende Scheinkraft ist die C’om’oliKmft

[ ﬁCorioliS = meL_f)/(t) X Q_j/(t)v ]

(151)

wobei ¢(t) = dz'(t)/dt die Geschwindigkeit im nicht-Inertialsystem B’ ist. Diese Scheinkraft ist

G, CorioLs, 17921843
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offensichtlich senkrecht sowohl auf ¥/(¢) als auf &'(¢), und wirkt nicht auf Korper, die sich parallel
zur instantanen Achse der Drehbewegung bewegen.

Ein an die Erde gebundenes Bezugssystem B’ ist wegen der Erdrotation in Drehbewegung relativ
zu entfernten Galaxien. Somit erfahren Korper, die sich auf der Erde bewegen, eine Coriolis-Kraft.
Diese dafiir sorgt, dass horizontale Bewegungen, wie von z.B. Strémen in Ozeanen oder von Wolken,
auf der Nord- bzw. Siidhalbkugel nach rechts bzw. links abgelenkt werden.

1.4.2 ¢ Euler-Kraft
Der letzte Term in GI. ([.48) ist die EuleKmft

=/
ﬁEuler = _mda‘ét(t) X fl(t)' (152)

Diese Scheinkraft tritt nur auf, wenn die Winkelgeschwindigkeit sich zeitlich &ndert, entsprechend
einer Anderung entweder der Rotationsgeschwindigkeit — d.h. des Betrags ‘(7}/ (t)‘ — oder der Dreh-
achse, oder selbstverstandlich von beiden. Dabei spielt der Bewegungszustand — bewegt oder ru-
hend — des Korpers relativ zum beschleunigten Bezugssystem keine Rolle.

Falls die Rotationsachse konstant bleibt, so dass &'(t) parallel zu &' (t) ist, findet man sofort,
dass die Euler-Kraft tangential zur Bahnkurve des Korpers ist.

Literatur zum Kapitel |
e Fliekbach, Mechanik [2] Teil 1, Kap. 1-6.
e Greiner, Klassische Mechanik I [6] Kap. II und Klassische Mechanik II [7] Kap. I & II.
e Nolting, Klassische Mechanik [15] Kap. 2 & 3.

e Scheck, Mechanik [18] Kap. 1.

WL. EULER, 17071783
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Appendix zum Kapitel |

In diesem Anhang werden der Einfachheit halber ein paar Begriffe und Ergebnisse der Kinematik
eines Massenpunkts gesammelt.

Kinematik eines Massenpunkts

I.A.1 Grundbegriffe

Zur Beschreibung der Anderung des Ortsvektors 7 eines Massenpunkts mit der Zeit ¢ wird
die Zeit-Ort-Funktion Z(t) eingefiihrt. Die geometrische Kurve, entlang der sich der Massenpunkt
bewegt, ist die Bahnkurve oder Trajektorie.

Die Geschwindigkeit — genauer: der Geschwindigkeitsvektor — ist die erste Ableitung der Zeit-
Ort-Funktion nach der Zeit

[oR

[w) _ iff) = #(t). ] (1.53)

Auf der rechten Seite der zweiten definierenden Gleichheit wird die Ableitung nach der Zeit mit
einem Uberpunkt bezeichnet (,Newtonsche Notation®).
Wiederum ist die Beschleunigung die erste Ableitung des Geschwindigkeitsvektors nach der Zeit

[ a(t) = dﬁdf) = W),

(1.54)

d.h. die zweite Ableitung der Orts-Zeit-Funktion:

27 .
[a(t) _d dtgt) = f(t).] (1.55)

Geht man umgekehrt von der Angabe der Beschleunigung @(t) aus, liefern sukzessive Integra-
tionen nach der Zeit den Geschwindigkeitsvektor ¥(t) und die Zeit-Ort-Funktion Z(¢). Dabei sollen
Anfangsbedingungen (z.B. zu einem Zeitpunkt () berticksichtigt werden:

B(t) = B(ty) + / ta(t’) dt, (L56a)

to

Z(t) = Z(to) —|—/tz7(t’) dt’ = Z(to) + B(to) (¢t — to) +/t [/t:a(t”) dt”] dt’. (1.56b)

to to

I.A.2 Koordinatensysteme

|.A.2a Kartesische Koordinaten

Sei gegeben eine Standard orthonormierte Basis (€1, €2, €3) (oder kurz {€;},-123), die raumfest
und zeitunabhiingig ist. Die Zeit-Ort-Funktion wird durch deren Komponenten {z7(¢)} auf dieser
Basis festgelegt:

3
B(t) =) 2l(t)E; = 2 (), (1.57)
j=1
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wobei in der zweiten Gleichung die Einsteinsche Summenkonvention iiber den doppelt auftretenden
Index j benutzt wird.

Laut Gl. ([.53) ist der Geschwindigkeitsvektor die Ableitung von Z(t) nach der Zeit. Da die
Basisvektoren {€;} zeitunabhéngig sind, ergibt sich

3
B(t) = d(t)8;. (1.58)
j=1

Somit ist die j-te Komponente v/(t) von %(t) gleich der ersten Ableitung nach der Zeit der j-ten
Komponente z7(t) von Z(t): v/ (t) = &9 (t).
Eine zweite Ableitung nach ¢ gibt fiir die Beschleunigung

3
a(t) = #(t)8;. (1.59)
j=1

Das heifst, die j-te Komponente von d(t) ist gleich der zweiten Ableitung der entsprechenden Kom-
ponente der Zeit-Ort-Funktion: o’ (t) = &7 (¢).

Seien kartesische Koordinaten (z!,22) relativ zu einem Null-
punkt O in einer Ebene. Die Position des Endpunkts eines Ortsvek-
tors 7 # 0 (mit dem Ursprungspunkt in O) kann durch den Betrag €\ <
r = || und einen Winkel 6 beschrieben werden, wobei 6 konven-
tionell im Gegenuhrzeigersinn relativ zur z'-Achse gemessen wird.
Dann sind die kartesischen Koordinaten (z!, 2?) des Endpunkts von
7 gegeben durch O 2l

zt =rcosf
) (1.60) Abbildung 1.7

% = rsinf.
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Bei der Umkehrtransformation muss man vorsichtig sein. Einerseits gilt einfach
r=+/(x1)? + (22)2, (L.61a)
d.h. 7 € R4. Bei der Bestimmung des Polarwinkels 6 héngt es davon ab, in welchem Quadranten
der Ebene sich der Endpunkt von 7 befindet. Méchte man einen Winkel im halboffenen Intervall
—m < 0 < 7 haben, so gilt
5 0 fiir z* >0
0 = arctan :1:71 +C firz!' #0 mit C={ -7 firz! < 0,22 <0 (1.61Db)
x
+r fiir 2! < 0,22 >0

Fiir z' = 0 ist = +7/2 falls 22 > 0, § = —m/2 falls 22 < 0. Schlieflich ist § beliebig im Fall » = 0.

Gleichung definiert eine Abbildung (r,6) — (z',2?%), die jeden Punkt (r,0) auf einen
eindeutigen Punkt (x!,22) abbildet. Offensichtlich werden aber mehrere Punkte der (7, 6)-Ebene
auf denselben Punkt der (z!,2%)-Ebene abgebildet, wie z.B. (bei gegebenen 7, ) alle Punkte
(ro, 600 + 2nm) mit beliebiger n € Z.

Mit den Beschriinkungen r > 0 und 6 € (—m, 7] wird die Abbildung (r,0) — (z!,2?) einein-
deutig, d.h. jeder Punkt (r,0) wird auf genau einen Punkt (x!,2?) abgebildet und umgekehrt.
Dabei wird der Nullpunkt (z! = 0,22 = 0) aber nicht erreicht, was unbefriedigend ist. Mit
r € Ry und 0 € (—m, ] ist (r,0) — (x!,2?) nicht mehr eineindeutig, da alle Punkte (r = 0, 6)
auf (x! = 0,22 = 0) abgebildet werden.

Aus der Eineindeutigkeit — hier fiir » # 0 bzw. (2!, 22) # (0,0) — folgt die (lokale) Umkehr-
barkeit einer Abbildung. Um zu wissen, ob eine Koordinatentransformation (hier bezeichnet d
die Dimension des Raums: d = 2 fiir eine Ebene, d = 3 fiir den ganzen Ortsraum)

(xll,x ,...,xd/)l—>(x1,x27...,xd) (1.62)
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lokal umkehrbar ist, muss man die Funktionaldeterminante

Ozt Ox!
1.2 d ort’ 9z
O, 2% @) gep | . : (1.63)
IV, 2z, . .. ) : : :
Oz Oz
ozY Oz

betrachten: Die Abbildung (I.62) ist genau dann lokal umkehrbar, wenn die Determinante (I.63))
ungleich null ist.

Im Fall von Polarkoordinaten (2! = r,22 = 6) gibt Gl ([.60) die Funktionaldeterminante

o(zt,z?) .
o(r,0)
d.h. man findet, dass die Abbildung (r,0) — (x!,2?) fast iiberall lokal umkehrbar ist, aufer bei

r=0.

Diesen Polarkoordinaten werden oft orthonormierte Basisvektoren (&,,&) wie in Abb. |[.7| asso-
ziiert: €, ist der Einheitsvektor entlang der Richtung von 7, d.h. & = 7/r — wobei wieder 7 # 0

angenommen wird —, und &y ist orthogonal dazu. Durch die kartesischen Basisvektoren kann man
sie als
€, = cosf & +sinf ey
’ (1.64)
€p = —sinf & + cos b &
ausdriicken.

FEine wichtige Besonderheit dieser Basisvektoren ist, dass sie vom Ortsvektor 7 selbst abhéngen —
oder genauer, vom Polarwinkel § —, auch wenn diese Abhéngigkeit iiblicherweise nicht explizit
geschrieben wird. Dies muss beriicksichtigt werden, wenn man z.B. die Zeit-Ort-Funktion

Z(t) =r(t)é, (1.65)

nach der Zeit ableitet, denn €, wird eigentlich im Punkt Z(¢) bestimmt, d.h. héngt von der Zeit ab.
Die Produktregel gibt dann ‘ ‘
U(t) = Z(t) = r7(t)& + r(t)é,

was unter Nutzung von der Kettenregel

; _ de.do
"de dt
und von dé,/df = & |vgl. Gl. (I.64)] zu
B(t) = 7(t)& + r(t)0(t)& (1.66)

fithrt. Das heit, die Komponenten von #(¢) in der mitbewegten Basis (&, &) sind v"(t) = 7(¢) und
VO(t) = r(t)0(t).
Wiederum gibt eine zweite Ableitung nach t die Beschleunigung

at) = [#(t) — r(t)0(t)*] &, + [r(t)6(t) + 27 (t)0(t)] (1.67)
wobei & = 0(t)d&y/df = —6(t)&, benutzt wurde.



I.LA Kinematik eines Massenpunkts 35

I.A.2 c Zylinderkoordinaten

Geht man jetzt zuriick zu einem dreidimensionalen Raum, kann 3
man anstatt kartesischer Koordinaten (z!, 22, 23) (relativ zu einem €,
Nullpunkt O) Zylinderkoordinaten (p, 0, z) verwenden, die tiber die
Beziehungen

xz! = pcosf

x? = psinf (1.68)
3

=0

1\

Tr~ =z

™

definiert sind, mit Polarkoordinaten (p,#) in der (z!,z?)-Ebene. 0
Selbstverstiindlich ist die Riicktransformation von (x!,?) nach x
(p,0) dieselbe wie bei Polarkoordinaten, wéhrend die Transformati- Abbildung 1.8
on von 3 nach z trivial ist.
Die orthonormierten Basisvektoren (€,, &, €,) sind so gewihlt, dass (€,, &) in der (2!, 2%)-Ebene
liegen:
€, = cos €1 + sinf &

€p = —sinf & + cos & (1.69)

—

3.

o
I

Somit ist €, raumfest, €, und € aber nicht. Dann gilt fiir den Ortsvektor
T=p&,+z€.. (1.70)
Fiir die Bahnkurve, Geschwindigkeit und Beschleunigung eines Massenpunkts findet man
Z(t) = p(t)€, + 2(t)€, (I.71)
0(t) = p(t), + p(t)0(t) + 2(1)€. (1.72)
a(t) = [5(t) — p(HBE)2), + [p(B)(E) + 25(8)0(1)] 5 + 2(1)5.. (1.73)

I.A.2 d Kugelkoordinaten

In Problemen mit annédhernder Kugelsymmetrie um einen Punkt 34
O kann man angepasste Koordinaten verwenden, und zwar Kugel- €r
koordinaten (r, 0, (p) deren Variablentransformation zu kartesischen .

Koordinaten (2!, 22, 23) durch 9

x! = rsinfcos g

=l

x? = rsinfsin g (L.74) -~

% =rcosf ¥

gegeben sind. Fiir die Radialkoordinate gilt r € Ry, fiir den Polar- )
winkel 0 € [0, 7], und fiir den Azimutwinkel ¢ € [0,27). Abbildung 1.9
Die entsprechende Funktionaldeterminante (I.63)) lautet
o 1,2 .3
O, a7, 2%) = r?sin#,
a(r,0, )
so dass die Transformation fiir » # 0 und 6 # 0,7 — d.h. auker der z3-Achse — umkehrbar ist.
Die zugehorigen orthogonalen Einheitsvektoren sind gegeben durch

= sin f cos p €1 + sin fsin ¢ €3 + cos H €3

o

= cos 6 cos p €] + cosfsin € — sinf €3 (1.75)

o

= —sin p € + cos ¢ Es.

@
‘Gl
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Wieder sind diese Basisvektoren nicht raumfest, sondern hangen von (6, ¢) ab. Daraus priift man die
Beziehungen d€,/df = € und déy/df = —€, — wie bei Polarkoordinaten —, d€,/dp = —sinf ¢,
und déy/de = —cos§ €,, und schlieklich d€,/dp = —sinf &, — cos € und dey/df = 0.

Fiir den Ortsvektor gilt

T=ré, (1.76)
d.h. €, ist wieder entlang 7. Daraus folgt sofort fiir die Zeit-Ort-Funktion eines Massenpunkts
Z(t) = r(t)é,. (1.77)

Sukzessiven Ableitung nach der Zeit liefern dann die Geschwindigkeit

B(t) = ()&, + r(t)0(t)8 + r(t) sin O(t) p(t)&, (1.78)
und die Beschleunigung
a(t) = [i(t) — r(t)0(t)* — r(t)sin® O(t) p(t)?] &,
+ [r(®)0(t) + 27(t)0(t) — r(t) sin O(t) cos () p(t)?] &
+ [r(t) sin6(t)(t) + 2sin O()7(t) (L) + 2r(t) cos O()0(t) (1)] &, (1.79)

I.A.3 Einfache Bewegungen

I.A.3 a Gleichférmige geradlinige Bewegungen
at) = 0 fiir alle ¢ mit den Anfangsbedingungen Z(to) = To, U(to) = Vo zu einer Zeit ty. Aus
Gl. (I.56a) kommt sofort ¥(t) = vy fiir alle ¢. Dann gibt eine Integration iiber die Zeit

Z(t) = Zo + (t — to)To.

I.LA.3 b GleichmaBig beschleunigte Bewegun

Betrachte jetzt eine Bewegung mit der konstanten Beschleunigung d(t) = dg # 0 fiir alle ¢, und
mit den Anfangsbedingungen Z(tg) = Zo, U(to) = U zu einer Zeit to. Eine erste Integration iiber ¢

[GL. (L56a)] gibt

Q?(t) =9y + (t — to)ao fir alle ¢.
Eine zweite Integration iiber die Zeit liefert dann

t—1t9)%.
7( 20) ag.

Wenn 9y und dg nicht parallel zueinander sind, ist die Bahnkurve eine Parabel.

Z(t) = Zo + (t — to)Uo +

l.A.3 c Kreisbewegun

Es wird jetzt angenommen, dass sich der Massenpunkt entlang eines Kreises C mit Radius R
bewegt. Der Einfachheit halber benutzt man zuerst ein System von Polarkoordinaten (r,#) in der
Ebene des Kreises mit dem Nullpunkt im Zentrum von C. Sei 6(tp) = 6y der Polarwinkel des
Massenpunkts zur Zeit tg.

Offensichtlich bleibt die Radialkoordinate r(t) des Massenpunkts konstant mit der Zeit: r(¢) = R.
Somit nehmen die Geschwindigkeit und die Beschleunigung die einfacheren Formen

B(t) = RO(t)& , a(t) = —RO(t)?E + RO(t)& (1.80)

an. Dabei muss nicht vergessen werden, dass &. und € vom Polarwinkel §(¢) abhéngen.

Zu jeder Zeit ist der Geschwindigkeitsvektor parallel zum instantanen Basisvektor €y, d.h. tan-
gential zum Kreis. Die Anderungsrate des Polarwinkels 0(t) = w(t) wird Winkelgeschwindigkeit
genannt. Mit deren Hilfe lautet der Betrag der Geschwindigkeit |0(t)| = R|w(t)].
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Wiederum lasst sich die Beschleunigung in zwei Komponenten zerlegen:

e cine Radialkomponente entlang €., die Zentripetalbeschleunigung a” (t) = —Ré(t)2 = —Rw(t)?
d.h. a"(t) = —|3(t)|?/R;
e cine Komponente entlang &, die Tangentialbeschleunigung a’(t) = RO(t) = Re(t).
Fiir eine gleichférmige Kreisbewegung gilt 6(t) = &(t) = 0 zu jeder Zeit ¢, d.h. w(t) bleibt konstant.

In diesem Fall die Beschleunigung rein radial (und zum Kreiszentrum ausgerichtet), und die Zeit-

Ort-Funktion wird zu
r(t)=R , 0(t) =60+ wo(t—to),

mit dem konstanten Wert wy der Winkelgeschwindigkeit.

Benutzt man jetzt kartesische Koordinaten (z,y) in der Ebene des Kreises, wieder mit dem
Nullpunkt im Kreiszentrum, so lautet die Zeit-Ort-Funktion (genauer: deren Komponenten) fiir
eine gleichférmige Kreisbewegung mit Winkelgeschwindigkeit wy

x(t) = Rcos[fp +wo(t —to)] , y(t) = Rsin[fy + wo(t — to)].
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In diesem Kapitel werden einige wichtigen Anwendungen des im Kap.[[|eingefiihrten newtonschen
Formalismus vorgestellt.

Zuerst wird die genauere Formulierung der Bewegungsgleichungen fiir ein mechanisches System
aus mehreren Massenpunkten unter Beriicksichtigung der newtonschen Gesetze in Abschn.
dargelegt. Dabei lisst sich die Bewegung in zwei Anteile zerlegen, und zwar einerseits die globale
Bewegung des Systems — oder genauer seines Schwerpunkts —, andererseits die Bewegung der Teile
des Systems relativ zueinander.

Danach wird der besondere Fall von Zwei-Korper-Systemen im Kap. betrachtet, wobei der
entwickelte Formalismus auf einige Beispiele angewandt wird.

Mehrteilchensysteme

Die in Abschn. eingefiihrten newtonschen Gesetze bzw. der in §[[.2.75 gefundene Energiesatz
beziehen sich auf der Bewegung eines einzigen Massenpunkts unter dem Einfluss dufierer Kréfte
bzw. in einem duferen Potential — obwohl das dritte Gesetz eigentlich schon Aufschluss iiber die
Krifte zwischen zwei Koérpern gibt.

Im Gegensatz befasst sich dieser Abschnitt mit der Bewegung eines Systems 3 aus N > 2
Massenpunkten, die hiernach auch als ,, Teilchen* bezeichnet werden. Ein solches System wird Mehr-
teilchensystem genannt. Im Folgenden werden die unterschiedlichen Massenpunkte mit Indizes a,
b =1,2,..., N gekennzeichnet: ihre Ortsvektoren relativ zu einem festen Bezugssystem werden
mit 71,7, ..., 7N = {Ta}1<a<n bezeichnet; ihre Bahnkurven mit {Z,(¢)}1<qs<n; ihre (als konstant
angenommenen) Massen mit {mg}1<q<n; ihre Impulse mit {7, (¢) }1<a<n; usw.

Als einfache Beispiele eines solchen Systems kann man entweder die Erde um die Sonn oder
zwei durch eine Feder gekoppelte Massen betrachten, entsprechend N = 2. Der Fall N = 3 kann
z.B. mit dem System {Sonne + Erde + Mond} illustriert werden.(!”) Unter Vernachlissigung des

(IDDabei werden die Sonne, die Erde, der Mond, die Sternen als Punktmassen modelliert, was ziemlich sinnvoll ist,
denn ihre jeweiligen Radien sind viel kleiner als ihr typischer Abstand.
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interstellaren Mediums sind Galaxien Systeme aus N & 109-10'2 Sternen.('”) SchlieRlich stellen die
Molekiile in einem Kubikmeter von Gas ein Beispiel mit N ~ 10?* dar.

Die tblichen Grofsen zur Beschreibung eines Mehrteilchensystems, sowie die in der klassischen
Mechanik iiblichen Modellierung der fiir ein solches System relevanten Kréfte, werden in §[I.1.1]
dargelegt. In §[[L.T.2HIT.1.4] werden Aussagen iiber die Zeitentwicklung einiger charakteristischen
Grofen — Impuls, Drehimpuls und Energie — hergeleitet. Insbesondere wird sich herausstellen,
dass diese Groflen bei Mehrteilchensystemen, die mit ihrer Umgebung nicht wechselwirken, erhalten
sind, d.h. sie bleiben konstant in der Zeit. SchlieRlich befasst sich §[[I.1.5 mit dem ,geeigneten” Be-
zugssystem, in welchem die Teilchenbewegungen entkoppelt von der globalen Bewegung des Systems
sind.

II.1.1 Grundlagen

1.1.1 a Modellierung des Systems. Bewegungsgleichungen

Um die Bewegungsgleichung eines der Massenpunkte des Systems 3 zu erhalten, sollte man
zundchst die Krifte auf ein solches Teilchen kennen. Der Einfachheit halber wird die Bewegung
des Mehrteilchensystems in einem Inertialsystem B untersucht wird, so dass keine Scheinkréfte
vorhanden sind. Somit wird angenommen, dass die gesamte Kraft auf Teilchen a sich als

N
ﬁa - _‘a,ext + Z F‘bﬁ\a (IIl)
b
schreiben ldsst, wobei eine mogliche Zeit- oder Ortsabhéngigkeit nicht geschrieben wurde. Dabei
stellt ﬁa,ext die Resultierende aus den auf a wirkenden externen Kréften dar, die auch duflere Krafte
genannt werden. Dieser Term beschreibt den Einfluss von Ursachen, die nicht teil vom betrachteten
Mehrteilchensystem sind, wie z.B. eines Schwerefeldes, in dem die Teilchen sich befinden.
Dagegen steht ﬁbﬁa fiir eine innere Kraft, und zwar fiir diejenige, die das b-te Teilchen von
> auf das Teilchen a ausiibt. Damit die Massenpunkte des Mehrteilchensystems sich gegenseitig
beeinflussen, sollten diese inneren Kréfte nicht identisch Null sein.

Um Gleichungen kiirzer zu machen, kann man eine innere Kraft F”aﬁa = 0 definieren. Mit diesem
Trick lauft z.B. die Summe in Gl. (I.1)) iiber alle Werte von b von 1 bis N, ohne a auszuschliefsen.

Bemerkung: Die Zerlegung enthilt eigentlich eine wichtige Annahme, und zwar dass es keine
Drei-Korper-Kréfte im System gibt. Das heifst, Teilchen a unterliegt keiner Kraft, die durch Teilchen
b und b’ gemeinsam verursacht wird: der ganze Einfluss dieser beiden Teilchen auf a lisst sich als
Summe von Zwei-Korper-Kréften ﬁb—m + ﬁb/—m beschreiben. A fortiori gibt es keine Vier-, Fiinf-
usw. Korper-Krifte. Diese Annahme liegt eigentlich der ganzen newtonschen Mechanik zu Grunde,
denn sie ist fiir das dritte Gesetz ([.19) notig.

Laut dem zweiten newtonschen Gesetz ([.14) lautet die dynamische Bewegungsgleichung fiir
jedes Teilchena =1,..., N

N
dp,(t d®Z,(t) = = q .
((ilt( ) = my d;;( ) =Fy = Fyext + ZFb_m fiir jedes a € {1,2,...,N}. (11.2)

b=1

Die N vektoriellen Gleichungen ([II.2)) bzw. die 3N entsprechenden skalaren Gleichungen, die sich
aus Projektion auf drei Koordinatenachsen ergeben, bilden ein System aus gekoppelten Differential-
gleichungen, welche die Bewegung des Mehrteilchensystems beschreiben.
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I1.1.1 b Grundbegriffe und Definitionen

Die Gesamtmasse des Mehrteilchensystems 3 wird definiert als

N
M= mq. (I1.3)
a=1

Diese Definition sieht zwar trivial aus, sie gilt aber nur als newtonsche, nicht-relativistische
Naherung. Eigentlich ist die Masse eines gebundenen Systems kleiner als die Summe seiner
Bestandteile — z.B. ist die Masse eines Atomkerns kleiner als die Summe der Massen dessen
Protonen und Neutronen —, wobei die Differenz, der ,Massendefekt”, mit der Bindungsenergie
des Systems zusammenhéngt.

Zur Charakterisierung der Bewegung von ¥ lohnt es sich, den Schwerpunkt des Mehrteilchen-
systems einzufiihren. Dabei handelt es sich erstens um den geometrischen Punkt mit Ortsvektor

1 N
R= ; MaTa. (IL.4)

Entsprechend dieser Definition spricht man auch von dem Massenmittelpunkt. In dhnlicher Weise
lautet die Bahnkurve des Schwerpunkts

N
X(t) = % 2_:1 MaFa(t). (I15)

In einem zweiten Schritt kann man diesem geometrischen Schwerpunkt die Gesamtmasse M des
Mehrteilchensystems zuordnen, so dass als Schwerpunkt jetzt einen fiktiven Massenpunkt mit Orts-
vektor R bzw. Trajektorie X (¢) bezeichnet wird.

Addiert man die Impulse bzw. Drehimpulse aller Teilchen von 3, so erhélt man den Gesamt-
impuls

!
—~
~
N—
Il
i
~—~
o~
S~—

(I.6)

bzw. den Gesamtdrehimpuls
L(t)= ) Z4(t) x p,(t) (I1.7)
a=1
des Mehrteilchensystems. Dabei findet man einfach, dass der Gesamtimpuls P(t) mit der Gesamt-
masse M und der Geschwindigkeit dX (¢)/d¢ des Schwerpunkts zusammenhéngt, und zwar iiber

5 dX (¢
P(t) = Mﬁ (11.8)
dt
N - N
Diese Bezichung folgt sofort aus P(t) = Z Mg dxgt(t) = M% []\14 Z mafa(t)] . |
a=1 a=1

Definition: Eine Funktion f (¢, {7}, {?.}) der Ortsvektoren und Geschwindigkeiten der N Teilchen
heift Erhaltungsgréfie oder Konstante der Bewegung, wenn sie fiir alle Losungen {7y, = Z4(t)},
{U4 = Z4(t)} der Bewegungsgleichungen (II.2) konstant in der Zeit bleibt:

d . N
dt (t’ {Za(t)}, {xa(t)}) = 0. (IL9)

Bemerkungen:

x Der Wert der Konstanten héngt im Allgemeinen von der Losung ab!

x Die Zeitableitung in Definition (I1.9) ist eine totale Ableitung, nicht nur eine partielle Ableitung
nach dem ersten Argument (¢) der Funktion f.
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I1.1.2 Bewegung des Schwerpunkts

Summiert man die individuellen Bewegungsgleichungen (I1.2)) iiber alle Teilchen bzw. alle Werte
von a, so ergibt sich

Z Foext + Z Fiysa. (IL.10)

a,b=1
Unter Verwendung der Gl. ist der linke Term dieser Gleichung einfach gleich dem Produkt

aus der Gesamtmasse und der Beschleumgung des Schwerpunkts, M d2X (t)/dt2.
Fiir den zweiten Term im rechten Glied von GI. (| m ) kann man schreiben

N 1< - . 1 - . B
> Fova=75 > (Fomat Fisa) = 5 D (Fisa + Famsp) =0, (I.11)
a,b=1 a,b=1 a,b=1

wobei die erste Gleichung trivial ist, wihrend die zweite aus einer Umbennenung der Indizes im
zweiten Summanden in den Klammern, und die dritte aus dem dritten newtonschen Axiom
folgt.

Somit flihrt Gl insgesamt zur Bewegungsgleichung

a ,exte (H 12&)

dP(r) _ X () _i
dt dt? p

Diese Gleichung stellt die mathematische Formulierung des Schwerpunktsatzes dar:

Der Schwerpunkt eines N -Teilchensystems bewegt sich nur unter dem Finfluss der
Summe der dufleren Krdfte auf die Teilchen, und zwar wie ein Massenpunkt mit (I1.12Db)
der Masse M, an dem diese Summe angreift.

Falls keine &ufseren Kréfte vorliegen — d.h. fiir ein sog. abgeschlossenes System, ohne Wech-
selwukung mit seiner Umgebung —, oder wenn ihre Resultierende verschwindet, dann gilt einfach
dP(t)/dt = 0, d.h. der Gesamtlmpuls P(t) ist erhalten:

Wenn die Resultierende aller dufleren Krifte auf ein Mehrteilchensystem %

verschwindet, dann ist der Gesamtimpuls von ¥ eine Erhaltungsgréfe. (I1.12c)

11.1.3 Drehimpuls

Als néchstes konnen wir jetzt die Zeitentwicklung des durch Gl. (II.7) definierten Gesamtdreh-
impulses untersuchen. Leitet man dessen Ausdruck nach der Zeit ab, so ergibt sich nach Anwendung
der Produktregel

AL(t) O dZa(t) +Z% dpa( )

dt dt
a=1

Da die Geschwindigkeit dZ,(t)/dt parallel zum Impuls ist, verschwindet der erste Term auf der
rechten Seite. Unter Verwendung der Bewegungsgleichung (I1.2]) fiir Teilchen a erhdlt man dann

N N
= Zfa(t) x Fy = Zfa( X Fiext + Z Zq(t) X Fysa, (I1.13)

a,b=1

wobei die zweite Glelchung aus der Aufspaltung (II.1)) der Kraft auf a folgt.
Jeder Beitrag 7, (t) x Fa ext fir a € {1,. N } 1st das Drehmoment der auBeren Kraft Fa ext)
d.h. der erste Term auf der rechten Seite von Gl ist die Resultierende dieser Drehmomente.
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Ahnlich wie in GL.(IT.11)) kann man den zweiten Term im Ausdruck ganz rechts von Gl. (TT.13)

umschreiben, und zwar als

N N N
o =~ 1 . = " = 1 o = o =
Eb 1$a(t) X Fpyq = ) Eb 1[a7a(t) X Fyyq + Ta(t) X Fb—)a] = ) gb 1[xa(t) X Fysq + Tp(t) ¥ Fa—>b] .
a,b= a,0= a,b=

Laut dem dritten newtonschen Gesetz kann F,_.; durch —Fp_., ersetzt werden, woraus sich
N N

S° Falt) % Fyoa = % S [Falt) — 5(8)] % Fyva

a,b=1 a,b=1

crgibt. Falls die Kraft F_,, entlang des Abstandvektors Z(t) — Z4(t) von Teilchen a nach Teilchen
b liegt — was z.B. der Fall fiir die Coulomb-Kraft zwischen zwei Punktladungen oder fiir die new-
tonschen Schwerkraft zwischen zwei Punktmassen ist —, wird F’b—m Zentralkraft genannt. In diesem
Fall verschwindet das Kreuzprodukt auf der rechten Seite der obigen Gleichung, und die GI.
vereinfacht sich zu B N
dﬁf) = Zl Za(t) X Fyexi. (IL.14a)
a=

Dieses Ergebnis stellt den Drehimpulssatz fiir ein Mehrteilchensystem dar, und zwar

Fiir ein System aus N Teilchen, zwischen denen nur Zentralkrifte wirken, ist
die Rate der Anderung des Gesamtdrehimpulses gleich der Resultierenden von (I1.14b)
den duferen Drehmomenten.

Falls keine aufteren Kréafte vorliegen, oder wenn die Resultierende ihrer Drehmomente verschwin-
det, gilt dL(t)/dt = 0, d.h. der Gesamtdrehimpuls L(t) ist erhalten:

Wenn die Resultierende aller dufleren Drehmomente auf ein Mehrteilchensystem
mit nur zentralen inneren Krdften verschwindet, dann ist der Gesamtdrehimpuls (I1.14c)
des Systems eine Erhaltungsgrofe.

Bemerkungen:

x Zentralkrédfte werden oft definiert als Kréfte, die immer entlang der Richtung bis zu einem festen
Punkt — dem Kraftzentrum — liegen. Die hier adoptierte Definition, laut der die Zweikorperkraft
ﬁb_m immer in Richtung des Abstandsvektors zwischen Teilchen a und b zeigt, ldsst sich dhnlich
betrachten: wird die Position vom Massenpunkt b als fest angenommen, ist die durch Teilchen b auf
jedes andere Teilchen a ausgeiibte Kraft eine Zentralkraft beziiglich der Position von b.

* Hier wurde in der Herleitung der Ergebnisse f angenommen, dass die inneren Krifte
zentral sind. Eigentlich ist die Erhaltung des Gesamtdrehimpulses in abgeschlossenen Systemen viel
allgemeiner — wie wir in § sehen werden, spiegelt diese Erhaltung die Isotropie des Raums
wider — und gilt auch fiir Systeme mit nicht-zentralen Kraften.

II.1.4 Energie

Il.1.4 a Energiesatz
Die kinetische Energie des a-ten Teilchens eines Systems ist T}, = 552/2my, vgl. Definition ([.21]).

Logischerweise wird die gesamte kinetische Energie eines Mehrteilchensystems definiert als

(11.15)
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Sei jetzt angenommen, dass sowohl die dufseren als die inneren Krifte, die auf die Korper des
Mehrteilchensystems wirken, konservativ sind. Das heifit einerseits, dass es Potentiale Vj ext(7q)
existieren, die

Foext = —VaVaext(fa) firae{1,... N} (I1.16)

erfiillen, wobei V, den Gradienten beziiglich dem Ortsvektor 7, bezeichnet Andererseits gibt es
paarweise Wechselwirkungspotentiale V,;, die nur vom Abstand |7, — 7| abhéingen, aus denen die
inneren Kréfte abgeleitet werden kénnen, und zwar tiber

Fysa = —VaVap([Fa— 7)) fiir a,b € {1,...,N}. (I1.17)
In diesem Fall ist die Zweikorperkraft der Form
F’b—m = fba(’Fa_ Fb‘)éba
mit einer Funktion fp, einer reellen Variablen und dem Einheitsvektor &, = (7q — 7)/|7a — T
entlang des Abstandsvektors der beiden Teilchen. Somit ist die Kraft zentral.
Damit das dritte newtonsche Gesetz erfiillt wird, muss V, = Vj, flir jedes Paar a, b gelten.
Die Kettenregel gibt namlich —ﬁaVab(Wa — Fb|) = ﬁbVab(Wa— Fb\).

Die gesamte potentielle Energie V' des Mehrteilchensystems ist dann

N
V= Z Va,ext (Fa) + Z Vab b’) (IL.18)
a=1 1<a<b<N

Dabei muss die Wechselwirkungsenergie jedes Teilchenpaars nur einmal mitgezahlt werden, weshalb
die Summe iiber Paare mit a < b eingeschrinkt wurde. Aquivalent kann man die Summe im zweiten
Term auf der rechten Seite noch anders umschreiben, und zwar entweder als die Halfte der Summe
iiber alle Werte von a und b mit der Einschréankung a # b, oder als die halbe Summe iiber alle Werte
von a und b ohne Einschriankung, jedoch mit der Konvention V,, = 0:

1 N N 1 N .
D V=53 D Var="5 D Vap mit Voo =0.

1<a<b<N a=1 b=1 a,b=1
b#a

Bemerkung: Die Gesamtkraft F, auf das a-te Teilchen kann noch durch das Gesamtpotential V
[GL. (II.18))] ausgedriickt werden:

Fy,=—V,V, (11.19)
wobei V' als Funktion der N Ortsvektoren 71,...,7y zu betrachten ist.

Unter den obigen Annahmen iiber die Krifte ist die Summe

T+V= ZT+ ZvaextJr > Va(lFa— rb\)] (11.20)

1<a<b<N

aus allen kinetischen und potentiellen Energien eine Konstante der Bewegung, die Gesamtenergie
des Systems.
Dieses Ergebnis stellt den Energieerhaltungssatz fiir ein Mehrteilchensystem dar, und zwar

Die Gesamtenergie eines Systems aus N Teilchen mit nur konservativen inneren n
und duferen Krdiften ist eine Erhaltungsgrifse. (I1.21)

(18)Hier ist diese Notation noch iberfliissig, denn V, ext ist nur Funktion der Ortskoordinaten des a-ten Korpers.
Dagegen héngt V,, von 7, und 7, ab, oder das in Gl. (II.18|) definierte Potential V' ist Funktion der Positionen
aller Bestandteile des Systems, so dass die Prézisierung der Variablen, nach denen abgeleitet wird, dann nétig
wird.
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Beweis: Einerseits gilt unter Verwendung der Bewegungsgleichung (I1.2))

N

N
dT pa (t) dpa t) - -
E = = E 'Ua(t) . Fa7 (IIQQ)

a= a=1

mit der Geschwindigkeit ¥, von Tellchen a. Andererseits gibt die Kettenregel

N
v d _ . = - - dZ,(t)
= V@), EN ) = ; VoV (@(0).- - v ()] - =
Der Term in eckigen Klammern ist genau das Negative der Kraft auf Teilchen a, vgl. Gl. (I1.19)),
so dass N
ﬂ—fZﬁ Do (t) (I1.23)
dt ot “oe '
Insgesamt liefern Gl. ([1.22]) und (II.23)) das gesuchte Ergebnis d(T'+V)/dt = 0. O

Bemerkung Wenn einige der Kréfte nicht- konservatlv sind, gilt GI. immer noch. Dagegen
gilt G1. (I1.23)) nicht mehr, denn nicht jede Kraft F,, lasst sich aus einem Potentlal ableiten. Spaltet
man dle Krafte in einen konservativen und einen nicht-konservativen Anteil auf, und definiert man
die gesamte potentielle Energie der ersteren, so findet man einfach, dass die Rate d(T'+V)/dt der
Anderung der Gesamtenergie gleich der gesamten Leistung der nicht-konservativen Kréfte ist:

d
T +V) Z Fidiss. - Dalt (I1.24)

wobei das hier verwendete Kiirzel ,diss.” fiir dzsszpatwe Kraft steht, weil diese Kréfte zur nicht-
Erhaltung der Energie, zu ihrer Dissipation, fithren.

In der Praxis wird die dissipierte Energie nicht vernichtet, sondern in eine andere ,nicht-
mechanische* Form umgewandelt, und zwar Wéarme. Unter Beriicksichtigung der letzteren bleibt
die Gesamtenergie erhalten, entsprechend dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik.

Wie kurz gesehen wurde bleibt die Gesamtenergie T+ V eines Mehrkorpersystems mit nur
konservativen Kréften erhalten. Dagegen sind die kinetische und potentielle Energien im allgemeinen
nicht getrennt konstant, sondern wandeln sich stdndig in einander um. Man kann aber noch eine
Aussage iiber die zeitlichen Mittelwerte von T' und V' — oder genauer, im allgemeinen Fall, vom
Gradienten von V' — machen.

Sei f eine Funktion einer reellen Variablen, und zwar hiernach der Zeit. Der zeitliche Mittelwert
von f(t) wird als

(f), = lim / f(t) (I1.25)

T—)OO T

definiert, wobei es angenommen wird, dass der Limes des Integrals existiert.
Unter Verwendung dieser Definition gilt den Virialsatz

N
2(T), = <Z (6av).:za(t)> . (11.26)

a=1

Beweis: Die Bewegungsgleichungen (II.2)) geben

N . N . N .
Zmafa(t) “Zo(t) = Z Fo - Zo(t) = _Z (Vav) “Za(t)
a=1 a=1

wobel die linke Seite noch als

N d
> maZa(t) - Fa(t) = "
a=1
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geschrieben werden kann. Somit sind die zeitlichen Mittelwerte der Terme auf den rechten Seiten
der letzten zwei Gleichungen gleich. Dabei gilt unter Nutzung der Definition (II.25))

(4[Smr ] -2 8 S ]

N
o1 5 S
= Tlgrolo - zzl MaZa(t) - Za(t)
am

Wenn die Produkte Z4(t) - Z,(t) immer abgegrenzt bleiben, nimmt die Summe im letzten Term
einen endlichen Wert an, so dass der Grenzwert Null ist. Somit ergibt sich

<a§N:1(vv) > <Zmaxa >t

Nach trivialen Umschreibung ist dies genau das gesuchte Ergebnis (I1.26]). O

Fiir abgeschlossene Systeme — d.h. V; ¢xt = 0 fiir alle Teilchen a — mit Wechselwirkungspoten-
tialen der Form

Vab("?b_ 77@‘) = Oéab‘?a_ ,'—;b‘n (11.27)
mit n € Z und ayp € R fiir alle a,b € {1,..., N} nimmt der Virialsatz eine einfachere Form an.
In der Tat gelten
> ry— T dV; Vi
ValFo = Tel = (Oap = dac) m—57 ind ——— = no—
|7 — 7| d|ry — 7| |7y — 7|
woraus unter Anwendung der Kettenregel
N
- dV; Vb (Fo— 7
VoV = Zwm = Z V| — rcr—nz ¢ (Fo— 7¢) (Oab — Bac)
b1 d‘rb_ cl |7"b_TC|

folgt. Beim Durchfiihren des (Skalar)Produkts mit 7, und der Summe iiber a fithren die Terme
(0ab — Oqc)Ta zu Ty — T, und daher zu

N N
Y (VaV)-Fa=n > Vie=2nV.
a=1 b,c=1
Insgesamt vereinfacht sich der Virialsatz ([1.26)) zu
2(T), =n(V),. (I1.28a)

Daraus folgt dann fiir die Gesamtenergie — die wegen ihrer Erhaltung natiirlich gleich ihrem zeit-
lichen Mittelwert ist

E:<Eh:<T%+00t:<Z+q>00,:<Z+1)a%. (I1.28b)

Ein erstes wichtiges Anwendungsbeispiel ist das von Massenpunkten, die unter einander iiber
das newtonsche Gravitationspotential Vg, o< 1/|7, — 7p| wechselwirken, entsprechend Gl. (II.27) mit

n = —1. Diese Massenpunkte kénnen z.B. die Sterne eines Kugelsternhaufens oder die Mitglieder
eines Galaxienhaufens darstellen[29)] In diesem Fall lautet der Virialsatz
2(T), = —«(V), (I1.29a)
und die Gesamtenergie
Jo % (V), = —(T),. (11.29D)

Da (T'), genau wie T' positiv ist, gilt £ < 0 — wie wir im Fall N = 2 in §|II.2.3| wieder finden
werden.

(19 unter der Annahme, dass relativistische Effekte keine Rolle spielen.
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Ein zweites Beispiel ist das von gekoppelten harmonischen Ostzillatoren, d.h. mit quadratischen
Potentialen V,; o< (7, — )2, entsprechend dem Fall n = 2. Dann kommen

(T), = (V), und E=2(T),. (11.30)

Da dieses Problem (zumindest prinzipiell) analytisch losbar ist, indem die Oszillatoren entkoppelt
werden konnen (vgl. §[IV.1.2)), kann dieses Ergebnis direkt wiedergefunden werden. Eigentlich gelten
nédmlich die zwei Gleichungen schon fiir einen einzelnen harmonischen Oszillator.

I1.1.5 Schwerpunktsystem

Sei ¥ ein Mehrteilchensystem. Als Schwerpunktsystem wird ein Bezugssystem B5, bezeichnet,
in welchem der Schwerpunkt von X ruht, und welches gegeniiber einem Inertialsystem B nicht
rotiert. Um beide Bedingungen zu erfiillen, nimmt man oft ein Koordinatensystem in 55, mit dem
Schwerpunkt von ¥ als Ursprungspunkt und den Achsen parallel zu denen eines Koordinatensystems
von Bi.

Hiernach werden die beziiglich B, gemessenen Grofen mit Sternchen gekennzeichnet: Ortsvektor
7*, Teilchenbahnkurven Z(t), Impulse p(t), usw.

Bemerkung: Das Schwerpunktsystem ist nicht unbedingt ein Inertialsystem! Dies gilt nur bei ab-
geschlossenen Mehrteilchensystemen, die keiner resultierenden &dufteren Kraft unterliegen. In sol-
chen Fillen wird der Schwerpunkt laut der Bewegungsgleichung bzw. dem Schwerpunkt-
satz ([1.12b]) nicht beschleunigt.

Aus Gl. (IL.5)), abgeleitet nach der Zeit, und der Tatsache, dass der Schwerpunkt beziiglich B,

ruht, folgt sofort fiir den Gesamtimpuls des Mehrteilchensystems

Pr(t)=> px(t) =0. (I1.31)

Diese Beziehung kann auch als Definition des Schwerpunktsystems — das auf Englisch 6fter center-
of-momentum frame genannt wird, wobei ,momentum* = Impuls — angesehen werden.

Wird das Koordinatensystem von Bs, so gewahlt, dass der Schwerpunkt von ¥ im Nullpunkt
sitzt, so gilt automatisch X*(¢) = 0 zu jeder Zeit ¢.

Der Gesamtdrehimpuls L* eines Mehrteilchensystems ¥ beziiglich des zugehorigen Schwerpunkt-

system
LH(t) =) &x(t) x pr(t) (11.32)

wird Figendrehimpuls des Systems ¥ genannt. Wiederum wird die gesamte kinetische Energie be-
ziiglich By,

=% La (11.33)
a=1

als innere kinetische Energie des Systems bezeichnet.

Sei jetzt B ein beliebiges Bezugssystem mit der einzigen Einschriankung, dass es gegeniiber dem
Schwerpunktsystem By, nicht rotiert. Es gelten dann zwei nach Kéni genannte Ergebnisse, und
zZwar

(20) " noch besser, relativ zum eigenen Schwerpunkt, indem der letztere als Ursprungspunkt genommen wird.

7], 8. Konia, 1712-1757
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Theorem (1. Satz von Kénig): Der Gesamtdrehimpuls L des Systems X relativ zu einem festen Punkt
in B, z.B. dem Nullpunkt, ist die Summe aus dem Eigendrehimpuls L* des Systems und dem
Drehimpuls beziiglich B des Schwerpunkts von ., versehen mit der Gesamtmasse M:

dX (t)

L(t) = L*(t) + X(t) x P(t) mit P(t) = — (11.34)

wobei X (t) die Bahnkurve des Schwerpunkts von ¥ relativ zu B bezeichnet.

Theorem (2. Satz von Kénig): Die gesamte kinetische Energie T' des Systems X relativ zu B ist die
Summe aus der inneren kinetischen Energie T* des Systems und der kinetischen Energie beziiglich
B des Schwerpunkts von ¥, versehen mit der Gesamtmasse M:
P(t)’

T(t) =T"(t) + EVE (I1.35)

Beweis: to do!

Diese Sétze bedeuten, dass die Bewegung eines System aus N Korpern in zwei unabhéngige
Anteile zerlegt werden kann, und zwar in die ,innere” Bewegung der Teilchen relativ zum Schwer-
punkt des Systems und die ,globale” (Translations-)Bewegung des Schwerpunkts durch den Raum.
Dementsprechend finden theoretische Untersuchungen des Systems meistens in seinem Schwerpunkt-
system statt.

Zwei-Korper-Systeme

Der Formalismus des vorigen Abschnitts kann natiirlich auf den Fall eines Systems aus zwei Kor-
pern angewandt werden. In diesem Fall treten aber einige wichtigen Vereinfachungen aus, beginnend
bei den Bewegungsgleichungen, die sich oft entkoppeln (§. Somit konnen verschiedene Pro-
bleme ziemlich ausfiihrlich behandelt werden: harmonisch gekoppelte Massen (§, Korper in
newtonscher Gravitationswechselwirkung (§ , oder die Streuung zweier Teilchen (§ .

I1.2.1 Separation der Bewegungsgleichungen

Genau wie in §[[I.T.TH wird die Schwerpunktkoordinate definiert durch

S, T1(t To(t
% () = B ¥ mata(f) (I1.36a)
my + ma
Da es nur zwei Korper gibt, kann man auch eine Relativkoordinate einfiithren:
Z(t) = Z1(t) — Zao(2). (I1.36b)

Bei dem Ubergang von den Variablen 7 (t), Z(t) zu den neuen Variablen X (¢), Z(t) handelt es sich
um eine lineare Transformation. Die entsprechende Riicktransformation lautet

> ma my

Bt),  Fa(t) = X() -

_ —7(t), (I1.36¢)
mi+mo mi1+ms

wie sich leicht nachpriifen ldsst.

Fiir die Beschreibung der Bewegung wird es sich lohnen, die reduzierte Masse

[u = mm2 ] (I1.37)

mi—+ms2

einzufiithren.
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I1.2.1 b Bewegungsgleichungen
Aus den allgemeinen Bewegungsgleichungen [vgl. Gl. (I1.2)]

A2z (t " ~
my dtQ( ) = F1 ext + Fosa,
A2y (t " _
ma dt22( ) _ Fext + F152

lassen sich Bewegungsgleichungen fiir X () und Z(t) herleiten.
Erstens liefert eine Summe die Bewegungsgleichung des Schwerpunkts, und zwar
2X(t) 4 S
2( ) = Fl,ext + FQ,ext (11383)
dt
unabhiingig von den inneren Kriften, in Ubereinstimmung mit dem Schwerpunktsatz ([1.12)).

Andererseits ergibt sich nach Division jeder Gleichung durch die darin auftretende Masse und
anschlieffender Subtraktion

(mi1+ma)

. . . . .
d°Z(t) _ Frext  Foext n Foni Fioe
dt? mi mo mi ma ’

d.h. unter Verwendung des dritten newtonschen Gesetzes F, 152 = —ﬁg_n und der reduzierten Mas-

se ([1.37)

in:(t) _ ﬁLext . ﬁ?,ext + F’Zﬁl
dt? my me o

(11.38D)

Im Allgemeinen héngt diese Gleichung noch von den dufieren Kréften ab.

Sei jetzt angenommen, dass das Zwei-Korper-System abgeschlossen ist, ﬁa,ext =0 fira=1,2
Dann vereinfachen sich die Bewegungsgleichungen ([[1.38)) zu

a2X(t) -
T 0, (11.39a)
entsprechend der Erhaltung des Gesamtimpulses ([1.12¢)) fiir ein System ohne dufsere Krifte, und
d?z(t) =
- Fy 1. (I1.39b)

Dabei hingt die Kraft auf der rechten Seite a priori noch von den Positionen Z(t), Z2(t) der beiden
Korper — d.h. dquivalent von X () und Z(¢) — und von ihren Geschwindigkeiten ab. Falls die
Zweikorperkraft Fy_,1 nur Funktion von der Relativkoordinate Z(¢) und von ihrer Zeitableitung ist,
dann ist Gl. die Bewegungsgleichung eines einzelnen fiktiven Massenpunkts mit der redu-
zierten Masse p. Somit wird das urspriingliche Zwei-Korper-Problem in zwei entkoppelte einfachere
Ein-Koérper-Probleme transformiert, und zwar einerseits fiir den Schwerpunkt, andererseits fiir den
fiktiven Massenpunkt.

Ist die Kraft F5_.; nun zentral, d.h. parallel zu Z;(t) —Z2(t), dann bewegt sich dieser Massen-

punkt in einem Zentralkraftfeld mit Kraftzentrum in Z2(¢). In diesem Fall ist der Drehimpuls des

fiktiven Teilchens
d7(t)

dt

eine Erhaltungsgrofe, und man spricht von einem Zentralkraftproblem.

(=2(t) x p

Die Erhaltung von 7 lisst sich leicht beweisen: aus der Produktregel folgt
dlda) L dE() d2%(t)
a - MTar T T TE

Der erste Term ist offensichtlich gleich 0, wihrend der zweite dank G1. (IT.39b) das Kreuzprodukt
Z(t) x Fﬂgﬂl aus zwei parallelen Vektoren, also ebenfalls gleich 6, ist. O

+Z(t) x



1.2 Zwei-Kérper-Systeme 49

In den folgenden § werden wir Beispiele solcher Zentralkraftprobleme sehen, im Fall
konservativer Kraftfelder, Fo_,1 (71 —72) = F(¥) = =V V (r).
Bemerkung: Wenn eine der Massen viel grofler als die andere ist, z.B. mo > mj, dann gelten
X(t) >~ Zy(t) — d.h. die Position des Schwerpunkts stimmt fast mit jener des schweren Partners

iiberein —, #1(t) ~ X (t) + Z(t) und g ~ m; — d.h. die Eigenschaften des fiktiven Teilchens sind
dhnlich denen des leichten Korpers.

I1.2.2 Gekoppelte Punktmassen

Betrachten wir als erstes Beispiel zwei Massen m1, mo, die iiber eine Feder gekoppelt sind. Es
wird angenommen, dass die Bewegung der Massen eindimensional entlang der horizontalen x-Achse
bleibt, und dass es keine dufiere Kraft gibt.

k
m s e

T

Abbildung Il.1 — Gekoppelte Massen

Die Feder wird als ein harmonischer Oszillator modelliert, d.h. die dadurch verursachte Kraft
ist proportional zur Auslenkung aus einer Ruheldnge. Somit lautet die Kraft auf Masse 1

ﬁ2—>1 =k(x2 — 21 —4lo) €, (IL.40)

mit der Federkonstante k, der Ruheldnge £y der Feder, und den Positionen x;, o der Massen —
die als Punktmassen zu betrachten sind.

Die Bewegungsgleichungen fiir x1(t), z2(t) lauten
2z (t d2aq(t
DO bfast) 1))~ 0], A = k() () - 6], (4
wobei das dritte newtonsche Gesetz benutzt wurde, um die Kraft F, 1—2 auszudriicken. Das Addieren
der beiden Gleichungen fiihrt zur Zeitunabhéngigkeit der Schwerpunktkoordinate X (t) — wie zu

erwarten war!

Aus den GI. ([1.41) folgt noch
d2
gzl () —z2(0)] = klas(t) — 21(t) — o],
d.h., fur die Relativkoordinate x(t) = x1(t) —z2(t)
d2z(t)
de?
Das ist die Bewegungsgleichung fiir einen einzelnen Massenpunkt mit der reduzierten Masse pu, der
an einem Kraftzentrum harmonisch gebunden ist.
Die Losung ist dann der Form z(t) = —fg + A cos(wt + ¢) mit w = y/k/p und zwei Konstanten

A, p, die durch Anfangsbedingungen festgestellt sind. Daraus erhélt man iiber die Riicktransforma-
tion (II.36¢|) die Zeit-Ort-Funktionen z1(t) und za(%).

mi

= —k[z(t) + ). (I1.42)

11.2.3 Kepler-Problem

Die newtonsche Gravitationskraft zwischen zwei Massenpunkten mit Massen mq, msy ist eine
konservative Zentralkraft, gegeben durch

=, GNm1m2 T = N
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mit dem Potential

Gnmima

V(|z]) = (IL.43b)

|Z|
Dabei bezeichnet Z der Abstandsvektor zwischen den Massen und Gy die newtonsche Gravitations-
konstante, Gy ~ 6,674 - 10~ m3. kg~ -s72.

Ziel dieses Abschnitt ist die Untersuchung der einfachsten méglichen Bewegungen, zu denen
dieses Potential fiihren kann, und insbesondere die Herleitung der drei durch Keple empirisch
ermittelten Gesetze. Zu diesem Zweck wird die Bewegung zweier Massenpunkte betrachtet, die iiber
das Potential miteinander wechselwirken, wéhrend sie keiner duferen Kraft unterliegen.
Diese Fragestellung wird als Kepler-Problem bezeichnet.

Bemerkung: Das Gravitationspotential ist nur bis auf eine additive Konstante definiert, die bei
der Gradientenbildung nicht beitrdgt. In Gl. ([1.43b|) wurde diese Konstante so gewahlt, dass das
Potential fiir unendlich grofse Abstédnde, also wenn die Kraft Null ist, verschwindet.

11.2.3 a Vorbereitungen

In Ubereinstimmung mit den allgemeinen Ergebnissen des § kann man die triviale Bewe-
gung des Schwerpunkts von der mehr interessanten Relativbewegung separieren, wobei die letztere
die Zeitdnderung der Relativkoordinate # fiir ein fiktives Teilchen mit der reduzierten Masse p ist.

Da es sich bei dem newtonschen Potential um ein Zentralpotential handelt, ist der
Drehimpuls 7 fiir die Relativbewegung erhalten. Insbesondere bleibt seine Richtung konstant. Da
sowohl Z(t) als Z(t) senkrecht auf £ sind, bleibt die Bahnkurve in einer Ebene senkrecht auf £ —
der sog. Ekliptik. Dementsprechend lohnt es sich, ein Koordinatensystem zu wahlen, in dem die
Richtung von ‘ entlang einer der Achsen ist, z.B. der z-Achse.

Die Wahl der Koordinaten in der Bewegungsebene bleibt noch offen. Man kann zuerst feste
kartesische Basisvektoren &,, &, einfiihren, und dementsprechend die Bahnkurve durch (z(t),y(t))
parametrisieren. Da das Wechselwirkungspotential nur vom Abstand r(t) = |Z(t)| zum
Kraftzentrum abhéngt, ist es sinnvoll, eine Parametrisierung der Bahnkurve zu wéhlen, in dem
dieser Abstand eine direkte Rolle spielt. Dazu dient noch der Winkel 6(¢) der Relativkoordinate
relativ zu einer festen Richtung in der Ebene, z.B. zur z-Achse, zur Charakterisierung von Z(t).

Somit lautet die Relativkoordinate

F(t) = r(t)&(t), (I1.44)

wobei die instantane Richtung des Einheitsvektors €,(¢) in Radialrichtung von der Position des
(fiktiven) bewegten Korpers und damit indirekt von der Zeit abhéngt: beziiglich der Basisvektoren
eines festen kartesischen Koordinatensystems gilt

€-(t) = cosO(t) €, + sinb(t) €,. (IL.45a)

Man bezeichnet mit €y(¢) einen orthogonal auf €,(¢) stehenden Einheitsvektor in der Bewegungs-

ebene (s. Abb. [II.2))
€(t) = —sinb(t) & + cosO(t) &, (I1.45b)

so dass €,(t), €(t) und €,(t) = €.(t) x €y(t) die Basisvektoren eines mitbewegten Koordinatensystems
bilden, wobei €,(¢) hier eigentlich zeitunabhéngig ist.
Die Ableitung der GI. (II.45a)) nach der Zeit gib
dé,(t) dé(t)

_ : L do(e) Y
e 0(t) € + —q¢ o 0(t) €, = 0(t) €y(1). (I1.46a)

(21 Auf shnliche Weise gilt

dép(t) _d9(t) S
T ar cos O(t) €

do(t)

dt

sin 0(t) &, = —6(t) &(t). (I1.46D)

(], KEPLER, 15711630
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<
NP -

Abbildung 1.2

Somit lautet die Relativgeschwindigkeit, unter Verwendung der Kettenregel beim Ableiten der

Gl. (TT.44)

dg;tt = dzit) &,(t) + r(t) ded’”t(t) = (1) & (t) + (1) 6(t) G (t). (11.47)
Schlieflich ist der Drehimpuls der Relativbewegung gegeben durch
0(t) = 2(t) x pi(t) = pr(t)?0(t) &, (11.48)
mit konstanter Richtung und der konstanten Komponente
0= pr(t)?0(t) (11.49)

entlang €,.

11.2.3 b Zweites Keplersches Gesetz

Im Intervall zwischen zwei sukzessiven Zeitpunkten ¢ und ¢ + dt
dndert sich der Polarwinkel 6(¢) der Bahnkurve um df ~ 6(¢)dt.
Die Ortsvektoren Z(t) und Z(t + d¢) und die Bahnkurve grenzen ein

Flachenelement ab, dessen Flicheninhalt anndhernd durch

1 _r(t)*do)
gegeben ist. Abbildung 1.3
Ersetzt man die Zeitableitung H(t) mithilfe der Gl. ([1.49)), so kommt der , Flachensatz“
% = ;u = Konstante, (I1.50)

d.h. (zweites Keplersches Gesetz)

Der Ortsvektor (von dem Stern zum Planeten) iberstreicht in gleichen Zeiten gleich

grofie Fldchen. (IL.51)

Dabei beziehen sich die Worte zwischen Klammern auf den historischen durch Kepler betrachteten
Fall eines Planeten um einen viel schwereren Stern, mo > mj. Im Fall zweier (ungefihr) gleich
schweren Korper, wie z.B. die zwei Sterne eines Doppelsternsystems, geht die Relativkoordinate
von einem Stern zum anderen.

Bemerkung: In der Herleitung dieses Ergebnisses wurde die genau Form des Potentials V' (r) nicht
benutzt, d.h. der Flachensatz gilt fiir jedes Zentralkraftproblem.

I1.2.3 ¢ Bahnkurve. Erstes und drittes Keplersches Gesetz

Da die newtonsche Gravitationskraft konservativ ist, ist die Gesamtenergie

- 2
E=T@t) +V(t)= %u [dzit)] +V(r(t))
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E>0

/
Tmin \\
r
Tmax Vveﬁlmin <FE <0

T'rrfin

E < ‘/cff,min

/ V(r)
Abbildung 1.4 — Effektives Potential Vg (r) fiir das Kepler-Problem.

der Relativbewegung eine Erhaltungsgrofie. Unter Verwendung der expliziten Form ([1.47]) der Ge-
schwindigkeit gilt noch

B = L) + r(t00)?] + v (r1)).

Mithilfe der Gl. (IT.49) kann man die Zeitableitung 6(¢) durch £/pr(t)? ersetzen, so dass sich die

totale Energie noch als
2

2ur(t)?

E="5r1)2+

5 +V(r(t)) (IL.52)

umschreiben lasst, unabhéngig von der Winkelvariablen 6. Dabei ist 7(t) die radiale Geschwindigkeit.
Betrachtet man dementsprechend GI. als totale Energie fiir die eindimensionale Bewegung
in Radialrichtung, so ist der erste Term auf der rechten Seite die zugehdrige kinetische Energie,
wahrend die zwei letzten ein effektives Potential

€2
Ve (r) = V(r) + 2 (11.53)
darstellen. Dann gilt )
()2 = = [E = Veg(r)]. (I1.54)
,u
Beim newtonschen Gravitationspotential V(r) = —a/r mit a = Gymimga > 0 ist das resultie-

rende effektive Potential eine nicht-monotone Funktion von r, erstmal abnehmend dann wachsend.
Je nach den relativen Werten von der Gesamtenergie £ und dem minimalen Wert Vg yin < 0 des
effektiven Potentials kommen drei verschiedene Moglichkeiten vor, die in Abb. [[T.4] graphisch gezeigt
werden:

o Fiir £ < Vi min ist die rechte Seite von Gl. ([1.54) immer negativ, so dass keine Losung der
Gleichung mit reeller Radialgeschwindigkeit existieren kann: diesen mathematischen Werten
von E und ¢ entspricht keine physikalisch erlaubte Losung des Kepler-Problems.

o Fiir Veg min < £ < 0 kann die rechte Seite von Gl. (L1.54)) nicht-negativ sein, und zwar fiir
Werte mmin < 7 < Tmax, WObel T'yin, Tmax die zwei Losungen der Gleichung Veg(r) = E sind. Da



1.2 Zwei-Kérper-Systeme 53

rmax endlich ist, bleibt das fiktive Teilchen immer in endlichem Abstand vom Kraftzentrum,
und ist somit daran ,gebunden*.

Bei den Abstanden 7y, und . verschwindet die Radialgeschwindigkeit 7 — die eigentlich
ihr Vorzeichen dndern wird: dabei handelt es sich um Umkehrpunkte der Radialbewegung.

Im Spezialfall E = Vg min ist V(r) = E fiir einen einzigen Wert von 7. Dazu gibt Gl. (1.54])
7(t) = 0, d.h. r bleibt konstant: die entsprechende Bahnkurve ist ein Kreis.

e Fir E > 0 hat die Gleichung Vig(r) = E eine einzige Losung rf ;. , und die rechte Seite
von GI. m bleibt positiv fiir » > /. . Somit geht die Bahnkurve des fiktiven Teilchens
unendlich weit weg vom Kraftzentrum: das Teilchen ist ,,ungebunden*.

Bemerkung: Fiir kleine Abstinde r vom Kraftzentrum dominiert der Beitrag ¢£2/2pur? im effektiven
Potential gegeniiber dem Gravitationspotential. Da dieser Term positiv ist, fithrt er zu einer Absto-
fung vom Kraftzentrum weg. Dementsprechend wird der Term £2/2ur? oft als Zentrifugalpotential
bezeichnet.

Fiir die obige Fallunterscheidung war die genaue Form des effektiven Potentials, und daher von
V(r), nicht notig, um die Existenz oder nicht-Existenz von Losungen festzustellen. Die exakten
Bahnkurven fiir die verschiedenen Félle héngen aber natiirlich von V (r) ab.

Ausgehend aus GI. kann man den Verlauf der Bahnkurve bestimmen Einerseits gilt
unter Verwendung der Kettenregel

dr(t) _ dr(0)do(t) dr(0) £

dt do At~ do wr?’
wobei Gl. (I1.49) benutzt wurde. Andererseits ist 7(¢) auch durch Gl. (I1.54]) gegeben. Betrachtet

man eine Losung mit positiver Radialgeschwindigkeit, so kann man schreiben

dr(0) pr? . r?
w0 - 77"(75) =7 2u[E — Vest(1)] .
Das heifit, nach Trennung der Variablen
49 = fdr = fdr (11.55)

2ulE — Ve ()] 12\/2u[E — V(r)] — £/r2

und nach formeller Integration beider Seiten dieser Gleichung

r £dr’
o= / 2\ 2u[E — V()] — B2/ (I156)

wobei Tmin < 7 < Tmax gelten muss.

Im Fall des newtonschen Potentials V (r) = —a/r mit @« = Gnmims kann die Integration explizit
durchgefiihrt werden. Dabei ist

0 /T Ldr
r/2\/2u(E +a/r) — 62/1”’2'
Eine erste Substitution v’ = 1/7/, d.h. du’ = —dr’ /72, gibt zunichst
du’ [ du/
\/2u E+ au') — (2u? V20uE 2+ (2ua /)y’ —u?

Der Term unter der Wurzel im Nenner ist der Form a + bu’ — u/? = a + b%/4 — (v — b/2)?, mit
a=2pE/f? und b = 2ua/¢?. Eine weitere Substitution v’ = (v’ — b/2)/+/a + b2/4 liefert dann

(2)Eine alternative Herleitung wird im Anhang zu diesem Kapitel vorgestellt.
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/“ du/ /” dv’ < u—1>b/2 >
= | —— = —arccos(v) = —arccos | ———— |.
Va+b2/4— (v —b/2)2 1—07? a+ b2/4

Somit erhalt man

1/r — o/

0 = arccos < /r—na/ ) + Konstante (IL.57)
V2uE/02 + p2a? /04

Die Wahl der Integrationskonstanten ist dquivalent zur Wahl der Bezugsrichtung 6 = 0, so dass die

Konstante problemlos gleich Null gesetzt werden kann. Damit ergibt sich

1/r— 2 1/r— 2
s — /T — pa/l _ Jr — pa/l

V2UE]CZ + 202 /05 (pa/02)\/2EC/pa? +1

Mit den Definitionen

und p=— (I1.58a)

wird die #-r-Abhéngigkeit zu ecos = p/r — 1, d.h.

p
S 11.
[T 1+ ecosf ] (IL.58b)

Das ist die Gleichung in Polarkoordinaten eines Kegelschnitts mit Exzentrizitdt ¢ und Parameter p.

Bemerkung: Man priift einfach, dass die Wahl einer Losung (genauer, eines Zweigs der Losung) mit
negativer Radialgeschwindigkeit 7 (), entsprechend der negativen Wurzel der Gl. , fiihrt zur
gleichen Bahnkurve: dr(0)/df > 0 bzw. dr()/df < 0 entspricht dem Teil der Kurve mit 0 < 6§ <7
bzw. m < 6 < 2.

Wie in der Diskussion der Abb. [[I.4] gibt es unterschiedliche Félle je nach dem Wert der Energie
E. Dafiir kann man schon bemerken, dass das effektive Potential —a/r + ¢2/2ur? minimal fiir
ro = 02/ paist, wo Veg den Wert —pa? /202 = Veff min annimmt.

o Fiir Vog min < £ < 0 gilt laut Gl. (IL.58a)) 0 < € < 1; d.h., die Bahnkurve ist eine Ellipse —

ein Kreis falls € = 0, entsprechend E = Vg 1,in. Dies bildet das erste Keplersche Gesetz:

Die Planeten bewegen sich auf elliptischen Bahnen (mit der Sonne in einem
gemeinsamen Brennpunkt).

(11.59)

Abbildung II.5 — Ellipse mit Exzentrizitat e = 0, 6; die Punkte sind die Brennpunkte.
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In einem Doppelsternsystem beschreibt jeder Stern eine elliptische Bahnkurve mit dem an-
deren Stern in einem Brennpunkt, wihrend die Position ihres gemeinsamen Schwerpunkts
unverandert bleibt.

Die groke Halbachse der Ellipse ist a = p/(1 — €2), die kleine Halbachse b = p/v/1 — €2. Die
durch die Ellipse abgeschlossene Fliche ist S = mab. Andererseits ist diese Flidche {iber den
Flachensatz mit der Umlaufzeit 7 verkniipft: S = (¢/2u)7T . Somit gilt
T2 — %32 _ 4772M2a2b2 _ 47T2N2pa3 _ @azz‘
2 2 2 «
Mit den expliziten Ausdriicken der reduzierten Masse und der Konstanten a@ = Gnmims
ergibt sich schliefslich

I )
Gn(m1+ma)

Dies entspricht dem dritten Kepler-Gesetz:

Die Quadrate der Umlaufbahnen der Planeten sind proportional zur dritten

Potenz der groffen Bahnhalbachse. (I1.60)

Auf der Parametrisierung ([1.58b]) kann man sofort den bei 8 = 0 bzw. § = 7 stattfindenden
minimalen bzw. maximalen Abstand iy, = p/(14€) bzw. rmax = p/(1—€) zwischen Planeten
und Stern lesen.

e Fir F = 0 ist die Exzentrizitat der Bahnkurve gleich 1, so dass diese eine Parabel ist.

e Fiir F¥ > 0 ist geméf Gl. (I1.58al) die Exzentrizitét grofer als 1, € > 1, d.h. die Bahnkurve ist
eine Hyperbel (Abb. |I1.6)).

Wie aus der Diskussion des effektiven Potentials erwartet war, ist die Bewegung rdumlich
unbegrenzt, und 7(6) wichst unendlich grofs wenn cosf von oben gegen —1/¢ geht. Dagegen
wird fiir § = 0 der minimale Abstand zum Brennpunkt /. = p/(1 + €) erreicht.

min

Abbildung 1.6 — Hyperbel mit Exzentrizitdt € = 1,6 fiir ein anziehendes Potential.

Bisher wurde nur das anziehende newtonsche Potential ([1.43b]) betrachtet, mit einem positiven
Zahler ¢ = Gymime im Bruch. Man kann auch die Bahnkurven fiir das abstofsende Potential



56 Newtonsche Mechanik: Anwendungen

Abbildung 1.7 — Hyperbel mit Exzentrizitdt ¢ = 1,6 fiir ein abstoflendes Potential.

V(r) = —a/r mit @ < 0 betrachten, was insbesondere dem elektrostatischen Coulomb-Potential
zwischen zwei positiven oder zwei negativen Punktladungen entspricht.

Wiederholt man die Herleitung zwischen GI. und fiir den Fall o < 0, so findet
man, dass die moglichen Bahnkurven wieder Kegelschnitte sind. Dabei treten die abgeschlossenen
Trajektorien (Ellipse, Kreis) aber nicht mehr auf, da es keine gebundenen Zusténde des Zwei-Korper-
Systems gibt — das effektive Potential Vog(r) ist immer positiv und nimmt monoton mit r ab —,
sondern nur ungebundene. Da Veg(r) > 0 fiir alle Absténde 7, gibt es auch keine Bahnkurve mit
E =0, d.h. keine Parabel.

Dagegen gibt es Hyperbeln (e > 1), wobei man aufpassen soll, das der Parameter p jetzt negativ
ist. Der minimale Abstand ist somit rmin = |p|/(e — 1) und wird fiir § = 7 erreicht (Abb. [[L.7).
Wiederum wird r unendlich grofs, wenn cos# — (—1/¢) von unten geht.

11.2.4 Streuung

Die am Ende des § gefundenen unbegrenzten Bahnkurven sind solche von (fiktiven) Mas-
senpunkten, die zur Zeit ¢ — —oo unendlich weit weg vom Kraftzentrum sind, sich daran annéhern,
und dann weg fliegen, so dass sie fiir ¢ — oo wieder unendlich entfernt vom Kraftzentrum sind. Ein
solcher Prozess heifst auch Stoff oder Streuung.

Hiernach wird die Streuung eines Massenpunkts mit reduzierten Masse p an einem Streuzen-
trum betrachtet. Diese Fragestellung entspricht den Bewegungsgleichungen, die aus der in §[[I.2.TT|
dargestellten Separation folgen, und die in der Tat den Stof eines physikalischen Massenpunkts
an einem anderen modellieren. Der Prozess wird in einem Bezugssystem beschrieben, in welchem
das Streuzentrum ruht, und das als inertial angenommen wird. Dazu wird ein Koordinatensystem
gewihlt, in dessen Nullpunkt O sich das Streuzentrum befindet.

In §[[1.2.4 a] werden zunéchst ein paar Grofen eingefiihrt, die zur Kennzeichnung einer Streuung
dienen. Der Zusammenhang zwischen einigen dieser Grofen wird durch die Dynamik des Stofies
bestimmt, d.h. durch die fiir die Streuung relevante Wechselwirkung, wie in §[[I.2.4 D] erklart und
an einem Beispiel illustriert wird. Falls der Streuprozess mehrmals stattfindet, jedoch mit (leicht)
unterschiedlichen Anfangsbedingungen, werden die Wahrscheinlichkeiten fiir die moglichen End-
zustédnden durch Wirkungsquerschnitte charakterisiert (§ .
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11.2.4 a Geometrische Grundbegriffe der klassischen Streutheorie

Es wird angenommen, dass der Einfluss des Streuzentrums auf den gestreuten Massenpunkt
vernachlassigbar fiir t — Foo ist, d.h. lange vor oder nach dem Stofs. Das heiftt wiederum, dass die
Kraft zwischen den zwei physikalischen Massenpunkten fiir unendlich grofse Absténde verschwinden
muss. Mathematisch muss das zugehérige Potential®)| V(#) ebenfalls fiir groke Abstinde Null
werden:

lim V(7)

|| =00

0. (IL.61)

Lange vor oder nach dem Stof ist der gestreute Massenpunkt annéhernd ,frei, d.h. er unterliegt
keiner Kraft. Dann bewegt er sich laut dem Tragheitsgesetz gleichformig und geradlinig: sei py,
bzw. P,y sein Impuls fiir £ — —oo bzw. t — +00, wobei das Kiirzel ein bzw. aus fiir ,einfallend” bzw.
sauslaufend® steht. Wegen der Wechselwirkung mit dem Streuzentrum wird sich die Flugrichtung
des gestreuten Massenpunkts im Allgemeinen dndern. Der Winkel zwischen den asymptotischen
Flugrichtungen heifit Streuwinkel und wird hiernach mit ¢ bezeichnet, wie in Abb. zu sehen

ist

Abbildung 1.8 — Charakteristische Grofen zur Beschreibung einer Streuung.

Eine weitere geometrische Grofle, die in klassischer Streutheorie einen bestimmten Streupro-
zess charakterisiert, ist der Stofiparameter b. Dabei handelt es sich um den minimalen Abstand des
einfallenden Massenpunkts zum Streuzentrum fiir den fiktiven Fall, wo es sich stédndig geradlinig be-
wegen wiirden, statt abgelenkt zu werden, d.h. bei ausgeschalteter Wechselwirkung, wie in Abb. [[I.§]
illustriert wird.

Sei angenommen, dass die Flugrichtung des einfallenden Teilchens bekannt ist — was in einem
Streuexperiment der Fall ist. In der transversalen Ebene senkrecht zu dieser Richtung kann man
eine Bezugsrichtung festlegen, relativ zu dem man kann einen Winkel ¢ definieren. Somit wird die
auslaufende Flugrichtung neben ¢ auch durch einen Azimutwinkel ., charakterisiert. Wiederum
kann der einfallenden Flugrichtung einen Winkel e, assoziiert werden; stattdessen wird der ent-
sprechende Azimutwinkel dem Stofparameter zugeordnet, der somit zu einem (zweidimensionalen)
Vektor (_): mit Betrag b und Winkel gy, in der transversalen Ebene wird.

Bezeichnet man dann den Azimutwinkel der auslaufenden Flugrichtung mit ¢ anstatt @aus, S0
besteht der Zweck der klassischen Streutheorie darin, die Beziehung zwischen den Winkeln (9, ¢)
und dem Stofparameter b festzulegen. Dabei charakterisieren die ersteren bzw. der letztere das
auslaufende Teilchen, d.h. den Endzustand, bzw. den Anfangszustand, und zwar das einlaufende
Teilchen. Somit werden im Allgemeinen Funktionen (19(5), cp(g)) gesucht.

Bemerkung: Im quantenmechanischen Rahmen verliert der Begriff des Stofiparameters, genau wie
jener der Bahnkurve, an Bedeutung.

(23) . unter der Annahme, dass die Kraft konservativ ist!

(24 Die iibliche Bezeichnung des Streuwinkels ist eher 6; hier wurde darauf verzichtet, um Verwechslung mit dem
Polarwinkel zu vermeiden.
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11.2.4 b Streuung an einem Zentralpotential

Im Fall der Streuung an einem Zentralpotential — d.h. falls die Kraft zwischen den zwei wech-
selwirkenden Massenpunkten zentral ist — liegt die ganze Bahnkurve des gestreuten Massenpunkts
in einer Ebene, der Streuebene. Dann ist der Azimutwinkel des auslaufenden Flugrichtung auto-
matisch gleich jenem des Stofparameters, und die einzige festzulegende Abhéngigkeit ist die des
Streuwinkels ¥, der eigentlich nur vom Betrag b abhéingt

Die Winkelhalbierende der zwei Asymptoten zur Bahnkurve des gestreuten Massenpunkts ist
eine Symmetrieachse der Bahnkurve. Sei o der Winkel zwischen dieser Winkelhalbierenden und
einer der Asymptoten. Dann gilt automatisch

20+ =T, (I1.62a)
vgl. Abb.

Abbildung 1.9 — Definition einiger Winkel.

Wiederum ist der Schnittpunkt zwischen der Trajektorie und der Winkelhalbierenden genau der
Punkt des minimalen Abstands rpyi, zwischen Bahnkurve und Streuzentrum. Unter Verwendung
der gleichen Parametrisierung () der Bahnkurve wie in §[[1.2.3 ¢ wird dieser Punkt fiir § = =
erreicht. Wiederum entspricht die Asymptote fiir ¢ — —oo bzw. t — 400 einem Winkel 8 = 8¢y,

bzw. 0 = O,us, wobei (Abb. [I1.9)
Ooin =T+ bzw. O, =m— . (I1.62b)

Fiir diese Werte des Polarwinkels ist der gestreute Massenpunkt unendlich weit vom Streuzentrum.
Integriert man Gl. (I1.55) zwischen 7 und ey, so komm

9 /°° edr’

N )

o i T2/ 20[E = V(7)) = [

Die linke Seite dieser Gleichung ist gleich «, d.h., dank Gl. (II.62a)), (7 — 9)/2. Daher gilt
o £dr’

V=m—2 . I1.63
R N e (I e

Die Werte der Gesamtenergie E und des Bahndrehimpulses ¢ in Gl. (II1.63)) kénnen durch die
charakteristischen Groften des Anfangszustands ausgedriickt werden. Somit ist das Potential fir
t — —oo, d.h. r = oo, Null, woraus

=2 2
_ pein _ /‘I’UOO

20 2
folgt, wobei Voo = |Dein|/1t die Geschwindigkeit des gestreuten Massenpunkts im Unendlichen ist.

(2% Dies folgt aus der Kugelsymmetrie des Zentralpotentials, das nur vom Abstand r = |F| vom Streuzentrum abhéngt.
(26 mit einem kleinen Dreh: Gleichung ([I.56) wurde fiir eine Lésung mit dr /de > 0 hergeleitet, vgl. ein paar Zeilen
oben, wihrend hier dr/dy < 0 gilt, weshalb das Negative der linken Seite betrachtet wird.
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Wiederum gilt
{= ’L‘ = pbvso.

Mit diesen Werten wird GI. zZu

dr’
T — 9 = /r \/1 B PR (I1.64a)
min —_ Tﬁ

Schliefslich ist der dabei auftretende minimale Abstand ry;, Losung der impliziten Gleichung

QVTmin 1)2
() | B _

d.h. bei rpi, wird der Nenner des Integranden in Gl. (II.64a)) gleich Null.

Beweis der Beziehung (I1.64b)): Fiir ¢ = 7, d.h. r = ryy, ist die Geschwindigkeit ¥(7 i), mit
Betrag vy, senkrecht zum Abstandsvektor 7p,;,. Demzufolge ist der Betrag des Drehimpulses
dort pVminTmin Mit Umin = |Umin|- Wegen der Drehimpulserhaltung ist dies auch gleich ¢, d.h.

o . (IL.64D)

b
Umin = Voo -
Tmin
Die gesamte Energie im Punkt der minimalen Abstand lautet dann
1 1 v
E= ,uvmm + V(rmin) = SH o 0%+ V(Tmin).
Tin
Nach Division durch E und unter Verwendung der Beziehung zwischen F, p und v, ergibt sich
genau GI. (I1.64b)). O

Beispiel: Streuung harter Kugel
Zur Illustration kann man die Streuung eines Massenpunkts mit Masse p am Zentralpotential

oo firr < R
Vir)= (I1.65)
0 firr > R

betrachten, wobei R eine positive Zahl ist. Dieses Modell entspricht dem Stofs zweier undurchdring-
baren, nicht-deformierbaren Kugeln mit Masse m = 2 und Radius R/2, d.h. deren Zentren sich
minimal um R anndhern kénnen.

Fiir b > R gibt es offensichtlich keine Streuung, so dass wir b < R annehmen kénnen, um einen
nicht-trivialen Prozess zu erhalten. Physikalische Intuition sagt, dass ryi, = R gilt; dies lasst sich

aber auch aus der Gleichung (I1.64b)) beweisen. Fiir ryi, > R lautet diese ndmlich b2 / riin = 1, was
mit rpin > R > b unmoglich ist; fir ryi, < R gibt Gl ([1.64b)) mit dem Potential (| m
200 b2 _q

a2 T2
HUs T min

was wieder unmoglich ist. Somit bleibt nur die Mdéglichkeit i, = R tibrig.
Dabei ist GI. (II.64b)) noch nicht erfiillt, was auf erster Sicht problematisch aussehen kann.
Eigentlich ist die Geschwindigkeit des gestreuten Massenpunkts unstetig fiir r = R: dort ist sie,

und mit ihr der Drehimpuls, nicht wohldefiniert, so dass der Beweis der Beziehung (I1.64b)), der
auf dem Wert des Drehimpulses in 7,;, basiert, nicht mehr gilt.

Gemék der GI. ([I.64al) ist der Streuwinkel 9 durch
5 5 / o b dr’
= — T =T — —_——
7 R /1= b2/ 1"
gegeben, wobei V(r') = 0 fiir ¥ > R benutzt wurde. Mit der Substitution u = b/r’, entsprechend
du = —bdr' /7", kommt

v

0
9 =7+ 2/ du + 2[ }0 2 b
=T —_—— =T arccos u = arccos —,

b/R V1 —u? b/R R
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d.h. b(¥) = Rcos g. Dieses Ergebnis kann auch geometrisch gefunden werden: mit dem in Abb. [[1.10
definierten Winkel « gilt ndmlich b = Rsina (Trigonometrie!). Dann ist ¥ = 7 — 2¢, woraus das
Resultat folgt.

Abbildung I.10 — Streuung harter Kugel.

11.2.4 ¢ Wirkungsquerschnitt
to do
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e Scheck, Mechanik [18] Kap. 1.



Appendix zum Kapitel li

IlLA Alternative Herleitung der Keplerschen Bahnkurven

Die im §[[T.2:3] dargelegte Losung des Kepler-Problems beruht auf dem Energiesatz fiir die konserva-
tive Bewegung des Massenpunktes in einem Zentralkraftpotential. Insbesondere wurde dabei weder
das zweite newtonsche Gesetz explizit benutzt, noch die Beschleunigung des Massenpunkts oder die
darauf wirkenden Kréfte geschrieben.

In diesem Anhang wird eine alternative Herleitung der Form der Bahnkurven angegeben, in
der die newtonsche Bewegungsgleichung ausdriicklich verwendet wird. Somit kommt man eigentlich
schneller ans Ergebnis als im §[[1.2:3] — dafiir verliert man aber die qualitative Diskussion zu den
Bahnkurven anhand der energetischen Argumenten.

Il.LA.1 Vorbereitung: Binetsche Gleichung

Wie in §[[1.2.3a kann man argumentieren, dass die Bahnkurve eines Massenpunkts im Zentral-
kraftpotential V (¥) = —a/r des Kepler-Problems in einer Ebene bleibt: sei r(0) die Parametrisierung
dieser Bahnkurve durch Polarkoordinaten. Hiernach wird die gleiche mitbewegte Basis (€,(t), &(t))

wie im § verwendet.

Anstatt einer Gleichung fiir (), werden wir eine fiir

1
u®) = (I1.66)

bestimmen. Hiernach werden die Ableitungen von u mit Strichen bezeichnet: u'(0), u”(6). Wegen
der Drehimpulserhaltung ist

: 0
C=r¥= 11.67
= o2 (I1.67)
eine Konstante: fiir einen Massenpunkt mit (reduzierter) Masse p ist C' = £/p.
Anhand dieser Zahl lassen sich Zeitableitungen umschreiben. Somit gilt
du(6(t))  du(f) do 1A g 2.1
pra e I T =u'(0)0 = Cu(0)”u'(0).
Auf dhnliche Weise findet man )
d“u 9
= Cul6) " (6)
de, dé,
sowie, unter Verwendung von d—ee = & und % = —¢€, [vgl. Gl (IL.46a])—(II.46b)]
e Cu(0) € Fr Cu(0)” €.
Sei nun )
Z=ré = —§. (I1.68)
U

die Position des Massenpunkts entlang seiner Bahnkurve zu einem Zeitpunkt ¢, der hiernach nicht
geschrieben wird. Sukzessive Zeitableitungen mithilfe der oben gefundenen Ergebnisse liefern

i =C[—u'(0)8& +u(h)&] (11.69)
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flir die Geschwindigkeit und
7= C(—CUZUHé} — Cuu'8y + CuPu'8y — C’UBQ]
fiir die Beschleunigung. Nach einfacher Umschreibung lautet die letztere noch
7= —C%u(0)?[u"(0) + u(0)]&,. (I1.70)
Dieses Ergebnis wird manchmal Binetsch Gleichung fiir die Beschleunigung genannt.

Bemerkung: Da die Basisvektoren €., € senkrecht aufeinander und auf 1 normiert sind, folgt aus
Gl ([1.69)) fiir das Quadrat der Geschwindigkeit

72 = C*[u(0)* + /' (0)?]. (I1.71)
Mit dieser Formel lasst sich die kinetische Energie leicht ausdriicken.

II.LA.2 Kepler-Problem

Im Kepler-Problem ist die Kraft auf einen Massenpunkt die newtonsche Gravitationskraft

€, (IL.72a)

mit o > 0. Ausgedriickt durch u gilt
= —au?é,. (I1.72b)

Unter Verwendung der Binetschen Gleichung (I1.70]) lautet das zweite newtonsche Gesetz ([[.14))

fiir einen Massenpunkt mit Masse
pit = —pCu()? [u"(0) + u(0)]& = —au(h)®&,. (I1.73)

Nach trivialen Vereinfachungen — unter der Annahme, dass u(f) # 0 — ergibt sich somit die lineare
gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung
"(0) + u(f) = —=. 11.74
W (0) + u(6) = -2 (1174
Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist die Summe aus der allgemeinen Losung der homo-
genen Differentialgleichung v”(0) 4+ u(6) = 0, und zwar A cos(6 — ), und einer speziellen Losung
der inhomogenen Gleichung, z.B. u(f) = a/uC?:
o«
=0
Die Funktion w(f) erreicht ihre Extrema fiir 6 = 6y (Maximum) und 6 = 6y + 7/2 (Minimum).
Wahlt man 65 = 0 und definiert man

u() + Acos(6 — 6y). (I1.75)

(6%
pC?

P e = Ap,

so lautet die Losung
1

u(#) =p(1 +ecosf) = -.
r
Somit findet man wieder die Parametrisierung [vgl. G1. (I1.58b))|

p

=7 II.
" 1+ ecosf (IL.76)

eines Kegelschnitts mit Exzentrizitat e und Parameter p.

Bemerkung: Wenn die Kraft die allgemeinere Form F=F (u) € mit einer beliebigen Funktion F
annimmt, so lautet das zweite newtonsche Gesetz —puC? u(9)?[u”(0) +u(9)]&, = F(u(9)) &, anstelle

(m) J. BINET, 1786-1856
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der Gl. (II.73)). Dies fiihrt zur Differentialgleichung
1 F(u(9))
uC? wu(0)2 "’
die im speziellen Fall F(u) = —au? die Gl. (TL.74)) wiedergibt. Z.B. ergibt sich fiir F(u) = —au?
(d.h. F(r) oc 1/r3) eine analytisch exakt losbare Gleichung — deren Losungen nichtperiodische
Bahnkurven beschreiben.

u”(0) +u(f) =
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Die im Kapitel [[| dargelegte Formulierung der Mechanik nach Newton ist zwar sehr intuitiv: man
zéhlt alle auf das zu studierende mechanische System wirkenden Kréfte (einschlieflich Scheinkréfte,
falls das System in einem nicht-inertialen Bezugssystem untersucht wird) auf, schreibt ihre Resul-
tierende auf die rechte Seite des zweiten newtonschen Gesetzes auf, und I6st die sich daraus
ergebenden Differentialgleichungen — moglicherweise anhand eines numerischen Verfahrens.

In der Praxis kann sich der hier skizzierte Vorgang als nicht so direkt herausstellen. Zum einen
konnen die Krafte nicht einfach formulierbar sein, insbesondere wenn es sich um eine Zwangskraft
handelt, die die Bewegung des Systems einschriankt, von dem Bewegungszustand aber abhéngt. Dies
passiert z.B. im Fall eines Pendels, in dem die Stange eine Zwangskraft auf die Masse am Ende des
Pendels ausiibt, die von der Position und Geschwindigkeit der Masse abhéngt. Zum anderen kénnen
die ,natiirlichen” Variablen der newtonschen Beschreibung, d.h. die zeitabhangigen Koordinaten von
Ortsvektoren, nicht die geeignetsten sein.

Zur Beseitigung der besagten Schwierigkeiten kann man zunéchst die newtonschen Bewegungs-
gleichungen verallgemeinern, um Zwangskrifte in einer geeigneten Form zu beriicksichtigen:
diese erste Erweiterung des Formalismus fiihrt zu den sog. Lagmng Gleichungen erster Art. In ei-
nem zweiten Schritt werden verallgemeinerte Koordinaten eingefiihrt und die Lagrange-Gleichungen
erster Art so manipuliert, dass die Zwangskrifte in den resultierenden Gleichungen nicht mehr auf-
treten. Auf diese Weise erhélt man die Lagrange-Gleichungen zweiter Art.

Anstatt dieser Vorgehensweise zu folgen kann man die Lagrange-Gleichungen zweiter Art
aus einem neu postulierten Prinzip folgern, dem HamiltoPrinzip. Letzteres lasst sich sowohl in
Systemen mit als ohne Zwangskréfte anwenden, und stellt sich oft als einfacher heraus, wenn das
Interesse an den Bewegungsgleichungen, nicht an den Kréften, liegt.

Um dieses Prinzip mathematisch formulieren zu kénnen, ist es notwendig, zuerst ein Ergebnis
aus der Variationsrechnung einzufithren (Abschn. [[II.1). Danach werden die Definitionen einiger

() Die interessierte Leserin kann diesen Zugang z.B. in Fliefbach [2], Kap. 7-9 finden.

(" J.-L. LAGRANGE, 1736-1813 (©W. R. HAMILTON, 1805-1865
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Grofen — insbesondere verallgemeinerter Koordinaten, Lagrange-Funktion oder Wirkung — vor-
gestellt, die eine zentrale Rolle im Hamilton-Prinzip spielen. Das letztere wird dann formuliert und
die daraus folgenden Lagrange-Gleichungen zweiter Art hergeleitet, die in diesem Rahmen ofter als
Euler—Lagrange-Gleichungen bezeichnet werden (Abschn. .

Ein Nebenprodukt des entwickelten Formalismus ist einerseits die genauere Definition des in-
tuitiven Begriffs einer physikalischen Symmetrietransformation, andererseits die Entdeckung eines
tiefen Zusammenhangs zwischen Symmetrien und Erhaltungsgrofsen (Abschn. .

Ein Resultat aus der Variationsrechnung

In diesem Abschnitt wird zunéchst die Definition eines Funktionals, d.h. einer Funktion von Funk-
tionen, gegeben (§[III.1.1). Dann wird ein niitzliches Ergebnis dargelegt, um die Funktionen, die
eine bestimmte Funktional extremal machen, zu charakterisieren (§|[I11.1.2)).

I11.1.1 Funktional

Im mathematischen Sinne ist eine Funktion oder Abbildung f eine Beziehung, die jedem Element
x einer (Definitions-)Menge genau ein Element f(z) einer anderen Menge (Zielmenge) zuordnet. Im
physikalischen Kontext ist die Definitionsmenge oft eine Untermenge — ein Gebiet — eines endlich-
dimensionalen (Vektor)Raums ¥ insbesondere R, C, R", oder C", wobei n € IN. Das gleiche gilt fiir
die Zielmenge V'

Als Funktional bezeichnen Physiker eine Abbildung F', deren Definitionsmenge */ ein unendlich-
dimensionaler Funktionenraum ist, withrend die Zielmenge ¥’ entweder R oder C ist. Der Wert eines
Funktionals F' fiir eine Funktion f € ¥ wird mit F[f], oder manchmal mit F'[f(x)], bezeichnet.

Im Folgenden wird die Zielmenge von Funktionalen immer R sein. Wiederum werden die Funk-
tionen f der Definitionsmenge bestimmte Eigenschaften besitzen: meistens sind das (mindestens
einmal) stetig differenzierbare Funktionen.

Beispiel 1: In diesem und den folgenden Beispielen ist die Definitionsmenge der jeweiligen Funk-
tionale der Raum der stetig differenzierbaren Funktionen f : R — R, die automatisch stetig und
integrierbar auf jedem endlichen Intervall sind.

Seien zwei reelle Zahlen x; < x3; die Integration tiber das Intervall [z1, 2] definiert ein Funktio-

nal z2

Beispiel 2: Sei ¢ € R. Die Abbildung, die jeder Funktion f ihren Wert im Punkt zy zuordnet, ist
ein Funktional:

Fo FUf = fao) = [ " S — 0) £ (@) da

wobei in der zweiten Gleichung die Diraé-Distribution (s. Anhang |C)) eingefiihrt wurde.

Beispiel 3: Eine reelle Funktion x — y(z) lasst sich giinstig als Kurve in der (x, y)-Ebene darstellen.
Wenn z1 < 22 zwei reelle Zahlen sind, dann ist die Lénge ¢[y] der Kurve y(x) zwischen den Punkten
P = (xl,y(ml)) und P, = ($2,y(l‘2)) ein Funktional

E[y]Z/Pdeﬁz/PfQ\/(dx)?+(dy) :/:2\/1+ [y’(a7)]2dx (IIL.1)

wobei 1/ die Ableitung von y nach x bezeichnet.

(2®) Mathematisch wird eher das Integral als Funktional mit bestimmten Eigenschaften (wie Linearitit) definiert. . .

()P, A. M. DIrRAC, 1902-1984
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Beispiel 4: Sei ® eine reelle Funktion von drei reellen Argumenten und x1 < xo zwei reelle Zahlen.
Dann definiert die Formel

Flf] = /z2<1>(x,f(x)7f/(;c))d1:

1
ein Funktional, das wir im néchsten Paragraphen wieder diskutieren werden.

lll.1.2 Extremierung eines Funktionals

I1l.1.2 a Euler-Gleichun

Sei ® eine stetig differenzierbare Funktion von drei reellen Variablen und z7 < x9 gegebene
reelle Zahlen. Wir betrachten das Funktional

2
f o Flf] = / (2, f(2), /() dz. (I11.2)
x
Dabei ist f eine stetig differenzierbare reelle Funktion f — mit Ableitung f’ — auf dem Intervall
[x1, z2], deren Werte an den Grenzen gegeben sind: f(z1) = y1 und f(z2) = yo mit vorgegebenen
y1 und ys. Im Folgenden werden die partiellen Ableitungen von ® nach ihrer Variablen mit 0® /0,
0P /0 f und 0P /0 f" bezeichnet.

Wir wollen eine notwendige Bedingung dafiir herleiten, dass das Funktional ein Extremum —
Minimum oder Maximum — fiir eine Funktion fy hat. Das heifst, fiir alle Funktionen f(x), die
f(z1) = y1 und f(z2) = y2 erfiillen, gilt F[f] > F[fo] (falls F' minimal fiir fo) bzw. F[f] < F[fo]
(Maximum fiir fp).

Sei df eine beliebige stetig differenzierbare Funktion [z, z2] — R, mit df(x1) = df(x2) = 0.
Dann ist A — F[fp + AJf] eine Funktion von R nach R. Damit F extremal in fy sei, muss die
Ableitung dieser Funktion nach A Null fiir A = 0 sein:

dF[fo+\of]

N =0.

A=0

Das Einsetzen des Ausdrucks von F[fo+ Adf] als Integral [Gl. (III.2)] und das Vertauschen von
Ableitung nach A\ und Integration iiber x geben

dF[fo+Adf] d Um

o ) 2@ @A @), fo(x)+Adf (2) da

1

) 0%
-/ | [a‘ﬁaﬂxwéﬁaf (a:)]dm,

wobei die partiellen Ableitungen in der zweiten Zeile im Punkt (z, fo(z)+Adf (), fi(z)+A6f'(z))
zu berechnen sind.

Der zweite Summand im Integranden des letzten Integrals lasst sich mithilfe einer partiellen
Integration umschreiben:

200 0P 2 2d (0P
9% 5(2) dw = [5]‘(9&)] _ / 4 ()5]’(95) dz.
zn Of of o Joy dz\Of
Der integrierte Term verschwindet dank der Bedingung df(z1) = §f(x2) = 0. Somit gilt

AF[fo+A6f]  [™[8® d [0
P :/x [W_M(Wﬂéf(x)dx'

Dies muss fiir A = 0 verschwinden, d.h. wenn die partiellen Ableitungen im Integranden im Punkt
(:U, fo(z), fé(x)) ausgewertet sind. Da die Wahl der ,Variation“ §f bis auf ihre Werte an den In-
tervallgrenzen beliebig ist, findet man einfach, dass die Differenz in den eckigen Klammern selbst

1
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identisch verschwinden muss d.h.

0% (. folx), fiz)) d <a<1>(x , folz), f(@))
of Cdx af

> =0 Vze |z,

Somit haben wir bewiesen das

Theorem: Sei ® eine in allen ihren drei reellen Variablen stetig differenzierbare Funktion und x1, o,
Y1, Y2 gegebene reelle Zahlen mit z1 < x9. Fiir stetig differenzierbare Funktionen f : [r1,x2] — R,
die f(z1) = y1 und f(xq) = y erfiillen, wird das Funktional

F[f] = /I2<I>(:L',f(x),f'(:n))d:1: (I1L.3a)

1
definiert. Wenn F' ein Extremum fiir eine Funktion fg hat, dann erfiillt fy die Fuler-Gleichung

0% (x, fo(z), fo(x)) _ d <8<I>(w,fo(ﬂf),f6(fv))
of da af

) Vo € [x1, z2]. (II1.3b)

Bemerkungen:
x Bei gegebener ® ist die zugehorige Euler-Gleichung eine gewthnliche Differentialgleichung zweiter
Ordnung in fo.

* Wenn die Funktion ® bestimmte Bedingungen erfiillt, kann man auch zeigen, dass eine Losung
der Euler-Gleichung ([[11.3b]) auch Lésung des Extremierungsproblems fiir F' ist.

* Die Anwesenheit eines Extremums fiir das Funktional F' wird (durch Physiker) oft mit der kurzen
Schreibweise dF[f] = 0 bezeichnet.

Das obige Theorem lasst sich auf den Fall eines Funktionals

T2
F[fluvfs]:/ Q({E7f1(x>7f{($)77f$(x)7f;<$))dx (11148“)
z
von s skalaren Funktionen f,, @ =1, ..., s verallgemeinern, wobei ® jetzt eine stetig differenzierbare
Funktion von 2s + 1 reellen Variablen ist. Wenn ein Satz (f1, ..., fs) das Funktional F' minimiert
oder maximiert, dann geniigen die zugehorigen Funktionen den s Euler-Gleichungen
0P d [0
— =—| == Vr € |71, I11.4b
0fa  da <an> %€ lo, 2] (IL4b)

fiir jedes a € {1,...,s}.

Das Theorem kann auch verallgemeinert werden, um den Fall eines Funktionals zu berticksich-
tigen, dessen Argumente Funktionen mehrerer Variablen z1,...,z, sind:

F[f] _ /D(p(ml’ - .7xp7f(x1, o ’.xp)? 8f($1(9,$1 ,l’p)’, . af(l‘léx .
p

mit einem p-dimensionalen Integrationsgebiet D. In dieser Definition ist ® eine stetig differenzierbare
Funktion von 2p 4 1 reellen Variablen. Wenn eine Funktion f das Funktional F' minimiert oder
maximiert, dann erfiillt sie die Euler-Gleichung

Z O, ( af/axj)> Yz € D. (IT1.5b)

Schlieflich lasst sich auch die Extremlerung von Funktionalen von N Funktionen von p Variablen
behandeln, indem die zwei obigen Verallgemeinerungen kombiniert werden.

’xp)>dx1 ...dz,, (IIL5a)

(29 Dies bildet das Fundamentallemma der Variationsrechnung.
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lll.L1.2 b Beispiel

Als Anwendung der Euler-Gleichung kénnen wir den (bekannten!) kiirzesten Weg zwischen zwei
Punkten (z1,y1) und (z2,y2) in der (z,y)-Ebene suchen. Das heifst, wir mochten die Kurve f(z)
finden, die f(x1) = y; und f(z2) = yo erfiillt und das Funktional

4= [+ @l a [TD)

minimiert. Dieses Funktional ist der Form ([IL.3a) mit ®(x, f(z), f'(z)) = /1 + [f'(z)]?. Die zuge-

horigen partiellen Ableitungen sind
o0 _ 0w _ 0 )
oxr 7 of 7 of 1+ [f'(x)]2
Leitet man die letztere nach x ab, so ergibt sich
d [0 1 (x)
dw<8f’> TR
wobei f” die zweite Ableitung von f bezeichnet. Die Euler-Gleichung lautet dann
%:d<5‘1’> s o= TW@
af dx \of (1 + [f’(x)]2)3/2

Dies gibt sofort f”(x) = 0: nach doppelter Integration unter Beriicksichtigung der Randbedingungen
in z1 und zo kommt

Y2 — Y1
—(

x—11),
o — X1

f@) =y +
d.h. die Gleichung der Geraden zwischen den zwei Endpunkten, was zu erwarten war.

Bemerkung: Zur Berechnung der totalen Ableitung nach z von 9®/Jf kann man entweder den
Ausdruck der partiellen Ableitung direkt ableiten, oder die Kettenregel anwenden und dafiir die
drei zweiten Ableitungen 0%®/0z 0f', 0°®/0f Of und 9*® /0 f? berechnen und mit jeweils 2’ = 1,
f'(z) und f”(x) multiplizieren. Natiirlich fithren beide Wege zum gleichen Ergebnis.

Hamilton-Prinzip

In diesem Abschnitt wird eine Methode zur Herleitung der Bewegungsgleichungen fiir ein (mecha-
nisches) System beschrieben, die sich auch fiir Systeme eignet, in denen sich die genaue Form der
Krifte nicht einfach prézisieren lasst. Dabei wird eine Funktion der relevanten Freiheitsgrade des
Systems ,postuliert”, die Lagrange-Funktion, welche die ganze Information iiber die Dynamik des
Systems enthélt (§ ; die gesuchten Bewegungsgleichungen lassen sich dann durch Ableitungen
der Lagrange-Funktion ausdriicken (§ . Diese Konstruktion wird in § anhand ein paar
erster einfacher Beispiele illustriert; insbesondere wird eine allgemeine Form der Lagrange-Funktion
flir Systeme mit konservativen Kraften gefunden. Der Formalismus wird dann auf den Fall von

Systemen mit Zwangsbedingungen erweitert (§[[11.2.4]).

111.2.1 Definitionen

Ill.2.1 a Verallgemeinerte Koordinaten
Sei ein System ¥ aus N Massenpunkten. Die N Ortsvektoren Z,(t) mit a € {1,..., N} sind

aquivalent zu 3N Koordinaten. Wenn die Massenpunkte sich unabhéngig voneinander bewegen
kénnen, dann besitzt das System genau s = 3N Freiheitsgrade.

In der Praxis untersucht man oft aber Probleme, in denen es (feste) Zusammenhénge zwischen
den 3N Koordinaten gibt: z.B. ist der Abstand zwischen zwei Massenpunkten festgelegt, oder die
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Massenpunkte miissen auf irgendeiner Fliache bleiben. In solchen Féllen sind die 3N Koordinaten
der Positionen nicht unabhéngig von einander, d.h. die Anzahl s der Freiheitsgrade des Systems
ist kleiner als 3NV. Es ist daher in solchen Situationen sinnvoll, den Zustand des Systems mit nur s
skalaren Grofen zu charakterisieren, anstatt mit 3NV.

Somit fiihrt man zur Charakterisierung eines mechanischen Systems s werallgemeinerte bzw.
generalisierte Koordinaten q'(t), ¢*(t), ..., ¢°(t) ein, welche die folgenden Bedingungen erfiillen:

i. Sie legen den Zustand des Systems eindeutig fest, d.h. jede Position Z,(t) mit a € {1,..., N}
lasst sich als eine bestimmte Funktion — die auch mit Z, bezeichnet wird — der Zeit und der
s verallgemeinerten Koordinaten schreiben:

Fa(t) = Za(t,q"(t), ..., ¢°(t) Vae{l,...,N}. (IIL6)

ii. Sie sind alle unabhéngig voneinander, d.h. es existiert keine Funktion f von s+ 1 Argumenten,
fiir die f(t,ql(t), ... ,qs(t)) = 0 fiir jede Zeit t gilt.

Die newtonschen Bewegungsgleichungen sind Differentialgleichungen zweiter Ordnung, so dass
man neben den Positionen Z,(t) noch die N Geschwindigkeiten ac_"a(t) betrachten muss, um die Zeit-
entwicklung fiir ¢ > t zu bestimmen. Laut Gl. (IIL.6)) sind diese Geschwindigkeiten Funktion von der
Zeit t, den verallgemeinerten Koordinaten ¢*(¢) fir a € {1,...,s}, und von deren Zeitableitungen.
Dementsprechend muss man auch die s verallgemeinerten Geschwindigkeiten {¢“(t)} in Betracht
ziehen.

Genau wie die Geschwindigkeiten Z,(t) im Allgemeinen unabhiingig von den Positionen Z(t)
sind, gilt dies auch fiir die verallgemeinerten Geschwindigkeiten und Koordinaten.

Der Kiirze halber werden die s generalisierten Koordinaten ¢®(¢) bzw. Geschwindigkeiten ¢ ()
kollektiv als ein s-dimensionaler Vektor q(t) bzw. ¢(t) bezeichnet.

Im allgemeinen Fall wird jedoch q(t) kein Element eines physikalisch bedeutenden Vektorraums
sein. Beispielsweise ist die Menge der moglichen Kugelkoordinaten (r,, z) nicht R?, denn r ist
immer nicht-negativ, r > 0. Die ,Vektoren* q(t) sind eher Punkte einer Manmgfaltigkei der
Dimension s, die Konfigurationsraum genannt wird.

Bemerkungen:

x Wahrend die Anzahl s der Freiheitsgrade fiir ein bestimmtes Problem eindeutig festgelegt ist,
gilt das im Allgemeinen nicht fiir die verallgemeinerten Koordinaten ¢*(¢). Dies entspricht z.B. der
Freiheit bei der Wahl von Koordinaten.

*x Wie es schon der Fall bei ,jiiblichen” Koordinaten ist, z.B. bei Kugelkoordinaten, haben verallge-
meinerte Koordinaten nicht unbedingt die Dimension einer Lénge.

111.2.1 b Lagrange-Funktion. Wirkung

Jedem System aus s Freiheitsgraden kann eine reelle Funktion von 2s + 1 reellen Variablen
zugeordnet werden, die Lagrange-Funktion L, welche die Bewegung des Systems vollig bestimmt,
und die physikalische Dimension einer Energie hat, [£] = M L? T~2. Dabei nimmt die Funktion
als Argumente die Zeit t, die s verallgemeinerten Koordinaten {¢®} und die s verallgemeinerten
Geschwindigkeiten {¢*}:

L(t,q,q). (I11.7)

Bemerkung: Die Form der Lagrange-Funktion wird spéter angegeben, nachdem ihre Rolle in der
Bestimmung der Bewegungsgleichungen eines Systems genauer préazisiert worden ist (vgl. §[[11.2.3]).

9 Eine (reelle) Mannigfaltigkeit der Dimension n ist ein Raum, der lokal dem euklidischen Raum R™ &hnelt.
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Es sei aber schon hier erwidhnt, dass diese Form nicht eindeutig festgelegt ist, auch wenn die ver-
allgemeinerten Koordinaten gewéhlt wurden. Dementsprechend hat die Lagrange-Funktion keine
physikalische Bedeutung: sie stellt nur ein Hilfsmittel dar, um die Bewegungsgleichungen herzulei-

ten (§I11.2.2)) oder um Konstanten der Bewegung zu finden (Abschn [I11.3]).

Seien jetzt zwei Zeitpunkte t1 < t2. In der Zeitentwicklung des Systems sind seine verallgemei-
nerten Koordinaten und Geschwindigkeiten Funktionen der Zeit: {¢®(t)}, {¢“(¢)}. Werden diese
in die Lagrange-Funktion eingesetzt, so kann sie als eine Funktion der Variablen ¢ allein
betrachtet werden:

L(t,q(t),a(t)). (I11.8)
Das Integral dieser Funktion iiber das Zeitintervall [t1, t2] definiert die Wirkung, die auch Wirkungs-
integral genannt wird:

Slq] = / "Lt a(t), a(0)) dt. (ITL.9)

t1

In der Schreibweise wurde schon beriicksichtigt, dass die Wirkung von den verallgemeinerten Koordi-
naten und Geschwindigkeiten {¢*(t)}, {¢®(t)} abhéngt, so dass es sich um ein Funktional handelt —
weshalb S[q] auch als Wirkungsfunktional bezeichnet wird.

Die Wirkung hat die Dimension des Produkts von Energie und Zeit, [S] = M L? T~1; die zuge-

horige Einheit im SI-System ist das J-s = kg-m?-s71.

l1l.2.2 Hamilton-Prinzip. Euler-Lagrange-Gleichungen

Es seien t1 < t9. Bei dem Hamilton-Prinzip handelt es sich um ein Ezxtremalprinzip, laut dem
die Zeitentwicklung eines Systems im Intervall [t;, 2] so erfolgt, dass die physikalisch realisierten
verallgemeinerten Koordinaten q(¢) und Geschwindigkeiten §(t) das Wirkungsfunktional
extremal (oder ,stationdr) machen. Dies wird oft kurz als

[ Hamilton-Prinzip: 0S[q] =0 ] (IIL.10)

ausgedriickt.

Gemak der Verallgemeinerung des in §[[II.T.2a] angegebenen Theorems geniigt dann das Inte-
grand des Wirkungsintegrals, d.h. die Lagrange-Funktion £, den Fuler-Gleichungen (I11.4b)), die in
diesem Kontext als Euler—Lagrange-Gleichungen bezeichnet werden:

IL(t,a(t),a(t) _ d <a£(t, q(t), a(t))
oq® dt 0gq“

> Va e {1,...,s). (IIL.11)

Diese s Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiir die s verallgemeinerten Koordinaten stellen die
Bewegungsgleichungen des Systems dar.
Bemerkungen:

*x Das Hamilton-Prinzip wird auch Wirkungsprinzip, Prinzip der stationdren Wirkung oder, fehler-
haft, Prinzip der kleinsten Wirkung genannt.

Wiederum werden die Euler—Lagrange-Gleichungen ([11.11)) noch Lagrange-Gleichungen zweiter Art
genannt.

* Die Lagrange-Funktion fiir ein gegebenes System ist nicht eindeutig: wenn E(t, q(t),(l(t)) eine
mogliche Lagrange-Funktion bezeichnet, dann ist

L'(t,q(t), a(t) = L(t,a(t),q(t)) + %M(t, q(t)) (IT1.12)
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eine dquivalente Lagrange-Funktion, die zu denselben Euler-Lagrange-Gleichungen fiihrt, wobei M
eine beliebige stetig differenzierbare Funktion der Zeit und der generalisierten Koordinaten ist.

Beweis: Das mit £’ berechnete Wirkungsintegral lautet

| ltaw.aw)a=sial+ [ PIMO9O) gy 1)+ M (12, () — Mtz altn).

S'lq
(q] ; ; "

Unter Variationen q — q + dq, mit dq(t;) = dq(t2) = 0 bleiben die zwei letzten Terme unverén-
dert, d.h. sie haben keinen Einfluss auf die Position des Extremums bzw. auf die Euler-Lagrange-
Gleichungen. O

Alternativ kann man die totale Ableitung nach der Zeit dM (t,q(t)) /dt durch die partiellen
Ableitungen (nach ¢ und nach den ¢%) ausdriicken. Dann findet man, dass der zusétzliche Term
in der Lagrange-Funktion Beitrédge zu den beiden Seiten der Euler—Lagrange-Gleichungen liefert,
die sich gegenseitig kompensieren.

Die Invarianz der Bewegungsgleichungen unter Transformationen ([II.12)) wird manchmal als Eich-
invarianz bezeichnet, und eine derartige Transformation als Fichtransformation.

x Die Euler-Lagrange-Gleichungen (II1.11)) sind Form-invariant oder kovariant unter den gleich-
zeitigen Transformationen

¢* = q" = q“'(t,q) fiir a=1,...,s, (IIL.13a)
L(t.a,a) = L'(t,d,d) = L(talt,q4),a4(t.d)), (I11.13b)

wobei die Transformation ein Diffeomorphismus ist, d.h. eine beliebig oft differenzierbare (6€>°)
bijektive Abbildung, deren Umkehrfunktion

¢ =q¢*(t,d) fir a=1,...,s (II1.14)
auch 6 ist. Die Transformation (III1.13al) stellt ein Koordinatenwechsel dar.

Beweis: Unter Verwendung der Kettenregel lautet die verallgemeinerte Geschwindigkeit q

9¢* d¢®  9q~ 9g~ 5
e M . IIL1
Z OqgP dt ot + 5 0qP q ( 5a)

i (t,q,4) = —¢* (t,q)

dt

Somit ist jede qa/ eine lineare Funktion der verallgemeinerten Geschwindigkeiten ¢, obwohl die
Koordinate ¢ unabhéngig davon ist. Ahnlich folgt aus GIl. (I11.14)) und der Kettenregel

o . d dq* dg” 5
@ (td4) = oo (1) = Zaqﬁ'ﬁ = Za 74" (II1.15b)

Seien «, 8 € {1,...,s}. Auf Gl. ([I1.15a)) bzw. ([T1.15b)) liest man die partielle Ableitung von q
nach ¢” bzw. von ¢* nach qﬂ und zwar
3qa' B aqo/ - ¢ B g
¢ 9qP ' o¢P"  dqP"”

(I11.16)

Sei E’(t,q’,(l’) = £(t,q(t,q'),('1(t,q’,('1’)). Dank der Kettenregel lautet die partielle Ableitung
dieser Funktion nach ¢% mit 8 € {1,...,s}

oLt d.d) , oL g
g~ g Lhalt.a).a(t d4) Z a5 97

denn die {¢*} sind unabhingig von ¢” . Die totale Zeitableitung dieser partiellen Ableitung folgt
dann aus der Produktregel:

d oL (¢, d', & oL 0q¢“ d /0L 0¢* oL d [ 0¢*
fM:z ) - (55 ) a5+ s s (3]
dt 0qgP 8§ dGF’ dt \ 9¢> ) 8¢P" ~ Og¢~ dt \ 9¢P
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Der erste Term in den eckigen Klammern l&sst sich mit den Euler—Lagrange-Gleichungen fiir £

a(ocy_oc

dt\9¢> )  0¢
umschreiben. Dank GIl. ([I1.16)) kann aqa/aqﬂ’ durch 8q°‘/6q5/ ersetzt werden. Das Austausch
der Ableitungen nach ¢t und ¢” gibt dann

d<aqa) o d¢*  9g°

at\ag¥) ~ 07 dt ~ 0¢%"
Insgesamt gilt somit
d aL'(t,d, &) oL dg™  OL B§” 9 oL'(t.d',d')
—_ A\ R e i — Lt qlt,q),qtq,q)) = ———"-2
wobei die zweite Gleichheit aus der Kettenregel folgt. O

Diese Form-Invarianz ist wichtig, denn sie bedeutet, dass die Euler—Lagrange-Gleichungen die gleiche
Form annehmen, wenn man die verallgemeinerten Koordinaten (diffeomorph) transformiert. Somit
ist die Wahl der Koordinaten ,beliebig".

Definition: Der verallgemeinerte Impuls oder (zu ¢%) kanonisch konjugierte Impuls wird als

pa(t,a(t),q(t)) = 8£(t’ggj’Q(t) ) (I11.17)

definiert.
Falls die Lagrange-Funktion nicht explizit von einer verallgemeinerten Koordinaten ¢ abhangt,
dann folgt sofort aus der entsprechenden Euler-Lagrange-Gleichung, dass der zugehérige generali-

sierte Impuls p, eine Erhaltungsgrofe ist (vgl. auch §[I11.3.1b)).

l1l.2.3 Erste Beispiele

111.2.3 a Freier Massenpunkt

Als mogliche Lagrange-Funktion fiir einen freien Massenpunkt mit Masse m und Position Z(t)
kann man folgende Funktion annehmen:

L(t,7,7) = %5’;2. (IIL.18)
Dabei sind die generalisierten Koordinaten ¢® die kartesischen Koordinaten 2! mit « =4 =1,...,3,

so dass die zugehorigen verallgemeinerten Geschwindigkeiten einfach ¢ = & sind.
Wegen der Gleichheit
oL(t,7,7)
o’
ist der mit 2* assoziierte verallgemeinerte Impuls einfach die i-te Komponente des kinetischen Impul-
ses f = mZ. Wiederum gilt 6L /0x* = 0. Dann driicken die assoziierten Euler-Lagrange-Gleichungen
diaﬁ(t,f(?),f(t)) — () = 0 = ac(t,f(t),f(t))
dt o1t ox?
die Erhaltung des kinetischen Impulses in der Bewegung aus, d.h. man findet das erste newtonsche

Gesetz ([.13)) wieder.
11.2.3 b System aus Massenpunkten mit konservativen Kréaften

Fiir ein System aus N Massenpunkten, die miteinander iiber konservative Kréfte wechselwirken,
kann man als generalisierte Koordinaten wieder die kartesischen Koordinaten der Ortsvektoren

= ma’
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betrachten, d.h. ¢® = xﬁ, wobei x% die i-te Koordinate der Position des Massenpunkts a bezeichnet.
Dann lautet eine mogliche Lagrange-Funktion

N

Lt AZ}AZ}) =) 5F-V({EH=T-V (IT1.19)

a=1

NE

mit der kinetischen Energie T' und dem Potential V.
Schreibt man némlich die entsprechenden Euler-Lagrange-Gleichungen
oL d (oL
Oxi — dt \ ot

) firie{1,...,3} und a € {1,..., N},
so gilt einerseits, genau wie im obigen Fall des freien Massenpunkts, L£/0i¢ = ma%. Daraus ergibt

sich sofort :
d OL({Za(1)}, {Za(1)})

: = mil(t).
dt it méa(?)
Andererseits betrigt die Ableitung nach 2% auf der linken Seite der Euler-Lagrange-Gleichung
oc v _
oxi Ozl Y

wobei F! die i-te Komponente der Kraft auf den a-ten Massenpunkt bezeichnet. Insgesamt findet
man somit

mit (t) = Fi(t), firie{l,...,3}unda € {1,...,N}, (T11.20)
d.h. genau die i-te Komponente der aus dem zweiten newtonschen Gesetz bekannten Bewegungs-
gleichung fiir den a-ten Massenpunkt.

11.2.3 ¢ System aus Massenpunkten mit nicht-konservativen Kraften

Falls die Massenpunkte eines System miteinander iiber nicht-konservative Kréfte wechselwirken,
kann man generell keine allgemein geltende zugehorige Lagrange-Funktion schreiben. In zwei Féllen
sind jedoch Erweiterungen der Lagrange-Funktion moglich, und zwar einerseits fiir Kréfte,
die aus einem verallgemeinerten, Zeit- und Geschwindigkeitsabhidngigen Potential abgeleitet werden
koénnen, andererseits fiir Reibungskrafte proportional zur Geschwindigkeit.

Krafte aus einem generalisierten Potential
Betrachten wir eine nicht-konservative Kraft Fj_x auf einen Massenpunkt derart, dass ihre
kartesischen Komponenten in der Form

() = U (t,%(t), (1)) L d aU (t,7(t),Z(t))
o oz’ dt ot
geschrieben werden konnen, wobei x%(t) bzw. #%(t) die i-te Komponente der Position bzw. der

Geschwindigkeit des Massenpunkts bezeichnet. Dabei ist U ein wverallgemeinertes Potential, das
nicht nur von den Positionen, sondern auch von den Geschwindigkeiten abhéngt.

fiiri = 1,2,3 (I11.21a)

Vektoriell kann man schreiben

- - ) d - )
Fox.(t) = =V5U (8, Z(t),Z(t)) + aVT,U(t,y?(t),g?(zt)), (I11.21Db)
wobei Vi bzw. Vi den Gradienten beziiglich der Orts- bzw. Geschwindigkeitskoordinaten be-

zeichnet.

Sei zudem V das Potential, aus dem die konservativen Kriiften F auf den Massenpunkt folgen.
Dann stellt

L(t73) =T -V —U=23-V(@)-U(t77) (ITL.22)
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eine geeignete Lagrange-Funktion fiir den Massenpunkt dar. Die daraus folgenden Euler-Lagrange-
Gleichungen nehmen namlich die Form:

mit(t) = Fi(t)+ F! , (t) firi=1,2,3
al.

Beispiel: Sei ® bzw. A eine reelle bzw. vektorielle Funktion von Zeit und Ort. Man kann eine
Lagrange-Funktion fiir einen Massenpunkt mit Position Z und Geschwindigkeit Z durch

U(t,7,7) = q®(t,7) — gz - A(t,7) (I11.23a)

definieren, mit einer fiir den Massenpunkt charakteristischen Zahl ¢. Uber die Beziehung (TII.21D))
flihrt dieses verallgemeinerte Potential zur Kraft

Py (t) = q<—%q>(t,z(t)) - M(gf(t)) () x [6 X /T(t,f(t))D. (I11.23b)

Definiert man E = —V® — aff/ Ot und B =V x ff, dann ist dies genau die Lorentz-Kraft, die eine
Punktladung ¢ in einem elektromagnetischen Feld (E, B) erfiihrt

Bemerkung: Wie in §|[.1.3 b[ schon bemerkt wurde leistet der ,magnetische Anteil* qf(t) x B der
Lorentz-Kraft keine Arbeit. Diese Aussage entspricht genau der Tatsache, dass die Lorentz-Kraft
sich aus einem verallgemeinerten Potential iiber Gl. ([I1.21a}) ableiten lasst.

Reibungskrafte

Im Gegensatz zu konservativen Kréften oder zur Lorentz-Kraft hingt die Arbeit von Reibungs-
kréaften zwischen zwei Punkten von der genauen Trajektorie ab. Dementsprechend kann man kein
generalisiertes Potential finden, mit dessen Hilfe Reibungskrifte tiber Gl. ([I1.21a)) abgeleitet werden
kénnen.

Fiir die Stokessche Reibungskraft (vgl. Beispiel in §- die proportional zur Geschwindig-
keit ist, kann man eine Funktion einfiihren, deren Ableitung die Kraft ist. Im Fall der Kraft auf
einen Massenpunkt mit Position bzw. Geschwindigkeit Z bzw. Z definiert man die Raylezg
Dissipationsfunktion

= Z ~i (4 (I11.24)

mit positiven Koeffizienten ;. Nach Ableitung nach der Komponente &' der Geschwindigkeit folgt

oD
Codt
hier ohne Summe iiber den doppelt auftretenden Index 4, d.h. eine Stokessche Reibungskraft mit
unterschiedlichen Reibungskoeffizienten in den drei Richtungen.
Fiihrt man dann generalisierte Koordinaten q(t) ein, so lasst sich die Dissipationsfunktion durch
diese iiber D( ,4,q ) = D({x‘"(t, q, q)}) ausdriicken. Um die Bewegungsgleichungen zu erhalten
werden dann ,modifizierte Lagrange-Gleichungen“ postuliert:

OL(t,q(t).q(t)) _ d (9L(ta(t),4(t)) N dD(t,a(t), a(t))
Z?qa dt 8q'0¢ 8qo¢
die das richtige Ergebnis liefern. Es muss aber betont werden, dass sich die Gleichungen (III.26f) im

Gegensatz zu den {iblichen Euler—Lagrange-Gleichungen nicht aus einem Extremalprinzip herleiten
lassen. In diesem Sinne ist die obige Konstruktion ziemlich kiinstlich.

—y; (I11.25)

: (111.26)

Y Die Krifte auf elektrische Ladungs- und Stromverteilungen in einem nicht-dynamischen elektromagnetischen Feld
werden in Abschn. [KIIT 1] detaillierter diskutiert.

(@) 3. W. Strutt, Lord RAYLEIGH, 1842-1919
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Bemerkung: Das Interessante bei der Rayleigh-Dissipationsfunktion liegt daran, dass die instantane
Leistung, welche der Massenpunkt gegen die Reibungskraft verrichten muss, gleich 2D ist.

l11.2.4 Systeme mit Zwangsbedingungen

Oft kénnen sich die individuellen Punkte eines Systems nicht uneingeschréankt unabhéngig von-
einander bewegen. Stattdessen miissen die Positionen oder die Geschwindigkeiten der Punkte ge-
wissen Bedingungen geniigen (§: beispielsweise miissen Absténde konstant bleiben, oder
die Punkte miissen auf einer gegebenen Fléche, oder innerhalb eines gegebenen Volumens bleiben.

Diese Einschrankungen der Bewegung werden durch Zwangskréfte erzwungen, deren Form nicht
immer einfach auszudriicken ist. Im Rahmen des Lagrange-Formalismus kann man die Bewegungs-
gleichungen formulieren, ohne die Zwangskréfte genau zu kennen, indem man geeignete verallgemei-

nerte Koordinaten verwendet (§[I11.2.4 b)).
Ill.2.4 a Zwangsbedingungen

A priori besitzt ein System aus N Massenpunkten 3N Freiheitsgrade fiir seine Bewegung, und
zwar fiir jeden Massenpunkt drei (orthogonal zueinander) Bewegungsrichtungen, die sich als die
insgesamt 3N Komponenten % (t), a € {1,...,N}, i = 1,2,3 der Ortsvektoren visualisieren lassen.

Sei angenommen, dass diese Massenpunkte Zwangskraften unterliegen. Diese schréanken die Ent-
wicklung des Systems ein, was sich mathematisch durch Gleichungen der Form

i E(), . BN (), T (1), ... ZN(t) =0 (I11.27)
ausdriicken ldsst, wobei jede f; eine geniigend reguldre Funktion von 6N + 1 Variablen ist. Wir
werden annehmen, dass es r unabhéngige solche Beziehungen gibt, d.h. j € {1,...,r}.

Definition: Eine Gleichung der Form ([I1.27]), in welcher nur die Zeit und die Positionen der Mas-

senpunkte auftreten, heifst holonome Zwangsbedingung (oder holonome Nebenbedingung):

fi(tZ1(),...,En(t) =0, (I11.28)
wobei f; jetzt eine Funktion von 3N + 1 Variablen ist.

Dank jeder holonomen Zwangsbedingung lasst sich eine der 3N rdumlichen Koordinaten durch
alle anderen (und die Zeit) ausdriicken, zumindest implizit. Ein System aus N Massenpunkten mit
r holonomen Nebenbedingungen hat somit nur noch s = 3N — r unabhéangige Freiheitsgrade.

Bemerkungen:

* Einschrankungen der Bewegung kénnen auch durch Ungleichungen ausgedriickt werden. Zum
Beispiel lasst das Einsperren von Teilchen in einem gegebenen Volumen, z.B. in einem Behélter, mit
Ungleichungen formulieren. Dabei handelt es sich um eine nichtholonome Zwangsbedingung.

* Man unterscheidet noch zwischen skleronomen, d.h. zeitunabhéngigen, und rheonomen, d.h. zeit-
abhéngigen, Zwangsbedingungen.

Beispiel 1: Gleitende Masse auf einer schiefen Ebene

Sei ein durch einen Massenpunkt modellierter Kérper mit
Masse m, der reibungslos auf einer Ebene unter dem Einfluss
des Schwerefeldes § = —g €, gleitet.
Wegen einer ersten Zwangsbedingung fi (t,:%'(t)) =z(t) =0
bleibt der Koérper in der (y, z)-Ebene. Dazu bewegt er sich
in der schiefen Ebene mit Neigungswinkel ¢, so dass die kar-
tesischen Koordinaten seiner Bahnkurve z(t) = —y(t)tan¢
erfiillen. Dementsprechend gibt es eine zweite Zwangsbedin-

gung fa(t, Z(t)) = z(t) — y(t) tan ¢ = 0.
Da es r = 2 holonome Zwangsbedingungen gibt, bleibt nur s = 3N — r = 1 Freiheitsgrad iibrig.

Abbildung Ill.1
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Beispiel 2: Einfaches ebenes Pende

Wir betrachten ein ebenes Pendel bestehend aus einer Punktmasse m
am Ende eines masselosen Stabs mit fester Lange [; das ganze System liegt
im Schwerefeld § = —g#&.. Sei Z(t) = (x(t),y(t), 2(t)) die Trajektorie der
Masse, wobei der Nullpunkt des kartesischen Koordinatensystems im Auf-
héangepunkt des Pendels genommen wird.

Das Pendel schwingt in der (y, z)-Ebene, d.h. z(t) = 0: dies lasst sich durch
eine erste Zwangsbedingung fi (¢, Z(t)) = z(t) = 0 ausdriicken.

Wiederum entspricht die Forderung einer festen Lénge [ einer zweiten ]
Zwangsbedingung f(t,Z(t)) = y(t)* + 2(t)* — 1> = 0. Abbildung lil.2

Wie bei der gleitenden Masse bleibt somit nur ein Freiheitsgrad iibrig, d.h. ein einziger Parameter
soll reichen, um die Position des Pendels vollig zu charakterisieren.

111.2.4 b Lagrange-Formalismus fiir Systeme mit Zwangsbedingungen

Einer der Vorteile des Lagrange-Formalismus besteht darin, dass man Kréfte und insbesondere
Zwangskréfte nicht explizit ausdriicken soll, um die Bewegungsgleichungen zu erhalten. Zu diesem
Zweck kann man einem relativ einfachen Rezept folgen

e Als erster Schritt muss man s = 3N — r verallgemeinerte Koordinaten {qi,...,qs} = q
einfithren. Diese sollen so gewahlt werden, dass sie die Konfigurationen des Systems parame-
trisieren, welche die Zwangsbedingungen erfiillen. Dementsprechend sollen die {¢“} durch die
Nebenbedingungen uneingeschrankt sein.

e Danach soll man die Lagrange-Funktion £ = T'—V | die man als Funktion von den kartesischen
Ortskoordinaten kennt, durch die verallgemeinerten Koordinaten q und Geschwindigkeiten ¢
ausdriicken. Dafiir miissen die kartesischen Koordinaten als Funktionen der q geschrieben
werden.

In diesem Falle enthélt das Potential V' eigentlich nur die Beitrége, die nicht Zwangskréfte

verursachen.

e Schlieflich kann man die Euler-Lagrange-Gleichungen aufstellen und l6sen — méglicherweise
numerisch.

Beispiel 1: Gleitende Masse auf einer schiefen Ebene

Fiir den gleitenden Korper der Abb. [[IT:T]ist die Bewegung eingeschrankt in die Richtung senk-
recht zur schiefen Ebene und in die z-Richtung; entlang der Neigung der Ebene bleibt die Bewegung
noch frei. Daher stellt die dargestellte Entfernung (aus einem beliebigen Referenzpunkt in der Ebe-
ne, der als Nullpunkt des kartesischen Koordinatensystems dient) ¢ eine geeignete generalisierte
Koordinate dar. Dann gelten

x(t) =0, y(t)=q(t)coso, =z(t)= —q(t)sine.

Die Zeitableitungen sind einfach und fiihren sofort zur kinetischen Energie

T = —(x2 + 92 +22) = — ¢
2 2
Wiederum lautet das Potential im Schwerefeld

V =mgz = —mggsin ¢.

G2 Dieses System wird auch wegen der vielen Vereinfachungen (Annahmen einer punktformigen Masse, eines masse-
losen Stabs) als ,mathematisches Pendel* bezeichnet.
53 Die ,Begriindung* des Rezepts wird spater hinzugefiigt.
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Dies gibt die Lagrange-Funktion

L=T-V = %qz—l—mgqsinqﬁ

mit partiellen Ableitungen
oL

— =mgsing und — =mq,
dq

dq
so dass die Euler-Lagrange-Gleichung ([[I1.11)) zur Bewegungsgleichung

G(t) = gsin¢
flihrt, d.h. zur Gleichung einer gleichférmig beschleunigten geradlinigen Bewegung.

Beispiel 2: Einfaches ebenes Pendel

Wir betrachten wieder das in Abb. [[T[.2| dargestellte ebene Pendel. Die zwei Zwangsbedingungen
schranken die (kartesische) z-Komponente und den Abstand vom Aufhéngepunkt ein. Dagegen ist
der Ablenkwinkel ¢ noch uneingeschriankt, und jede Konfiguration des System, welche die Neben-
bedingungen erfiillt, kann mit diesem Winkel ¢ allein charakterisiert werden. Somit ist ¢ = ¢ eine
gute Wahl fiir die (hier ist s = 1) verallgemeinerte Koordinate.

Dann lassen sich die kartesischen Koordinaten der Position (z(t),y(t), 2(t)) einfach durch ¢(t)
ausdriicken:

x(t) =0, y(t) =Isinp(t), z(t)=—lcosp(t),

woraus dank der Kettenregel
&(t) =0, g(t) =lp(t)cosp(t), 2£(t) = lp(t) sinp(t)

folgt. Ersetzt man diese kartesischen Koordinaten in den Ausdriicken der kinetischen Energie

My Mo o . mo : mi?
T=—2=— (x2 + 9% + 22) = —12p? (cos2 © + sin’ 90) = —¢?

2 2 2 2

und des Potentials
V =mgz = —mgl cos p,
so ergibt sich fiir die Lagrange-Funktion:
. mi? .2
E(t, ©, cp) =T-V = ¢ + mgl cos . (I11.29)

Die partiellen Ableitungen der Lagrange-Funktion lauten dann

oL
dp

= —mglsiny und 8—£ =mi% .

9o

Diese Ableitungen sollen nun im Punkt (¢, ¢(t), ¢(t)) ausgewertet werden. Die zweite fiihrt zu

d 9L(t, (1), (1))

- 2 .

so dass die Euler—Lagrange-Gleichung ([I1.11)) zur Bewegungsgleichung
B(t) = —% sin p(t) (I11.30)

fihrt.
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Der Vollstédndigkeit halber wird noch die Losung der Gl. (I11.30) dargelegt.

Fiir Schwingungen kleiner Amplitude, d.h. fir |p(t)] < 1, liefert eine Taylor-Entwicklung zur
ersten Ordnung die Naherung sin ¢(t) ~ ¢(¢), d.h. die Differentialgleichung (I1.30]) vereinfacht

sich zur Bewegungsgleichung
aon o . _ g
B(t) = —wp(t) mitw = \/;

eines harmonischen Oszillators mit Kreisfrequenz w bzw. Periodendauer 7 = 27 /w = 2m4/1/g,
deren allgemeine Losung der Form

o(t) = Acoswt + Bsinwt

mit A, B € R ist. Dabei sollen |A| und |B| viel kleiner als 1 sein, damit die Amplitude der
Bewegung ,klein“ bleibt.

Fiir Schwingungen beliebiger Amplitude lasst sich kein einfacher Ausdruck fiir die Funktion ¢(t)
finden. Offensichtlich ist die Bewegung noch periodisch: sei T die Periodendauer. Multipliziert
man Gl. (IIL.30) mit ¢(¢) und integriert man iiber die Zeit, so kommt

[ owre)ar = S[o02 - p(t0)?) = =5 [ sine)(e) dt = [cos o(t) — cose(ta)].

to 2 tO

wobei ¢y einen gegebenen Referenzzeitpunkt bezeichnet. Mit Anfangsbedingungen ¢(tg) = o
und ¢(tg) = 0 stellt |¢p| die maximale Auslenkung des Pendels dar, d.h. fiir jede Zeit ¢t > ¢ gilt
©(t) < |po| bzw. cosp(t) > cos pg. Dann liefert die Separation der Variablen

TSN R —
2g +/cos ¢ — cos g

Wahlt man z.B. ¢ > 0, so nimmt ¢(¢t) wahrend der ersten Halbperiode ab, und man soll die
Gleichung mit dem — Vorzeichen betrachten. Fiir ¢ = ¢ty + 7 /4 erreicht das Pendel zum ersten
Mal die Position ¢ = 0; nach Integration zwischen ¢y und t < tq + 7 /4 ergibt sich

P(t)
[ty = / / _de (I11.31)
0 /€0S @ — oS P <p0 (1) V/COS P — COS Pg

Dabei kann der Term auf der rechten Seite auch als

©o »(t) <P
/sO(t) y/cosp — cos goo / /€08 ¢ — cos po gpo / /€08  — oS Yg
geschrieben werden: dann gll‘ﬂ

/ 1 — cos(t) 1—c05g00
\/ 2 arcsm 1/
«/cosap—cosgpo g 1 — cos g
e (arcsin sin(et)/2) o, %o ) (I11.32)
g s1n(<p0 / 2) 2 )’ '

wobei das unvollstindige elliptische Integral erster Art F durch
:/19 dSO _/Slnﬂ dt
Jo V1—kZsin?e  Jo /(1 —2)(1 - k22)

definiert ist Der Position ¢(t = to+7/4) = 0 entspricht das Argument ¢ = 7, d.h. die
Periode einer Schwingung wird durch

T o l ™ . $o - l ["2ls}
1= gF<27sm 2) = \/;K<sm 5 (I11.33)

Y Dies folgt aus Gl. 2.571-4 in Ref. [20].
3%)Die Funktionen F und K werden im Kap. 19 vom NIST Handbook of Mathematical Functions |21] diskutiert,
dessen online Version unten http://dlmf.nist.gov/| verfiigbar ist.
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|
0 /2 T
¥o

Abbildung lll.3 — Periode ([I1.33)) des einfachen Pendels, geteilt durch den Wert fiir kleine
Schwingungen, in Abhéngigkeit der maximalen Amplitude ¢q.

gegeben, wobei K (k) = F(Z, k) das elliptische Integral erster Art ist.**) Fiir kleinen ,elliptischen
Modul k < 1 gilt K(k) ~ Z(1 + k?/4), d.h. man findet T ~ 27/l/g fiir Schwingungen mit
kleiner Amplitude. Dagegen geht K (k) im Limes k — 1~ gegen +oo. Dementsprechend braucht
das Pendel, ausgehend von der Anfangsposition ¢y — 7, eine unendliche lange Zeit, um ¢ = 0
zu erreichen: die Position ¢y = 7 ist eine (instabile) Gleichgewichtsposition.

Aus Gl (II.31), (I1.32) und (II1.33) folgt (fir t — tg < T/4)

Tt osin(e(t)/2) . vo
t—ty= 1 \/;F(arcsm sin(0/2) ,sin 5 |-

Diese Beziehung kann invertiert werden mithilfe der durch am(F (49, k), k) = ¢ definierten Jacobi-
schen Amplit die somit eine Umkehrfunktion des unvollstindigen elliptischen Integrals

erster Art isti:
. sin(cp(t)/2) g T . %o
3 — N ey - t t Rl
arcsin s ( 0/2) = am T\ + o |, sin 5 |

.ot . . T :
sm@ = sin (?) sin {am( ?(4 t+t0>,81n('020)].

Dabei definiert der Sinus der Jacobi-Amplitude den sinus amplitudinis sn(z, k) = sinam(z, k)
fiir z € C.(°%) Somit kann die Position ((t) des Pendels fiir die Anfangsbedingungen ¢(t) = o
und ¢(tg) = 0 durch den letzteren ausgedriickt werden:

(t) = 2arcsin [Sin (?) sn( ?(Z —t+ t0>} fir0<t—ty < g (I11.34)

und daher

Der Verlauf von ¢(¢) fiir verschiedene Werte der Amplitude ¢y der Schwingung wird gezeigt
in Abb. Fiir den Vergleich wird ¢(t) durch ¢q geteilt, wihrend die Zeitvariable ¢ durch
die Peri normiert wird — fiir o = 1,997/2 ist T etwa 4 mal grofer als fiir kleine
Schwingungen. Fiir die Letzteren mit ¢y < 1 findet man das harmonische Verhalten wieder.
Dagegen bleibt im Limes pg — 7 der Winkel ¢(t) viel langer in der N&he von g, bevor es
schnell durch 0 geht, um wieder langer in der Nahe von —q zu bleiben.

% Die Jacobischen elliptischen Funktionen, insbesondere am und sn, werden im Kap. 22 vom NIST Handbook of

Mathematical Functions vorgestellt [21].
Q. G. Jacosl, 1804-1851
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Abbildung I1l.4 — Zeitabhéngigkeit ([11.34)) des Winkels des einfachen Pendels, geteilt durch
die maximale Amplitude ¢qy. Die Zeitvariable wird durch die Periode ([I11.33) der Schwin-

gung normiert.

.3 Symmetrien und ErhaltungsgroBen

Im Rahmen des newtonschen Formalismus sind Erhaltungsgrofien bzw. Erhaltungssétze schone Kon-
strukte, deren Ursprung aber unklar bleibt: Gleichungen werden manipuliert, Grofsen werden ein-
gefithrt, auf erster Sicht gibt es aber keine tiefere unterliegende, gemeinsame Begriindung fiir die
Existenz der verschiedenen Konstanten der Bewegung.

Im Lagrange-Formalismus léasst sich eine solche globale Erklarung fir die Erhaltungssétze ein-
facher erkennen. Somit spiegelt eine Erhaltungsgrofse die Invarianz der theoretischen Beschreibung,
und der Physik, unter bestimmten Transformationen der Koordinaten wider. Diese Invarianz ent-
spricht einer Symmetrie des physikalischen Systems.

Dieser Zusammenhang zwischen Invarianz der Physik unter einigen Transformationen und Er-
haltungsgrofen wird zunéchst am Beispiel verschiedener Arten von Transformationen der Raumzeit-
Koordinaten — Translationen in der Zeit oder im Raum und Drehungen — illustriert (§ . Die
Verallgemeinerung auf den Fall mehr abstrakter Transformationen wird dann in §[[T[.3.2] skizziert,
wobei der Begriff von Symmetrien im physikalischen Sinne genauer definiert wird.

111.3.1 Invarianz unter Raumzeit-Transformationen

Per Annahme ist die Raumzeit der klassischen Mechanik zeitlich und rdumlich homogen und
rdumlich isotrop. Betrachte man ein idealisiertes Experiment — einschliefslich der ganzen Umgebung,
die dabei einen Einfluss hat —, das man beliebig verschieben, sowohl im Raum als in der Zeit,
oder drehen kann. Dann soll das Ergebnis des Experiments weder von der Anfangszeit, noch von
der Position oder der Orientierung im Raum abhéngen. Die Modellierung dieses Experiments soll
dann invariant unter zeitlichen und rédumlichen Translationen und unter Drehungen sein. Daraus
ergibt sich die Konstanz in der Bewegung der drei ,klassischen“ Erhaltungsgrofen der newtonschen
Mechanik, und zwar Energie, Impuls und Drehimpuls.

lll.3.1 a Homogenitat der Zeit und Energieerhaltun
Als erstes konnen wir die Folgerung der Invarianz unter Zeittranslationen untersuchen. Wir
betrachten dementsprechend eine Theorie mit einer Lagrange-Funktion £, die nicht explizit von der
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Zeit abhangt: )
L(q,q),

wobei die q = {¢“}q=1, s verallgemeinerte Koordinaten sind.

Definiert man dann eine Grofe, die Energie des Systems, durch

E=). Wda(t) — L(a(t), a()), (I11.35a)

a=1

so ist diese eine Erhaltungsgrofse

dE

— =0 I11.35b
= =0 (111.35b)

Anders gesagt folgt Energieerhaltung in einem physikalischen System aus der Invarianz des Systems
unter Zeitverschiebungen.

Beweis: das einfache Ableiten der Definition ([I1.35a)) nach der Zeit gibt

e < oL dL
dt T dt (Z > Zdt (aq >dt’
wobei die Lagrange-Funktion £ und ihre partielle Ableitungen im Punkt (q(t), §(t)) auszuwerten

sind, bevor die totale Zeitableitung gebildet wird. Der erste Term auf der rechten Seite kann
mithilfe der Produktregel und der Euler-Lagrange-Gleichung (III.11)) transformiert werden:

8£ Y I oL dg7 _ oL , —l—%"a fiir jedes
dt a9t ) T \a@age )T T o ar T age ! T age ! ) '

Wiederum lésst sich der zweite Term mithilfe der Kettenregel umschreiben:
ac OL dg™ 9L dg /oL ., OL.
dt_az(aq dt +8q dt) 2(3qaq +8q )
Somit ist die Differenz der beiden Terme genau Null. m|

Bemerkung: Unter Verwendung der verallgemeinerten Impulse ([11.17)) lasst sich die Energie noch
als

E=Y pa(alt),at)q*(t) - £(a(t). a(t)) (IL.35¢)
a=1

schreiben.

Beispiel: Sei ein System mit der Lagrange-Funktion

S
L=T V=03 Ao(@id - V(a) (IT1.36)
Bry=1
d.h. mit einer kinetischen Energie, die quadratisch in den verallgemeinerten Geschwindigkeiten
{¢®} ist. Dabei sollen die moglicherweise g-abhéngigen Koeffizienten Ag, symmetrisch unter dem
Austausch von  und 7 sein: A\g, = A3 fiir alle 5, v € {1,...,s}.

Der Leserin sind schon zwei Beispiele von kinetischen Termen dieser Form bekannt. Wenn die
verallgemeinerten Koordinaten {¢”} die kartesischen Komponenten {z?} von Massenpunkten
sind, dann lautet die kinetische Energie

Z L = ZZ S (& Zmﬁ

was ein Spezialfall der GL. (IIL.36) mit Ag, = 2mg s, darstellt, wobei ¢, das Kronecker-Symbol
ist.
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Beschreibt man einen Massenpunkt m, dessen Bewegung in einer Ebene stattfindet, mit Polar-
koordinaten (r,0), so lautet seine kinetische Energie (vgl. §[11.2.3 ¢)

T = %m(?'"z +126%).

Setzt man ¢ = r, ¢* = 0, so ist dies noch gleich 1 [m(¢")*+m(q")*(¢*)?], d.h. der Form (III.36)
mit A1 = m, Agg = m(ql)2 — in diesem Fall also g-abhingig — und A3 = Ao = 0.

Das Einsetzen der Lagrange—Funktion (I11.36)) in die Definition (III.35al) gibt
1< 5.
B Yt (3 e V) <) iy

Bry=1 By=1
Einerseits héngt das Potential nicht von der generalisierten Geschwindigkeiten ab, 0V /9¢“ = 0 fir
alle « € {1,...,s}, so dass der zweite Term in den Klammern keinen Beitrag liefert. Andererseits

gilt unter Verwendung der Produktregel

> d° ( ZA/M q7> :%anzAﬁw(5aﬁd”+dﬁ5w = ZAﬂ "+ @) =T

a=1 B:y=1 a=1l  By=1 57 1
Insgesamt ergibt sich daher
1< 5.
= Y AV =TV
By=1
Man erkennt die bekannte Definition der Gesamtenergie.

111.3.1 b Homogenitat des Raums und Impulserhaltun

In diesem Paragraphen wird der Zusammenhang zwischen Invarianz unter raumlichen Transla-
tionen und Impulserhaltung diskutiert.

Definition: Eine verallgemeinerte Koordinate ¢ heifit zyklische Koordinate, wenn die Lagrange-
Funktion nicht explizit davon abhangt, d.h.
0L(t,q,4)

o =0 (111.37)

Falls eine generalisierte Koordinate ¢ zyklisch ist, dann ist die Lagrange-Funktion invariant
unter den Translationen ¢* — ¢® + ¢ mit ¢ € R. Dann ist der dazu kanonisch konjugierte Impuls

([TT.17)

(I11.38)

Beispiel: Sei ein System aus N Massenpunkten mit nur inneren Zentralkréften, die aus dem Potential

V(i_ﬁl,.. Z Vab ’wa_xb’)
1<a<b<N
abgeleitet werden konnen [vgl. Gl. (IL.1g)].

Wé&hlt man als verallgemeinerte Koordinaten zum einen (die drei kartesischen Koordinaten von)
Z1, und zum anderen die Relativkoordinaten Z,1 = Z, — Z1, so lautet die Lagrange-Funktion des
Systems

miy -9

N
[/:T—V:7I’1+Z%[§al+fl]2_ Z Vab(|f_fa1_§fb1|).
a=2 1<a<b<N
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Diese Lagrange-Funktion ist unabhingig von jeder der drei kartesischen Komponenten xf von 71,
die somit zyklische Koordinaten sind. Demzufolge sind die zugehorigen verallgemeinerten Impulse
pi, 1 = 1,2, 3 Erhaltungsgrofien:
oL
Di

1 — .
¥
ot}

N N
= m1$11 + Z o (I‘.zl + I'Zl) = mlxﬂi + Z mal"fp

a=2 a=2
wobei die Unabhiingigkeit der Variablen #! und 4%; benutzt wurde. Das heiRt, die ErhaltungsgréRe
ist hier die i-te Komponente des Gesamtimpulses des Systems.

111.3.1 c Isotropie des Raums und Drehimpulserhaltun

Wir betrachten jetzt ein System aus Massenpunkten mit Positionen Z,(¢), dessen Lagrange-
Funktion £ invariant unter Drehungen ist. Eine solche Invarianz folgt aus der Isotropie des Raums in
Abwesenheit eines externen Feldes — z.B. eines Magnet- oder Schwerefeldes —, das eine bevorzugte
Richtung auswéhlen wiirde.

Sei p, der zu Z, kanonisch konjugierte Impuls. Dann ist der Gesamtdrehimpuls

L= "Z.(t) x P, (1) (I11.39)

eine Erhaltungsgrofe, d.h.

(I11.40)

Zum Beweis dieses Ergebnisses, betrachte man eine beliebige infinitesimale Drehung mit Win-
kel 0 um eine Achse mit Einheitsvektor &s,. Sei dp = dp€5,. Die Anderung der Position eines
Massenpunkts, die aus der Anwendung der Drehung resultiert, lautet dann

_)
§Tq = 0p X T (IIL41)

Unter Nutzung der Kettenregel lautet die Anderung der Lagrange-Funktion fiir eine Variation
0Zq, 0%q = d(0Z,)/dt ihrer Variablen

3
L=> " <§26z2+ gééseg).

a =1

Der erste Term in den Klammern lasst sich mithilfe der Euler-Lagrange-Gleichung ([II.11)) um-
schreiben:

i OL :
>5x“+8m'f15xa] :ZZ<

a 1=1

T3 [

a 1=1

oL dpa,i i .

wobei in der zweiten Gleichung die verallgemeinerten Impulse ([I1.17) eingefiihrt wurden. Dabei
erkennt man in den Klammern die Zeitableitung des Produkts pa,i&nfp so dass die Summe iiber ¢
einfach einem Skalarprodukt entspricht:

55:2%@.55«&) = i(Zﬁa.éi’a).

Fordert man dann, dass die Lagrange-Funktion invariant unter Drehungen bleibt, so ist dieser Va-

riation 6L Null fir Variationen 02, der Form ([11.41f), d.h.
d (=, _d AN
dt|:za:pa'<5soxxa>:| _dt|:za:(5go'(xaxpa):| =0,

wobei die erste Gleichheit aus der Invarianz des Spatprodukts unter zyklischen Permutationen folgt.
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%
Da die Drehung zeitunabhéngig ist, kann d¢ aus der Ableitung herausgezogen werden. Daher soll
die Gleichung q
= — —
R G 3 ] =0

%
fiir eine beliebige infinitesimale Drehung, d.h. ein beliebiges d¢, gelten: Dies ist nur dann moglich,
wenn das zweite Multiplikand des Skalarprodukts verschwindet, was genau Gl. ([I1.41]) entspricht.

Bemerkung: Falls ein System nicht invariant unter allen Drehungen ist, sondern nur unter den
Drehungen um eine gegebene Achse, dann ist nur die Komponente des Drehimpulses entlang dieser
Richtung erhalten.

111.3.2 Noether-Theorem

Die oben gefundenen Zusammenhénge zwischen Invarianz unter Zeittranslationen und Energie-
erhaltung, Invarianz unter rdumlichen Translationen und Impulserhaltung, oder Invarianz unter
Drehungen und Drehimpulserhaltung, sind alle Beispiele eines allgemeineren Theorems, die durch
Emmy Noethe erfunden wurde. Hiernach wird eine mathematisch nicht-rigorose Version des
Satzes dargestellt, ohne genaue Angabe der Annahmen und ohne Beweis.

111.3.2 a Symmetrien

Definition: Ein physikalisches System sei beschrieben durch verallgemeinerte Koordinaten q. Ist
seine Wirkung S|q] invariant unter einer bestimmten Koordinatentransformation

t—t(taq) , a—d(tqaq), (IT1.42)
so heiftt die letztere Symmetrietransformation. Dann wird gesagt, dass das System die entsprechende
Symmetrie besitzt.

Bemerkung: Dabei wird die Invarianz der Wirkung erfordert, nicht jene der Lagrange-Funktion, die
eine starkere Forderung bildet.

Beispielsweise wurden in § [[IT.3.1] verschiedene Symmetrietransformationen erwéhnt, die die Wir-
kung physikalischer Systeme oft invariant lassen: Zeit- und Raumtranslationen, Drehungen. Dabei
handelt es sich um sog. kontinuierliche Symmetrien, denn jede davon léasst sich durch einen Pa-

rameter beschreiben — Translationsparameter, Winkel der Drehung —, der seine Werte in einer
,kontinuierlichen Menge' annehmen kann.
Im Gegensatz dazu ist eine Punktspiegelung — wie z.B. die Zeitumkehr t — t' = —t oder die

Raumspiegelung 7 — 7 =

formation).

—7 — keine kontinuierliche, sondern eine diskrete Symmetrie(-Trans-

Im Fall einer kontinuierlichen Symmetrie existieren auch infinitesimale Transformationen
¢ = q* =q¢* +eQ” (t,q,q) mit |e] <1 (111.43)
der Koordinaten, die um den kleinen Parameter ¢ von der Identitdt abweichen. Dabei heiffen die

Funktionen Q¢ die Generatoren der Koordinatentransformationen.

Ausgehend von kontinuierlichen Symmetrietransformationen kann man einen wichtigen Satz der
mathematischen Physik beweisen, dessen Inhalt wir jetzt nur relativ informell formulieren.

Theorem (Noether-Theorem):

Mit jeder kontinuierlichen Symmetrie eines physikalischen Systems kann eine

Erhaltungsgrofle, die Noether-Ladung, assoziiert werden. (IIL.44)

7D .h. eine Menge, die homdomorph zu einem zusammenhéngenden Intervall bzw. Gebiet von R bzw. R™ ist.
)E. NOETHER, 1882-1935




[11.3 Symmetrien und ErhaltungsgréBen 85

Dazu erklart noch der genauere Satz, wie die Erhaltungsgrofse fiir eine bestimmte Symmetrie aussieht
bzw. wie sie sich berechnen lasst. Die zugehorige Form werden wir jetzt finden, indem wir plausible
Elemente eines Beweises darstellen[®?)]

Dafiir soll man eine infinitesimale Symmetrietransformation betrachten, hier der Einfachheit
halber mit ¢ = t. Neben GIl. ([I1.43)) gilt noch fiir die generalisierten Geschwindigkeiten

0 = ¢ =" +2Q(t,q,4). (IIL.45)
Die Anderung der Lagrange-Funktion

SL(t) = L(t.d' (1), 4'(1)) — L(t.alt), at)),
die aus den Transformationen ([I11.43)), ([1I.45)) folgt, kann auf zwei alternative Weisen geschrieben
werden. Einerseits gilt
df(t, q(t), qt
sr(t) =2 ( q((it) a(t) (I11.46)
mit einer Funktion f, deren genaue Form von jener der Lagrange-Funktion £ und von der Symmetrie
abhéngt. Der Faktor ¢ — es konnte theoretisch auch eine ganzzahlige Potenz davon sein — folgt
daraus, dass die Variation 6 £ verschwinden muss, wenn ¢ gegen Null geht. Dann multipliziert dieser
Faktor eine Funktion der verallgemeinerten Koordinaten und Geschwindigkeiten, die sich in der
Form einer totalen Zeitableitung schreiben lasst, denn ein solcher Ansatz ist erlaubt, weil er die
Wirkung invariant lasst: S[q] = S[q'], entsprechend der Forderung einer Symmetrietransformation.
Andererseits liefert die Kettenregel fiir die Variation von £ unter kleinen Variationen {dg®},
{8¢*} ihrer Argumente die Gleichung

oL oL . oL ..
it = Z( SO i) = Z(aq - 50

wobei in der zweiten Gleichung die aus den Transformationen ([11.43), ([11.45]) folgenden Variationen
0q%, §¢“ benutzt wurden. Die Euler-Lagrange-Gleichungen (I11.11)) und die Produktregel geben dann

se=e 3 [aap ) i) - o)

d.h. noch
—Q~ 111.47
e (Z - Q ) (IT1.47)
Subtrahiert man schlieflich Gl. (II1.46]) von Gl. ([11.47)), so ergibt sich

dQ o
e =0 mit Q= Z —Q (I11.48)
Da die linke Gleichung fiir jede infinitesimale Transformation, d.h. fiir ein beliebiges €, gilt, muss
die hier definierte Noether-Ladung O eine Konstante der Bewegung sein. O

Beispiel 1: Raumliche Translation

Sei ¢ eine zyklische Koordinate (vgl. § . Dann ist die Lagrange-Funktion des Systems
invariant unter Translationen ¢ — ¢ = ¢° +c dleser Koordinate, wobei ¢ = ¢ fiir eine infinitesimale
Transformation. Fiir die anderen Koordinaten ¢ mit o # 3 betrachten wir die Identitétstransfor-
mation ¢* — ¢ /*q

Identifiziert man diese Transformationen mit Gl. , s0 ist der Generator in diesem Fall ein-
fach Q = d,3, woraus nach Ableitung Q° = 0 fiir alle Q@ folgt Wegen der angenommenen Zyklizitat

%) Ein ausfiihrlicher Beweis ,fiir Physiker* befindet sich in (fast) jedem Lehrbuch zur theoretischen Mechanik. Wer
mathematische Genauigkeit sehen mochte, kann sie z.B. im Kap. 4 von Arnold, Mathematical methods of classical
mechanics [1] finden.
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der Koordinate ist die Lagrange-Funktion £ invariant unter einer (infinitesimalen) Transformation,
d.h. f =0 in Gl. ([11.46).
Laut Gl. ([I1.48)) lautet die zugehérige Erhaltungsgrofie

*. oL
Q= Z Twéaﬁ = Pg,
a=1

d.h. wir finden noch einmal, dass die Invarianz unter rdumlichen Transformationen die Erhaltung
des Impulses impliziert.

Beispiel 2: Zeitliche Translation
Als zweites Beispiel betrachten wir ein System, dessen Wirkung invariant unter den gleichzeitigen
Transformationen
tot=t+7 , ¢ =q" () ="(t)
ist, wobei 7 € R. Dank einer Taylor-Entwicklung gilt ¢® (#) = ¢®(t +¢) = ¢* +¢® + O(?), so dass
die Generatoren der (infinitesimalen) Transformationen [Gl. (IL43)] durch Q* = ¢* gegeben sind.
Da t' =t + ¢ gibt eine zweite Taylor-Entwicklung

0L =L, d#),d (1) - L{tat),at)) = _dL(t, qg), a(t))

d.h. f = L in Gl (I11.47). Insgesamt ist die erhaltene Noether-Ladung gegeben durch

+0(e%),

Q:Za—q,aq'a—,czE.

a=1

Somit wird das Ergebnis des § [[T[.3.Ta] wieder gefunden.

Literatur zum Kapitel Il
e Arnold, Mathematical methods of classical mechanics [I] Teil II.
e Feynman, Vorlesungen iber Physik. Band 2 [22] = Lectures on Physics. Vol. II [23], Kap. 19.
e FlieRbach, Mechanik [2] Teil 11, Kap. 7-10 & Teil III, Kap. 12-14.
e Goldstein, Klassische Mechanik [4] = Classical Mechanics [5], Kap. 1.3-1.6, 2.1-2.3 & 2.5.
e Greiner, Klassische Mechanik II [7] Kap. V.
e Landau & Lifschitz, Mechanik [13], Kap. L.
e Nolting, Analytische Mechanik [16] Kap. 1.

e Scheck, Mechanik [18] Kap. 2.1-2.10.
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KAPITEL IV

Lagrange-Formalismus: Anwendungen
. J

IV.1 [Kleine Schwingungen|87
IV.1.1 [Eindimensionales Problem|s7
IV.1.2 [Multidimensionales Problem|so

IV.2 [Starre Kérper|94
IV.2.1 [Beschreibung des starren K6rpers| 94
IV.2.2 [Bewegungsgleichungen|s7

In diesem Kapitel werden einige langeren Anwendungen des in Kap [[T]] eingefiihrten Lagrange-
Formalismus vorgestellt.

Kleine Schwingungen

In der Physik, oder in der mathematischen Modellierung eines physikalischen Systems, kommt oft
das folgende Problem vor. Gegeben ein mechanisches System, beschrieben durch eine Lagrange-
Funktion E(t, q, q), ist die Losung der Bewegungsgleichungen fiir bestimmte Anfangsbedingungen
bekannt. Sei q(o)(t) diese Losung. Das System — in der Praxis entweder das gleiche oder eine Kopie
davon, wobei alle relevanten Nebenbedingungen gleich bleiben — wird irgendwie leicht ,gestort®,
entsprechend z.B. einer kleiner Anderung der Anfangsbedingungen. Die Frage ist dann, was ist die
neue Losung q(t) der Bewegungsgleichungen fiir das gestorte System?

Intuitiv kann man sich vorstellen, dass in manchen Fillen q(t) ,in der Na'he‘ der ungestorten
Losung q(©) (t) bleibt. Andererseits kann eine kleine Stérung auch manchmal zu einer grofen Ande-
rung fithren, wie z.B. wenn eine Kugel auf dem schmalen Gipfel eines Hiigels ein wenig verschoben
ist, und damit anfangt, hinabzurollen.

Dieser Abschnitt befasst sich mit diesem Problem der kleinen Auslenkungen aus einer Bezugs-
16sung, erstens fiir ein System mit einem einzigen Freiheitsgrad (§, dann fiir Systeme mit
mehreren Freiheitsgraden (§ . Dabei werden die beiden oben diskutierten Verhalten gefunden.
Im letzteren Fall mit s > 1 Freiheitsgraden wird auch gezeigt, dass auch wenn diese unter einander
gekoppelt sind, jedoch kann man immer s Linearkombinationen ihrer kleinen Variationen finden,
die sich unabhéngig von einander bewegen.

Der Einfachheit halber beschrinken sich die Diskussionen auf Systeme mit einer zeitunabhéin-
gigen Lagrange-Funktion und mit konservativen Kréaften.Dariiber hinaus wird angenommen, dass
die Referenzlosung eine ,Gleichgewichtslosung” der Euler—Lagrange-Gleichungen darstellt, d.h. sie
ist stationdr (q(©) ist zeitunabhiingig), woraus sofort G (t) = 0 folgt.

IV.1.1 Eindimensionales Problem

Wir betrachten zuerst ein physikalisches System mit einem einzigen Freiheitsgrad ¢. Dies kann
z.B. die eindimensionale Bewegung eines Massenpunkts sein, oder eine mehrdimensionale Bewegung

B9Um diese qualitative Redensart mehr quantitativ auszudriicken, sollte man einen Abstand in einem Funktionen-
raum einfithren, was hier nicht gemacht wird.
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mit genug Zwangsbedingungen, damit am Ende nur s = 1 Freiheitsgrad iibrig bleibt.
Es wird angenommen, dass das System invariant unter zeitlichen Translationen ist, d.h. dass
seine Lagrange-Funktion £ nicht von der Zeit abhéngt. Fiir diese wird die Form

£a.d) =2 vig (v.1)

angenommen mit einer kinetischen Energie, die quadratisch von der generalisierten Geschwindigkeit
abhéngt. Dabei sind A und V' genug reguldre Funktionen einer reellen Variablen.

Sei ¢(© (t) = qo mit go € R eine stationdre Losung der assoziierten Euler-Lagrange-Gleichung,
d.h. ¢(¢) = 0. Es wird angenommen, dass A(qo) ungleich Null ist. Damit die konstante Funktion
¢ wirklich eine Gleichgewichtslosung darstellt, soll das Potential ein Extremum bei go haben

V'(q0) =0, (IV.2)

wobei der Strich die Ableitung nach der verallgemeinerten Koordinate bezeichnet. D.h., die genera-
lisierte Kraft verschwindet in diesem Punkt.

Die Euler-Lagrange-Gleichung (I11.11)) lautet hier

Ma®)i) + Ma®)ie? = 29 gz v (qqe).

so dass ¢(9(t) = 0 und daher ¢(°)(¢) = 0 automatisch zur Bedingung ([V.2) fiihren.

Wir betrachten nun eine kleine, zeitabhédngige Variation der generalisierten Koordinate um den
Gleichgewichtswert

q(t) = qO(t) + q(t) = qo + dq(t), (IV.3)

wobei dq(t) klein“ sein soll, d.h. hohere Potenzen [0¢g(t)]™ sollen viel kleiner als die niedrigeren
Ordnungen sein. Die Zeitableitung 0¢(¢) wird als kleine Grofe der gleichen Ordnung wie dq(t)
betrachtet.

Die Taylor-Entwicklung der Lagrange-Funktion (IV.1)) um den Punkt (¢ = ¢qo,¢ = 0) bis zur
zweiten Ordnung lautet

E(QO + Can) = Wﬁ2 — V(qO + C)
B A(2(]0)772 —Viao) = V'{a0)¢ - Vé%)CQ +0(¢%Cn,cn?on?). (IVA4)

Dabei tragen die hoheren Terme in ¢ in der Taylor-Entwicklung von A(gg + ¢) nicht bei, weil n?
schon zweiter Ordnung ist. Mit ¢ = dq(t), n = d¢ und unter Beriicksichtigung der Bedingung (IV.2)

ergibt sich
N AMao) V" (qo0
£an + 90.04) = 9 (a2 — v(g0) — V) (52, (v 5)
wobei die vernachléssigten Terme der Ordnung O((éq)?’) sind. D.h. die Lagrange-Funktion ist qua-
dratisch in der verallgemeinerten Koordinate und der zugehorigen Geschwindigkeit, ohne Mischterm.
Der zweite Term auf der rechten Seite ist eine Konstante, und tragt daher nicht zu den Bewegungs-

gleichungen bei.

Die Aussage ,,0q(t) soll klein sein“ ist in der Tat sehr schlampig: da ¢(t), und somit dq(t),
im Allgemeinen eine physikalische Dimension besitzen kann, héngt sein Zahlenwert von der
gewéhlten Einheit ab, so dass d¢(t) nicht ,klein* sein kann, sondern nur klein gegeniiber einem
Referenzwert. Eine mathematisch mehr prazise Formulierung lautet wie folgt.

Sei ¢1(t) beliebig und |e] < 1: dann darf € ,klein“ genannt werden. Setzt man nun { = eq; (¢)
und 7 = &4y (t) in Eq. (IV.4) ein, so findet man

. A . ,
L(qo+eqi,eqr) ~ %(6611)2 —V(go) = V'(q0)eq1 —

Mit eq; = dq und €¢; = 4 ist dies genau Gl. (IV.5).

V//(qo)

5 (eq1)* + O(£?).



IV.1 Kleine Schwingungen 89

Ausgehend von der Lagrange-Funktion (IV.5) und unter Verwendung von 0/0q = 0/0(dq)
und 9/0¢ = 0/0(6q) lauten die partiellen Ableitungen auf beiden Seiten der Euler—Lagrange-

Gleichung (I11.11])

oL oL
— = -V"(qo)é — = Mqo0)dq.
34 (g0)dq, 9 (90)dq
Nach einer Zeitableitung des letzteren Terms lautet die Bewegungsgleichung schliefslich
- V"(qo0)
0g(t) = — dq(t). IV.6
(1) =~ () (V.6

Je nach dem Zahlenwert des konstanten Verhéltnisses V" (qo)/A(go) > 0 — oder eigentlich von
V" (qo), weil A(go) in physikalischen Problemen immer nicht-negativ ist, wie hiernach angenommen
wird — lassen sich drei Falle unterscheiden.

e Fiir V"(qo) > 0 kann man w? = V" (qo)/M(qo) definieren. Dann ist Gl. (IV.6)) die Bewegungs-
gleichung eines harmonischen Oszillators mit Kreisfrequenz w.

Die allgemeine Losung der Gleichung
dq(t) = Acos(wt) + Bsin(wt)

mit Konstanten A und B, die von den Anfangsbedingungen abhéngen, bleibt begrenzt: das
System fithrt kleine Schwingungen um die Gleichgewichtslage qg durch, die somit stabil ist.

e Fiir V”(qp) < 0 kann man x? = —V"(qo)/A(qo) einfithren. Dann ist die allgemeine Losung der
Bewegungsgleichung der Form
5q(t) = Ae" + Be ",
Einer der beiden Terme — der erste falls k > 0 ist — wéchst exponentiell schnell mit der Zeit
und ist daher unbegrenzt, d.h. bleibt nicht in der Nahe der Gleichgewichtslosung, die instabil
ist.

Wegen des Wachstums wird dq(t) nicht klein“ bleiben, so dass die N&herungen, die zur
Bewegungsgleichung fiihren, nicht mehr gelten. Anstatt unendlich zu wachsen, wird mogli-
cherweise eine andere (Gleichgewichts)Losung in endlichem Abstand von ¢¢ gefunden.

e Fiir V”(q9) = 0 fiihrt die approximative Bewegungsgleichung (IV.6) zu einer Bewegung mit
konstanter Geschwindigkeit, d.h. wieder unbegrenzt. Jedoch die héheren Terme in der Taylor-
Entwicklung kénnten dieses Verhalten éndern.

Beispiel: Einfaches ebenes Pendel
In §[II1.2.4 bl wurde das ebene mathematische Pendel (Abb. [[T1.2)) schon ausfiihrlich diskutiert.
Zur Erinnerung lautet dessen (zeitunabhéngige) Standard-Lagrange-Funktion [Gl. (III.29)]

. . mi?
Lp, ) =T($)—V(p) = 7902 + mgl cos p, (IV.7)

wobei ¢ der Ablenkwinkel aus der z-Richtung ist. Stationédre Losungen der zugehérigen Bewegungs-
gleichung sind O () = 0 und ¢ (t) = 7, entsprechend den Nullstellen der ,verallgemei-
nerten Kraft“ —dV (y)/dp = —mglsin ¢ im Intervall —m < ¢ < .

Das Verhalten des Pendels fiir kleine Abweichungen aus der Gleichgewichtsposition ap(o) = 0 sind
wohlbekannt: Fiir kleine Winkel gilt V(¢) ~ —mgl(1 — ©?/2), d.h. die Lagrange-Funktion (IV.7)

wird zu )
) ml* mgl
L(pg) = ¢ = ¢ +myl,
wobei der letzte Term auf der rechten Seite irrelevant fiir die Bewegungsgleichung ist. Diese (appro-

ximative) Lagrange-Funktion ist quadratisch in ¢ und ¢, d.h. der Form (IV.5)), und fiithrt somit zu
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einer Bewegungsgleichung [vgl. (IV.6)| der Form ¢ o ¢ mit einem hier negativen Proportionalitéts-
faktor —w? = —g/I, so dass die Losungen kleine Schwingungen sind.

Betrachten wir jetzt Abweichungen aus der Gleichgewichtsposition ¢(® = 7, d.h. wir schreiben
@ =7+ §p. Dann gilt V(7 + 6p) ~ V() + V" (1) (69)%/2 = mgl — mgl(d¢)?/2, und daher

. ml? _ . mgl
E(Tr + @, 6(,0) ~ Tégpz + Tg(éga)z — mgl.

Diese Lagrange-Funktion liefert die Bewegungsgleichung ((t) = k2p(t) mit einem positiven Koeffi-
zienten 2 = g/I. Die Losungen dieser Differentialgleichung sind nicht kleine Schwingungen, sondern
wachsen exponentiell schnell mit der Zeit. Somit finden wir wieder, dass die Gleichstellungsposition
¢ = 7+ d¢p instabil ist, so dass kleine Abweichungen daraus sich davon (schnell) entfernen.

1V.1.2 Multidimensionales Problem

Sei jetzt ein physikalisches System mit s > 1 Freiheitsgraden, denen verallgemeinerte Koordina-
ten ¢', ..., ¢° — kollektiv mit q bezeichnet — zugeordnet sind. Fiir die Lagrange-Funktion wird
die zeitunabhéngige Form

Lad) =5 Y Aasl@i®d’ ~ Via) (1v.s)
a,B=1

angenommen, wobei \,3 symmetrisch unter dem Austausch von o und /3 ist.
Falls A\np nicht symmetrisch ist, tragt eigentlich nur der symmetrische Anteil %()\ag + Agq) zur

kinetischen Energie bei, wihrend der antisymmetrische Anteil £ (Aag — Agq) sich in der Summe
iiber alle Werte von o und S kiirzt.

Sei q@ (t) = 9o = {¢§ }a=1,...,s eine Gleichgewichtslosung, d.h. eine stationdre Losung der Be-
wegungsgleichungen. Dann hat das Potential V' automatisch ein Extremum bei qg, d.h.

IV (qo)
oq™

=0 Vae{l,...s} (IV.9)

so dass die verallgemeinerte Kraft fiir die Gleichgewichtslosung Null ist.

Betrachtet man jetzt eine kleine Variation
q*(t) = qp + 6q°(t) (IV.10)

der Trajektorie im Konfigurationsraum, so gibt eine Taylor-Entwicklung der Lagrange-Funktion bis
zur zweiten Ordnung in den §¢% und d¢¢

N RS o —~ 9V (qo) —~ 19°V(qo)
== A 5G*864° — — 0q~ — S 5q%5q°.
L(q,q) 2;61 05(a0)84" 4" — V(o) az::l el 0;512 Faiaq? 01 01

Unter Verwendung der Bedingungen (IV.9) und nach Einfiihrung der kurzen Notationen

0%V (q
Mapg = )‘aﬁ(qO)v ka,@ = aqa(aq%) (IVlla)
bleibt
. N B g < ko o
L(q,q) =) Tﬁéq 6¢" = 75&1 8¢° = V(qo). (IV.11D)
a,B=1 a,B=1

Wie in § ist die Lagrange-Funktion quadratisch in den verallgemeinerten Koordinaten und den
zugehorigen Geschwindigkeiten ohne Mischterm zwischen den beiden. Dafiir sind die verschiedenen
Koordinaten miteinander gekoppelt und das gleiche gilt fiir die Geschwindigkeiten.
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Die Lagrange-Funktion kann noch in Matrixschreibweise geschrieben werden. Sei m
bzw. k die s x s-Matrix mit Elementen m,g bzw. k,g. Beide Matrizen sind symmetrisch, d.h.
m = m' und k = k': einerseits wurde angenommen, dass die fap symmetrisch sind, woraus die
Symmetrie von m folgt. Andererseits sind die k.5 die zweiten Ableitungen einer Funktion — die
wir implizit als mindestens zweimal kontinuierlich differenzierbar annehmen —, und somit ebenfalls
symmetrisch.

Fiihrt man nun die s-dimensionalen Spaltenvektoren dq bzw. §q mit Komponenten {dg®} bzw.
{6¢™} ein, und dementsprechend die Zeilenvektoren dq" und 8¢, so lisst sich Gl noch in

der kiirzeren Form
. 1o . 1.+
ﬁ(q, q) ~ §5q mdq + §5q kdq —V(qo) (IV.11c)

schreiben. Ab jetzt werden wir die Konstante —V'(qp), die keine Rolle in den Bewegungsgleichungen
spielt, weglassen.

Als symmetrische reelle Matrizen sind m und k diagonalisierbar mit reellen Eigenwerten. Im
Folgenden wird gezeigt, dass sie in der Tat gleichzeitig diagonalisierbar sind, und zwar auf Kosten
einer geeigneten Wahl von verallgemeinerten Koordinaten.

Zuerst kann man die Matrix m diagonalisieren: da m symmetrisch ist, existieren eine orthogonale
s X s-Matrix & und eine diagonale Matrix

mp = diag(my, ..., ms)

derart, dass sie
mp=AmRT

erfiillen, wobei die Eigenwerte {m,} alle reell sind. Eigentlich werden in praktischen Féllen die {mq }
sogar positiv sein: mq > 0. Da % eine Drehmatrix ist, gilt fiir ihre Inverse ' = &, und man hat
dquivalent

m = %T mp %,

so dass nach Einsetzen in Gl. ([V.11¢
. 1. o1
L(q,q) = iangzT mp R 5¢ + 5<5qT k dq.

Sei 0q' = % dq, entsprechend einem Koordinatenwechsel — hier handelt es sich um eine einfache
Drehung — im Raum der verallgemeinerten Koordinaten. Da die Matrix m, wie ihre Elemente, nicht
von der Zeit abhéngt, ist es auch der Fall der Drehmatrix %. Somit gilt 6¢’ = % dq. Dann erhalt
man fiir die Lagrange-Funktion in den neuen Variablen

L(sq,6¢) = %5('1” mp 64’ + %&f@ k&' 6. (IV.12)

Driickt man den kinetischen Term durch die (Zeitableitungen der) Komponenten {5qa/} aus, die
Linearkombinationen der urspriinglichen verallgemeinerten Koordinaten {§¢”} sind, so sicht man
explizit, dass die kinetische Energie jetzt keinen Mischterm enthélt:

i / 1 T
Loq, o) =3 22 (57 + Zoq R kR bq.
(q,q);z(q)+2q a
Dagegen wird der Potential-Term im Allgemeinen noch nicht-diagonal sein.

Um den letzteren zu diagonalisieren, ohne dabei die Diagonalform der kinetischen Energie zu
zerstoren, kann man nicht direkt eine zweite Drehung durchfiihren. Stattdessen soll man zunéchst
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neue verallgemeinerte Koordinaten QY = VMa 8q®" einfithren, entsprechend einer Reskalierung der
8q® , wobei der Skalierungsfaktor unterschiedlich fiir jede Koordinate ist. Das ist ja moglich, denn
die generalisierten Koordinaten keine ,,absolute Zahlenwerte von Vektorkomponenten sind, sondern
parametrisieren sie die moglichen Konfigurationen der Freiheitsgrade.

Fiihrt man die zeitunabhéngigen diagonalen Matrizen

m}j/z = diag(\/my1, . ..,\/ms) und m51/2 = diag(1/y/m1,...,1/\/ms)

ein, wobei die Exponenten 1/2, —1/2 als eine Notation ohne Bedeutung zu sehen sind, so gelten

Q = m}j/z 0q und 6q = mBl/z Q,
wobei Q' der Spaltenvektor mit Komponenten {Qa/} bezeichnet. Die Lagrange-Funktion lésst sich
dann als Funktion der {Q® } und ihrer Zeitableitungen schreiben

£(Q,Q) = %Q’TQ’ - %Q’Tm;/ g kR Tm; 2 Q. (IV.13)

Wie sich einfach nachpriifen ldsst, ist die Matrix mBl/ R kAT mBl/ 2 symmetrisch:
[ml—)l/2% k%T m51/2]T _ [ml—)l/Q] ng k%T [m51/2]T.

Deshalb kann sie diagonalisiert werden, d.h. es existiert eine zeitunabhéngige diagonale Matrix
Kp = diag(Kj, ..., Ks) mit reellen {K,} und eine s-dimensionale Drehmatrix &', die

m PR kRTm Y = RTKp R

erfiillen. Sei ein neuer Satz von s verallgemeinerten Koordinaten {Q“}, Linearkombinationen der
{Q%'}, definiert durch Q = &'Q’, woraus Q' = %'TQ folgt. Diese neuen Koordinaten bringen
natiirlich den Potential-Term der Lagrange-Funktion in Diagonalform.
Andererseits gilt s
. T . .T . T . . {9
Q' Q=Qz27Q=Q Q=) (@9
a=1

flir den kinetischen Anteil der Lagrange-Funktion, die insgesamt durch

o leT. 1 o LG T a2 oo
£(Q.Q) = 3@ 5@ Ko Q=5 3 [(€)" - Kul@] (IV.14)
gegeben ist. Das heifst, die neuen verallgemeinerten Koordinaten {Q®}, deren Bewegungsgleichungen
nach Anwendung der Euler-Lagrange-Gleichungen

Oult) = —KoQ*(t) fira=1,...,s

lauten, sind jetzt entkoppelt von einander. Diese Variablen {Q®} mit einer einfachen Bewegungs-
gleichung werden Normalkoordinaten oder auch Normalmoden genannt.

Fiir jede dieser Normalkoordinaten kann dann die Fallunterscheidung am Ende des §[IV.I.]]
wiederholt werden.
Somit entspricht der Fall K, > 0 einem harmonischen Oszillator mit Kreisfrequenz /K, und das
System ist stabil unter kleinen Variationen entlang der Richtung von Q. Dagegen ist das System
instabil falls K, < 0, denn eine kleine Auslenkung kann zu einer groken Anderung fithren. Schlieflich
ist das Potential ,flach“ entlang einer Richtung mit K, = 0, und die zugehdrige verallgemeinerte
Koordinate Q% ist zyklisch — zumindest in der Naherung, in der GI. gilt.

Beispiel: Gekoppelte harmonische Oszillatoren
Zur Ilustration der Zerlegung in Normalmoden, d.h. des Ubergangs aus der Form ([V.11D)
der Lagrange-Funktion zur einfacheren Form ([V.14)), betrachten wir das in Abb. dargestellte
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k/ m k‘lg m k’/

Ky

I T2

Abbildung IV.1

System aus zwei gekoppelten identischen harmonischen Oszillatoren (Masse m, Stiarke k'), wobei
die Schwingungen entlang der xz-Richtung stattfinden.

Seien z; und z2 die Auslenkungen der beiden Massen aus ihren jeweiligen Ruhelagen. Die
(Standard-)Lagrange-Funktion £ des Systems ist

1 1 1 1 1
L=T-V= imdff + imdtg - ik’:c% — §k’x§ — 5km(m2 — )% (IV.15)

Dabei spielen die Ablenkungen z1, 22 die Rolle der ,kleinen Variationen“ {d¢*} des allgemeinen
Formalismus. Das angenommene Potential ist schon quadratisch in diesen Ablenkungen, entspre-
chend dem Modell des harmonischen Oszillators. Das heifit, hier ist keine Taylor-Entwicklung in
x1, T2 bis zur zweiten Ordnung nétig, weil die Lagrange-Funktion [s. auch Gl. (IV.16a)) unten|
schon der Form ([V.11Db) ist.
Diese Lagrange-Funktion lésst sich noch als
1 1 1 1
L= §ma‘c% + §m¢§ — Ekx% — ikxg + kioz120 (IV.16a)

schreiben, wobei k = k' + k5. Dies ist der Form ([V.12)): der kinetische Term ist schon in Diagonal-
form, die potentielle Energie noch nicht. In Matrixform lautet dies noch

L= % (i1 o) (g‘ ;) (i;) - % (z1 x2) (_Zu _Z”> (2) : (IV.16b)

Sei nun QY = /max1, Q¥ = \/mx,y. Definiert man
k

m

k12

m

und  w?

wg

)

so lasst sich die Lagrange-Funktion als

-t o)L (5 )(E)
umschreiben, d.h. wie in GIl. . Jetzt soll die Matrix
M= ( wgz —uﬁ)
Wi Wo
diagonalisiert werden. Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
det (M = Aly) = (w? — A)* = (w})®

sind die Eigenwerte von M, und zwar A1 = wg —w? und \g = w% + w?. Die zugehérigen (hier auf 1

normierten) Eigenvektoren sind
50) w5 ()
— und — .
V2 \1 V2 \—1

2 2
_ T w()_wl 0 / . r_ L 1 1
M=% ( 0 w%%—w%)gz mit R _\/§<_1 E

Dann gilt

Schlieflich sind die Normalmoden Q', Q% durch
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(&)= (&) -2 (&)

Q? Q? V2 \Q* Q'

gegeben. Somit ist Q' proportional zur Schwerpunktkoordinate %(51:1 + x9) und Q? zur Relativ-
koordinate xo — z1. Die entsprechenden Bewegungsgleichungen lauten

_ K+ 2k12
m

. % )
Q'=-MQ'= Q" und §®= M@= Q.

m
Wie erwartet sind diese Gleichungen entkoppelt. Da &’ und k' + 2ki2 beide positiv sind, sind die
Bewegungen von Q' und Q? harmonische Schwingungen.

Starre Korper

Ein physikalischer Festkorper ist ein System aus vielen Atomen — fiir ein Stiick auf menschlicher
Skala, etwa 1023-10%% Atomen. Dementsprechend ist die Beschreibung als ein Mehrteilchensystem
wie in Abschn. [T.T] unrealistisch. Stattdessen werden idealisierte Modelle des Festkorpers benutzt.

Das einfachste davon ist das Modell eines starren Kdrpers. Dabei handelt es sich um ein System
aus (vielen) Massenpunkten m, mit konstanten Absténden zueinander. Diese Zwangsbedingungen
iiber die Absténde folgen aus inneren Kréften. Dank den letzteren bleibt die Anzahl der eigentlichen
Freiheitsgrade im Modell trotz der hohen Teilchenzahl immer klein (§ . Fiir die Beschreibung
der globalen Bewegung des Korpers ist eine Kenntnis der inneren Zwangskréfte nicht nétig. Des-
halb eignet sich die Lagrange’sche Vorgehensweise besser als der newtonsche Formalismus, um die
Bewegungsgleichungen fiir den starren Kérper herzuleiten (§ .

Anstatt den Korper als eine Menge von diskreten punktférmigen Teilchen zu beschreiben, ist es
auch giinstig, das Modell eines kontinuierlichen Mediums einzufiihren, z.B. um einige Eigenschaften
zu berechnen, die in der Bewegung von Relevanz sind. Im Fall des starren Korpers ist das Kontinuum
definitionsgeméf nicht deformierbar. Eine weitere Modellierung des physikalischen Festkorpers, die
in diesem Kapitel nicht diskutiert wird, ist die eines verformbaren Kontinuums, in dessen Rahmen
Eigenschaften wie Elastizitét, Plastizitit. .. untersucht werden kénnen.

IV.2.1 Beschreibung des starren Korpers

IV.2.1 a Anzahl der Freiheitsgrade
Das Modell des starren Korpers reduziert die a priori grofe (3N) Anzahl der Freiheitsgrade

eines N-Teilchen-Systems zu einer kleinen Anzahl, und zwar meistens nur 6 fiir die Falle, wo die
Vereinfachung von Nutze ist.

Im Fall von zwei Massenpunkten 1 und 2 mit der Zwangsbedingung eines zeitlich konstanten
Abstands |Z2(t) — Z1(t)| besitzt das System insgesamt s = 3N — 1 = 5 Freiheitsgrade. Diese konnen
z.B. die drei Koordinaten des Schwerpunkts und zwei Winkel fiir die Orientierung des Verbindungs-
vektors zwischen 1 und 2 sein.

Fiir drei Massenpunkte 1, 2 und 3 gibt es drei Zwangsbedingungen {iber die Abstdnde, und zwar
|Z2(t) =21 (1), |Z3(t)—Z1(t)| und |Z3(t)—Z1(t)|. Unter deren Beriicksichtigung bleiben im allgemeinen
Fall s = 3N — 3 = 6 Freiheitsgrade iibrig. Beispielsweise kann man drei Schwerpunktskoordinaten
betrachten, zusammen mit drei Winkeln fiir die Orientierung im Raum der Ebene, in welcher die
drei Massenpunkte liegen.

Fiigt man einen vierten Massenpunkt hinzu, so ist seine Position durch 3 Zwangsbedingungen
|Z4(t) —Z1(t)], |Z4(t) — Z2(t)| und |Z4(t) — Z3(t)| vOllig bestimmt — bis auf eine Spiegelung beziiglich
der durch die drei ersten Punkte definierten Ebene. Somit gibt es immer noch 6 Freiheitsgrade.

Das gleiche gilt fiir eine beliebige Anzahl N > 4. Wenn man einen N-ten Massenpunkt zu
N —1 schon anwesenden Punkten addiert, dann bestimmen drei Zwangsbedingungen |7y (t) —Z1(t)|,
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|Zn () — Z2(t)| und |Zn(t) — Z3(t)| seine Position: die weiteren Absténde sind dadurch automatisch
festgelegt bzw. sind nicht unabhéngig davon. Deshalb werden die drei moglichen Freiheitsgrade
dieses zusétzlichen Massenpunkts durch genau drei Bedingungen annulliert, d.h. die Anzahl der
Freiheitsgrade &ndert sich nicht, und bleibt gleich 6.

Bemerkung: Im Sonderfall, wo die N > 2 Massenpunkte alle auf einer Geraden sitzen, gibt es
eigentlich wie fiir N = 2 nur 5 Freiheitsgrade. Dieser Fall wird im Folgenden stillschweigend ausge-
schlossen.

Kontinuumlimes

Dank der Unabhéngigkeit der Anzahl von Freiheitsgraden von der Anzahl N von Massenpunk-
ten fiir N > 3 kann man problemlos den Limes N — oo betrachten, und danach zum Modell eines
Kontinuums tibergehen. Im letzteren Fall entspricht der starre Kérper einem endlichen kontinuier-
lichen Volumen, das sich nicht verformen kann, wie z.B. eine Vollkugel. Dementsprechend werden
einige Eigenschaften des Korpers durch stiickweise stetige Funktionen vom Ort beschrieben — ins-
besondere durch eine Massendichte p(7) —, die genau da ungleich Null sind, wo der Korper sich
befindet.

Zur genaueren Definition des Grenzfalls sollte man das nicht-deformierbare kontinuierliche Me-
dium zuerst als Zusammensetzung aus endlich vielen (N) kleinen Massenstiicken m, beschreiben,
die sich relativ zu einander nicht bewegen; seien Z, ihre Ortsvektoren. Ersetzt man die Massen-
stiickchen durch Massenpunkte, so hat man einen starren Vielteilchen-Korper. Sei M =) m, die
Gesamtmasse des Korpers.

Im Kontinuumlimes wird die Anzahl der Massenpunkte unendlich grofs, N — oo, und ihre
Massen werden verschwindend klein, m, — 0, bei festgehaltener Gesamtmasse M. Im Grenzfall
werden die Summen iiber a, d.h. iiber alle Massenpunkte, durch Integrale iiber das durch den
Korper besetzte Volumen ¥ ersetzt. Genauer schreibt man fiir jede Funktion f der Position

> maf(Fa) = /V p(7) f(7) &°F (IV.17)

mit der Massendichte p.

Bemerkung: Schreibt man

p(F) =Y madI(F - 7,),

wobei 6©) die dreidimensionale Dirac—Distributio bezeichnet, so kann man ein System aus dis-
kreten Massenpunkten in der Sprache des Kontinuumlimes beschreiben.

1V.2.1 b Kinematik des starren Korpers

Zur Untersuchung der Bewegung eines starren Korpers ist es sinnvoll, zwei unterschiedliche
Bezugssysteme mit zugehorigen kartesischen Koordinatensystemen einzufithren. Somit betrachtet
man einerseits ein raumfestes Inertialsystem By, entsprechend z.B. einem inertialen Beobachter,
der die Bewegung des Korpers misst, ohne sich damit zu bewegen. Ortsvektoren relativ zu diesem
System werden hiernach mit GroRbuchstaben bezeichnet, wie z.B. {X,(t)} fiir die Ortsvektoren der
individuellen Massenpunkte des starren Korpers.

Andererseits wird auch ein korperfestes Bezugssystem B eingefiihrt, das sich zusammen mit dem
starren Korper bewegt. Insbesondere ist B nicht unbedingt Inertial, weil die Bewegung des Korpers
beschleunigt relativ zu By sein kann. In B wird dann ein Koordinatensystem gewéhlt, insbesondere
ein Ursprungspunkt O, dessen Position beziiglich B; mit X (t) bezeichnet wird. Ortsvektoren relativ
zu B werden mit Kleinbuchstaben denotiert, z.B. Z, fiir die Positionen der Massenpunkte des starren
Korpers, die definitionsgeméis zeitunabhéngig sind.

05BN = §(x)6(y)d(z) mit den kartesischen Koordinaten (z,y, z) von 7, vgl. Anhang
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Bemerkung: Der Nullpunkt O kann prinzipiell beliebig gewéhlt werden. Wie wir hiernach sehen wer-
den [s. Diskussion unten Gl. (IV.22))], gibt es in der Praxis ,bessere* Wéhle, die zu einer einfacheren
Form der kinetischen Energie bzw. der Bewegungsgleichungen des Korpers fithren.

Drei der fiir die Beschreibung des starren Korpers notigen 6 Freiheitsgrade beschreiben die
Translationsbewegung des Ursprungspunkts O von B relativ zu B;. Die drei anderen entsprechen
z.B. den Winkeln der Drehungen, die von den Achsen des Koordinatensystems in By zu den Koor-

dinatenachsen von B fithren (vgl. §[IV.2.1c)).

Unter Verwendung der oben eingefithrten Notationen kann die Position eines Massenpunkts a
des starren Korpers beziiglich des Inertialsystems als

Xo(t) = X(t) +%R(t)Z, (IV.18)

geschrieben werden. Dabei ist % (t) die zeitabhingige 3 x 3-Drehmatrix, die die Koordinatenachsen
von B in jene von B transformiert. Eine Ableitung nach der Zeit gibt nun die Geschwindigkeit des
Massenpunkts relativ zu By [vgl. Gl. (1.46])]

—

Xo(t) = X (1) + R(t) [B(t) x Ta (IV.19)

wobei T = 0 benutzt wurde. Dabei ist @(t) die Winkelgeschwindigkeit der Rotationsbewegung des
starren Korpers. Da der letztere sich definitionsgeméfs nicht deformieren kann, ist @(t) die gleiche
fir alle Punkte a des Korpers.

Die Orientierung der Achsen (x,y, z) des korperfesten Bezugssystems relativ zu denen (X, Y, Z)
des raumfesten Bezugssystems kann mithilfe von drei Winkeln ¢, 6 und v, den FEuler- Winkeln,
beschrieben werden[*]

Z
A

> Y

X K
Abbildung IV.2 — Euler-Winkel

4D Anstatt @, 0,1 werden die Euler-Winkel auch oft mit «, 3, v bezeichnet, entsprechend der Reihenfolge der Dre-
hungen.
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Zur Beschreibung wird der Einfachheit angenommen, dass die zwei Systeme den gleichen Null-
punkt haben, s. Abb. Dann schneiden sich die (z,y)-Ebene und die (X,Y)-Ebene in einer
Geraden K, der sog. Knotenlinie. Konstruktionsgeméfs ist diese orthogonal zu den z- und Z-Achsen.

Der erste Euler-Winkel ¢ ist der Winkel — gemessen in Richtung der Y-Achse — zwischen der
X-Achse und der Knotenlinie K, entsprechend einer Drehung % 7 () um die Z-Achse: in Matrixform
gilt

cosep sing 0
Rz(p)= | —singp cosep 0
0 0 1

Der zweite Euler-Winkel 0 ist der Winkel zwischen der Z-Achse und der z-Achse, entsprechend einer
Drehung % i (6) um die Gerade K:

1 0 0
Rr(@)=10 cosf sinf
0 —sinf cosf

Dabei ist aufzupassen, dass % () nicht auf die Komponenten von Vektoren auf den (X,Y,Z)-
Achsen wirkt, sondern auf die Komponenten entlang Achsen (K, K, Z), wobei K| senkrecht auf
K und der Z-Achse steht.

Schlieflich ist der dritte Euler-Winkel 9 der Winkel zwischen der Knotenlinie K und der z-Achse,
entsprechend einer Drehung % .(v)) um die z-Achse:

costy siny 0

R,()=|—siny cosyp 0
0 0 1

Insgesamt ist die Drehung %, die das (X,Y, Z)-System in das (z,y, 2)-System transformiert,
das Produkt aus den drei Drehungen. Unter Verwendung der kiirzeren Notationen c, = cos,
5, = sin ¢, usw. findet man

CpCihp — SpCISy  SpCyp T+ CpCPSy  SSy
R(p,0,0) =R.(V)RK(0)Rz(p) = | —5pcocy — Cpsy  CoCoCy — 5p5y  SaCy | - (IV.20)
5,50 —Cy S0 co

Diese Drehmatrix gibt den Zusammenhang zwischen den Ortsvektoren R bzw. T eines Punkts relativ
zu By bzw. B: .
R(p,0,9)R. (IV.21a)

F

d.h. )
R=%R(p,0,0)" 7. (IV.21b)

IV.2.2 Bewegungsgleichungen

1V.2.2 a Kinetische Energie

Die kinetische Energie des starren Korpers beziiglich des Inertialsystems By ist die Summe aus
der kinetischen Energien der individuellen Massenpunkten, d.h.

M, =
T=>%" 7”Xa(t)2.
a

Dabei kann der Ausdruck (IV.19) der Geschwindigkeit )?a (t) substituiert werden

T=%" % (X(t) + (1) [B(t) % Zal )2.
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Die Berechnung des (Betrags)Quadrats liefert dann
1 2 2 N . Mg . L o1\2
T=3 Eﬂ;maX(t)Q + X (1) (R(0) [502) x }a;maxa]) + Z (A [E0) x 7)) (v.22)

= TTrans. + TMisch. + TRot.

Der erste Term lasst sich mithilfe der Gesamtmasse einfach als Tyans. = %M X (75)2 umschreiben:
diese Translationsenergie entspricht der kinetischen Energie eines Massenpunkts der Masse M, der
sich im Ursprungspunkt O des korperfesten Bezugssystems befindet.

Bei dem zweiten Beitrag Tyisch. in Gl handelt es sich um einen Mischterm, der sowohl
von der Translationsbewegung des starren Korpers als von seiner Rotationsbewegung abhangt. Die-
ser Term verschwindet in zwei Fillen: wenn der Nullpunkt O in By ruht, d.h. falls X (¢) = 0, oder
wenn O genau im Schwerpunkt des starren Korpers liegt, so dass >, mqZ, = 0 gilt. Hiernach wird
meistens angenommen, dass einer dieser beiden Moglichkeit erfiillt ist.

Der dritte Term in Gl. (IV.22) ist die Rotationsenergie des starren Korpers. Deren Ausdruck
l&sst sich zuerst vereinfachen, indem man die Invarianz des Skalarprodukts zweier Vektoren, und
daher des Betragsquadrats eines Vektors, unter Drehungen benutzt:

m - S 1 - S 12
Thot, = Z 7“(93(15) [@(t) x %D =2 za:ma [@(t) x 7). (IV.23)
Das Betragsquadrat kann noch mithilfe einiger Manipulationen umgeschrieben werden. Fiihrt man
z.B. die kartesischen Koordinaten w(t), z¢, der Vektoren &(t) und #, ein, so gilt

— [d)’(t) X a‘c’a]k[u_}(t) X :_L"a]k = [ekijwi(t)wé] [eklmwl(t)x’a"],

[5(t) x Z4)”

wobei Summen iiber k, ¢, j, [ und m von 1 bis 3 nicht geschrieben wurden. Fdngt man mit der
Summe iiber k an, so fithrt die Identitit " eklm = gilgim — gimsit gy

[B(t) x Z4] = (5767 — 6767 (8 (£) .
Die Summen iiber [ und m liefern dann
[@(t) x Za]? = w'(2) [(za)%if - xgxg] W (1), (IV.24)

wobei im ersten Term w(t)w!(t) = w'(t)d“w’ () benutzt wurde. Dieses Resultat kann in G1. (TV.23))
eingesetzt werden. Dann lautet die Rotationsenergie

3
1 o
Thot. = 5 D @' (D17 (1) (IV.25)
i,7=1
mit
9 =Y mq | (3a)°07 — alaf)| fir i, j=1,2,3, (IV.26a)
a

wobei die Summe iiber alle Massenpunkte des starren Korpers lauft. Geméfs dem Rezept (IV.17)
gilt im Grenzfall eines kontinuierlichen Kérpers

[Iij :/p(?) [7‘”@5” — xixj]dB'F fir 4,7 =1,2,3 (IV.26b)

mit den kartesischen Komponenten {xi}i:mg, des Vektors 7. Der Integrationsbereich ist entweder
das durch den starren Korper besetzte Volumen %, oder kann der ganze Raum R? sein, unter
Verwendung der Konvention, dass p(7) = 0 fiir 7 auferhalb V.
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Alternative Herleitung der Gl. (IV.24)): Das Betragsquadrat auf der linken Seite kann als Spat-
produkt interpretiert werden und in der Form

(& x fa)z = (@ xTa) (@xTo) = [Fax (@xTy)] T=[(FaTa)d — (Fa- )] &
umgeschrieben werden, wobei die Zeitabhingigkeit von & der Kurze halber nicht geschrieben
wurde. Dies vereinfacht sich noch zu

was aquivalent zu GI. ([V.24)) ist. O

Insgesamt lautet die kinetische Energie des starren Korpers beziiglich des Inertialsystems By

3
ez, L i\ TG,
T = MX(t)+ Z W ()T W (t). (IV.27)
7,7=1
Dabei ist X (t) die Position in B; entweder des Schwerpunkts des starren Korpers oder eines
Punkts davon, der sich relativ zu By nicht bewegt. Im letzteren Fall wird die Translationsenergie in

Gl ([IV.27)) auch Null sein.

Im Gegensatz zur Gesamtmasse, deren Wert unabhéngig vom Koordinatensystem ist, hédngen
die durch GIL. definierten Zahlen I von der Wahl des korperfesten Koordinatensystems
ab, insbesondere von dessen Nullpunkt. Wie in § unten argumentiert wird, sind die ¥ die
kartesischen Komponenten eines Tensors zweiter Stufe |, der Trigheitstensor genannt wird.

1V.2.2 b Bewegungsgleichungen

Entsprechend den 6 Freiheitsgraden eines starren Korpers wahlt man als verallgemeinerte Ko-
ordinaten fiir die Beschreibung seiner Bewegung einerseits die 3 kartesischen Koordinaten X’ des
Ortsvektors X eines bestimmten Punkts des Korpers und andererseits drei Winkel ©'; die letzteren
beschreiben Drehungen des starren Korpers um drei zueinander senkrechte x*-Achsen, die relativ
zum Korper fest bleiben. Die zugehorigen verallgemeinerten Geschwindigkeiten sind X% und Q' die
drei ¢ sind die kartesischen Komponenten der Winkelgeschwindigkeit & = 95 des Korpers.

Die Standard-Lagrange-Funktion des starren Korpers lautet dann

o M g 1~ ‘ .
LEX A X1 AeD) = 5 > XY+ 3 > @TY —V{X L)), (IV.28)
i=1 ij=1
mit einem Potential V. Dabei sind die I die Komponenten des Trigheitstensors beziiglich der
korperfesten Drehachsen, die den drei Winkeln ¢ entsprechen. Ausgehend von dieser Lagrange-
Funktion liefern die Euler—Lagrange-Gleichungen die Bewegungsgleichungen des starren
Korpers.

Translationsbewegung des starren Korpers

Betrachten wir zuerst die Bewegungsgleichung fiir die kartesischen Koordinaten {X?}. Laut der
Definition ist der zu X* kanonisch konjugierte Impuls durch
oL
X1
gegeben. Dies ist offensichtlich die i-te kartesische Komponente des Gesamtimpulses g = M )? des

starren Korpers. Dann lautet die damit assoziierte Euler—Lagrange-Gleichung

dp? s 0L ov

= = = IV.29b
dt oxX? 0X? ( )
Auf der rechten Seite ist —9V/0X? die i-te Komponente der Gesamtkraft auf den starren Kor-
per. Falls X (t) die Position im Inertialsystem By des Schwerpunkts des Korpers ist, entspricht

Gl. (IV.29b)) dem iiblichen Schwerpunktsatz ([I1.12) fiir ein Mehrteilchensystem.

i:

= MX! (IV.29a)
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Rotationsbewegqung des starren Korpers
Benutzt man die auf Gl. (IV.26) offensichtliche Symmetrie I = I fiir jedes mogliches Paar

(i,4), so findet man fiir den zu ¢ kanonisch konjugierten verallgemeinerten Impuls
3

Y o
i — - if ;]
L= 55 = ZI & (IV.30a)
7j=1
Dies ist die i-te kartesische Komponente des Eigendrehimpulses des starren Korpers um den Null-
punkt von B.
Die Zeitentwicklung dieses generalisierten Impulses wird durch die Euler—Lagrange-Gleichung
; 3
dL’ . 0L ov
_ T = 2= — 7 IV.30b
dt ; v op* Ot ( )

gegeben, wobei die ,yverallgemeinerte Kraft* auf der rechten Seite der Gleichung das Drehmoment
ist.

Beispiel: Homogener diinner Stab als physikalisches Pendel

Sei ein homogener unendlich diinner Stab mit Lénge ¢ und linearer Massendichte (d.h. Masse
pro Léngeneinheit) p. Dementsprechend ist seine Gesamtmasse M = pf.

Ein Endpunkt des Stabs ist am Nullpunkt des Koordinatensystems A
eines raumfesten Inertialsystems aufgehéngt. Der Stab kann sich in der
(Y, Z)-Ebene, d.h. um die X-Achse, unter dem Einfluss des Schwere- 0] Y
feldes —g €z drehen. Somit bildet der Stab ein ebenes Pendel d

Als korperfestes Koordinatensystem wird ein System mit dem Null- 0 <
punkt O im Aufhdngepunkt, mit der x-Achse parallel zur X-Achse des
raumfesten Systems und der y-Achse entlang des Stabs. Somit streckt
sich der Stab von y = 0 bis y = £. Fiir dieses eindimensionale System
kann man dann fiir eine beliebige Funktion f der Position

l
/p(?)f(?) 4% = /0 u(y) f(x=0,y, 2=0)dy

%
schreiben; mit f = 1 ergibt sich z.B. die Gesamtmasse M = u/f.

Abbildung IV.3

Wer nicht mit einer linearen Massendichte p(y), sondern mit der iiblichen Massendichte (pro
Volumeneinheit) p(7) arbeiten moéchte, kann einfach p(7) = u(y) 6(x)d(z) betrachten: mit dieser
Massendichte ergibt sich genau die obige Gleichung.

Sei 6 der Ablenkwinkel des Stabs aus der Lotrichtung. Da 6 einer Drehung um die z-Achse
entspricht, gilt in den Notationen der Gl. (IV.28)-(IV.30) (d.h. mit z = z') 6 = ¢'. Dann ist
¢! = 0: um eine Bewegungsgleichung fiir 6 zu erhalten, sollte man Gl. mit ¢ = 1 benutzen.
Da wir ausschlieklich Rotationsbewegungen um die z-Achse betrachten wollen, lautet die Winkel-
geschwindigkeit & = 0&x, d.h. mit nur einer ¢'-Komponente: ¢ = ¢* = 0. Dementsprechend ist
nur die Komponente I'! des Trigheitstensors um den Punkt O nétig, um GI. firi =1 zu
schreiben: N 3

i jod — yllg
= ; TYVgl = 114.

Aus GIL. (IV.26b) folgt dann
l
l
™ :/0 ny)y?dy = Ho- = =,

wobei 726! — ()2 = y? wenn x = z = 0 benutzt wurde.

42Im Gegensatz zum “mathematischen Pendel* des §[[I1.2.4] mit masselosem Stab und Punktmasse am Ende wird
dieses System mit massebehaftetem Stab ,physikalisches Pendel“ genannt.
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Betrachten wir jetzt das Potential des Stabs im Schwerefeld. Fiir ein kleines Massenelement
wdy im Abstand y vom Aufhéngepunkt, d.h. bei der Héhe Z = —ycosf (vgl. Abb. [IV.3) lautet es
V = (udy)gZ = —pgcos B ydy. Die potentielle Energie des ganzen Stabs ist dann

l 2
l lcosf
Vv :/ (—pgcosf)ydy = —HgY cos = —Mg o8y
0

2

Dabei erkennt man, dass —¢cos /2 die Hohe des Schwerpunkts des Stabs ist: alles passiert, als ob
die ganze Masse in diesem Schwerpunkt konzentriert wére.

Schlieflich ist die Bewegungsgleichung (IV.30b) fir 6
M2 oV 14 i 39

ny My oV £ . _ 29 .
10 = 3 50 Mg251n0 & 0 2Esmﬁ.

Diese Gleichung hat die gleiche Form wie die Bewegungsgleichung (III.30)) des mathematischen
Pendels und wird dhnlich gelost.

1V.2.2 ¢ Tragheitstensor

Um zu zeigen, dass die I die (kartesischen) Komponenten eines Tensors bilden, soll man ihr
Verhalten unter Drehungen untersuchen. Sei % eine Drehmatrix. Unter ihrer Wirkung transfor-

mieren sich die Komponenten eines Ortsvektors beziiglich B gemafs
ot = gll;:rz

Dementsprechend transformiert sich das Produkt 2?27 in 2% 27 = %];%imlaﬂ Andererseits gilt

i apd’ sii _ api’ sijrap TN I3 apiltapTNI _ si
R R 6T =R 6T (@RT)) =R R =06

!

j/
)

wobei &7 die zu & transponierte Matrix bezeichnet, die gleichzeitig die inverse Drehmatrix %"
ist, wie in der letzten Gleichung benutzt wurde. Somit transformieren sich beide Terme mit Indizes
in der Definition der I gleich unter Drehungen, und zwar derart, dass I sich insgesamt
gemaf / ,

17— 1 =R R T =R (RT) T (IV.31)
transformiert, d.h. wie die Komponenten eines Tensors zweiter Stufe.

In tensorieller Form lautet der Trégheitstensor

| = Z ma[(Za)?g ™! — 2, ® T4 (IV.32a)
a
falls der starrer Korper aus diskreten Massenpunkten besteht, oder

| :/p(r) G = (IV.32b)

fiir einen kontinuierlichen Korper. In diesen Formeln bezeichnet ® das Tensorprodukt (vgl.

§|A.1.3bHA.1.3¢), withrend g~! der inverse metrische Tensor (vgl. §[A.1.4) ist, dessen Kompo-

nenten in einer kartesischen Basis g%/ = §% sind.

Identifiziert man den Tensor | mit einer 3 x 3-Matrix mit Elementen I%, die ebenfalls mit |
bezeichnet wird, so kann die letzte Gleichung noch in Matrixform als

1V =%RIRT (IV.33)
geschrieben werden. Gleichermafen gilt fiir die Rotationsenergie in Gl.
Thor, = %wi(t)lijwj (t) = %E(t)TIQ(t) (IV.34)
mit dem zu &(t) transponierten Zeilenvektor &(¢)T. Fiir den Eigendrehimpuls (TV.30a)) gilt
L=1a. (IV.35)

)Einige Definitionen und Ergebnisse iiber Tensoren werden im Anhang |[A| zusammengefasst.

(43
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Entsprechend der tensoriellen Natur von | kénnen Rotationsenergie und Drehimpuls noch in
,geometrischer Form geschrieben werden:

1 .
Thor. = 5@(0)1-3(t),  L=1-G

wobei - die Kontraktion zweier Tensoren bezeichnet.

Tragheitsmoment

Sei € der Einheitsvektor entlang einer beliebigen Richtung in R3. Das Trigheitsmoment des star-
ren Korpers beziiglich der (Dreh)Achse parallel zu dieser Richtung, die durch den Ursprungspunkt
des korperfesten Bezugssystem geht, wird durch

I=¢eT7ed =18 =¢-1-8 (IV.36)
definiert, wobei {ei}i:1,2,3 die Koordinaten von € bezeichnen. Beispielsweise ist das relevante Trag-

heitsmoment fiir eine Rotationsbewegung um eine Achse in Richtung des Basisvektors €3 einfach
die Komponente 3% = &1 18;. Dabei gilt

19 = 3" ma (@6 — alal] = 30 ma[ (@1 + (a2

d.h. unter Einfiihrung der Projektion Z, | von Z, auf der (2!, z?)-Ebene orthogonal zur Drehachse

I =3"ma(a,.). (IV.37a)

Dabei ist (i"a, J_)2 das Quadrat des Abstands des Massenpunkts a von der Drehachse. Im Kontinu-
umlimes wird dieses Tragheitsmoment zu

[ = / p(7) 7 d37. ] (IV.37b)

Fiir eine Rotationsbewegung mit Winkelgeschwindigkeit & = w €3 um diese Richtung ist die
Rotationsenergie Tgot. = %I 3332, Da I3 automatisch positiv ist, gilt das auch fiir diese kinetische

Energie.

Beispiel: homogener Zylinder
Sei ein homogener Vollzylinder mit Massendichte p, Radius R und z
Hohe h. Dementsprechend ist seine Gesamtmasse M = wR2hp. ..
Der Zylinder dreht sich um seine eigene Achse, welche die Richtung =3
definiert. h
In Zylinderkoordinaten (r, 0,z = x3) ist der Abstand eines Punkts
von der Drehachse genau gleich der Radialkoordinate r. Somit lautet
das durch Gl. gegebene Tragheitsmoment des Zylinders um

diese Achse Abbildung 1V.4

h 27 R 4 2
TR*h MR
133 :/ {/ </ pr%“dr)d&} dz=p = . (IV.38)
o LJo 0 2 2

Das letztere Ergebnis ist unabhéngig von der Hohe h (genauer ist diese versteckt in der Gesamt-
masse), so dass es auch im Grenzfall einer unendlich diinnen Scheibe h — 0 gilt.

Eigenschaften des Tragheitstensors

Wie schon erwihnt wurde ist der Trigheitstensor ein symmetrischer Tensor, d.h. ¥ = I7% fiir
alle 7,57 = 1,2,3. Dies bedeutet zuerst, dass nur 6 seiner Komponenten unabhingig voneinander
sind.
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Ahnlich einer symmetrischen reellen Matrix besitzt ein symmetrischer reeller Tensor zweiter
Stufe nur reelle Eigenwerte und ist orthogonal diagonalisierbar. Das heifst, man kann eine Ortho-
normalbasis {€j, €3, €3} finden, in welcher der Tensor, oder genauer seine Matrixdarstellung, die
Diagonalform

L 0 0
I={0 L o0 (IV.39)
0 0 I

annimmt, mit den reellen Eigenwerten Iy, I, Is der Matrix, die wie oben schon bemerkt alle positiv
sind. Diese Eigenwerte werden Haupttragheitsmomente des starren Korpers genannt, wihrend die
zugehdrigen Eigenvektoren {€;};_1 33 Einheitsvektoren entlang der Haupttrdgheitsachsen sind.

Im Hauptachsensystem — d.h. im Koordinatensystem, dessen Achsen die Haupttragheitsachsen
des starren Korpers sind — nimmt die Rotationsenergie des Korpers die einfache Form

T = 5[0 + B2 + 1

an. Dann folgt aus Gl. ([V.35]), dass wenn die Winkelgeschwindigkeit & entlang einer Haupttrag-
heitsachse ist, so ist der Drehimpuls auch parallel dazu.

Bemerkung: Genau wie der Tragheitstensor selber hdngen seine Haupttrigheitselemente von der
Wahl des Bezugspunkts O ab. Die folgende Eigenschaft bezieht sich auf den Fall, wo der Bezugspunkt
im Schwerpunkt des starren Korpers ist.

Besitzt ein starrer Kérper Symmetrien, wie z.B. Invarianz unter der Spiegelung beziiglich einer
Ebene oder Rotationssymmetrie, so sind die entsprechenden Symmetrieelemente, insbesondere Sym-
metrieachsen, einfach mit den Haupttragheitsachsen relativ zum Korperschwerpunkt verkniipft. Um
dieses Ergebnis zu illustrieren, betrachten wir die nichtdiagonalen Elemente des Tragheitstensors,

z.B. I'2. Die Definition (IV.26b]) gibt

12 :/p(F) (7202 — 2'2?) d3F :/p(ml, 2% 23)(—x'2?) dz' da? da®

1
= 2/p(wl, 22 23) (—z'2? — 2'e?) dat da? da.
Wie unter Gl. ([V.26b)) schon diskutiert wurde, kann der Integrationsbereich mit einer geeigneten
Definition von p auf R? erweitert werden, was wir hier annehmen. Fiihrt man die Substitution

! = u = —2! fiir den zweiten Summanden in den Klammern, so ergibt sich

1
2 = 3 [—/ [p(xl, 22 23)zte? dat da? da? —/p(—u, 2% %) (—u)x? du dz? da®
1
— 2/[—p(.ﬁ(}l, 22 2%) + p(—at, 2 x3)]x1x2 da! da? da?,

wobei in der zweiten Zeile die Integrationsvariable u des zweiten Terms in x* umbenannt wurde.
Falls der starre Kérper symmetrisch unter Spiegelungen beziiglich der Ebene z! = 0 ist, so dass
p(—zt, 2%, 23) = p(a!, 22, 23) fiir alle Werte von 2, 3, dann ist I'2 = 0.

Allgemeiner findet man, dass die Symmetrieachsen des starren Korpers, falls einige vorhanden sind,
auch seine Haupttragheitsachsen sind.

1

Klassifikation von Tragheitstensoren

Je nach den Werten der Haupttragheitsmomente lassen sich drei Falle unterscheiden:

e Fiir Iy # I # I3 # I sind die Eigenvektoren {€7, €5, €3} und somit die Haupttrigheitsachsen
eindeutig**)| definiert. Dann spricht man von einem ,unsymmetrischen Kreisel“.

(44 bis auf ein Minus Zeichen fiir die Einheitseigenvektoren.
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Ein einfaches Beispiel davon ist ein homogener Quader, dessen Kanten unterschiedliche Langen
a # b # ¢ # a haben: die Symmetrieachsen des Quaders sind seine Haupttrigheitsachsen
(relativ zum Schwerpunkt), die zugehorigen Tragheitsmomente sind unterschiedlich.

o Fiir I1 = I, # I3 ist der Eigenvektor €5 bzw. die entsprechende Hauptachse eindeutig definiert.
Dagegen gibt es Entartung in der (z!,22)-Ebene, in welcher jedes Paar von orthogonalen
Achsen als Haupttriagheitsachsen betrachtet werden kann. Dies entspricht dem Modell des
symmetrischen Kreisels.

Beispiele sind ein eindimensionaler Stab parallel zur a3-Achse: 2! = 22 = 0 geben sofort

I3 =0 und I'! = 1?2 # 0; oder ein homogener Zylinder (im allgemeinen Fall), insbesondere
eine zweidimensionale Scheibe in der Ebene 23 = 0, fiir die man einfach I = [?? = %I 33
nachpriift.

e Fir I = I, = I3 sind die Achsen jedes Koordinatensystems Haupttriagheitsachsen, entspre-
chend einem Kugelkreisel.

Dies ist z.B. der triviale Fall des Tragheitstensors einer homogenen Kugel um drei Achsen, die
durch ihren Schwerpunkt verlduft. Falls der Radius der Kugel verschwindet, d.h. die Kugel wird
zu einem Punkt, ist 1 = 0: somit verschwinden der Eigendrehimpuls und die Rotationsenergie
eines Massenpunkts, wie bisher stillschweigend angenommen wurde!

Offensichtlich sind die drei (Haupt)Tragheitsmomente eines homogenen Wiirfels um seine drei
Symmetrieachsen alle gleich, d.h. der Matrixdarstellung des Tragheitstensors I ist in der zuge-
horigen Basis proportional zur Einheitsmatrix. Dann gilt dies noch in jeder beliebigen Basis,
so dass die Momente um jedes Triplett von Achsen, die durch seinen Schwerpunkt gehen, sind
alle gleich.

Waihrend die Unabhéngigkeit des Trégheitsmoments von der Richtung einer durch den
Schwerpunkt durchlaufenden Drehachse intuitiv im Fall der Kugel ist, wirkt sie bei dem
Wiirfel {iberraschend. Dabei ist unser Intuition falsch, denn wir stellen uns die ganzen
Massenverteilungen p(7) vor — die offensichtlich unterschiedlich fiir eine Kugel und einen
Wiirfel sind —, wihrend das Trégheitsmoment bzw. der Trégheitstensor nur einem sehr
geringen Anteil der in dieser Massenverteilungen enthaltenen Information entspricht. Fir
die Rotationsbewegung der Korper reicht aber diese Information aus.

Steinerscher Satz

Tréagheitsmomente um die Symmetrieachsen eines starren Korpers — d.h. entsprechend dem
Fall, wo der Ursprungspunkt des Koordinatensystems in der Definition im Schwerpunkt des
Korpers liegt — sind unter Betrachtung der betreffenden Symmetrie meist einfacher zu berechnen.
Oft dreht sich der starre Korper aber um eine Achse, die nicht durch seinen Schwerpunkt durchlauft.
Anstatt das Tragheitsmoment um die verschobene Drehachse explizit aus Definition zZu
berechnen, ist es dann schneller, das folgende Resultat zu benutzen.

Theorem (Satz von Steine:

Das Trdgheitsmoment eines starren Korpers mit Masse M wm eine beliebige
Achse im Abstand L von seinem Schwerpunkt ist gegeben durch die Summe
aus ML? und dem Trigheitsmoment des Kérpers um die parallele Drehachse,
die durch den Schwerpunkt geht.

(IV.40a)

Bezeichnet man mit I bzw. I’ das Drehmoment um eine durch den Schwerpunkt durchlaufen-
de Drehachse bzw. um eine dazu parallele Achse im Abstand L vom Schwerpunkt, so lautet der

(49 oder zumindest die des Autors!

() J. STEINER, 1796-1863
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Steinersche Satz

[ I'=T+MIL2 ] (IV.40b)

Zum Beweis dieses Satzes betrachte man neben dem korperfesten Bezugssystem B mit Ursprung
im Schwerpunkt des starren Korpers ein zweites korperfestes Bezugssystem B’, dessen Nullpunkt
um b relativ zu B verschoben ist, wihrend die Koordinatenachsen von B’ parallel zu denen von B
bleiben. Dann gllt fiir die Position jedes (Massen) Punktﬂ des starren Korpers relativ zu beiden
Bezugssystemen 7, = 7, — b. Dies gibt fiir den Tragheitstensor relativ zu B’

I :Zma[(i‘é)%ij — ” ’J} Zma[ xa—b 25i _ (xé—b’)(wfz —bj)]
=19 —259p. Zmaxa —i—b’Zma:Ufl + b Zmaxa +Zma(525ij — bibj).

Dabei verschwinden der zweite, der dritte und der vierte Beitrége der zweiten Zeile, und die Summe
der Massen im fiinften Term kann durch die Gesamtmasse ersetzt werden. Somit ergibt sich die
tensorielle Form des Steinerschen Satzes:

' =19 4 M(5%5% —b'tY). (IV.40c)

Um das Drehmoment um eine gegebene Achse zu erhalten, multipliziert man diese Gleichung mit den
Komponenten des Einheitsvektors in Richtung der Achse, vgl. Gl. ([V.36]), woraus sich Gl. (IV.40b)
ergibt.

Beispiel: homogener Zylinder (2)

Wir betrachten nochmals den homogenen Vollzylinder (Masse M,
Radius R) der Abb. , der sich jetzt um eine Achse drehen soll,
die parallel zu seiner Symmetrieachse ist, um den Abstand L aber
verschoben ist.

Dann ist geméfs dem Steinerschen Satz das Tragheitsmoment
des Zylinders um diese Achse

MR?

1/332133+ML2: +ML2,

Abbildung IV.5
wobei der Ausdruck ([V.38)) des Tragheitsmoments um die Symmetrieachse benutzt wurde.
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(45)Hier wird der Beweis fiir ein System aus diskreten Massenpunkten dargelegt. Der Beweis lisst sich ohne Schwie-

rigkeit auf den Fall eines kontinuierlichen Systems iibersetzen.
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Dieses Kapitel befasst sich mit einer weiteren Formulierung der klassischen Mechanik. Diese be-
ruht auf alternativen Variablen — den (verallgemeinerten) Koordinaten und den dazu konjugierten
Impulsen —, woraus natiirlich neue Bewegungsgleichungen folgen, die sog. Hamilton-Gleichungen
(Abschn. . Die moglichen Losungen dieser Gleichungen fiir ein bestimmtes physikalisches System
lassen sich auf natiirliche Weise interpretieren als die Trajektorien eines fiktiven Punkts in einem
(meistens) hochdimensionalen Raum, dem Phasenraum des Systems (Abschn. [V.2). SchlieRlich wird
in Abschn. eine alternative Form der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen eingefiihrt. Anhand
dieser Form kann der Zusammenhang zwischen Erhaltungsgréofen und Symmetrien eines Systems
leicht ausgedriickt werden.

Wie wir hiernach sehen werden, besitzen die Grundgleichungen der Hamilton-Formulierung einen
groferen Grad an Symmetrie als im Lagrange-Formalismus, was natiirlich ,dsthetisch” wirkt — was
bei manchen theoretischen Physikern wichtig ist. Daneben ist der Hamilton-Formalismus aus zwei
anderen Griinden interessant. Zum einen néhert er sich am meistens dem kanonischen Formalismus
der Quantenmechanik. Zum anderen stellt er auch einen natiirlichen Rahmen fiir die Formulierung
der (klassischen) statistischen Mechanik von Vielteilchensystemen dar.

Hamiltonsche Bewegungsgleichungen

In diesem Abschnitt werden die Grundlagen der Hamilton-Formulierung der klassischen Mechanik
eingefiihrt, und zwar die Grundvariablen (§ und die davon abhéngige Grundgrofe (§ ,
sowie die Bewegungsgleichungen (§ . Die ganze Konstruktion wird dann in § auf einige
Beispiele angewandt.
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V.1.1 Kanonisch konjugierter Impuls

Sei ein mechanisches System mit s Freiheitsgraden. Im Rahmen des im Kap. [[T]] eingefiihrten
Lagrange-Formalismus benutzt man zur Beschreibung dieses Systems und dessen Zeitentwicklung
einerseits s verallgemeinerte Koordinaten

[q = (), ] (V 1a)
und andererseits die zugehorigen verallgemeinerten Geschwindigkeiten

é[ = {qa}azl,...,s' (Vlb)

Zusammen mit der Zeit bilden die generalisierten Koordinaten und Geschwindigkeiten die 2s + 1
Argumente der Lagrange-Funktion E(t, q, ('1), die die ganze Information iiber das System enthilt.
Mithilfe der Lagrange-Funktion werden noch die verallgemeinerten Impulse definiert; somit ist

_9L(t,q,q)
Da = o (V.1c)
der zur Koordinate ¢ konjugierte Impuls.
Im Folgenden werden diese Impulse kollektiv mit
p= {pa}azl,...,s (Vld)

bezeichnet.

Die Grundidee des Hamilton-Formalismus besteht darin, den Bewegungszustand eines mechani-
schen Systems zur Zeit ¢ durch die verallgemeinerten Koordinaten {¢®} und die dazu konjugierten
Impulse {p,} zu charakterisieren, statt durch die Variablen {¢“}, {¢*}.

Definition: Der von den 2s Variablen {¢“} und {p,} aufgespannte Raum I" heifst Phasenraum des
Systems. Dementsprechend werden die {¢“} und {p,} fiir « € {1,...,s} gemeinsam Phasenraum-
koordinaten genannt.

Jedem moglichen Bewegungszustand eines gegebenen Systems wird ein Punkt in dessen Phasen-

raum ' zugeordnet, und die Bewegung entspricht einer Phasenraumtrajektorie. Dieses Thema wird
im Abschn. ausfiihrlicher diskutiert.

Bemerkung: Der Phasenraum ist im Allgemeinen kein Vektorraum, weil einige Variablen — wie z.B.
Winkel — ihre Werte nur in einem endlichen Intervall von R annehmen konnen.

Mathematisch ist der Phasenraum eine Mannigfaltigkeit der Dimension 2s.

V.1.2 Hamilton-Funktion

Um die Variablen {¢%}, {¢“} des Lagrange-Formalismus durch die Koordinaten {¢®*} und die
konjugierten Impulse {p,} zu ersetzen, muss eine Funktion der neuen Variablen definiert werden,
welche die gesamte Information iiber das System enthélt, um die Rolle der Lagrange-Funktion zu
iibernehmen.

Definition: Gegeben die Lagrange-Funktion eines System wird seine Hamilton-Funktion durch

H(t,q,p) =Y pad® — L(t,q,4) (V.2)
a=1

definiert.
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Auf der rechten Seite dieser Definition sollen die Geschwindigkeiten ¢* als Funktionen der Zeit
t und der Phasenraumkoordinaten {¢”°} und {ps} betrachtet werden: ¢* = ¢* (t7 q, p). Das heifit,
dass die definierende Beziehung des konjugierten Impulses invertiert werden soll. Wenn dies
moglich ist, gilt bei festen {pﬁ}b’:l,...,s

qu —pa— 25 g
g~ 9g> o Cage

d.h. H héngt nicht explizit von ¢* ab.

Laut dem Satz von der Umkehrabbildung soll die Determinante der s x s-Matrix mit Elementen
02L£/9¢* 0¢® ungleich Null sein, damit Gl. (V.1d) lokal invertierbar sei; vgl. auch Anhang @

Wie oben erwdhnt muss die Hamilton-Funktion H die gleiche Information wie die Lagrange-
Funktion £ enthalten. Dass dies der Fall ist, ldsst sich beweisen, indem man £ aus H rekonstruieren
kann.

Sei somit angenommen, dass die Hamilton-Funktion ’H(t, q, p) bekannt ist. Definiert man zu-
néachst

O = aH(t,q,p)

Opa

so folgt aus Gl. (V.2)) und der Kettenregel
S .
Bqﬂ oL 9¢® oL 9¢°
apa(zpﬁq )—q S =3 (Grstme o)

Unter Verwendung von d¢® /0p, = 0, entsprechend der Unabhéngigkeit der Variablen gg und pa, und
der Beziehung (V.1c|) im letzten Term kommt dann Q = ¢*. Somit lassen sich die verallgemeinerten
Geschwindigkeiten aus der Hamilton-Funktion iiber

Y

OH (t q,p )
+ Z V.3
¢*(t,a,p) = o (V.3a)
wiederfinden. Dann liefert eine einfache Berechnung
s S S
87-[ 87 a7
Zpa%_’}'[:zpaq - (Zpaq _‘C) =L.
a=1 a=1 a=1
Das heiftt, die Lagrange-Funktion kann aus der Hamilton-Funktion gemaéfs
L(t,q,q Zpaq (t.a,p) — H(t,q,p) (V.3b)

rekonstruiert werden, wobei ¢* durch Gl. (V.3a)) gegeben ist.
Mathematisch ist der Ubergang von [, zu H ein Beispiel von Legendrl Tmnsformatzon.
und der Ubergang von H zu L ist die Riicktransformation (inverse Legendre- Transformation).

Bemerkung: Vergleicht man Gl. (V.2) mit Gl. (I11.35¢), so stimmt die Definition der Hamilton-
Funktion mit jener der Noether-Ladung iiberein, die mit Invarianz unter Zeittranslationen assoziiert
und als gesamte Energie des Systems interpretiert wurde.

“ng, Anhang@
(WA -M. LEGENDRE, 1752-1833
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V.1.3 Kanonische Bewegungsgleichungen

Die Position eines Systems im Phasenraum zu einer gegebenen Zeit ¢ gibt seine verallgemei-
nerten Koordinaten und konjugierten Impulse zu diesem Zeitpunkt, die hiernach mit {¢®(¢)} und
{pa(t)} bezeichnet werden. Zur Charakterisierung der Bewegung des Systems sind noch Bewegungs-
gleichungen erforderlich, welche die Zeitentwicklung von den {¢®(¢)} und {p,(¢)} bestimmen.

Im vorigen Paragraphen wurde schon Gl. (V.3a) gefunden, welche die Zeitableitung der ver-
allgemeinerten Koordinate ¢(¢) durch Grofen des Hamilton-Formalismus ausdriickt. Betrachtet
man jetzt die Ableitung der Hamilton-Funktion ([V.2)) nach der verallgemeinerten Koordinate g%, so
ergibt sich

oM dH d S ~9¢8 oL d4P
aqa_dqa_dqa<;pﬂq > Z B g Zaqﬂaq :
Im letzten Summanden kann 9L£/9¢” durch pg ersetzt werden, so dass dieser Term sich mit dem
ersten herauskiirzt. Wird der zweite Term 0L£/9¢“ dann im Punkt (t q(t) q(t)) der Trajektorie des
Systems ausgewertet, so ist er laut der Euler-Lagrange-Gleichung ([II.11]) gleich der Zeitableitung
von 0L/0¢*. Nach Gl ist dies auch die Zeitableitung des konjugierten Impulses p,. Somit
ergibt sich
OH(t.a(t),p(t))  dpa(t)

0q© dt

Insgesamt gelten die (kanonischen) Hamiltonschen Gleichungen

dg®(t) _ OH(t,a(t),p(t))

dt Opa fira=1,...,s. (V.4)
dpa(t)  9H(t.a(t),p(t))
dt g

Im Gegensatz zum zweiten newtonschen Gesetz oder zu den Euler-Lagrange-Gleichungen
, die zweiter Ordnung sind, sind die 2s Hamiltonschen Bewegungsgleichungen Differential-
gleichungen erster Ordnung. Daher ist fiir jede Phasenraumkoordinate nur eine einzige Anfangs-
bedingung nétig, um die Losung der Bewegungsgleichungen, d.h. die Phasenraumtrajektorie, zu
bestimmen.

Bemerkungen:

x Die totale Ableitung der Hamilton-Funktion nach der Zeit gibt unter Verwendung der Kettenregel
und der Hamiltonschen Gleichungen (V.4)

dH  OH | < OH OH = . o, any OH
@t e Za b=y 2 (Shad" d5a) =
a=1 a=1
Falls die Hamilton-Funktion nicht explizit von der Zeit abhéngt (OH /0t = 0), ist sie somit eine

Konstante der Bewegung, entsprechend Energieerhaltung im System.

* Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen ) konnen aus einem Extremalprinzip, dem schon
angetroffenen Hamilton(!)-Prinzip (I11.10] hergeleltet werden. Demgemafs ist die Wirkung

Sia / [Zpa (. a(t). p()) — H(t, q(t). p(t)) | di (V.5)
a=1

unter allen Phasenraumtrajektorien mit festen Endpunkten extremal fiir die physikalisch realisierte
Bewegung.



110 Hamilton-Formalismus

V.1.4 Beispiele

V.1.4 a Allgemeines eindimensionales System

Das einfachste Beispiel ist das eines zeittranslationsinvarianten Systems mit einem einzigen
Freiheitsgrad, der durch eine verallgemeinerte Koordinate ¢ parametrisiert wird. Sei

Lig.4) = 5~ V(a) (V6a)

die zugehorige Lagrange-Funktion, mit dem Potential V fiir die generalisierte Koordinate. Der zu ¢
konjugierte Impuls ist .
9L(q, )

p

woraus ¢(t,q,p) = p/m folgt.
Die Hamilton-Funktion (V.2)) fiir dieses System lautet

H(a,p) = pd = L(a,9) =mq”* = S ¢* +V(a) = 54"+ V(9).
Ersetzt man ¢ durch p/m, so ergibt sich schlieflich
2
p
=—+V(q). V.6
Hiap) = L+ V() (V.60

Ausgehend von dieser Hamilton-Funktion lauten die Hamiltonschen Gleichungen ([V.4])

dg(t) _ OH(a(t).p(t) _ p(t)
dt Op m

(V.6d)

und

dp(t)  OM(q(t),p(t)) OV (q(t))
dt dq - 0q (V-6

Wird die zweite in der Ableitung der ersten nach der Zeit eingesetzt, so findet man die ,jibliche*
Bewegungsgleichung des Lagrange-Formalismus wieder.
Schlieflich kann man schnell nachpriifen, dass die Lagrange-Funktion aus der Hamilton-Funktion

rekonstruiert werden kann (s. Gl. (V.3b)):

2 2
pw —H(g,p) :p% - P _vig =L _v(

- 2m

Ein wichtiges Beispiel fiir die im letzten Paragraphen gefundenen Ergebnisse ist das des ein-

dimensionalen harmonischen Oszillators mit Potential V(q) = %mquQ. Mit der Hamilton-Funktion

P’ 1 2 2
lauten die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen
dg(t) _ p(t)
T m (V-8a)
dp(t
d(t) = —mw?q(t). (V.8b)

Diese zwei gekoppelten Differentialgleichungen kénnen natiirlich kombiniert werden, um die iibliche
Differentialgleichung zweiter Ordnung mé(t) + mw?q(t) = 0 zu geben. Stattdessen wird hiernach
eine geeignete Linearkombination von ¢(¢) und p(t) eingefiihrt, um eine einfach lésbare Gleichung
erster Ordnung zu erhalten.

Sei

(V.9)
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Die Phasenraumtrajektorie lasst sich durch «(¢) und die komplex konjugierte Funktion «(t)* aus-
driicken:

o) = % [a(t) + a(t)] = /% Re a(t) (V.10a)
p(t) = ”’;M = V2mw Ima(t) (V.10b)

wobei Rea(t) bzw. Ima(t) den Realteil bzw. Imaginérteil von a(t) bezeichnet. Die Summe aus
Gl. (V.8al), multipliziert mit y/mw/2, und Gl. (V.8b]) multipliziert mit i/\/2mw gibt
da(t)
dt

Diese gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung lasst sich sofort 16sen: wenn g die Anfangs-
bedingung bei t = 0 bezeichnet, gilt

= —iwa(t). (V.11)

alt) = age ! (V.12)

woraus ¢(t) und p(t) iiber Gl. (V.10) folgen. Insbesondere ergibt sich das bekannte oszillatorische
Verhalten von ¢(t).

Bemerkung: Man kann noch die Hamilton-Funktion durch die Variablen «, o* ausdriicken:

H=wa"a.
Die Transformation (q,p) — (a, a*) ist aber keine kanonische Transformation (vgl. §|V.3.4).

Phasenraum

Jeder Bewegungszustand eines mechanischen Systems lésst sich durch einen Punkt ({q"}, { pa}) im
Phasenraum I' darstellen, wéhrend die Bewegung im physikalischen Raum durch eine Phasenraum-
trajektorie dargestellt wird. Insbesondere konnen die Gleichgewichtspositionen eines Systems sowie
ihre Stabilitdt anhand des Verhaltens der Trajektorie im Phasenraum des Systems einfach erkannt
werden.

In §[V:2.I] werden die Phasenraumtrajektorien einiger eindimensionaler Probleme vorgestellt und
ihre Eigenschaften diskutiert. Dann wird in §[V.2.2] ein wichtiges Ergebnis dargelegt, das Liouville-
Theorem, das insbesondere in der klassischen statistischen Physik eine grofse Rolle spielt.

V.2.1 Phasenraumtrajektorien

V.2.1 a Erste Eigenschaften
Sei (q(tg),p(to)) der Bewegungszustand eines Systems zu irgendeinem Zeitpunkt tg. Laut den

kanonischen Gleichungen (V.4)) ist der Zustand des Systems zu einer spéteren Zeit vollig bestimmt:
z.B. gilt nach einer infinitesimal kleinen Zeitspanne 6§t

dag®(t OH.(t , t , ¢
qa(t0+5t) ~ qa(t()) + q ( 0) 5t = qa(to) + ( 0 q( O) p( 0)) 5t
dt O
dpa (1 OH (to,q(to), p(t
pa(t0+5t) ~ pa(to) + wat — pa(to) _ ( 0 a(qg) ( 0)) st

fiir alle € {1,..., s}, wobei H die Hamilton-Funktion des Systems ist.

Wenn H nicht explizit von der Zeit abhéngt, wie wir in diesem Abschnitt annehmen werden, sind
ihre partiellen Ableitungen in einem Punkt von I" v6llig durch die Koordinaten des Punkts bestimmt.
Somit kann in diesem Fall durch jeden (physikalisch realisierbaren) Punkt des Phasenraums nur eine
einzige Trajektorie gehen, d.h. Phasenraumtrajektorien kreuzen sich nicht

(“®)Die scheinbaren Ausnahmen zu dieser Regel in Abb. und werden hiernach erklart.
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Bei periodischen Bewegungen befindet sich das System nach einer Periodendauer T erneut im
gleichen Bewegungszustand. Dementsprechend kommt die Phasenraumtrajektorie des Systems zu-
riick zum gleichen Punkt: die Trajektorie in I' ist dann eine geschlossene Kurve.

Ein Sonderfall davon besteht aus den in Abschn. eingefiihrten Gleichgewichtslosungen des
Problems: da die Position zeitunabhéngig ist, bleiben die generalisierten Koordinaten ¢ konstant.
dazu verschwinden die verallgemeinerten Kréfte, d.h. die Zeitableitung der Impulse, so dass auch die
letzteren konstant bleiben. Demzufolge wird eine solche stationédre Losung im Phasenraum durch
einen einzigen Punkt, einen Fixpunkt, dargestellt.

Dabei lassen sich stabile und instabile Gleichgewichtslosungen noch leicht voneinander unter-
scheiden. In der Nachbarschaft eines stabilen Gleichgewichts finden nédmlich kleine Schwingungen
statt, die wie oben gesagt durch geschlossene Kurven im Phasenraum dargestellt sind. Im Gegensatz
dazu befinden sich in der Ndhe einer instabilen Gleichgewichtsposition sowohl Trajektorien, die sich
dem Fixpunkt nadhern, als andere, die sich davon entfernen.

V.2.1 b Beispiele

Der Phasenraum I' eines Systems mit s Freiheitsgraden ist 2s-dimensional: somit lassen sich
Phasenrdume giinstig nur fiir Probleme mit s = 1 Freiheitsgrad darstellen. Im Folgenden werden
die Phasenrdume von drei solchen Problemen mit zeitunabhéngiger Hamilton-Funktion diskutiert.

Harmonischer Oszillator
Betrachten wir zuerst den eindimensionalen harmonischen Oszillator mit Hamilton-Funktion

P’ 1 2 2
=— 4= . V.1
Hlg,p) = 5~ + 5mwq (V.13)
Das System wurde schon in §[V.1.4D| untersucht; die Losungen der Bewegungsgleichungen sind der
Form

q(t) = Acosw(t —tg) , p(t) =—mwAsinw(t —tp), (V.14)

wobei A der Wert von ¢ zur Zeit t( ist, wiahrend die letztere so gewahlt wird, dass p(tp) = 0.

In der (g, p)-Ebene, entsprechend dem Phasenraum des Oszillators, ist die durch ¢ parametrisierte
Kurve fiir einen bestimmten Wert von A eine Ellipse mit Halbachsen A und mwA, deren
Zentrum im Nullpunkt ¢ = 0, p = 0 liegt. In Abb. [V.I] werden einige solche Phasenraumtrajektorien

o\

~
94

Abbildung V.1 — Phasenraumtrajektorien eines eindimensionalen harmonischen Oszillators.



V.2 Phasenraum 113

dargestellt, insbesondere der Sonderfall mit A = 0, welcher der (stabilen) Gleichgewichtslosung des
Systems entspricht.

Doppelmuldenpotential

Als néchstes Beispiel betrachten wir die eindimensionale Bewegung eines Massenpunkts in dem
~,Doppelmuldenpotential®

A .
Vig) =Vo— %(q - %)2 + Z(q - qo)4 mit A\, u > 0, (V.15)

wobei qg, Vp € R. Dieses Potential hat ein lokales Maximum bei ¢ = g9 und zwei globale Minima

bei g1 = qo — v/p/A und g2 = qo + / /A, wie in Abb. gezeigt wird.
Viq)

Yo

q1 qo0 2]2 q
Abbildung V.2 — Verlauf des Doppelmuldenpotentials (V.15))

Sei Vinin = V(q1) = V(g2). Je nach dem Wert der Energie E' > Vi, des Massenpunkts treten un-
terschiedliche Verhalten auf, denen wiederum verschiedenartige Phasenraumtrajektorien zugeordnet

sind, s. Abb.[V.3]

e Wenn E = Vi, kann sich der Massenpunkt entweder in ¢ oder in g2, d.h. in einer der stabilen
Gleichgewichtspositionen, befinden. Im Phasenraum werden diese Moglichkeiten durch (rot
gemalte) Fixpunkte dargestellt.

e Wenn Viin, < E < Vy =V(q) kann sich der Massenpunkt in einer der Mulden periodisch
bewegen. Somit sind die entsprechenden Phasenraumtrajektorien geschlossene Kurven um
den jeweiligen Fixpunkt.

e Der Energie E = Vjj entsprechen zwei Moglichkeiten:

— Falls der Massenpunkt sich genau in ¢g befindet, dann hat er keine kinetische Energie.
Dementsprechend wird das System in dieser Gleichgewichtsposition, die in Abb. mit
einem schwarzen Punkt dargestellt ist, stationar bleiben.

— Ist der Massenpunkt nicht in gg, sondern in einer der beiden Mulden, wird er sich bewegen.
Sei z.B. angenommen, dass er sich in der rechten Mulde mit ¢ > ¢gg befindet — die
Diskussion fiir den Fall ¢ < qg ist analog. Wenn der Impuls p des Massenpunkts negativ
ist, bewegt er sich nach links, bis er (asymptotisch) den Fixpunkt bei ¢ = qq erreicht.
Wenn dagegen p positiv ist, wird der Massenpunkt sich erstens weiter in die positive
g-Richtung bewegen, bis er den Punkt rechts von go erreicht, wo V(q) = Vp: in diesem
Punk verschwindet sein Impuls, der danach negativ wird, so dass die Bewegung nun
nach links bis zum Fixpunkt in ¢ = ¢ stattfindet.

(4N Tm physikalischen Raum handelt es sich um einen Umkehrpunkt.
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Abbildung V.3 — Phasenraum fiir die Bewegung im Doppelmuldenpotential (V.15).

Diesen Bewegungen wird im Phasenraum der Abb. die gestrichelte (rote) Kurve
zugeordnet. Dabei bleibt der Massenpunkt je nach der Anfangsbedingung entweder rechts
oder links von qg, und er ndhert sich dem instabilen Fixpunkt nur fiir ¢ — 4o00. Somit
treffen sich die zwei Teile der gestrichelten Kurve mit g > ¢o bzw. ¢ < ¢g in der Tat nicht.

e Wenn F > Vj kann sich der Massenpunkt in der ganzen Doppelmulde periodisch bewegen.
Die zugehorigen Phasenraumtrajektorien sind geschlossene Kurven, welche die beiden stabilen
Fixpunkte umkreisen und bei ¢ = gg einen nicht-verschwindenden Impuls p — entweder positiv
oder negativ — haben.

Die gestrichelte Kurve in Abb.[V3|trennt Phasenraumgebiete mit unterschiedlichen Verhalten —
Bewegung in einer der kleinen Mulden oder in der ganzen Doppelmulde — voneinander. Eine solche
Kurve wird Separatriz genannt.

Ebenes Pendel
Schlieflich betrachten wir ein ebenes Pendel mit einer Masse m am Ende eines masselosen Stabs
der Lénge [ in einem Schwerefeld (vgl. §. Wenn ¢ den Ablenkwinkel von der Richtung des
Schwerefeldes bezeichnet, fiihrt die Standard-Lagrange-Funktion £(<p, gp) = %lesz + mgl cos
[Gl. ] zum konjugierten Impuls p, = ml%¢p und somit zur Hamilton-Funktion
2

p
H(p,py) = le? — mgl cos . (V.16)

Das System hat eine stabile Gleichgewichtsposition bei ¢ = 0 und eine instabile bei ¢ = 7.

Auf erster Sicht konnte man die Werte des Winkels ¢ auf das Intervall [—, 7] einschrinken. Dies
reicht aus, um die periodischen Schwingungen mit Amplitude ¢y < 7 um die stabile Gleichgewichts-
position zu beschreiben. Wie iiblich werden solche Oszillationen im Phasenraum durch geschlossene
Kurven um den Fixpunkt (9= 0, p,= 0) dargestellt (Abb. [V.4).

Wenn die Energie der Masse grofs genug ist, kann das Pendel periodisch um den Aufhéngepunkt
drehen, anstatt Schwingungen durchzufiithren. Um solche Bewegungen giinstiger — d.h. ohne Sprung
des Winkels — zu beschreiben, erweitert man die Wertemenge von ¢ auf die ganze reelle Gerade
R, wie in Abb. gemacht wird. Dann werden diese periodischen Rotationsbewegungen durch
p-periodische Kurven dargestellt — und nicht mehr durch geschlossene Kurven.

Die Drehbewegungen werden von den Schwingungsbewegungen durch Separatrizen getrennt, die
durch die periodisch wiederholte Darstellung des instabilen Fixpunkts gehen. Wie in der Diskussion
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Abbildung V.4 — Phasenraum eines ebenen Pendels

des Phasenraums fiir die Bewegung im Doppelmuldenpotential entspricht die Portion einer Sepa-
ratrix zwischen zwei sukzessiven Fixpunkten einer moglichen Bewegung, die einen Fixpunkt fiir
t — +oo erreicht: solche Phasenraumtrajektorien kreuzen eigentlich nicht die -Achse.

V.2.2 Satz von Liouville

Betrachten wir zu einer bestimmten Zeit ¢y ein (2s-dimensionaler) Bereich dI'(tp) im Phasen-
raum I' eines mechanischen Systems mit s Freiheitsgraden und zeitunabhingiger Hamilton-Funktion
‘H. Die Punkte dieses Bereichs stellen unterschiedliche mogliche Bewegungszusténde des Systems
dar — die man sich auch als die jeweiligen Bewegungszustinde von identischen Kopien des Systems
vorstellen kann.

Zu einem spéteren Zeitpunkt ¢; hat jede Phasenraumtrajektorie, dessen Punkt zu ¢y in dI'(¢g)
lag, einen neuen Punkt des Phasenraums erreicht: sei dI'(¢;) der neue Bereich, den diese Punkte
aufspannen. Dann ist das Volume von dI'(t1) gleich dem von dI'(tp), in Ubereinstimmung mit
dem

Theorem (Satz von LiouviII

Fiir ein konservatives Hamiltonsches System bleibt das von benachbarten Phasen-
raumtrajektorien eingeschlossene Volumen konstant in der Zeitentwicklung.

(V.17)

Eine erste Anwendung dieses Satzes wird in Abb. [V.5] am Beispiel des eindimensionalen har-
monischen Oszillators illustriert. In diesem Fall sind alle Phasenraumtrajektorien Ellipsen mit
dem gleichen Zentrum, der gleichen Orientierung und der gleichen Exzentrizitdt, und die ,Winkel-
geschwindigkeit* in der (g, p)-Ebene entlang dieser Trajektorien ist ebenfalls immer die gleiche: die
Punkte des Phasenraums drehen sich um den Fixpunkt (¢ =0,p =0) wie die Punkte eines rotie-
renden starren Korpers. Infolgedessen bewegen sich Phasenraumvolumina in dieser Zeitentwicklung
ohne sich zu dndern, was genau dem Satz von Liouville entspricht.

Der harmonische Oszillator stellt einen Ausnahmefall dar, indem sich die Phasenraumgebiete in
der Zeitentwicklung des Systems nicht verformen. Ein klassischeres Verhalten ist das des in Abb. [V 6|
gezeigten ebenen Pendels: in der Zeitentwicklung dndert ein typisches Phasenraumgebiet seine Form,
auch wenn sein Volumen geméaf dem Satz von Liouville unverdandert bleibt.

9Um diese Volumina zu quantifizieren, miisste man ein Maf fiir die Gebiete von I spezifizieren.
(U Dieses Theorem wird hier ohne Beweis angegeben.

(")J. LIOUVILLE, 1809-1882
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Abbildung V.5 — Zeitentwicklung eines Volumenelements im Phasenraum des harmonischen
Oszillators.

Bemerkungen:

*x Betrachtet man die Punkte des Phasenraums eines Systems als Bestandteile eines fiktiven ,konti-
nuierlichen Mediums", so entspricht die Zeitentwicklung des Systems der Bewegung dieses Mediums.
Wie oben schon gesagt, ist im Fall des eindimensionalen harmonischen Oszillators das entsprechende
Phasenraum-Medium ein starrer Korper, und dessen Bewegung ist eine Drehbewegung.

Im allgemeineren Fall, z.B. fiir das ebene Pendel, ist das Phasenraum-Medium aber deformierbar,
so dass es sich eher um ein Fluz' handelt. Da das Volumen jedes Teilbereichs dieses Fluids sich
laut dem Liouville-Theorem in der Bewegung nicht &ndert, kann dieses Fluid nicht komprimiert
(oder ausgedehnt) werden: es verhélt sich wie ein sog. inkompressibles Fluid.

« Am Beispiel des ebenen Pendels in Abb. [V.6|wird auch ein anderes mogliches Verhalten illustriert.
Zur Zeit tg ist das Phasenraumgebiet dI'(tp) noch relativ eng um einen Zentralpunkt konzentriert,
d.h. die verschiedenen Punkte im Bereich haben ziemlich &hnliche Positionen und Impulse. Als die
Zeit vergeht verformt sich der Bereich in dessen Bewegung durch den Phasenraum immer mehr, so
dass Trajektorien, die am Anfang nah aneinander lagen, sich nach einer Weile wie in dI'(t2) weit

042 wie z.B., in der echten physikalischen Welt, eine Fliissigkeit oder ein Gas.
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Abbildung V.6 — Entwicklung eines Volumenelements im Phasenraum des ebenen Pendels
zu drei sukzessiven Zeiten to > t1 > ¢y (von oben nach unten).

voneinander entfernen. Somit kann eine kleine Unbestimmtheit iiber den ,Anfangs-“Zustand eines
Systems nach einiger Zeit groft werden, entsprechend Chaos im System. Dabei bleibt die Dynamik

aber vollig deterministisch, weil die Bewegungsgleichungen — die Hamiltonschen Gleichungen —
selbst vollig deterministisch sind.

Zum Quantifizieren des Verhaltens sollte man einen Abstand dr im Phasenraum einfithren. Chaos
wird dadurch charakterisiert, dass der Abstand zwischen zwei typischen Trajektorien mit der Zeit
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gemafs
dr (t) ~ dr(to) e)\(tito) (VIS)

wéchst, wobei A > 0 der LjapunoEJ:ponent mit physikalischer Dimension T~ ist. Dann stellt
die Ljapunow-Zeit \~' die typische Zeitskala dar, iiber die sich sinnvolle Vorhersagen iiber das
System machen lassen.

V.3 Poisson-Mechanik

Die Hamilton-Mechanik kann noch in einer alternativen Form formuliert werden, in welcher der Pha-
senraum I eines Systems und die darauf definierten Funktionen (§[V.3.1)) eine zentrale Rolle spielen.
Dabei wird eine bilineare Abbildung auf I' eingefiihrt, die Poissolammer, die mit zwei Pha-
senraumfunktionen eine neue Phasenraumfunktion assoziiert (§. Anhand dieser Abbildung
lasst sich die Zeitableitung irgendeiner Funktion auf I' einfach ausdriicken, und insbesondere die
Hamiltonschen Bewegungsgleichungen symmetrisch umschreiben (§ . Abschnitt befasst
sich mit den Koordinatentransformationen, welche die Form der Bewegungsgleichungen invariant
lassen. Schliefslich wird der Zusammenhang zwischen den Symmetrien eines physikalischen Systems
und den Erhaltungsgrofen im Rahmen des Hamilton-Formalismus wiedergefunden (§[V.3.5)).

Es sei hier schon erwdhnt, dass das grofte Interesse der hier eingefiihrten Formulierung daran
liegt, dass sie den ,klassischen Limes“ des Hamilton-Formalismus der Quantenmechanik darstellt.

V.3.1 Phasenraum-Funktionen

Die verallgemeinerten Koordinaten {¢®} und die dazu konjugierten Impulse {p,} bestimmen den
Bewegungszustand eines mechanischen Systems vollstdndig. Somit lasst sich jede mogliche Grofe, die
diesen Zustand charakterisiert — wie z.B. die Position, der Drehimpuls oder die gesamte Energie —,
durch die Phasenraumkoordinaten des Systems ausdriicken.

Dementsprechend ist es sinnvoll, Funktionen von der Zeit ¢ und den 2s Phasenraumkoordina-
ten {¢“}, {pa} mit @ = 1,...,s zu betrachten. Im Rest dieses Kapitels werden solche Funktionen
der Kiirze halber ,Phasenraum-Funktionen oder ,Funktionen auf dem Phasenraum genannt, auch
wenn die Zeit auch Argument der Funktion ist. Dazu wird angenommen, dass sie beliebig differen-
zierbar sind, ohne dass das jedes Mal erwahnt wird.

Bemerkung: Wenn die Funktion einer messbaren physikalischen Grofse entspricht, anstatt nur ein
mathematisches Konstrukt zu sein, wird sie auch Observable genannt.

V.3.2 Poisson-Klammer

Definition: Seien f und g zwei Funktionen von der Zeit ¢ und den 2s Phasenraumkoordinaten {g“},
{pa} mit a = 1,...,s. Thre Poisson-Klammer ist ebenfalls eine Phasenraum-Funktion derselben
Variablen, definiert durch

_~~[(0f 89 Of Og
{fmg}zazz:l(aqaapa_apaaqa), (V.19)

wobei die (t,q, p)-Abhéngigkeit aller Funktionen nicht geschrieben wurde.

Bemerkungen:

* In der Literatur sind die Poisson-Klammern manchmal mit einem globalen Minus-Vorzeichen
vor der rechten Seite definiert. Um nur internationale Standardreferenzen zu nennen ist die hier

("JA. M. LiaAPUNOW (auch LyapuNov), 1857-1918 S, Porsson, 1781-1740
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verwendete Konvention die gleiche wie bei Arnold [I] oder Goldstein [4, 5], wéhrend Landau &
Lifschitz [13, 26] die alternative Konvention benutzen.

Auf dhnliche Weise ist die Notation nicht universell: somit benutzen viele Autoren rechteckige Klam-
mern |-, -] — z.B. Arnold, Goldstein oder Landau & Lifschitz — um die formelle Analogie mit dem
Kommutator der Quantenmechanik zu betonen.

* Hiernach wird die Poisson-Klammer (V.19) manchmal auch mit {f, g}qp bezeichnet, d.h. mit
expliziter Angabe der relevanten Phasenraumkoordinaten.

Fir die spétere Diskussion iiber kanonische Transformationen in §[V.34] ist es glinstig, die
Poisson-Klammer in einer Matrixform zu schreiben. Dafiir fiihrt man die s-dimensionalen Spalten-

vektoren
of | 0q1 of /0p1
Vof = : und Vo f = : (V.20)
of/0qs of /Ops

ein. Diese konnen wiederum in einen Spaltenvektor mit insgesamt 2s Komponenten kombiniert
werden. Dann ist die Poisson-Klammer von f und g gegeben durch

0 1.\ /Yy
{£.9} = ((Vaf)" (fo)T)< ) < g) ) (V.21)

~1, 0)\%,

wobei (Vg f)T und (V,f)' die zu den Spaltenvektoren (V.20) transponierten Zeilenvektoren sind,
wahrend 14 die s x s-Einheitsmatrix bezeichnet.

V.3.2 b Eigenschaften

Die Poisson-Klammer besitzt einige mathematischen Eigenschaften, die sich generell problemlos
beweisen lassen und deshalb hiernach nur aufgelistet werden. Der Kiirze halber wird die Abhingig-
keit der verschiedener Funktionen von ihren Variablen (¢, q, p) nicht geschrieben.

Bilinearitat Seien f, g1, g2 bzw. f1, fo, g drei Funktionen auf dem Phasenraum und Ay, Ao € C.
Dann gelten

{MA 4 Aafa,9) = {19} + X fas g}, (V.22a)

{f;Mg1 + Aaga} = M{fo 01} + X {f, 92} (V.22b)

Antisymmetrie / Antikommutativitidt Fiir jedes Paar (f, g) von Funktionen auf dem Phasen-
raum gilt

{f.9} =—{9, 1} (V.23)

Daraus folgt trivial {f, f} = 0.

Nullelemente Sei K eine Zahl; die Funktion auf dem Phasenraum, die identisch konstant gleich K
ist, ist ein Nullelement, d.h. ihre Poisson-Klammer mit jeder Funktion f auf dem Phasenraum
verschwindet

{f.K}=0. (V.24)
Produktregel Fir jedes Triplett (f, g, h) von Funktionen auf dem Phasenraum gelten
{f,gh} ={f.g}h+g{f h} (V.25)
sowie die

Jacobi-Identitat
{{fag}7h}+{{g7h}7f}+{{h7f})g}:0 (V26)
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Im Gegensatz zu den anderen Eigenschaften, die sich in einer Zeile nachpriifen lassen,
ist der Beweis dieser Identitdt miihsam. Jeder der drei Terme ist eine Summe iiber zwei
Freiheitsgrade-Indizes von 8 Beitréigen, die selbst Produkte von zwei Ableitungen und ei-
ner doppelten Ableitung sind. Das Spiel besteht darin, Indizes zu umbenennen und die
Vertauschung der Ordnung der Ableitungen zu benutzen, um das gesuchte Ergebnis zu
finden.

Bemerkungen:

x Fir die dritte Eigenschaft ist eigentlich nur die Unabhéngigkeit der Funktion K von den Phasen-

raumkoordinaten nétig: die ,Konstante kann noch von der Zeit abhdngen — entsprechend einer
auf dem Phasenraum gleichférmigen Funktion —, ohne den Nullwert deren Poisson-Klammer mit
jeder anderen Funktion zu &ndern.

* Versehen mit der Addition und der Poisson-Klammer bildet die Menge der Funktionen auf dem
Phasenraum eines Systems eine Algebra.

Seien {q“}a=1,. s verallgemeinerte Koordinaten und {pq}a=1,. s die zugehorigen konjugierten
Impulse. Aus der Definition der Poisson-Klammer zweier Funktionen (V.19) und der Tatsache,
dass die Phasenraumkoordinaten unabhéngig voneinander sind, folgen die fundamentalen Poisson-
Klammern

{¢*,4°} = {pa,ps} =0

V.27
{a% ps} = 05 V2D

Bemerkung: Da die Poisson-Klammer zweier Funktionen selbst eine Funktion von der Zeit und der
Phasenraumkoordinaten ist, bedeutet 6% hier eine Funktion, die fiir a # (8 identisch Null, fir a = 3
identisch gleich 1 ist.

Der Beweis der Bezichungen (V.27 ist trivial. Beispielsweise gilt
0q* 9ps _ 94" Ips\ _ \
— =2 - ") =) 626}
(4" pa) = z (oo~ 3 3er) = 2 57%

wobei die zweite Gleichung die Unabhéngigkeit der Koordinaten ausdriickt und zu {qa7pg} = 5;3‘
fiihrt.

Definition: Wenn Phasenraumkoordinaten {¢“}, {po} die Gleichungen (V.27) erfiillen, so heifen sie
kanonische Variablen.

V.3.3 Poisson-Klammer und Zeitentwicklung

Mit Hilfe der Poisson-Klammer lésst sich die Zeitentwicklung einer Phasenraumfunktion elegant
umschreiben.

V.3.3 a Zeitentwicklung einer Phasenraumfunktion

Sei jetzt f eine beliebige Funktion auf dem Phasenraum eines physikalischen Systems, dessen
Hamilton-Funktion H als bekannt angenommen wird. Die Anwendung der Kettenregel gibt fiir die
totale Ableitung von f nach der Zeit

df(t,qéz;),p(t)) of (t,q +Z ))4a<t>+2_:8f(t’%$i’p(t))pa(t)'
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Dabei koénnen die Zeitableitungen ¢*(t), po(t) der Koordinatenfunktionen mithilfe der Hamilton-
schen Bewegungsgleichungen (V.4)) umgeschrieben werden:

ﬂ 8f Z<8f oH  Of 87—[)

dt 9q° Opa Ipa 0g*

wobei alle Funktionen im gleichen Punkt (¢,q(t), p(t)) auszuwerten sind. Unter Verwendung der
Definition ([V.19)) der Poisson-Klammer lautet diese Zeitableitung

d 0
[ f_ f i {f, 1} ] (V.28)
dt
Insbesondere werden die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen ([V.4]) zu
dqa
— = {a*H}
d fira=1,...,s, (V.29)
& = {po, M}

weil die Projektionen ¢“ (t,q(t), p(t)) = q%, Pa (t, q(t), p(t)) = po auf die Koordinatenachsen der
Position im Phasenraum trotz ihrer Notation keine explizite Funktion der Zeit sind. In dieser Form
besitzen die Bewegungsgleichungen fiir alle Koordinatenfunktionen die gleiche Form.

V.3.3 b Integrale der Bewegun
In Ubereinstimmung mit Definition (II1.9) ist eine Funktion K der Zeit ¢ und der Phasenraum-

koordinaten eine Konstante der Bewegung, auch Integral der Bewegung genannt, wenn sie konstant
entlang der Trajektorie eines Systems im Phasenraum bleibt, d.h. wenn d/C/dt = 0. Laut Gl. (V.29))
ist diese Anforderung dquivalent zu

BIC
o H{KH} =0,
d.h. unter Verwendung der Antikommutativitét (| m ) der Poisson-Klammer
oK
K(t,q,p) Integral der Bewegung < 5 = {H,K}. (V.30)

Mithilfe der Poisson-Klammer kénnen auch — zumindest prinzipiell — neue Integrale der Be-
wegung gefunden werden, und zwar dank dem

Theorem (Satz von Poisson): Seien K1, o zwei Konstanten der Bewegung. Dann ist ihre Poisson-
Klammer {lCl, ’CQ} auch eine Erhaltungsgrofe.

Beweis: die Jacobi-Identitat (V.26]) mit f = K1, g = Kq, h = H gibt
{H7 {IC17 K:Q}} = {{ICQ,H}a K:l} + {{H7 K:l}7 IC2}
d.h. nach Verwendung der Beziehung (V.30)) fiir beide Konstanten der Bewegung

(0 ko)) = {ren, 22 L% e, ) O, k),

ot ot ’
wobei die letzte Gleichung aus dem Austauschen von partiellen Ableitung nach der Zeit und
nach Phasenraumkoordinaten folgt. Somit ist {Ky, K2} laut Gl (V.30) erhalten. |

Bemerkung: In der Praxis ist dieser Satz nicht immer niitzlich, denn seine Anwendung fiihrt schnell
entweder zur Nullfunktion, oder zu einem Integral der Bewegung, das abhéngig von den schon
bekannten Integralen ist, und somit nicht ,neu” ist.
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Eigentlich kann ein System mit s Freiheitsgraden maximal 2s — 1 unabhéngige Konstanten der
Bewegung haben.

V.3.4 Kanonische Transformationen

Es kann giinstig sein, Koordinatentransformationen im Phasenraum durchzufiihren.

V.3.4a Koordinatentransformation im Phasenraum
Wir betrachten eine allgemeine Koordinatentransformation im Phasenraum

« — (e t’ ,
(@ o) = (1@ (Pa)) mie &~ 1hd P a1 (V.31)
Pa :Pa(taqap)

Unter dieser Transformation der Koordinaten &ndert sich im Allgemeinen auch die funktionale
Form der Phasenraum-Funktion, welche eine gewisse physikalische Grofie ausdriickt. Das heifst, eine
Funktion f der alten Koordinaten q = {¢®}, p = {pa} soll durch eine Funktion F' der neuen
Koordinaten Q = {Q“}, P = {P,} ersetzt werden. Die beiden Funktion stehen in Zusammenhang
zu einander, weil sie die Beziehung

F(t,Q(t,q,p), P(t,q,p)) = f(t,q,p)

erfiillen miissen.

Bemerkung: Hier diirfen die Koordinatentransformationen nicht nur von den Koordinaten {¢”} (und
der Zeit) abhéngen, wie es bei den Punkttransformationen (III1.13) im Lagrange-Formalismus der
Fall war, sondern auch von den Impulsen {pg}. Somit sind weitere Transformationen moglich.

Beispiel: Sei ein System mit einem einzigen Freiheitsgrad, beschrieben durch kanonisch konjugierte
Variablen ¢, p, mit der Hamilton-Funktion

al b
h(q,p) = Yl §p2q4, (V.32)

wobei a und b positiv sind.
Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen lauten

oh oh a
i=g,=trds =75 = 52

Wird die erste Gleichung nach der Zeit abgeleitet bzw. nach p umgestellt, so ergibt sich
. g4 3. .
G =bpq” +4bpq°q, bzw. p= 2

Daraus folgt die Bewegungsgleichung o

i = abg + 27,
q

deren Losung auf erster Sicht nicht trivial aussieht.
Fiihrt man aber die Koordinatentransformation

Q=pg®, P= (V.33)

durch, so nimmt die Hamilton-Funktion die bekannte Form

HQ.P)= 2P+ 7
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an, entsprechend einem harmonischen Oszillator mit Masse m = 1/a und natiirlicher Kreisfrequenz
w? = ab.
Was aber noch nicht klar ist, ist ob die Bewegungsgleichungen in den neuen Koordinaten (Q, P)

die gleiche Form wie in den alten erhalten, mit Hamilton-Funktion H(Q, P) statt h(q,p).

V.3.4b Kanonische Transformationen
Sei nun ¢ eine neue Funktion der alten Koordinaten q, p und G die damit assoziierte Funktion
der neuen Koordinaten Q, P:

G(t,Q(t,q,p),P(t,q,p)) = g(t,q, p).

Definition: Eine Koordinatentransformation (V.31]) im Phasenraum heift kanonische Transformati-
on, wenn sie die Poisson-Klammer zweier beliebigen Funktionen unverandert lasst, d.h.

{f’g}q,p = {F’G}Q,P' (V.34)

Insbesondere sollen die fundamentalen Poisson-Klammern in den neuen Koordinaten

{QaaQﬁ}QJD = {Pa’PB}Q,P =0 ) {Qa7pﬁ}Q’P :52’[ (VBE))

sein.

Reziprok kann man zeigen, dass wenn die fundamentalen Poisson-Klammern in den neuen Phasen-
raumvariablen die kanonische Form (V.35 annehmen, dann ist die Koordinatentransformation ka-
nonisch. d.h. Gl. (V.34) gilt fiir alle Funktionen f, g und die damit assoziierten F' und G.

Bemerkung: An Stelle der mathematisch korrekten Notation F', G fiir die Funktionen der neuen
Variablen Q, P benutzen Physiker oft die gleiche Notation f und g, auch wenn die mathematische
Form nicht die gleiche wie in den alten Variablen q, p ist. Dementsprechend wird

{£.9}qp =1/ 9}op (V.36)
statt Gl. geschrieben.

Seien f, g zwei Funktionen der Phasenraumkoordinaten ¢, p eines Systems mit einem einzi-
gen Freiheitsgrad. Unter einer Koordinatentransformation (q,p) — (Q, P) werden sie durch neue
Funktionen F', G ersetzt mit

f(ta%p) = F(taQ(t’qvp)7P(taQ7p))v g(t7va) = G(taQ(tvq,p)aP(ta(Iap))'

Die Ableitung der ersten dieser Gleichungen nach einer der Phasenraumvariablen, zB ¢, gibt
of dF

9 dq
d.h. unter Verwendung der Kettenregel
05 _0F0Q  0F 0P
Oqg 0Q dq OP dq’
Ahnliche Gleichungen gelten fiir die Ableitung nach p oder fiir die Ableitungen von g, so dass die
Poisson-Klammer von f und ¢ sich als

_0fdg 0fog

U has = 5oy~ ap g
(200 onory (0600 0GOP) (0600 0F0P) (0600 0GOT)
0Q 0qg OP 0q J\O0Q Op OP Op 0Q dp OP Op J\0Q 0q  OP 0q

geschrieben werden kann. Beim Ausmultiplizieren des Terms auf der rechten Seite kommen acht
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Beitréage, wovon sich vier aufheben, wihrend die vier iibrigen Terme faktorisiert werden kénnen.
Insgesamt ergibt sich

B oOF 0G OF 0G 0Q 0P 0Q 0P
o= (3005 ~ 5550 )

0q Op  Op Oq
d.h. o
U930y =BGl i, o1 aap) (V.37a)
mit
0Q 0Q
0Q.P) _ogor _oQop _ Noq op
d(q,p)  0q Op Op 9q = det oP OP (V.37b)
dq Op

Gleichung (V.37al) zeigt, dass die Koordinatentransformation (¢,p) — (@, P) kanonisch ist, wenn
deren Jacobi-Determinante (V.37b|) gleich 1 ist.

Beispiel: Kommt man zuriick zum Beispiel des §[V.3.4a] man priift einfach nach, dass die Transfor-
mation (V.33)) eigentlich kanonisch ist.

Wir betrachten nur eine Transformation (q,p) — (Q,P) der Phasenraumkoordinaten fiir ein
System mit s Freiheitsgraden, wobei s > 1 ist Laut GIL. lésst sich die Poisson-Klammer
zweier Funktionen der Variablen (q, p) als

- - T 0 ]15 ng
{19} qp = (V)T (Wf) )<—115 0) (Vpg)

schreiben, wobei die zweite Gleichung die (antisymmetrische) 2s x 2s-Matrix Jog definiert. Wie im
Fall des Problems mit s = 1 Freiheitsgrad lassen sich die partiellen Ableitungen von f, g nach
den Variablen ¢%, p, durch die Ableitungen von F', G nach den zugehorigen Variablen Q%, P,
ausdriicken; beispielsweise gelten

dg dG_Z<8G 8Q5 8Gapﬁ>

¢~ dg® 9Q% dq> " 9P; dg°

p9

Va
(Va)T (Y f)T) d2s (V g) (V.38)

und

99 _ dG Z( oG 8@5 oG 8P5)

Opa  dpa 9Q% Opa | OP; Opa

sowie dhnliche Gleichungen mit g bzw. G ersetzt durch f bzw. F. Fiihrt man die vier folgenden

s x s-Matrizen definiert durch ihre Element

QP OPg

0Q"s
(VqQ)aﬁ - 8qa ’ (VqP)a/B - aiqoé’ (VpQ)aﬂ - 81704 ’

oF;
Opa

(VoP) 5 = (V.39a)
ein, so lassen sich die Beziehungen zwischen den partiellen Ableitungen von g und denen von G in
der kiirzeren Matrix-Schreibweise

AV v,Q V,P\ (VoG Vol
ar) _ (Ve e M VN (V.39b)
Vpg VpQ VpP VPG VPG
<53)Eigen‘ulich gilt die folgende Herleitung auch im Fall s = 1.

(>4 Hier ist die tief- oder hochgestellte Position der Indizes irrelevant. Wichtiger ist der Unterschied zwischen Zeilen-
und Spaltenindizes.
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schreiben. Dabei stellt die 2s x 2s-Matrix A die Transformationsmatrix fiir die Koordinatentrans-
formation unter Betrachtung dar.
Die Transposition dieser Beziehung, mit g bzw. G ersetzt durch f bzw. F', lautet

(Vaf)T (%f)7) = ((YoF)T (VeF)T)AT.
Dies kann in den Ausdruck (V.38) der Poisson-Klammer von f und g eingesetzt werden. Somit
ergibt sich

VoG
(o}, = (VFTT (Vo)) ATl A (ViG) |

Andererseits gilt in den neuen Phasenraumkoordinaten

VoG
F.G = ((VoF)" (VpE)") Jos .
{ }Q,P (( Qf)" ( ) ) VoG
Vergleicht man beide Ausdriicke, so sieht man, dass die Transformation (q,p) — (Q, P) kanonisch
ist, wenn die Anforderung

AT A = Jog (V.40)
an die Transformationsmatrix A erfullt ist.

Bemerkung: Eine Matrix, welche die Beziehung erfillt, wird symplektische Matriz genannt.
Man priift einfach nach, dass wenn A1, As zwei solche Matrizen sind, dann ist das Produkt A As
auch eine symplektische Matrix: anders gesagt ist das Hintereinanderausfithren zweier kanonischer
Transformationen wieder eine kanonische Transformation.

Aus der Beziehung und detJog = 1 # 0 folgt (detA)? = 1 so dass jede symplektische
Matrix invertierbar ist; eigentlich gilt

AL =05 AT D, (V.41)

Da die Einheitsmatrix 195 offensichtlich symplektisch ist, bilden symplektische 2s x 2s-Matrizen
eine Gruppe, die sog. symplektische Gruppe Sp(2s).

V.3.5 Poisson-Klammer und Symmetrien

Sei G(q,p) eine (mindestens zwei mal kontinuierlich differenzierbare) Funktion auf dem Pha-
senraum eines Systems, die nicht explizit von der Zeit abhéngt. Anhand dieser Funktion lassen sich
infinitesimale Koordinatentransformationen der Form

{qa S Qt=tror (V.42a)
Do = Po = po, + 0pa
mit
3q* = ewa(;o’ém =e{¢*,G(a,p)}
 9G(ap) (V.42b)
0pa = _GW = e{pa,G(q,p)}

generieren, wobei € ein kleiner reeller Parameter ist. Die Funktion G wird oft Erzeugende oder
Generator der Transformation genannt.

Zuerst kann man zeigen, dass eine solche Koordinatentransformation immer kanonisch ist, un-
abhéangig von der Wahl der Funktion G. Die zugehorige Transformationsmatrix lautet

(>)Man kann sogar zeigen, dass die Determinante einer symplektischen Matrix det A = 1 ist. Ein elementarer Beweis
wird in Ref. [27] gegeben.
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5.0 +e 0°G —66276TY
A “ 7 9q“0pg dq*0q°
B . %G s %G ’
Opadps 7 Opadg”
wobei die Matrixelemente der s x s-Subblocks angegeben wurden. Dann gilt
() ()
Opadps 7 Opadq”
2 2
58 0°G . 0°G
9q*9pg 9¢*9q”

Nach einer zweiten Matrixmultiplikation findet man

J2s/\ =

ATJog A = Jos + €M,

wobei die Matrixelemente von M von den zweifachen Ableitungen von G abhédngen. Zur Ordnung €
ist dies genau die charakteristische Beziehung ([V.40)) einer symplektischen Matrix, d.h. die Koordi-
natentransformation (V.42) ist kanonisch.

Sei nun f(¢,q,p) eine beliebige Funktion der Phasenraumkoordinaten (und moglicherweise der
Zeit). Anhand einer Taylor-Entwicklung kann man die Variation dieser Funktion zwischen dem
“transformierten” Phasenraumpunkt (q + dq,p + dp) und (q, p) schreiben:

/0
5(t.a.p) = f(t.a+ 6a,p+0p) — ftap) =~ (qféqa N papa)

a=1

Unter Verwendung der expliziten Form ([V.42bf) von §q¢%, dp, kommt
3f(t,a,p) = e{ f(t.a.p).G(a,P)} -

Das heift, die Anderung der Funktion f unter der infinitesimalen Transformation ist einfach
durch die Poisson-Klammer von f und der Erzeugenden G der Transformation gegeben.

Beziehung gilt insbesondere, wenn f die Hamilton-Funktion H des Systems ist. Sei ange-
nommen, dass G eine Konstante der Bewegung ist. Laut Gl. ist die Poisson-Klammer {7—[, G }
gleich der partiellen Ableitung von G nach der Zeit, d.h. hier Null, denn es wurde angenommen,
dass G nicht explizit von der Zeit abhéngt. Somit gilt fiir ein Integral der Bewegung

oH =e{H,G} =0. (V.44)

(V.43)

Anders gesagt dndert sich die Hamilton-Funktion nicht unter der infinitesimalen kanonischen Trans-
formation, die durch eine Konstante der Bewegung generiert wird: eine solche Koordinatentrans-
formation ist eine Symmetrietransformation des Systems, und wir finden den im Abschn.
diskutierten Zusammenhang zwischen Symmetrien und Erhaltungsgrofien wieder.

Beispiel 1: Invarianz unter Raumtranslationen und Impulserhaltung
Sei zuerst angenommen, dass die Erzeugende einer der Impulse ist, G(q, p) = pg. Dann wird die
dadurch generierte infinitesimale Koordinatentransformation (V.42)) zu

Das heift, die kanonische Transformation ist eine Translation entlang ¢”. Nun, wenn die Physik
des Systems, charakterisiert durch dessen Hamilton-Funktion, nicht von ¢? anhingt, sollte sich
unter der Translation nicht dndern: 6H = 0. Aus Gl mit f = H und G = pg folgt dann
{H, pg} = 0, was laut GIL. bedeutet, dass pg erhalten ist — wie in § schon gefunden

wurde.
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Beispiel 2: Invarianz unter Zeittranslationen und Energieerhaltung
Wenn die Erzeugende die Hamilton-Funktion selber ist, G(q, p) = H(q, p), lautet die zugehorige
Koordinatentransformation ([V.42)

oH
"= Q=q¢"+te—=q¢"+¢q" , pa— Po=pa— = Pa + €pq fiir alle a.

OPa e

Wenn die Phasenraumkoordinaten entlang einer Trajektorie betrachtet sind, erkennt man dabei eine
infinitesimale Zeittranslation: Q*(t) = ¢“(t + €), Pa(t) = pa(t + €).

Da die Poisson-Klammer {7—[, H} Null ist, &ndert sich H laut Gl. nicht unter einer Zeit-
translation: das heiftt, dass die Hamilton-Funktion die Erzeugende der Zeittranslationen ist, und
dass sie darunter erhalten bleibt, entsprechend der Erhaltung der Gesamtenergie (§ .

Literatur zum Kapitel V
e FlieRbach, Mechanik 2] Teil V, Kap. 19-23 & Teil VI, Kap. 24-26.

e Goldstein, Klassische Mechanik [4] = Classical Mechanics [5], Kap. 4.1-4.4, 5, & 6.1-6.3.

Greiner, Klassische Mechanik II [7] Kap. III & IV.

Nolting, Klassische Mechanik [15] Kap. 4.

Scheck, Mechanik [18] Kap. 3.
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Zweiter Tell

Klassische Elektrodynamik






KAPITEL VI

Einleitung

VI.1 |Grundbegriffe und Definitionen| 132

V1.2 |[Einheiten| 134

Die Elektrodynamik beruht auf ein paar gekoppelten Gleichungen, die das Wechselspiel von
elektrischen und magnetischen Feldern F, B mit elektrischen Ladungen und Strémen pe, Jo. be-
schreiben. Somit kénnen die Mazwell-Gleichungen

e N

.. 1
V- E(t,7) = —pal(t,7) (VI.1a)
0
V-B(t,7) =0 (VL1b)
V x B(t,7) + % =0 (VL1c)
. OE(t, 7 L
V x B(t,7) — eopo% = poJel(t, 7). (VL.1d)

als die Gleichungen angesehen werden, welche die ,,Antwort* vom elektromagnetischen Feld auf die
Wirkung dessen Quellen modellieren.

Jede der Maxwell-Gleichungen triagt einen eigenen Namen, der sich meistens auf die davon ab-
geleitete — jedoch historisch friiher gefundene — integrale Formulierung der Gleichung. Somit
ist Gl die Mazwell-Gauy, Gleichung — entsprechend dem in §|VIL.1.2| diskutier-
ten Gaufsschen Gesetz. Dann wird Gl (relativ selten) Mazwell-Thomson|”) | Gleichung
genannt. Gleichung (VI.1d) heifit Mazwell-Faraday-Gleichung, denn sie stellt die differentiale
Formulierung des Falnduktionsgesetzes (§[1X.1.1a)) dar. Schlieflich ist Gl. die
MaxwellfAmpérGleichung, die das Ampeére-Gesetz (§[VIIL.1.3 ¢)) verallgemeinert.

Wiederum erfahren elektrische Ladungen und Stromen in einem elektromagnetischen Feld eine
Kraft. Die zugehorige Kraftdichte, d.h. Kraft pro Volumeneinheit, ist die Lorentz-Kraftdichte

— — —

fLt,7) = pa E(t,T) + Ja(t, T) x B(t,7). (VI.2)

In diesem Einfiihrungskapitel werden die verschiedenen Gréfien und Faktoren, die in den Glei-

chungen (VI.1)—(VI.2)) auftreten, erldautert (Abschn. [VI.1). Dann befasst sich Kapitel mit dem

Problem der ,Einheiten* in der Elektrodynamik.

Q. F. Gauss, 1777-1855 (“)'W. TuomsoN, Lord KELvIN, 1824-1907 (@) M. FARADAY, 1791-1867
(b)Y A -M. AMPERE, 1775-1836
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Grundbegriffe und Definitionen

Die Grofen E(t,7) und B(t,7) sind mathematische Vektorfelder, die jeweils das elektrische und das
magnetische Feld beschreiben. Beide Felder — genau wie jedes Feld, das in der Elektrodynamik
eingefithrt wird — sind im Prinzip in jedem Punkt 7 des Raums und zu jeder Zeit ¢ definiert, sind
also Felder auf der Raumzeit oder auf einem Gebiet davon.

Genauer heifit das Vektorfeld E elektrische Feldstdrke, mit physikalischer Dimension ML 171T—3
und SI-Einheit V-m™!, wobei V fiir das Volt steht. Wiederum wird B als magnetische Flussdichte
oder magnetische Induktion bezeichnet; die zugehdrige Dimension bzw. SI-Einheit ist M 171 T=2 bzw.
das Tesla T.

Zur Beschreibung der elektrischen und magnetischen Felder in einem Medium werden weitere
Vektorfelder eingefiihrt, und zwar die elektrische Flussdichte (oder dielektrische Verschiebung)
D und die magnetische Feldstdirke H , weshalb die genaueren Bezeichnungen manchmal nétig
sind. Im Vakuum, wie es im Rahmen dieses Skripts der Fall sein wird, sind die Ausdriicke
selektrisches Feld“ und ,magnetisches Feld“ eindeutig.

Die materiellen ,Quellen“ des elektromagnetischen Feldes auf der rechten Seite der Maxwell-
Gleichungen (VI.1)) sind die elektrischen Ladungsdichte und -stromdichte pe; und Jg.. Die erstere
ist natiirlich die elektrische Ladung pro Volumeneinheit, so dass deren Integral iiber ein Gebiet 1V

Qult) = /q/ pal(t, 7) 7 (VL3)

die gesamte elektrische Ladung im Volumen ¥ zur Zeit t darstellt.
Wiederum ist die elektrische Stromdichte derart definiert, dass deren Flachenintegral

() = /S T (6.7) - d2S (VI.4)

die elektrische Stromstirke durch die Flache S zur Zeit t ist, wobei die Stromstéarke die Gesamt-
ladung ist, die pro Zeiteinheit durch S stromt. Dementsprechend stellt die elektrische Stromdichte
jel. die Ladung dar, die pro Zeiteinheit durch eine Einheitsflache fliefst.

Eine elektrische Ladung @ bzw. Stromstirke I hat im SI-System die physikalische Dimension

[Q] = IT bzw. [I] = | — die elektrische Stromstérke ist eine Basisgrofe des Internationalen Grofen-
systems —, mit der SI-Einheit Coulom (C) bzw. Ampere (A), wobei 1 C =1 A -s. Daraus folgt,
dass die elektrische Ladungsdichte bzw. Stromdichte die Dimension [pg.] = | TL™>, gemessen in

C-m™3 bzw. [Ju] = IL™2 (Einheit A -m™~2) hat.

Man sieht also, dass die elektrische Stromdichte die Dimension des Produkts aus Ladungsdichte
und Geschwindigkeit hat. Dies ldsst sich an einem einfachen Beispiel gut nachvollziehen: betrachte
man Punktladungen, die sich alle mit der gleichen Geschwindigkeit ¥ bewegen. Diejenigen, die im
Zeitintervall [t, ¢t + dt] durch eine ebene Fliche S stromen, sind solche, die sich zur Zeit ¢ innerhalb
eines Zylinders mit Basis S und den Seiten parallel zu ¥ befinden (Abb. . Dabei ist die Hohe
des Zylinders ¥ - €, dt, wobei €, den Normaleinheitsvektor zur Flache S bezeichnet. Da das Zylinder-
volumen S - €, dt betrigt, stellen die Punktladungen innerhalb des Zylinders eine Gesamtladung

Pel(t,7) ST - &, ot
dar. Laut der Gl. soll diese elektrische Ladung auch gleich
I(t) 0t = Ja(t,7) - S &, 6t
sein, weil S €, der mit der Fléche assoziierte Vektor ist. Somit gilt in diesem Fall

JeL.(t,7) = pel(t, 7) T. (VL5)

(5)C. A. CoULOMB, 1736-1806
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Abbildung VI.1

Das Ergebnis ldsst sich direkt verallgemeinern: fiir eine Menge aus N Punktladungen {q,} mit
jeweiligen Ortsvektoren {Z,(t)} und Geschwindigkeiten {U,(¢)} zur Zeit t lautet die elektrische
Ladungsdichte

N
pel(t,F) =D qad (7 — Zy(t)). (VI.6a)
a=1

Dabei ist 6(3) die dreidimensionale Dirac-Distribution, die dafiir sorgt, dass nur die Raumpunkte
beitragen, wo sich eine Punktladung gerade befindet. Integriert iiber irgendein Volumen ergibt
diese Ladungsdichte die Summe der Ladungen, die innerhalb des Volumens sind, wie in Gl. .
Andererseits ist die elektrische Stromdichte der Punktladungen

N
Jo(t,F) = qalia(t) 6O)(F — Za(t)). (VL6b)
a=1

Falls alle Geschwindigkeiten den gleichen Wert ¥ haben, findet man die Beziehung (V1.5 wieder.

Betrachtet man eine einzige Punktladung mit Position Z(t) und Geschwindigkeit ¥(t) zur Zeit
t, so fiihren die Gl. (VI.6)), eingesetzt in die Lorentz-Kraftdichte (VI.2)), zu

fL(t,7) = o7 — Z(t)) [E(t, ) + 3(t) x B(t,7)]. (VLT)
Das Integral dieser Kraftdichte iiber irgendein Volumen, das die Punktladung enthélt, gibt
Fu(t) = q[E(t,2() +3(t) x B(t,2(1))], (VL8)
d.h. die Lorentz-Kraft auf die Punktladung.
In den Maxwell-Gleichungen treten (im SI-System, vgl. Abschn. zwei Konstanten auf:
e die elektrische Feldkonstante €g, die frither Permittivitdt des Vakuums genannt wurde;

o die magnetische Feldkonstante g, frither Permeabilitit des Vakuums.

Im SI-System betriigt die erstere ey ~ 8,854 - 10712 F-m~! mit F dem Farad (1 F = 1 C/V), und
die letztere ist definitionsgemé® pg = 47 - 1077 N- A=2. Die jeweiligen physikalischen Dimensionen
im internationalen Grofensystem sind [eo] = M~ L=3 T412 und [uo] = LM T2 172,
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Beispiele von Ladungs- und Stromverteilungen

Ein erstes Beispiel von elektrischer Ladungs- und Stromdichte ist das von Punktladungen, das
oben diskutiert wurde.

Betrachte man eine Metallkugel mit Radius R, auf deren Oberfliche eine Gesamtladung @
homogen verteilt ist. In einem sphérischen Koordinatensystem mit dem Nullpunkt im Zentrum der
Kugel soll die zugehorige Ladungsdichte der Form pei (7)) o< 6(r — R) sein, wobei r = |7/|; sei K der
Proportionalitétsfaktor. Laut Beziehung soll

[ramar=q
gelten. Das Integral lédsst sich als
/ per(7) 4mr? dr = / K&(r — R) 4nr? dr = 4nR*K

umschreiben, woraus K = Q/4nR? folgt.

Bemerkung: Zur Beschreibung einer solchen Ladungsverteilung, die auf einer Ober- oder Grenz-
fliche eingeschrinkt ist, wird manchmal eine Fldchenladungsdichte eingefiihrt, die die elektrische
Ladung pro Einheitsfliche darstellt. Dabei handelt es sich um eine Funktion von nur zwei Orts-
koordinaten, welche die Fldche parametrisieren, statt drei: im obigen Beispiel konnte man zwei
Winkel (Polar- und Azimutwinkel 6, ¢) wéhlen. Auf &hnlicher Weise definiert man auch elektrische
Flichenstromdichten.

Als néchstes Beispiel sei ein elektrischer Strom mit Stérke I durch einen unendlich diinnen ge-
radlinigen Draht lokalisiert auf der z-Achse eines Systems kartesischer Koordinaten. Die zugehérige
Ladungsstromdichte ist der Form 7 (7) = Kd(x) d(y) €, mit einer festzustellenden Konstanten K.
Sei S eine durch den Draht durchlaufene Fliche parallel zur (z,y)-Ebene. Beziehung lautet

I= / Jo(7) - A28 = / Ké(z)d(y) &, - d°SE, = K,
S

und legt somit 7. fest.

Bemerkung: Hier handelt es sich um eine Linienstromdichte, die nur von z abhiingt. Ahnlich gibt
es Linienladungsdichten.

Einheiten

In diesem Skript werden die SI-Einheiten und dementsprechend die physikalischen Gréfen des In-
ternationalen Grofensystems verwendet.

Manche Referenzen benutzen aber andere Systeme, insbesondere um die Feldkonstanten ¢y und
o loszuwerden. Dabei handelt es sic nicht um eine Wahl von Einheiten, wie der Einfachheit
halber oft gesagt wird, sondern wirklich um eine Neudefinition der elektromagnetischen Groéfen
(Ladung, elektrisches und magnetisches Feld, usw.). Dementsprechend nehmen die Gleichungen
eine andere Form an.

Um die Gleichungen aus dem Internationalen Gréfensystem in ein anderes System zu iibersetzen,
braucht man nur einige Konversionsfaktoren zwischen den Grofen in beiden Systemen. Hiernach
beziehen sich die physikalischen Gréften mit einem Sternchen auf ein alternatives System.

Somit schreibt man fiir die elektrische Ladung

= Vebq, (V1.9a)
was fiir die Ladungsdichte und -stromdichte zu den Skalierungen

Pel. = Ve pa. s Ja. = ey Ja. (VI.9b)

fithrt. Das elektrische Feld wird gewohnlich derart umdefiniert, dass dessen Produkt mit der Ladung

(56)__ trotz des Titels dieses Abschnitts!
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die gleiche Form erhalt: mit
1 _

E* (VI.9¢c)
oY

gilt qE = q*E*. Wiederum transformiert sich die magnetische Induktion gemaéfs

B=, /% B*. (V1.9d)

In der ,,Ubersetzung” der Gleichungen sollen schlieflich alle auftretenden Produkte ,/eofio durch 1/c
ersetzt werden.

Mit diesen Rezepten wird die Lorentz-Kraftdichte (VI.2]) zu

fi=q (E + \/gi U x é*), (VI1.10a)

mit dem charakteristischen Faktor 1/¢ vor dem magnetischen Feld. Im neuen Gréfensystem lauten
die Maxwell-Gleichungen nach einiger trivialen Umschreibung

E

o))

V- E*=qypl (VL.10b)
V-B*=0 (VL.10c)
- o |yp1eB*
VX E 4G =0 (VI.10d)
o m [W10ET VW,

_ jyies , 1.1
v X B w c at c .701 (V Oe)

Dazu werden natiirlich auch weitere Gleichungen gedndert, wie z.B. der Ausdruck des Coulomb-
Potentials ([VII.14b)) zwischen zwei statischen Punktladungen ¢1, g2 im Abstand ris voneinander,
das zu

Vaias
V= VI.11
47719 ( )

wird.
Die Konversionsfaktoren und die Konventionen fiir €py, g und c¢ fiir die am meisten benutzten
Systeme werden in der Tabelle ([VI.1)) zusammengefasst.

Tabelle VI.1 — Konversionsfaktoren zwischen Gréfsensystemen.

€0 Ho c Y|
1
,SL-System® — | po= 471077 NA=2 | ¢ = 299792458 ms~! | poc? | 22
Hoc c
Gaul-System 1 1 c 47 | 47
HeavisidLorentz—System 1 1 c 1 1

Bemerkung: In den Gauf- und Heaviside-Lorentz-Systemen haben die Felder E* und B* die gleiche
physikalische Dimension, weshalb sie hoch beliebt sind. Dementsprechend nehmen die linken Seiten
der Gl. (VI.10d) und (VI.10e) eine &hnliche Form an — bis auf das Minus-Zeichen —, was auch
sehr angenehm ist.

Dagegen gilt die Beziehung egpoc® = 1 [vgl. GL ] nicht mehr — was der Autor dieser
Zeilen Schade findet —, es sei denn, man wéhlt ein System von (sog. ,natiirlichen) Einheiten mit

c=1.

()0, HeavisIDE, 1850-1925
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Die Elektrostatik beschéftigt sich mit den elektrischen Feldern, die von statischen Ladungen bzw.
einer stationdren Ladungsverteilung pe (7) herriihren Die angenommene Zeitunabhéngigkeit der
Konfiguration fiihrt auch dazu, dass das elektrische und das magnetische Feld ebenfalls zeitlich
konstant sind, d.h. nur vom Ort abhéingen: E(7), B(7). Unter diesen Bedingungen vereinfachen sich

die Maxwell-Gauf- und die Maxwell-Faraday-Gleichung (VI.1al), (VI.1c) zu

9. B = L) (VIL1a)

V x E(#) = 0. (VIL1b)

Somit hiingt die Rotation der elektrischen Feldstirke E(7) nicht mehr vom Magnetfeld ab.

Die zwei Gleichungen sind die Grundgleichungen der Elektrostatik, aus denen sich das
elektrische Feld fiir eine gegebene Ladungsverteilung berechnen liasst. Aus diesen Gleichungen folgt
die Existenz eines elektrischen Potentials, aus dem das elektrische Feld abgeleitet werden kann,
und das einer relativ einfachen partiellen Differentialgleichung gentigt (Abschn. . Methoden
zur Losung dieser Differentialgleichung, die auch in anderen Gebieten der Physik — insbesondere
in der in Kap. [VITI] behandelten Magnetostatik — auftaucht, werden in Abschn. dargelegt.
SchlieRlich befasst sich Abschn. [VII.3] mit einer systematischen Entwicklung des elektrostatischen
Potentials bzw. Feldes in sukzessiven, immer kleiner werdenden Termen, die in grofsen Absténden
von der Quelle des Feldes gilt.

Wegen der Zeitunabhéngigkeit entkoppeln die zwei Gleichungen (VII.1)) von den zwei anderen
Maxwell-Gleichungen; sie besagen aber nichts iiber das Magnetfeld.
Dank der angenommenen Abwesenheit von bewegten Ladungen gibt es keinen elektrischen

(") Natiirlich kann die Forderung der Abwesenheit von Bewegung nur in einem Bezugssystem gelten.
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Ladungsstrom, J.. = 0. Somit wird die Maxwell-Ampeére-Gleichung (VL.1d)) zu V x B =0
diese Gleichung und die Maxwell-Thomson-Gleichung , V-B= 0, fiihren dazu, dass
das Magnetfeld B nicht nur zeitunabhéngig, sondern auch gleichférmig ist. Da dieses Feld keine
Kraft auf statische Ladungen iibt, wie aus dem Ausdruck der Lorentz-Kraftdichte folgt,
kann es einfach vergessen werden.

VIl.1 Elektrostatisches Potential

In diesem Abschnitt wird erstens das elektrostatische Potential (§ mit der dadurch erfiillten
Differentialgleichung (§ eingefiihrt. Dann wird das elektrische Feld fiir verschiedene einfa-
che Ladungsverteilungen berechnet und eine Formel fiir das von einer beliebigen Ladungsverteilung
herrtihrende elektrostatische Potential hergeleitet (§ Schlieklich wird die Coulomb-Kraft
zwischen zwei statischen Punktladungen aus den vorigen Ergebnissen wiedergefunden, und die po-
tentielle Energie einer elektrischen Ladungsverteilung diskutiert (§ .

Vli.1.1 Skalarpotential

Betrachte ein einfach zusammenhiingendes Gebiet(”) des Raums. Aus der stationdren Maxwell—
Faraday-Gleichung (VII.1b|) folgt die Existenz einer differenzierbaren skalaren Funktion ®(7) derart,
dass die Beziehung

[E(r») = —Vo(7) ] (VIL2)

in jedem Punkt 7 des Gebiets erfiillt wird. Nach Angabe eines beliebigen Punktes 7y kann man
namlich & durch

B(F) = (7)) — / TE(?’) -di! (VIL3)

definieren, wobei das Wegintegral dank dem Satz von Stokes unabhingig vom Weg ist. Somit ist
®(7) eindeutig festgelegt, abgesehen von der beliebigen Wahl des Zahlenwerts fiir ®(7).

® wird als elektrostatisches Potential oder Skalarpotential bezeichnet. Die zugehorige SI-Einheit
ist das Volt (V) mit physikalischer Dimension [®] = M L2 T—31~1,

Bemerkungen:

x Offensichtlich ist das elektrostatische Potential ® nur bis auf eine additive Konstante bestimmt,
entsprechend der Wahl von ®(7) in Gl. (VIL.3).

* Wie wir im Kap. sehen werden, gilt Gl. (VIL.2)) nicht mehr im nicht-stationdren Fall.

VIl.1.2 Poisson-Gleichung

Das Ausdriicken des elektrostatischen Feldes in der Maxwell-Gaufs-Gleichung (VII.1al) durch
das Skalarpotential gemaf Gl. (VIIL.2)) fihrt zur Poisson-Gleichung

A®(F) = -2 ef) (VIL4)

mit dem Laplace-Operator A.
Insbesondere ergibt sich im Vakuum, d.h. in Abwesenheit von Ladungen, die Laplace-Gleichung

A®(7) = 0, (VIL5)

deren Losungen die sog. harmonischen Funktionen sind.
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Die Poisson-Gleichung (VII.4) mit pe. # 0 ist eine inhomogene lineare partielle Differential-
gleichung zweiter Ordnung; die Laplace-Gleichung (VII.5]) ist die assoziierte homogene Differential-
gleichung. Die Bestimmung einer speziellen Lésung der Poisson-Gleichung wird in Abschn.
diskutiert.

GauBsches Gesetz

Sei OV eine geschlossene Fliache, die ein zusammenhéngendes Raumvolumen 4 einschlieft. Der
elektrische Fluss durch die Oberfliche 09 wird als

Op = f B - 428 (VIL6)
ov
definiert. Dabei ist d2S = d2S &,(7) das vektorielle Flichenelement, wobei &,(7) den nach auRen
gerichteten Normaleinheitsvektor zu d2S im Punkt 7 bezeichnet.
Unter Verwendung des Integralsatzes von Gaufs ist das Oberflichenintegral auf der rechten Seite
gleich dem Volumenintegral der Divergenz des Integranden, d.h.

E(7) - d%S = / V. E(7) d°F.
ov v

Unter Betrachtung der Maxwell-Gauk-Gleichung (VIL1a)) lisst sich V - E(7) ersetzen
O = / poT) go,
v

€0

Daher ergibt sich das Gaufische Gesetz

(VIL7)

wobei @y die Gesamtladung im Volumen ¥ bezeichnet. Dieses Resultat stellt die globale Formulie-
rung der lokalen Maxwell-Gauf-Gleichung (VIL.1a)) dar.

VII.1.3 Elektrisches Feld und Potential von Ladungen

VIl.1.3 a Elektrisches Feld und Potential einer Punktladun

Eine Punktladung ¢ befinde sich im Punkt 7y, wihrend im Rest des Raums Vakuum herrscht.
Dann ist die Situation kugelsymmetrisch um 7. Insbesondere sollte das elektrische Feld E(F) in
konstantem Abstand |7* — 7| von der Punktladung einen konstanten Betrag E(|#—7|) haben. Fiir
die Richtung des elektrischen Feldes, die am meistens symmetrische Moglichkeit ist, das es in jedem
Punkt entlang der Radialrichtung mit Einheitsvektor (¥—7)/|7—70| zeigt. Somit ist ein plausibler
Ansatz

7 — 7o

E(F) = E(|F—7o)) (VILS8)

|7 — 7|
Betrachte man jetzt eine in 7y zentrierte Kugel X mit Radius R. In jedem Punkt der Kugel-
oberflache 0K ist das elektrische Feld normal, d.h. parallel zur Radialrichtung 7 — 7y, so dass

?{ B - d25= ¢ E(F-7o|) d2s
0K oK
gilt. Dabei ist 0K definitionsgeméfs die Menge der Punkte mit |F—7| = R, d.h. im Integranden

kann F(|F—7|) durch E(R) ersetzt werden. Da dieser Term konstant iiber 0% bleibt, kann er aus
dem Integral herausgezogen werden:

f E(F) - 423 = E(R) 7{ @25 = 4 R2 E(R).
0K 0K
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Dabei wurde benutzt, dass das Oberflachenintegral im mittleren Glied genau den Flécheninhalt der
Kugel mit Radius R gibt.

Dank dem Gaufischen Gesetz ist die linke Seite auch mit der Gesamtladung innerhalb
des durch 0K abgeschlossenen Volumens verkniipft. Hier ist diese Gesamtladung einfach gleich der
Ladung ¢, die im Zentrum der Kugel liegt:

B -a23=1L.
oK €0

Somit ergibt sich insgesamt

4qa _ 2 _ 4
o ArR*E(R) bzw. E(R)= Ire 2

Nach Einsetzen dieses Resultats in den Ansatz (VIL.8)) ergibt sich schlieklich fiir das elektrische
Feld einer Punktladung ¢ im Punkt 7

q T—T7o

By = 4 T=To_
) drreg |7 — T3

fiir 7 # 7. ] (VIL.9a)

Man priift problemlos nach, dass das zugehorige Skalarpotential

— q S
()= ——— 1 VII.9b
[ @) dmeolF = 7o) ir 7 # 7o ] ( )

lautet, wobei hier ®(7) = 0 im Unendlichen gewéhlt wurde.

VIl.1.3 b Elektrisches Feld und Potential mehrerer Punktladungen

Betrachte man jetzt N Punktladungen ¢1, ..., gy, die sich jeweils in 71, ..., Py befinden, in
Abwesenheit weiterer Ladungen im ganzen Raum.

Zur Bestimmung des entsprechenden elektrischen Feldes bzw. Skalarpotentials soll man nur
darauf beachten, dass die Grundgleichungen der Elektrostatik — sowohl die stationdren Maxwell-
Gleichungen als dquivalent die Beziehung und die Poisson-Gleichung (VII.4) —
linear sind. Demzufolge gilt ein Superpositionsprinzip fiir die Losungen der Gleichungen: wenn
(per,1(F), ©1(7)) und (per2(7), ®2(7)) die Poisson-Gleichung auf R3 erfiillen, dann geniigen
die Funktionen (pe11(7) + per.2(7), ®1(7) + ®2(7)) ebenfalls der Poisson-Gleichung auf R>.

Dementsprechend lautet das Skalarpotential fiir die N Punktladungen

— Qa . — — —
O(7) = ——— f e I1.1
@) EZI Treol7 — 7] ir 7 & {F1,...,"N}, (VIIL.10a)

wieder mit der Wahl ®(7) = 0 fiir |[F| — oo. Das zugehorige elektrische Feld ist

—

Ta

—a _ ’F a0 — = —
E(F) = 247%0 P fir 7 ¢ {r1,..., 7N}, (VIIL.10b)

wie sich entweder aus der Gradientbildung des Skalarpotentials (VII.10al) oder aus der Superposition
der elektrischen Felder (VII.9b) der individuellen Punktladungen folgern lésst.

VIl.1.3 c Elektrisches Feld und Potential einer Ladungsverteilun
Ahnlich dem Ubergang ([V.17)) von einer diskreten Massenverteilung {m,}, entsprechend einer

endlichen Anzahl von Massenpunkten, zu einer durch eine Massendichte p(7) beschriebenen kon-
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tinuierlichen Verteilung, kann man von einer endlichen Anzahl von Punktladungen {g,} zu einer
kontinuierlichen Ladungsverteilung pe). ibergehen, indem man das Rezept

an Ta) —>/f 7) par(F) A°7 (VIL11)

fiir jede Funktion f der Positionen der Punktladungen anwendet, wobei ¥ das durch die Ladungs-
verteilung besetzte Raumvolumen bezeichnet.
Demzufolge lautet das elektrostatische Potential bzw. Feld fiir eine beliebige elektrische La-

dungsverteilung pe (7)
=/
(E(F) _ /W d3F/, (V1112a)
oy dmeg|T — 7|

bzw.

=/ = 2
EF) = / pa(l”) ; r 3d3F’.] (VIL12b)
14

Bemerkungen:
x Der Vorsicht halber sollte der Punkt 7 aufserhalb des Volumens ¥ sein, um unangenehme Divi-
sionen durch 0 zu vermeiden.

« Hiernach wird das Potential (VII.12a)) auf eine alternative Weise hergeleitet (§[VII.2.2]).

% Setzt man in die Gl. (VIL.12a)—(VII.12b|) die Ladungsverteilung (VI.6a)) fiir eine Menge von
Punktladungen ein, so findet man natiirlich Gl. (VII.10al) und (VII.10b) wieder.

VIl.1.4 Elektrostatische potentielle Energie

Betrachte wieder N Punktladungen ¢y, ..., qy, die sich jeweils in 71, ..., Py befinden. Da die
Punktladung ¢, ruht, lautet die darauf wirkende Lorentz-Kraft
Foy(a) = quEa(a) (VIL13a)

wobei Ea(Fa) das elektrische Feld bezeichnet, das die anderen Ladungen ¢, mit b # a im Punkt 7,
erzeugen. Unter Verwendung der Gl. (VII.10b) fiir dieses Feld folgt

—»

' (7a) = 4a Z a =T (VIL.13b)
b#a

Areg [T — 'rb\?’

Falls es nur zwei Punktladungen ¢;, g2 in den Punkten 7, 7o gibt, lautet die Kraft, welche ¢o
auf g1 ausiibt

o= g (VH.14a)

Dies ist die bekannte Coulomb-Kraft, die sich aus der potentielllen Energie

= = q192
V === VII.14b
(7*177'2) 4 60‘7_"‘1 F2’7 ( )

gemaéfs F‘2_>1 = —§1V(7_“’1, 7'9) ableiten ldsst, wobei @1 den Gradienten beziiglich des Ortsvektors 7y
bezeichnet.
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Bemerkungen:
* Der Ausdruck der Coulomb-Kraft (VII.14a) einer elektrlschen Punktladung auf eine andere ist
antisymmetrisch unter dem Austausch der zwei Ladungen: Fng = —Flﬁg, in Ubereinstimmung

mit dem dritten newtonschen Gesetz ([[.19)).

* Wenn die Punktladungen sich relativ zu einander bewegen, ist die Kraft zwischen ihnen nicht
mehr die Coulomb-Kraft (VII.14al).

Sei V, der Gradient beziiglich des Ortsvektors 7, der a-ten Punktladung eines Systems von N
Ladungen. Wie im vorigen Paragraphen bezeichnen E, bzw. F, das elektrische Feld bzw. die Kraft
der anderen Ladungen ¢, mit b # a. Aus der Maxwell-Thomson-Gleichung Va X E; = 0 und der
Gl folgt V. x F, = 0: laut der Behauptung vom § ist die Kraft F, konservativ.
Genauer gilt

Fy(7a) = =V ({7}) (VIL15a)

mit einer potentiellen Energie V', die durc

N
. 1 qcqd
= — _— I1.15b
V({{#}) CEd Ireo[Fo — 7] (VIIL.15b)
c;éd

gegeben ist. Alternativ gilt

N
" 1 o
V({{7}) = 5 2 4P (7e), (VIL15¢)
c=
wobei ®. durch Gl. (VII.10al) mit # = 7. und Summierung iiber die Punktladungen g4 mit d # ¢

gegeben wird.

Beweis: Mit dem Potential (VII.15b) gilt unter Verwendung der Kettenregel

N S S o
= qcdd " 1 1 dcqd Te —T4q Te—Td
-V, V=—2 =—- a5+ 0da 0=
a Z | Ameo <|rc—7“d|) 2 —~ 47T60< N —Tal3 N da|7’“’c—7"d3)
;éd cAd

C
1 9aqd Ta —Ta Qaqe Te—Tq
n 2(1247%0 |Ta — 7al3 Z471'!50 |Pe — Tal?
Ersetzt man d bzw. ¢ durch b in der ersten bzw. zweiten Summe der zweiten Zeile, so sind beide
Summanden gleich und man findet genau das gesuchte Ergebnis (VII.13h)). O

Im Limes einer kontinuierlichen Ladungsverteilung pe;. wird die potentielle Energie (VII.15c]) zu

1

=3 /V pel(T) @ (7) 37 (VIL16)

mit dem Raumvolumen %, das die Ladungsverteilung besetzt; eigentlich kann 4’ durch R? ersetzt
werden

Bemerkung: Die letztere Gleichung kénnte auf erster Sicht verwirrend sein, denn das elektrostatische
Potential ® im Integral wird in einem Punkt betrachtet, wo sich Ladungen befinden. Das heifst, dass

(58)Dieser Ausdruck stimmt natiirlich mit der durch Gl. [[1.18]— hier ohne &uferes Potential — definierten gesamten
potentiellen Energie eines Mehrteilchensystems iiberein.
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dies nicht dem Giiltigkeitsbereich der Gl. (VII.12a)) entspricht, fiir die der Punkt 7 aufserhalb der
Ladungsverteilung sein soll. Dies bedeutet nur, dass ®(7) nicht durch Gl. (VII.12a)) gegeben ist.

VIl.1.4 c Energie des elektrostatischen Feldes
Die potentielle Energie (VII.16|) einer Ladungsverteilung pe;. ldsst sich auch durch das elektro-

statische Feld E (7), das die Verteilung erzeugt, ausdriicken.
In der Tat gilt

E(7)?
V= / B )" oz (VIL17a)
R3 2

wobei das Integrand als die elektrische Energiedichte e (7) des Feldes im Punkt 7 interpretiert
werden kann:

[eel_ 7) = GOE;F)Q. ] (VIL17b)

Zum Beweis dieses Ergebnisses kann man das Integral auf der rechten Seite der GIl. (VII.16]
zuerst liber das Volumen einer Kugel mit Radius R berechnen, und am Ende den Grenzwert R — oo
betrachten. Dank der Maxwell-Gauf-Gleichung (VII.1a)) gilt

— Pel(T)P(F)d°F = — [V . E(T)] O (7) d°7.
2 Jr<r 2 Jri<r

Dabei lasst sich das Integrand mithilfe der Identitét

umschreiben:

1 €0
- o(F)@(F) 7 = —
2/|F|<Rp1<> () &7 =&

<
=2
S
=
3
=
w

1

+

—

<R

Der zweite Term auf der rechten Seite gibt das gesuchte Ergebnis im Limes R — oo, so dass man
nun beweisen soll, dass der erste Term in diesem Limes verschwindet. Tatséichlich kann das erste
Volumenintegral auf der rechten Seite mit dem Gaufsschen Integralsatz in ein Oberflachenintegral
iiber die Kugeloberflache transformiert werden:

/ V- [@F) E(F)|d*F = yf () E(7) - d*S.
[FI<R [F|=R
Wenn R grof genug ist, befinden sich alle Ladungen innerhalb der Kugel |7| < R. Dann nehmen

das elektrostatische Potential und das Feld mit R ab, gemii

1 - 1

O(R) o< =, B(R)| x 7.

Dagegen gilt d2$ = R? d%Q mit dem Raumwinkelelement d?€). Insgesamt kommt
= - 11 1
N T 12 2
%T;ZR@(T)E(T) . d 50( 47TR Eﬁ X E,

so dass dieser Term im Grenzwert R — oo Null wird. O

59 Dies folgt aus dem Gaukschen Gesetz (VIL.7), unter Verwendung des gleichen Arguments wie in §|VII.1.3 a
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Bestimmung des Skalarpotentials aus der Poisson-Gleichung
Im § wurde das durch eine Ladungsverteilung erzeugte elektrostatische Potential

mithilfe des Gaufsschen Gesetzes hergeleitet. Eine alternative Vorgehensweise zur Bestimmung von
®(7) besteht darin, die Poisson-Gleichung

AD(F) = _palr) (VIL4)

direkt zu lésen. In diesem Abschnitt werden einige allgemeine mathematischen Rezepte und
Ergebnisse zur Losung dieser Differentialgleichung vorgestellt.

VIil.2.1 Greensche Funktionen

Die Poisson-Gleichung ist ein Beispiel von (inhomogener) linearer partieller Differential-
gleichung, hier zweiter Ordnung. Zur Losung solcher Differentialgleichungen kann man sich die
Linearitdt zu Nutze machen und ein Superpositionsprinzip verwenden. Somit wird die Differential-
gleichung erstens mit einer Dirac-Distribution im rechten Glied geldst. Da jede beliebige Ladungs-
dichte pe. als Superposition von solchen Distributionen

pel(F) = / 3O — 7" par (71) 37 (VIL18)

geschrieben werden kann, ergibt sich eine Losung der urspriinglichen linearen Differentialgleichung.
Definition: Eine Funktion G(7,7') zweier vektoriellen Variablen 7,7’ heifst Greensch Funktion
zur Poisson-Gleichung, wenn sie eine Losung der partiellen Differentialgleichung

NG 7Y = 687 — 7' (VIL.19)

ist, wobei Az den Laplace-Operator beziiglich der Variablen 7 bezeichnet.

Aus einer solchen Losung der Gl. (VIL.19) folgt eine Losung der Poisson-Gleichung (VII.4) mit
fast jedem beliebigen rechten Glied, und zwar

o) = — [GETpal) 7, (VIL20)

unter der offensichtlichen Beschrankung, dass das Integral existieren soll.

Wendet man némlich den Laplace-Operator Az auf das so definierte Potential an, so kann er
wegen dessen Linearitdt in das Integral iiber 7/ eingezogen werden:

-1 / (285G, 7)) pa () 7,

€0

Unter Verwendung der definierenden Gleichung (VII.19) wird das Integral zur Faltung von
der §®)-Distribution mit der Ladungsdichte pe, Gl. (VIL.18), so dass sich die rechte Seite zu

—pe1(F)/€o vereinfacht. O

DNz ®(7) =

Bemerkung: Im Beweis wurde die spezifische Form des Laplace-Operators nirgendwo benutzt,
nur seine Linearitdt. Somit konnen allgemeiner Greensche Funktionen auch fiir andere lineare
Differentialoperatoren, d.h. andere lineare Differentialgleichungen — egal, ob sie partiell oder ge-
wohnlich sind — eingefiihrt werden. Eine solche Greensche Funktion stellt die ,,Antwort zu einer
durch eine §-Distribution modellierten lokalisierten ,,Anregung” dar.

(69Das heift, dass sie auch auf andere Differentialgleichungen anwendbar sind.

(2) G. GREEN, 17931841
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VII.2.2 Lésung der Poisson-Gleichung auf R?
Die Poisson- (VII.4) und Laplace-Gleichung (VIIL.5) wurden durch Mathematiker aufwéndig

untersucht, woraus eine Menge Resultate zur Existenz und Eindeutigkeit ihrer Losungen resultiert.
In diesem und im néchsten Paragraphen werden einige dieser Ergebnisse kurz dargestellt.

Betrachte man zuerst die Poisson-Gleichung, und daher die assoziierte partielle Differential-
gleichung (VIL.19)), auf dem ganzen dreidimensionalen Raum R?3. Dann lautet eine Greensche Funk-
tion zur Poisson-Gleichung

-1
GF 7)) = ——r. VII.21
( ) Ar|F — 7] ( )
Beweis: Sei R = 7 — 7/ und R = |R|; dank der Kettenregel gilt A; = Ag. Da die Funk-
tion (VIL.21)) einen Pol fiir 7 = 7/ bzw. R = 0 hat, wird zuerst eine ,regularisierte Version
-1

AV R? 4 €2

ohne Divergenz im Ursprungspunkt eingefiihrt. Dabei ist € > 0 ein reeller Parameter: am Ende
der Berechnung wird der Limes € — 0 genommen. Die Funktion G héngt nur vom Betrag R ab,
so dass sie im Raum der Variablen R kugelsymmetrisch um den Nullpunkt ist. Demzufolge ist
es interessant, mit Kugelkoordinaten (R, 0, ¢5) zu arbeiten: dann ist das Problem unabhéngig
von den zwei Winkeln 0, 5. Daher vereinfacht sich der Laplace-Operator A 5 zu

0? 20

o/ " ROR
ohne winkelabhdngigen Anteil. Wendet man diesen Operator auf G. an, so ergibt sich nach
einfachen Ableitungen

G, (ﬁ) =

I
47 (R?2 +¢€2)5/2°
Die Funktion im rechten Glied sei mit 523)(]%) bezeichnet. Fiir festes ¢ besitzt 523) die folgenden

A5G- (R)

Eigenschaften:
. 3e2 N
. |6§3)(R)‘ < Py fiir R # 0;
- 3
3 .
d |5~£ )(O)‘ = drle|’
e sei a > 0; dann gilt/ §O(R) d31§:/a5<3>(§) Ar R? dR:/a?’R282 dR, d.h
’ Rl<a 0o - o (R2+e2)p/2 7

0 - (a2 +€2)3/2'

. . R3 a a3
SO(R)d®R =
/é<a e ( ) (R? 4 £2)3/2

Betrachte man jetzt den Grenzwert ¢ — 0. Laut der ersten Eigenschaft gilt in diesem Limes
lim éég)(]:f) = 0 fiir B # 0. Somit wird der Peak bei B = 0 (zweite Eigenschaft) unendlich
schmal und hoch. Schliefslich geht das Integral von 5§3) iiber eine Kugel mit Radius a gegen 1,
unabhéngig von der Wahl von a. Diese Eigenschaften zeigen, dass 523) eine Darstellung der
dreidimensionalen §-Distribution ist, entsprechend dem nachzupriifenden Ergebnis O

Setzt man jetzt die Greensche Funktion (VII.21) in die Beziehung (VIL.20)) ein, so ergibt sich
genau das elektrostatische Skalarpotential (VII.12al)

B(7) = /}R _Pal) s, (VIL.22)

3 dmeg|7 — 7|

Dabei wird die vorsichtige Beschrankung des §|VII.1.3 ¢| auf Punkte 7, die nicht zum durch die
Ladungsverteilung besetzten Raumvolumen ¥ gehoren, jetzt automatisch aufgehoben.

(“U'Die Funktion (VIL.21) kann auch direkt gefunden werden, indem die definierende Differentialgleichung (VII.19)
im Fourier-Raum aufgestellt wird.
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Ein Problem bei der Konstruktion des elektrischen Potentials aus der Poisson-Gleichung besteht
darin, dass die Funktion nicht die einzige Greensche Funktion zur Poisson-Gleichung auf
R3 ist.

Betrachtet man namlich eine Losung F' der Laplace-Gleichung — eine harmonische Funktion —
auf R3, so ist Go(7,7') = G(7,7') + F(7¥ — #') auch eine mogliche Greensche Funktion.

In der Tat gilt AyGo(7,7') = AzG(F,7') + ApF (7 — 7') = 6O (F — #') + 0. m

Da es unendlich viele harmonische Funktionen auf R? gibt, beispielsweise jede lineare Funktion der
Form F(7) = ax' + bz? + cx3, gibt es auch unendlich viele Greensche Funktionen.

Unter den Greenschen Funktionen zur Poisson-Gleichung besitzt aber die Funktion (VII.21])
eine einzigartige Eigenschaft: sie wird Null im Unendlichen |7 — 7’| — co. Dementsprechend ver-
schwindet das Potential weit von der Ladungsverteilung (wenn die letztere nur ein endliches
Raumgebiet besetzt).

Genauer kann man zeigen, dass die einzigen harmonischen Funktionen auf R® — und allgemeiner
auf R” fiir jede n € IN* —, die {iberall endlich bleiben, die identisch konstanten Funktionen sind.

Bemerkung: Addiert man zur Funktion eine Konstante K € R, so unterscheidet sich das
aus GL resultierende Potential von dem Wert um eine additive Konstante — das
Produkt aus K und der Gesamtladung der Verteilung geteilt durch ¢y —, die nichts am elektrischen
Feld &ndert.

VII.2.3 Lésung der Poisson-Gleichung auf einem endlichen Gebiet von R?

VIl.2.3 a Mathematische Fragestellung und Ergebnisse

Anstatt einer Losung der Poisson-Gleichung auf dem ganzen Raum kann man auch eine Lésung
auf einem endlichen Gebiet 9 von R? suchen — entsprechend z.B. dem elektrostatischen Potential
in einem leeren Hohlraum im Inneren von Materie. Ist die letztere irgendein Metall, in welchem frei
bewegliche elektrische Ladungstriger vorhanden sind, so kénnen sich solche Ladungen moglicher-
weise auf der Oberfliche 97 des Bereichs ¥ befinden: dann dienen diese Ladungen als Quellen fiir
das elektrische Skalarpotential im Hohlraum.

Abbildung VII.1

Meistens wird die entsprechende (Oberflichen)Ladungsdichte nicht explizit prézisiert. Statt-
dessen werden in der mathematischen Formulierung Randbedingungen fiir das festzustellende Po-
tential ®(7) vorgegeben, entsprechend seinem Verhalten auf der Oberflache 09/, das physikalisch ,yon
aufen gesteuert wird. Dazu wird oft angenommen, dass im Hohlraum Vakuum herrscht, so dass
sich die Poisson-Gleichung auf die Laplace-Gleichung A®(7) = 0 vereinfacht. Bei der Fragestellung
handelt es sich dann um ein sog. Randwertproblem.
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Ein solches mathematisches Randwertproblem ist fiir physikalische Anwendungen nur dann niitz-
lich, wenn es wohlgestellt ist. Dies bedeutet, dass das Problem eine Losung hat, die eindeutig ist —
moglicherweise bis auf eine additive Konstante — und stetig von den vorgegebenen Randbedingun-
gen abhéngt. Bei der Poisson-Gleichung ist es insbesondere der Fall fiir zwei einfache Arten von
Randbedingungen:

e bei DirichleRandbedingungen (oder Randbedingungen erster Art) werden die Werte des
Potentials ®(7) — oder allgemeiner der zu bestimmenden Funktion — an der Oberfliche 0V
vorgeschrieben;

e bei NeumanRandbedmgungen (oder Randbedingungen zweiter Art) wird die Normalen-
ableitung 9, ®(7) vorgegeben, wobei die letztere die Anderungsrate in der Richtung senkrecht
zur Oberfliche ist. Diese Ableitung lisst sich auch als &, (F) - V®(7) schreiben, wobei &, (7)
den Normaleinheitsvektor zur Oberfliche im Punkt 7 € 9V bezeichnet.

Stimmt die Oberfliiche 4 lokal mit der (z', 2%)-Ebene iiberein, so ist der lokale Normal-
einheitsvektor €3, d.h. €, - Vo ist gleich 9®/0x3, was auch mit 93® bezeichnet wird.

Bemerkung: Im Fall von Neumann-Bedingungen ist die Vorschrift von 0,®(7) auf 99 aquiva-
lent zur Angabe der normalen Komponente des elektrischen Feldes E(7¥) = —V&®(7) in jedem
Punkt der Oberflache. Allgemeiner werden die (physikalischen!) Randbedingungen der Elektrostatik

im § diskutiert.

Die Existenz einer Losung der Poisson-Gleichung auf 4/ und ihre stetige Abhangigkeit von den
Randbedingungen sind im allgemeinen Fall nicht trivial zu zeigen. Dagegen ist der Beweis der
Eindeutigkeit bis auf eine additive Konstante ziemlich einfach.

Dieser Beweis macht die sog. erste Greensche Identitdt

[1950)-920) + 5O 2L0) 7 = § 100,107 (VIL23)

zu Nutze, die fiir zwei (zweimal differenzierbare) reellwertige Funktionen f1, fo gilt.

Beweis: Die Produktregel gibt V - (iVfa) = Vf1 - Vfa 4+ fiAfa, d.h. nach Integration und
Anwendung des Gaufsschen Integralsatzes

/ (V1 - Sfo+ fi %] d /v (A5 f) dF = f AV S 428

Dabei ist das vektorielle Flichenelement d2§ gleich d2$ €,,, woraus die Identitét folgt. O

Sind ®;, ®9 ndmlich zwei Losungen der Poisson-Gleichung auf % mit beliebiger (aber gleicher!)
Ladungsdichte pe. auf der rechten Seite und gegebenen Dirichlet- bzw. Neumann-Randbedingungen,
dann ist ihre Differenz U = &3 — ®; eine Losung der Laplace-Gleichung AU(7) = 0 fiir 7 € ¥, mit
verschwindenden Dirichlet- bzw. Neumann-Randbedingungen U (7) = 0 bzw. 9,U (¥) = 0 fiir 7 € 0.
Die erste Greensche Identitdat mit f; = fo = U lautet dann

/ [VU(#) - VU(F) + U(#) AU (7)] 47 = 7{ U(F) 0,U (%) d%5.
4 ov

Das Integrand auf der rechten Seite, und daher das Integral, verschwindet wegen der Randbedin-
gungen. Wiederum ist der zweite Term in den eckigen Klammern auf der linken Seite ebenfalls Null,
denn U erfiillt die Laplace-Gleichung. Deshalb bleibt nur

/ [VU®)]* a7 =0
v

@HP. G. LEJEUNE DIRICHLET, 1805-1859 (*8)C. NEUMANN, 1832-1925
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iibrig, was nur dann méglich ist, wenn VU (7') identisch auf 9 verschwindet, d.h. wenn U (¥) konstant
auf V ist: U(7) = K, mit K = 0 falls Dirichlet-Bedingungen vorgegeben sind. Somit unterscheiden
sich @1 und ®9 nur um eine additive Konstante.

VII.2.3 b Physikalische Anwendungen
Faraday Kafi

Als erste Anwendung der obigen mathematischen Ergebnisse kann man das elektrische Feld in
einem leeren Hohlraum innerhalb einer metallischen Oberfliche 9% bestimmen.

Da 0% metallisch ist, konnen sich darauf freie Ladungstriager befinden. Im statischen Fall diirfen
sich diese Ladungen definitionsgeméft nicht bewegen. Demzufolge darf kein elektrisches Feld in
der Metallfliche vorhanden sein, E = —V® = 0 auf 97— sonst wiirde das elektrische Feld zur
Entstehung einer Stromdichte fiihren. Daher ist das Skalarpotential ® konstant auf der Oberflache:
O (7) = @ fur 7 € V. Dies stellt eine Dirichlet-Randbedingung fiir das elektrostatische Potential
im Hohlraum dar.

In ¥ soll ® wegen der Abwesenheit von Ladungen Losung der Laplace-Gleichung A®(7) = 0
sein. Eine Losung, die auch die Randbedingung erfiillt, ist einfach die konstante Funktion ®(7) = ®g
fiir ¥ € 9. Wegen der Eindeutigkeit ist dies in der Tat die einzige Losung. Daraus folgt dann
E=-VY®=0im Hohlraum, der als Faraday-Kdfig bezeichnet wird.

Spiegelladungsmethode

Basierend auf der Eindeutigkeit der Losung der Poisson-Gleichung fiir vorgegebene Dirichlet-
Randbedingungen lésst sich eine andere Methode zur Losung der Poisson-Gleichung in einem Gebiet
von R? formulieren.

Sei ein zu losendes Problem P;, bei dem eine Fliache 0% ein Raumgebiet 7 abgrenzt, in dem
Punktladungen geméf einer Ladungsdichte pei(7) = 3, qad(?’)(F — Z4) verteilt sind, wobei Z, die
Position der a-ten Punktladung bezeichnet. Als (Dirichlet)-Randbedingung wird angenommen, dass
O eine Aquipotentialfliche ist, d.h. ®(7) ist konstant auf OV,

Sei ein anderes Problem Py ohne Fliche jedoch mit denselben Punktladungen {¢,} an den
gleichen Positionen {Z,} sowie zusitzlichen Ladungen — sog. ,Spiegelladungen* — auferhalb .
Wenn das (l6sbare!) Problem Py zu einem Potential ® fiihrt, wovon eine Aquipotentialfliche mit
der Flache 07 des Problems P; iibereinstimmt, dann ist das Potential von Py im Volumen % genau
gleich dem gesuchten Potential von P;.

Als Beispiel dieser Methode kann man das folgende Problem (P;)
betrachten: im Halbraum z < 0 befindet sich ein elektrischer Leiter, ,
dessen Oberfliche bei z = 0 eine Aquipotentialfliche ist im Punkt o<~ — e
Zq = (a,0,0) auberhalb des Leiters sitzt eine Punktladung g.

Im Bereich > 0 soll das Skalarpotential Losung der Poisson-Gleichung
AD(7) = —qd®) (¥ — Z,) /€ sein, mit der Randbedingung ®(7) = ®, fiir
z = 0.

Ein passendes, einfach losbares Problem Po besteht aus zwei Punktladungen in einem sonst
leeren Raum: ¢ ist immer noch in Z,, wihrend eine zweite (Spiegel-)Punktladung ¢’ im Punkt
—Z4 = (—a,0,0) sitzt. Zusammen erzeugen diese Ladungen das Skalarpotential

Xz

Abbildung VII.2

q ¢
(I) r) = ’
) Admep|F — 24l * Ameg |7 + |

_ /
das eine Losung von A®(F) = —q5(3)(7_“’ —Tq) — q—é(g)(f‘ + Z,) im ganzen Raum darstellt.
€0 €0

(2)Dies ist immer der Fall bei elektrischen Leitern im Gleichgewicht, d.h. ohne Bewegung von Ladungen, wie schon
bei der Beschreibung des Faraday-Kéafigs argumentiert wurde.
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Dieses Potential stellt auch eine spezielle Losung der Poisson-Gleichung A®(7) = —qd (7 — 2,) /eo
fir x > 0 dar, die fiir ¢ = —q konstant (und Null) bei z = 0 ist. Anders gesagt 1ost das Potential
® das urspriingliche Problem P; fiir x > 0.

VIl.2.3 ¢ Randbedingungen der Elektrostatik

Zur Losung der Poisson-Gleichung fiir das elektrostatische Potential in einem abgegrenzten
Raumgebiet % miissen die Randbedingungen an der Oberfliche 0V des Gebiets prézisiert werden.
Dies ist anhand der stationdren Maxwell-Gleichungen (VII.1)) m(’jglich

Betrachte zuerst eine Kontour I' um die Oberfliche %, mit zwei
Seiten der Lange ¢ parallel zu 07, entlang des Einheitsvektors €1, ov S3s
und den zwei anderen Seiten der Liange 0 normal zu 9, langs é’g Zﬁz
Somit ist die durch I' abgeschlossene Fliche S in der (z!, 23)-Ebene €1

bzw. senkrecht zu €;. Die Lénge § soll infinitesimal klein sein. Abbildung VII.3
Laut dem Satz von Stokes ist der Fluss von V x E durch S durch

/ [V x E(7)] - & d*S = fﬁ(f) -dif = [E'(2Y 2% 2% =07) — B (2!, 2% 2 =0")]¢ + O(5) = 0,
S T

wobei die letzte Gleichheit aus Gl. folgt, withrend die Notationen 2% =071, 22 =0~ den Limes
§ — 0 stillschweigend einbeziehen. Daher gilt E'(z3=07) = E'(23=0T) d.h. E! ist stetig an der
Oberfliche. Analog priift man die Stetigkeit von E? nach. Insgesamt ist die Tangentialkomponente
E|| des elektrischen Feldes stetig an der Oberflache.

Im Gegensatz dazu ist die Normalkomponente E | des Feldes im Allgemeinen nicht stetig an der
Oberfléche.

Sei v ein zylindrisches Volumen, abgegrenzt durch Elementarfla-
ch“en ds 'auf fien beiden Seiten d?r (?berﬂéichg (?‘V und dur(.:h die €348,
Rohre mit Hohe 4, die diese zwei Flachen miteinander verbindet. , Z,
Die Elementarflichen sind parallel zur (z!,2%)-Ebene, die Rohre €1
zwischen ihnen liegt entlang €3. Abbildung VII.4

Bezeichnet man die Oberfliche des Volumens v mit dv, so gibt
der Gaufssche Integralsatz

/6-1@(?) &7 = 4 B -dQ*:/ [B3(2), 2%, 08 =07) — B3, 2%, 28 =07)] da da? + O(6),
v ov ds

wobei der Grenzwert § — 0 implizit betrachtet wurde. Andererseits liisst sich V - E (7) auch dank
der Maxwell-Gaufs-Gleichung (VII.1a)) durch die elektrische Ladungsverteilung pe). ausdriicken. Im
Limes 0 — 0 tragt nur die auf 99 verteilte Ladung zu pe. bei: die Ladungsverteilung kann durch

pel(F) = a1 (24, 22)6(23) angenidhert werden, wobei o4 eine Flichenladungsdichte ist. Somit gilt

= 1.2
/V-E(F)d3v7: /’Md%:/ 90 (T 27) o1 g2,
v v €0 ds €0
Der Vergleich mit dem oben erhaltenen Ausdruck fiir das gleiche Integral fiithrt zu
B3zl 2% 2 =0") — B3(2!, 2% 2% =07) = 7%1'(951’ z?)
b b ) ) 60

in einem Punkt der Oberfliche, denn man kann dS so klein wie moéglich nehmen. Die linke Seite
dieser Gleichung ist der Sprung der Normalkomponenten des elektrischen Feldes an der Oberflache.

(63 Es wird angenommen, das alle Felder im Unendlichen verschwinden.

6DDjie Richtungen der Koordinatenachsen &ndern sich in jedem Punkt # der Oberfliche, so dass man €, €2, €3
mit 7 kennzeichnen sollte. & (= &,) ist in jedem Punkt der nach ,aufen® gerichtete Normaleinheitsvektor zur
Oberflache, so dass > =07 bzw. 2® =07 einen Punkt im Auferen bzw. im Inneren des Volumens % bezeichnet.
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Bezeichnet man diesen Sprung mit doppelten Klammern, so gilt [[E3(F)]] = 041.(7)/€o oder dqui-
valent [[E L(#)] = [0e.(F)/€0] €3, d.h. unter Beriicksichtigung der oben gefundenen Stetigkeit der
Tangentialkomponente E|| (7)

[[E(?)]] = o(r) €,(7) in einem Punkt 7 einer Oberflache, (VIL.24)
€0

wobei der Normaleinheitsvektor zur Oberfliche im Punkt 7 nun mit €, (7) bezeichnet wird.

Bemerkung: Eigentlich gilt dieses Ergebnis nur, wenn die “Oberfliche 9 entweder eine (geladene)
Flache zwischen zwei leeren Bereichen ist, oder wenn sie die Grenzflache zwischen einerseits einem
leeren Hohlraum und andererseits einem elektrischen Leiter — in welchem im Gleichgewicht E=0
herrscht, wie bei der Beschreibung des Faraday-Kéfigs argumentiert wurde — darstellt.

Wenn 0% die Grenzflache zwischen zwei unterschiedlichen Isolatoren (zwei ,Dielektrika®) ist, so
ist die Tangentialkomponente EII (7) noch fiir 7 € 0V stetig. Dagegen &ndert sich der Sprung der
Normalkomponente E | (7), weil die Maxwell-Gauk-Gleichung innerhalb der Dielektrika
nicht mehr relevant ist — anstelle des E-Feldes soll man die elektrische Flussdichte, das B—Feld,
ins Betracht ziehen.

Multipolentwicklung

Eine oft auftretende Fragestellung ist die Bestimmung des Einflusses einer gegebenen elektrischen
Ladungsverteilung pe. mit typischer Ausdehnung R auf eine Punktladung — oder eine zweite La-
dungsverteilung — in einem weit entfernten Punkt.
Wie wir schon gesehen haben, erzeugt die Ladungsverteilung das elektrische Skalarpotential in

einem Punkt 7 )

— Pel\T 3/

o(7) = [ —————d°7". VII.12a

0= [ 2 \WisE
wobei V' das durch die Verteilung besetzte Raumgebiet bezeichnet. Daraus lasst sich das elektrische
Feld dann ableiten. Im Folgenden wird dieses Potential als eine Summe von sukzessiven Beitragen
geschrieben, die fiir |7| > R immer kleiner werden. Diese sog. Multipolentwicklung wird erstens in

kartesischen Koordinaten (§|VII.3.1)) und dann in Kugelkoordinaten (§[VIIL.3.4]) durchgefiihrt.

Um die Berechnungen zu vereinfachen wird hiernach angenommen, dass die Ladungsverteilung
um den Ursprung des Bezugssystems sitzt, d.h. |7/| < R fir 7’ € V. Dagegen soll der Punkt 7 ,weit
entfernt” sein, entsprechend |7 — 7’| > R fiir 7/ € V oder dquivalent |7| > R.

Abbildung VII.5

VII.3.1 Kartesische Multipolmomente

Aus den Ungleichungen ||7| — [F'|| < |F = 7| < |F| + 7| und || < R < |7 folgt, dass der
Abstand |7 — 7’| im Nenner des Integranden in Gl. (VII.12a]) ungefahr gleich r = |7| ist. Dabei kann
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die genaue Abweichung mithilfe einer Taylor-Entwicklung angendhert werden, wobei 7’ die Rolle
der ,kleinen* Verschiebung um den Bezugspunkt 7 spielt.
Demgeméfs lautet eine Taylor-Entwicklung bis zur zweiten Ordnung

L0 1 1
/% 1,17
F,5+Z;xehﬂ<w—ﬁq>F T3 sz 8ﬂ%MU<W—F’)

wobei x% bzw. 2/' mit i € {1,2,3} die kartesischen Komponenten von 7 bzw. 7' in einem Koordi-
natensystem bezeichnet. Dabei ist der erste Term auf der rechten Seite, 1/|7 — 7’| ausgewertet in
7' = 0, einfach 1/r.

Dann folgt aus |[F — 7| = /(2! — 2/1)2 + (22 — 2/2)2 + (a:3 — 2/3)? die erste Ableitung

0 1 b — gl
oz \ |F — 7| |T—r’|3’

) 1
oz \ |7 =7 )|,

Eine zweite Ableitung unter Beriicksichtigung der Produktregel gibt

1 1
|7 =]

r—r

ﬁ_‘_...’

7/=0

]r—r| =

d.h. nach Auswertung in 7/ = 0 ‘
xl

=0 T3

o 0 1 B 54 N 3(xt — 2" (27 — 2'7)
0z oz \|F —7'| ) —  |F =73 |7 — 77| ’
d.h. 3 o
0? 1 oY 3ata)
Oz oxi \|F —7'| )| g 1 rd
Somit gilt insgesamt
1 1 A il — 592 o .
= ;+Zﬁx/l+ ZTm”xm—i—-u fiir |7’ < r = |7 (VIL.25)

1,j=1

Die Kombination 3z'z? —§%r? ist spurlos, d.h. deren Multiplikation mit 6%/ gefolgt von einer Summe
iiber alle Werte 4,5 = 1,2, 3 ergibt Null Daher kann der quadratische Term in den z”* gemafy

3 . . .. 3 . . .. ..
3ziz) — §r? N 3xizd — §rt (. i 07 e
— vzl = —— |27 — |7
= 2r “ 2r 3
1,j=1 1,j=1
erweitert werden. Dies fiihrt zur Entwicklung

1 1 .TZ 17 3$Z$j - 5”7“2 17 ’j 5Z‘7 —/12
=- a e v - e VII.26
’7—:_?/| 7’+;7’3$ +Z 25 rx 3‘T‘ + ( )

i,j=1

Da die Komponente 2! bzw. 2" typischerweise der Grofenordnung O(r) bzw. O(R) ist, ist der erste
Term der Ordnung (sogar gleich!) 1/r, der zweite der Ordnung O(R/r?) und der dritte der Ordnung
O(R?/r3). Somit ist jeder neue Term in der Entwicklung um einen Faktor der Ordnung R/r < 1
kleiner als der vorige.

Nach Einsetzen der Gl. (VII.26)) in den Ausdruck (VII.12a]) des Skalarpotentials ergibt sich

— 3 . . ..
. Q r-P 3ztzl — §Urt .
O(7) = STV T O i . VIL.27

() dmegr + Amegrs + Z; 8megrd CAR ( 2)

(%5)Betrachtet man die Matrix @ mit Elementen a;j = 3xtz! — 69 r?, so ist die betrachtete Operation genau das
Bilden der Spur Trof =}, ai; der Matrix, daher die Bezeichnung.
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wobei die ersten kartesischen elektrischen Multipolmomente durch

Q= / per(T (VIL27D)
P= / 7’ per(T )d3F’ (VIL.27c)
14

@ = [ (w2 - " ) pulr) 57 (VIL27d)
v

\. J

definiert sind: @) ist die schon bekannte Gesamtladung. Dann heift P elektrisches Dipolmoment der
Ladungsverteilung pe).. Die Zahlen Q% — die elektrischen Quadrupolmomente — sind die Kompo-
nenten eines Tensors zweiter Stufe Q, des elektrischen Quadrupoltensors.

Man sieht sofort, dass der Quadrupoltensor symmetrisch — d.h. Q¥ = Q’* fiir alle 7,7 — und
spurlos — d.h. ), Q" = 0 — ist, wobei die letztere Eigenschaft schon beim Integranden auftritt.
Demzufolge sind nur 5 der 9 Komponenten unabhéngig.

Bemerkungen:

x Der erste Term im Skalarpotential ist proportional zu 1/r, der zweite proportional
zu 1/r2, der dritte proportional zu (oder zumindest der Ordnung) 1/r3, usw. Somit tragen die
niedrigeren Multipolmomente am meisten zu ®(7) bei

x Das elektrische Dipolmoment bzw. Quadrupolmoment hat physikalische Dimension []3] =LTI
bzw. [Q¥] = LT, entsprechend der SI-Einheit C-m bzw. C-m?2.

% Im dritten Summanden der Multipolentwicklung (VIL.27al) wird oft der Term —§%r2 im Zihler
des Vorfaktors von Q% weggelassen: wegen der Spurlosigkeit von Q% ist der Beitrag dieses Terms
in der Tat Null.

VII.3.2 Beispiele von elektrischen Multipolmomenten

VII.3.2 a Kugelsymmetrische Ladungsverteilun

Ein einfaches Beispiel von Ladungsverteilung ist jenes einer Verteilung pe (7'), die nur von |7/|
abhéngt. Dementsprechend ist pe). eine gerade Funktion von 7/ — d.h. pe.(7') = pe.(—7') — bzw.
von jeder der Komponenten %

Abhéngig von der Form von pe (') wird sich iiber GL. eine bestimmte Gesamtladung
Q ergeben, die ohne zusétzliche Information nicht prézisiert werden kann.

Beziiglich des Dipolmoments kann man bemerken, dass das Integrand 7/ p (7’) der definierenden
Gleichung jetzt eine ungerade Funktion von 7/, die iiber ein symmetrisches Gebiet inte-
griert wird, woraus sich automatisch Null ergibt, unabhéngig von der genauen funktionalen Form
VOn pe. -

Ein detaillierterer Beweis besteht in das Ersetzen von 7/ durch —7’ im zweiten Integral von
. 1 . . . . o 2,
P= 3 [/r’pel.(r') 37 Jr/r/pel_(rl) d3rl].
Diese Substitution gibt dann genau das Negative des ersten Integrals, voraus P=0 folgt. O

Mithilfe einer dhnlichen Argumentation findet man, dass die Quadrupolmomente Q¥ fiir i # j

verschwinden. In der Tat lauten sie [Gl. (VIL.27d)]

QY :/x”a:”p (7 37 i # 5.

v

(66) .. wenn sie nicht Null sind!
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Dabei ist das Integrand eine ungerade Funktion von %, die iiber ein symmetrisches Intervall inte-
griert wird, was zu Q% = 0 fiihrt. Somit ist Q¥ diagonal.

Schlieflich sind die drei Koordinatenachsen wegen der angenommenen Kugelsymmetrie dquiva-
lent, so dass Q' = Q?? = Q3. Da der Quadrupoltensor spurlos sein soll, ergibt sich Q% = 0 fiir
jedes 1 =1,2,3, d.h. insgesamt Q = 0.

Bemerkung: Einige der obigen Ergebnisse lassen sich auch ,geometrisch“ finden. Die angenommene
Symmetrie bedeutet, dass keine Richtung bzw. kein Vektor von R? eine besondere Rolle spielt,
sondern dass sie alle dquivalent sind. Dementsprechend gibt es keine bevorzugte Richtung fiir das
Dipolmoment ]3, das deshalb verschwinden muss. Auf ahnlicher Weise darf der Tensor Q keine
eindeutig (bis auf einen multiplikativen Faktor) definierte Eigenvektoren haben, sondern miissen alle
Vektoren von R3 Eigenvektoren sein: somit muss Q proportional zur Identitit sein, d.h. Q¥ oc §9.
Dann liefert die Spurlosigkeit den Proportionalitdtsfaktor.

Da kugelsymmetrische Ladungsverteilungen keine elektrische Dipol- oder Quadrupolmomente
haben — und eigentlich auch keine hchere Momente —, kann man reziprok folgern, dass solche
Multipolmomente Abweichungen von der Kugelsymmetrie signalisieren.

VIl.3.2 b Einfacher Dipol

Der einfachste mogliche elektrische Dipol besteht aus zwei um einen q
Abstandsvektor @ getrennten Punktladungen ¢ und —q.
Bezeichnet man mit 7y den Ortsvektor des Mittelpunkts, so lautet die a
zugehorige Ladungsdichte q
. L, L a ., L a
pel(F') = q6(3)<r’ — 7o — 2) —~ q5(3)(r’ — 7o+ 2)- Abbildung VI1.6

Eingesetzt in die Gl. (VIL.27b)—(VII.27d)) fihrt diese Verteilung zur Gesamtladung @ = 0, zum
elektrischen Dipolmoment

—

P=qa (VII.28)

und zu einem verschwindenden Quadrupoltensor Q = 0.

VII.3.2 c Beispiel eines Quadrupols

Ein einfaches Beispiel von einer Ladungsverteilung mit nicht-trivialem q
elektrischem Quadrupoltensor besteht aus zwei Punktladungen ¢ in den Ia
Punkten 79 4+ @ und einer dritten Punktladung —2¢ im Mittelpunkt 7. e
Die zugehorige Ladungsdichte ist .

a
pel(®) = g [5@)(?' — T — @) + 07 — 7o + d@) — 26O — Fo)} , ¢
was sofort @ = 0 und P =0 fiir die ersten zwei Multipolmomente ergibt. Abbildung VII.7

Die 23-Achse sei entlang @.

Die Ladungsdichte ist eine gerade Funktion von /' und /2. Wenn i # j mit 4,7 € {1,2,3}
muss entweder i oder j gleich 1 oder 2 sein, z.B. i = 1: dann ist das Integrand 2'* 2" per(7') von QY
ungerade in 2!, was nach Integration iiber R das Quadrupolmoment Q' = 0 ergibt.

Wegen der Symmetrie um die z3-Achse sind die z!'- und z?-Richtungen Aquivalent, so dass
Q" = Q?. Aus der Spurlosigkeit von Q folgt dann

QSS

11 _ H22 __
QM = ==

Schlieflich kann man @33 direkt berechnen:

13\2 /132 12\2
Q33 —/|:($/3)2 _ ;‘7—;/‘2] pal.(iﬂ) d37—;/ _/|:2(:L‘3 ) o (CIZ ) —;)—(CC ) pel.(F/) d377/
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und nach Einsetzen der Ladungsdichte kommt

2 4
Q3 = 3 q(x% — a)2 + q(x% + a)2 — 2q(x8)2 = §qa2

wobei x% die relevante Komponente von 7y bezeichnet.

Bemerkung: Eine andere geometrische Anordnung, die zu einem nicht-verschwindenden Quadrupol-
tensor bei @ = 0 und P = 0 fiihrt, besteht aus 4 Punktladungen ¢, —q, ¢, —¢ an den Ecken eines
Quadrats. In diesem Fall ist Q aber nicht diagonal.

—-q °q
a

ge——"——~e—q

Abbildung VII.8

VII.3.3 Wechselwirkung zwischen zwei Ladungsverteilungen

Die Wechselwirkung zwischen zwei elektrischen Punktladungen ist durch die bekannte Coulomb-
Kraft gegeben: sie ist proportional zum Produkt der Ladungen und lasst sich aus der
Potentialenergie ableiten. In diesem Paragraphen wird die Wechselwirkung zwischen zwei
beliebigen statischen Ladungsverteilungen pey 4, pel.p untersucht, insbesondere fiir den Fall, wenn
diese weit von einander sind — d.h. falls deren Abstand viel grofer als ihre typische Grofe ist.

VIl.3.3 a Wechselwirkungsenergie zweier Ladungsverteilungen
Sei ®, bzw. ®; das von der Verteilung pe1. o bzw. pep gemif der Poisson-Gleichung (VIL.4])

herriihrende elektrische Skalarpotential. Laut dem schon in §[VIL.I.3B| benutzten Superpositions-
prinzip erzeugt die Ladungsverteilung pel. o + pe1.» das Potential ®, + ®;,. Unter Verwendung der
Gl. (VIL.16|) lautet dann die gesamte Potentialenergie des Systems aus den zwei Verteilungen

V=5 [ 100.a0) + ool [2a(6) + @) 7. (VIL.29)
Nach trivialem Ausmultiplizieren des Integranden wird diese Energie zu
V= [p0.a@a® 74 5 [0 s@O@ T+ [ [ a B + poa()a(P)] 27
=Vo+ Vo + Vi (VIL30)

Die zwei ersten Terme V,, V; sind der Art mit im Integranden dem Produkt aus einer
Ladungsdichte und dem dadurch verursachten Skalarpotential. Diese Terme stehen fiir die jeweiligen
woelbstenergien® der Verteilungen pey. , und pel 3, und entsprechen ihren potentiellen Energien in
Abwesenheit der anderen Verteilung.

Dagegen koppelt der dritte Term VAy jede Ladungsdichte mit dem Potential, das die andere
Verteilung erzeugt. Dieser Beitrag stellt die Wechselwirkungsenergie der Ladungsverteilungen dar.
Er ldsst sich mithilfe eines Tricks umschreiben.

Aus der Kettenregel folgen néamlich (die Variablen werden nicht geschrieben) die Identitéten

V- (8,V®) = VD, - V& + $,AP, und V- (9,VP,) = VP, - VP, + B, AD,.
Dabei sind die Skalarprodukte auf der rechten Seite beider Gleichungen gleich. Daraus ergibt sich
DALy = QpAD, + V- [(2,VE,) — (2,VD,)].

Integriert man diese Gleichung iiber ein Volumen, so lasst sich das Integral des letzten Terms dank
dem Gauflschen Integralsatz in ein Oberflachenintegral transformieren, und zwar

72 v[(@ﬁcbb) — (ByVD,)] - d2S.
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Sei ¥ eine um den Nullpunkt zentrierte Kugel mit Radius L, welche die zwei Ladungsverteilungen
einschliefft. Ist die Kugelflache 07 weit entfernt von den Verteilungen, d.h. fiir L grof genug, so
lasst sich das Potential ®; mit ¢ = a oder b in einem Punkt von 9% durch die Multipolentwick-
lung (VII.27a)) annéhern. Insbesondere nimmt ®; in einem solchen Punkt wie 1/L ab, moglicher-
weise noch schneller falls Q; = 0. Dementsprechend ist |[V®;| proportional zu 1/L? oder kleiner,
und |®j§®il proportional zu 1/L3. Da sich das Flichenelement d2$ als L?d2Q mit dem Raum-
winkelelement d2() schreiben lisst, findet man, dass das obige Oberflichenintegral proportional zu
1/L3 - L? = 1/L ist: es verschwindet im Grenzwert L — oo, d.h. wenn % — R3 Somit gilt

/ Do (7) ADy(7) 37 = / By (7) AD, (7) d37.
R3 R3

Multipliziert mit —ep und unter Verwendung von —egA®;(7) = pe;i(¥) wird dies zu

[ @907 47 = [ @4()p0al) 7,
so dass die in GL definierte Wechselwirkungsenergie als
Viw = [ pota(F) By () d3F = / pet. o (F) a () dF (VIL31)
geschrieben werden kann.

VII.3.3 b Wechselwirkungsenergie zweier entfernter Ladungsverteilungen
Sei jetzt angenommen, dass die zwei Ladungsverteilungen pey. 4, pel. » Weit entfernt von einander
sind, wobei die Verteilung pe1. o in einer Umgebung des Koordinatennullpunkts lokalisiert ist.

Abbildung VII.9

Die Taylor-Entwicklung des von der Verteilung pe. ; herrithrenden Skalarpotentials ®;(7) bis zur
zweiten Ordnung um den Wert 7 = 0 lautet

3 < 3 .
Py (1) = @5(0) + g x 8’;&. ) +5 E x x]axig(xj)

i=1 i,j=1

Im linearen Term sind die Ableitungen von ®; genau die Komponenten dessen Gradienten; dann
erkennt man das Skalarprodukt aus dem letzteren mit dem Vektor 7. Dazu kann der quadratische
Term erweitert werden, um z'x? als die Summe eines spurlosen und eines diagonalen Beitrags zu
schreiben:

3 = 3 =
— =4 o = = ]. i ; F2 17 82CI) 0 F2 182(p O
@b(T)Z@b(O)+TV@b(O)+§ E <$$]—35]>Wba(qj+6 E 5]8.’17@()8(563)—’—
ij=1 ij=1

Im letzten Term ist die Summe genau gleich dem Laplace-Operator A®y(0): unter Verwendung der
Poisson-Gleichung ist dieser Beitrag proportional zur Ladungsdichte pe) 4(0), die per Annahme Null

(6" Die hier verwendete Argumentation ist genau die gleiche wie fiir den Beweis von Gl. (VIL.174) in §[VII.1.4 cl
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ist — die Verteilung pey. p ist anderswo lokalisiert. Ersetzt man dazu @@b durch —E},, und drickt
man dementsprechend die zweiten Ableitungen von ®; durch erste Ableitungen von Eb aus, so ergibt

sich 5 .

- S | c o T2\ OFE(0)

Dy(7) = ©,(0) — 7 - E3(0) — = R A

() = By(0) - By ) Z(x 5o0) 220

Dieser Ausdruck des Skalarpotentials kann dann in die Wechselwirkungsenergie (VII.31)) — in
der Form mit dem Integranden pe_o(7)®y(7) — eingesetzt werden. Dabei sind ®;(0), F,(0) und
aEg(O) /Ox7 und unabhiingig von der Integrationsvariablen 7, und kénnen deshalb aus den jeweiligen
Integralen herausgezogen werden. Unter Verwendung der kartesischen elektrischen Multipolmomen-

te (VIL27b)-(VIL.27d)) der Verteilung a ergibt sich dann

Vo = Qu®s(0) — P - Ey(0) - Z Q7 E (O) o (VIL32)
i,j=1

Bemerkungen:

x Wegen der Symmetrie der Wechselwirkungsenergie gegeniiber dem Austausch der beiden
Ladungsverteilungen kann Vyy auch ausgedriickt werden durch die elektrischen Multipolmomente der
Verteilung pe1. p und das von pey_, erzeugte Skalarpotential ®,(7) und dessen Ableitungen (Ea (7o),
OE!(79)/0z7, ...) in einem Punkt 7y des durch die Verteilung pel.p besetzten Raumgebiets:

Viv = Qu®a(Fo) — By - E —*ZQ

4,j=1

M (VIL33)

Dabei sollen die Multipolmomente relativ zum Punkt 7y berechnet werden, d.h. mit 7’ — 7y bzw.
x't — xo statt 7' bzw. 2’* in den Vorfaktoren von pe (7') in Gl. (VIL.27d)—(VIL.27d).

x Die sukzessiven Terme in der Formel werden im Prinzip — d.h. wenn das zugehérige
Multipolmoment nicht Null ist — immer kleiner mit wachsender Ordnung der darin auftretenden
Ableitung von .

Somit ist der fiihrende Beitrag jener der Gesamtladung, der genau gleich der Potentialenergie einer
Punktladung @, in einem duferen (d.h. durch andere Ladungen erzeugten) Skalarpotential @y, ist.

x Wenn die Verteilung a sich drehen kann, dann wird sie es so machen, dass die Wechswelwir-
kungsenergie minimiert wird, entsprechend einem stabilen Gleichgewicht. Falls P, # 0 ist, wird
man deshalb zu einer Situation tendieren, in der P, parallel zum elektrischen Feld E3(0) ist.

VII.3.3 ¢ Dipol-Dipol-Wechselwirkun

Sei jetzt angenommen, dass beide Verteilungen “reine Dipole* sind, d.h. nur deren elektrische
Dipolmomente sind nicht Null, wéhrend alle anderen Momente, einschliefflich der Gesamtladung,
verschwinden. Der elektrische Dipol a befindet sich im Nullpunkt, der Dipol b in einem Punkt 7.

Unter einem ,reinen Dipol* versteht man eigentlich ein punktformiges Objekt, versehen mit
einem elektrischen Dipolmoment, jedoch ohne Gesamtladung oder héhere Multipolmomente.
Wegen der verschwindenden Ausdehnung gilt das Skalarpotential (VII.34a)) {iberall im Raum
(bis auf 7 = = 0, wo der Dipol sitzt), anstatt nur in grofem Abstand vom Dipol, wie es beim
einfachen ,physikalischen” Dipol des § [VIL.3.2D] der Fall ist.

=L
s

—

Fq

Abbildung VII.10 — Wechselwirkung zweier Dipole.
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Dann ist das durch den Dipol a erzeugte Skalarpotential ®,(7) laut Gl. (VIL.27al) durch

—

r-P,

O, (7) = mit r = |F| #0 (VIL.34a)

dmeor
gegeben. Dieser Ausdruck fiihrt nach Ableitung zum elektrischen Dipolfeld

Bo(f) = —, (i) = ——L° 3(7- Fo)T

4Aegrs 4degrd
d.h.

3(7- P,)7 - #%P,

Ea(r) = 4dmeqrd

(VIL.34b)

Das Einsetzen dieses Feldes in die Wechselwirkungsenergie , in der nur der Dipolterm be-

trachtet wird, ergibt

B,-B—3( - B - B)
Ameqrs

Viy = (VIL35)

wobei €. = 7/|F| den Einheitsvektor in Richtung 7 bezeichnet. Dies stellt die Potentialenergie der
Dipol-Dipol-Wechselwirkung dar.

Bemerkung: Das elektrische Skalarpotential (VII.34a)) bzw. Dipolfeld (VII.34b)) nimmt mit dem
Abstand r zur Quelle wie 1/r2 bzw. 1/73 ab, d.h. schneller als das durch eine Punktladung erzeugte
Potential bzw. Feld (1/r bzw. 1/r2, §|[VIL1.3 al).

VII.3.4 Multipolentwicklung in Kugelkoordinaten

Die Multipolentwicklung kann auch in Kugelkoordinaten (r, 6, ¢) formuliert werden, wobei die
Ladungsverteilung, die das Skalarpotential verursacht, im Nullpunkt des Bezugssystems sitzt.
Diese Entwicklung basiert auf die folgende Formel, die fiir beheblge Vektoren 7, 7/ gilt, mit den

Bezeichnungen r. = mln(r r’) und r~ = max(r r ) fir r = |7, 7 = |F']:
Tr *
Z Z 2€+ 1 €+1 Zm(a,ﬂo,)”m(&@)‘ (VII36)
=0 m=—/

Dabei sind die Yy, die Kugelﬂachenfunktzonen. (%)l und (6, ¢) bzw. (¢, ') die Polar- und Azimut-
winkel des Ortsvektors 7 bzw. 7*/. Setzt man diese Identitit in den Ausdruck (VII.12a]) des Skalar-
potentials in einem Punkt 7 ein, wobei |F| > |7*/| fiir jeden 7’ in der Verteilung, so ergibt sich

4 Yv@m
Z Z \/ 20+ 17 " 4req 7“4‘*‘1 (VIL37a)

wobei die elektrischen Multlpolmomenten Qg durch

47 .
= ’/2£+1 L) per () 37 (VIL37b)
definiert sind.

Jeder ganzen Zahl ¢ € IN sind genau 2¢ 4+ 1 mogliche Werte von m zugeordnet, d.h. 2¢ + 1
Multipolmomente gg,,. Fiir £ = 0 priift man mit Yyo(6, ¢) = 1/+/47 einfach nach, dass qoo gleich der
Gesamtladung @) ist. Dann sind die 3 bzw. 5 Multipolmomente qi,, bzw. go2,,, Linearkombinationen
der 3 bzw. 5 unabhingigen Komponenten des Dipolmoments P bzw. des Quadrupoltensors Q.

Allgemeiner entsprechen die 2¢ + 1 Momente ¢, den 2¢ 4+ 1 unabhéngigen Komponenten des
symmetrischen, spurlosen elektrischen 2¢-poltensors, wobei der letztere -ter Stufe ist.

(6%)ygl. Anhang
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Bemerkungen:

* Fiir eine kugelsymmetrische Verteilung ist die Ladungsdichte pe (7/) winkelunabhéngig, d.h. der
Form Yyo(6',¢") f(r"). Aus der Orthogonalitit der Kugelflichenfunktionen folgt dann, dass jedes
Moment gy, mit £ # 0 Null ist, was sich hier viel schneller als in §[VII.3.2 a] beweisen ldsst.

x Die Entwicklung in Kugelfiichenfunktionen ist zwar eine exakte Gleichung, wahrend die
kartesische Multipolentwicklung eine Naherung fiir grofse Abstdnde darstellt. Die erstere
ist in der Praxis aber nur niitzlich, falls die Anzahl der signifikanten Multipolmomente endlich (und
klein) ist, wodurch die Néherung eines grofen Abstands wieder auftaucht.
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Die Magnetostatik ist die Lehre der magnetischen Felder, die von zeitlich konstanten elektrischen
Stromen herriithren. Im entsprechenden stationéren Regime vereinfachen sich die Maxwell-Thomson-
und die Maxwell-Ampére-Gleichung (VL.1b), (VL.1d) fiir die magnetische Flussdichte B(7) — die
jetzt zeitunabhéngig ist — zu

— —»

V- B(F) = (VIII.1a)
V x B(F) = HoJel( r). (VIIL1b)

Somit entkoppeln die Gleichungen fiir das Magnetfeld von denen fiir das elektrische Feld — so dass
das letztere hiernach ignoriert wird.

Den bewegten Ladungen, welche die Stromdichte jg). bilden, kann auch eine Ladungsdichte pg.
zugeordnet werden, die ebenfalls zeitlich konstant ist. Uber die Maxwell-Gauk-Gleichung
erzeugt diese Ladungsverteilung ein stationéres elektrisches Feld — es sei denn, es existiert eine
zweite, statische Ladungsverteilung deren Effekt jenen von pe. kompensiert, so dass das
resultierende elektrische Feld Null ist.

In Abschn. werden zunéchst einige Folgerungen der zwei Grundgleichungen der
Magnetostatik hergeleitet, und zwar die Existenz eines Vektorpotentials fiir das Magnetfeld sowie
verschiedene Beziehungen zwischen der Ladungsstromdichte j. und entweder dem magnetischen
Feld oder dem Vektorpotential. Dann befasst sich Abschn. mit der Multipolentwicklung der
Magnetostatik, wobei meistens die Dipol-Néherung betrachtet wird.

Im ganzen Kapitel werden Analogien mit dem Formalismus der Elektrostatik (Kap. stark
benutzt, um einige Ergebnisse ohne Herleitung anzugeben.

Grundbegriffe und -ergebnisse der Magnetostatik

Dieser Abschnitt befasst sich mit einigen elementaren Folgerungen der Grundgleichungen (VIII.1]
der Magnetostatik. Ahnlich wie das elektrostatische Feld aus einem Skalarpotential abgeleitet wer-

(69) die ungefdhr gleich —pe1. sein soll!
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den kann, ldsst sich dem magnetischen Feld ein Vektorpotential zuordnen (§ . Sowohl das
Magnetfeld als auch dieses Vektorpotential geniigen jeweiligen Poisson-Gleichungen (§,
deren Losungen auf R? sich in Analogie mit den Ergebnissen des Abschn. schreiben lassen.

Aquivalent zu den ,lokalen* (Differential-)Gleichungen kénnen ,,globale” Formulierungen
der Grundgleichungen gefunden werden (§. Schlieflich werden die Resultate der ersten
Paragraphen auf die Berechnung der von verschiedenen einfachen Stromverteilungen herrithrenden
Magnetfelder angewandt (§[VIIL.1.4)).

VIIl.1.1 Vektorpotential

Aus der Maxwell-Thomson-Gleichung (VIII.1a|) folgt die Existenz eines differenzierbaren Vek-
torfeldes A(7) derart, dass die Beziehung

[E(F) =V x A7) ] (VIIL.2)

in jedem Punkt 7 erfiillt wird. Das Feld A (7) heilst (magnetisches) Vektorpotential, mit der physi-
kalischen Dimension [A] = MLT 21~ lﬂ

Falls das magnetische Feld B auf R3 definiert ist, wird die Existenz von A'(F) unten bewiesen,
indem es explizit konstruiert wird [Gl. (VIIL.11)].

Bemerkung: Das Produkt aus dem Vektorpotential E(F) und einer elektrischen Ladung ¢ hat die
physikalische Dimension M L T~ eines Impulses.

Das Vektorpotential A(7), das zu einem gegebenen magnetischen Feld B(7) fiihrt, wird durch
Gl. (VIIL.2) nicht eindeutig festgestellt. Definiert man nédmlich ein Vektorfeld A’ {iber

A'(7) = A7) + Vx(7) (VIIL.3a)
mit einer beliebigen kontinuierlich differenzierbaren skalaren Funktion y der Position, so ist die
Rotation von A’ . L L L .

B' (7)) =V x A(F) =V x A(F) + V x Vx(7) = B(7), (VIIL.3Db)
d.h. A ist auch ein geeignetes Vektorpotential fiir das Feld B. Die Mehrdeutigkeit in der Wahl des
Vektorpotentials wird als Fichfreiheit bezeichnet, und eine bestimmte Wahl als Fichung.

Um das Vektorpotential eindeutig — moglicherweise bis auf einen konstanten additiven Vektor —
festzulegen, kann man eine zusétzliche Bedingung iiber ff(?) fordern. Dabei soll diese Eichbedingung
so gewahlt sein, dass einige Gleichungen damit einfacher werden, wie es in §[VIII.T.2 d der Fall sein
wird.

In der Magnetostatik wird meistens die Coulomb-FEichung gewahlt, entsprechend der Coulomb-
Eichbedingung

V-AF) =0 (VIIL.4)

iiber das Vektorpotential.

Sei Ay(7) ein Vektorpotential fiir die magnetische Induktion B(7). Falls die Divergenz von Ay
Null ist, dann erfiillt es schon die Coulomb-Eichbedingung. Wenn v EO(F) nicht identisch
verschwindet, dann hat die Poisson-Gleichung

AX(F) = =V - Ao (F)

cine nicht-konstante Losung x(7) auf R3. Definiert man dann A = Ay + Vy, so findet man
sofort, dass A die Bedingung (VIII.4]) erfiillt.

(") Die zugehorige SI-Einheit wird nie benutzt.
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VIil.1.2 Poisson-Gleichungen der Magnetostatik

Aus den Grundgleichungen (VIII.1)) kénnen Poisson-Gleichungen fiir die magnetische Induktion
B(7) oder das Vektorpotential A(7) hergeleitet werden, wobei sich diese Vektorfelder durch die
elektrische Stromdichte 7 (7) ausdriicken lassen.

VIil.1.2 a Poisson-Gleichung fiir die magnetische Induktion
Die Rotationsbildung der stationéren Maxwell-Ampére-Gleichung (VIIL.1b|) lautet

- _ - 1 = Lo
V x [V X B(T)] = EO?V X ]el'(r).

Dabei kann auf der linken Seite die Identitéit

V x [V x B(F)] = V[V - B(F)] — AB(7)
benutzt werden, wobei der erste Term im rechten Glied wegen der Maxwell-Thomson-Gleichung
Null ist. Insgesamt ergibt sich somit

AB(7) = —poV X Ju(7) (VIIL5)

d.h. jede Komponente der magnetischen Induktion geniigt der Poisson-Gleichung mit der entspre-
chenden Komponente von —Moﬁ X Jol. als ,Quelle” auf der rechten Seite der Gleichung. Die Losung
dieser Differentialgleichung wurde in schon Abschn. [VIT.2studiert. Ist die elektrische Ladungsstrom-
dichte 7.1, bekannt auf R? — und wenn deren Rotation schnell genug im Unendlichen nach Null geht,
damit das untere Integral definiert ist —, so gil

B(r) = [ Yo T X JlT) gor, (VIILG)

dr |7 — 7|

Dabei bezeichnet @;/ den Gradienten beziiglich der Komponenten von 7’.

In der Praxis wird das Integral oft auf ein Raumgebiet ¥ beschrankt, wenn die Randbedingungen
am Rand 0% von ¥ nicht weiter prazisiert wurden.

Unter Einfithrung eines kartesischen Koordinatensystems mit Basis {&;} ldsst sich die i-te Kom-

ponente der Beziehung (VIIIL.6) als

(= Ho ek ajkl(?l) 3/
Bi(r) = 10 eli” ) g
") = /mﬂ—m o

umschreiben, mit Summen iiber die doppelt auftretenden Indizes j und k. Das Integral auf der
rechten Seite kann mithilfe einer partiellen Integration transformiert werden. Dabei wird angenom-
men, dass das Integrationsvolumen ¥ grofs genug ist, damit die Stromdichte 7., am Rand 0%
verschwindet. Dann ist der integrierte Term aus der partiellen Integration Null, und es bleibt

iz Bo [ ijk .k 2y O 1 32/
BiF) = 0 [ ¢ Y
(T) 477/1/6 ]el.(r )8$/J <|7—; _ F/|> r

Das Ersetzen von —e*7* durch €7 und die Berechnung der Ableitung liefern

T S S R
B = 12 [ M) g o

(" Der Ubergang von der Poisson-Differentialgleichung (VIILE) zur Losung (VIIL6) ist dhnlich dem von Gl. (VII.4)
zur zugehorigen Losung (VII.22)).
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flir i = 1,2, 3, das heifit

= —»/ = =/
B(F):/ﬁm( ) X (F=T") s (VIILY)

|7 — 7|3

Diese Beziehung heift BioSavarGesetz.

VIIl.1.2 c Poisson-Gleichung fiir das Vektorpotential

Ersetzt man die magnetische Induktion B (7) durch v x A(7) in der stationiren Maxwell - Ampeére-

Gleichung (VIII.1Db)), so ergibt sich
V x [V x AF)] = podu(P),
d.h. unter Beriicksichtigung der Formel fiir die Rotation einer Rotation

NA(F) = —poga(7) + V[V - A7)]. (VIILS)

Unter Verwendung der Coulomb-Eichbedingung (VIII.4]) vereinfacht sich diese Gleichung erneut
zu einer Poisson-Gleichung

[A/_X‘(F) = —pupJel(7) in der Coulomb-Eichung. ] (VIIIL.9)

Wie oben kann man die Losung dieser Gleichung direkt schreiben:

= po Jer(7') 13,
A dzr’. VIII.10
(") = /47r |7 — 7] " ( )

Falls 7., am Rand des Integrationsgebiets 4 verschwindet — wenn es keinen Ladungsstrom im
Unendlichen gibt, kann man immer % grof genug wéhlen, damit es keinen Strom auf 9% gibt —,

so erfiillt das Vektorpotential (VIII.10) die Coulomb-Eichbedingung (VIII.4)).

Beweis: Bezeichnet man mit @F bzw. @;/ den Nabla-Operator beziiglich der Koordinaten des
Vektors 7 bzw. 7/, so gilt

_' .]el 3—»/ Ho YA ~ 1 3/
A7 Vi == Vi —— | %7
/ 47 q/jel'(r ) <|7_"'— 7_""|> "
Im Integranden kann man V;(1/|F—F’|) = —V/(1/|F—7"|) schreiben. Dann lisst sich das daraus

folgende Integral iiber partielle Integration berechnen, wobei der integrierte Term, proportional
zur Ladungsstromdichte ausgewertet am Rand des Integrationsgebiets, Null ist:

= 1T/ — ,UO — —/ — 1 3=/ /“’LO 1 _' 3=/
VAP = —— Ve | o= |77 = _— da°r’.
) 4 q/‘yel'(r ) <|r—r’|) " T |7"—7"/\ o Ja(T) 7

Aus der stationdren Maxwell-Ampére-Gleichung (VIII.1b) folgt sofort Vi - Jer(F) = 0, was zu
V - A(7) = 0 fiihrt. |

Das Biot—Savart-Gesetz (VIII1.7)) kann auch aus der Beziehung (VIII.10|) wiedergefunden werden.
Bildet man deren Rotation, so ergibt sich

> (=]
V x A7) = MO/V; x [’fl(r ) ] 437,
v |7

A — 7

In einem kartesischen Koordinatensystem lautet die i-te Komponente dieser Gleichung

ik 7!
i Ho ik 0 .71( ) 3/ ,UO/ iik ok =1 0 1 3.1
B'(r¥)=—[ €Y < 7' == [ €Y — d°r'.
) 47T/V€ oz |7 — 7| " T q/e 210 )8.%'] | — 7| "

(=h) J_B. Blor, 1774-1862 *)F. SAvART, 1791-1841
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Dabei gibt die Ableitung —(z7 — 27) /|7 — 7/|. Mit —€“* = €% ergibt sich
iz _ HO g ke 2 =T s
Bz(r) = 471_/1/5’ Jjel.(r )|F—?I|d r,
entsprechend genau der i-ten Komponente der Gl. (VIIL.7)).
Bemerkung: Unter Verwendung der stationdren Maxwell-Ampére-Gleichung wird Gl. (VIIL.10) zu

einem Zusammenhang zwischen dem Vektorpotential (in Coulomb-Eichung) und der magnetischen
Induktion:

.y
A z/lw &3, (VIIL11)
[V

Dabei handelt es sich um einen Sonderfall der H elmholtZerlegung, laut welcher jedes Vektorfeld
V(7) auf R3, das sich im Unendlichen ,gut verhilt® — d.h. derart, dass die Integrale (VIII.12b])-
(VIII.12d) existieren"?)|—, als Summe eines Gradientenfeldes V)(¥) und eines Rotationsfeldes V| (7)

geschrieben werden kann:

( A

V(7) = Vj(F) + VL(7), wobei (VIIL12a)
7 (2 & (2 . N 67'“' ‘7(77/) 3
Vi) ==V mit oF) = | Frm—ad i’ (VIIL12b)
o G
Vi(7) =V x A7) mit A7) = Vz;f;vgq) 437’ (VIIL12c)
Dabei gelten
V-Vi(#)=0 und V xV(F)=0, (VIIL12d)
d.h.
V-V(@E =V -Vi(#) wd VxV(FE=VxV.F. (VIIL.12e)

—

In der Magnetostatik ist V(%) = B(7), und V - B(¥) bzw. V x B(7) wird durch durch Gl. (VIIL La)
bzw. (VIIL.1b) gegeben. Fiir die Elektrostatik soll man V'(¥) = E(7) betrachten, wihrend V - E(7)
bzw. V x E(7) durch Gl. (VIL.1a) bzw. (VIL.1b|) gegeben sind.

=

VIii.1.3 Integrale Formulierung der Grundgleichungen der Magnetostatik

In diesem Paragraphen werden die integralen Formulierungen dargestellt, die den lokalen Grund-
gleichungen (VIII.1)) der Magnetostatik entsprechen.

VIil.1.3 a Erhaltung des elektrischen Stroms
Die Divergenzbildung der stationdren Maxwell-Ampére-Gleichung (VIII.1b|) gibt

V- 7u(7) = 0. (VIII.13)

Unter Verwendung des Integralsatzes von Gaufs ergibt sich dann
0= / - Ju(F) & = f TP - 28 (VIIL14)
vV oV

d.h. der resultierende Ladungsstrom durch die Oberfliche 07 eines Volumens ¥ verschwindet: der
einstromende Ladungsstrom muss wieder herausstromen, entsprechend der Abwesenheit von Quellen
des elektrischen Stroms.

Bemerkung: Dementsprechend wird ein allgemeines Vektorfeld V (7), dessen Divergenz iiberall ver-
schwindet — wie z.B. die magnetische Induktion B(7) —, als quellfrei bezeichnet.

(") In Lehrbiichern findet man oft die Forderung, dass der Betrag |V (7)] schneller als 1/r fiir r — oo abnehmen soll.
Mathematisch gilt das Ergebnis auch mit schwicheren Annahmen tiber V, vgl. z.B. Ref. [29] fiir eine Diskussion.

(@) H. von HELMHOLTZ, 1821-1894
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Aus dieser Erhaltung des Ladungsstroms folgt auch, dass die elektrische Stromstéirke I durch
den Querschnitt eines leitenden Drahts konstant entlang des Drahts bleibt.

FEine zweite Folgerung der Ladungsstromerhaltung ist die K- z'rchhoﬁsch Knotenregel laut
der die Summe der an einem Leiterknoten zufliefenden elektrischen Stréome gleich der Summe der
daraus abflieffenden Strome ist.

Beweis: Betrachtet man ein Volumen % um den Knoten, so ist der nach aufien gerichtete Fluss
der Stromdichte 7. durch die Fliache 9 gleich der algebraischen Summe der Stromstérken in
den Leitern, wobei aus- bzw. einfliefende Stréme positiv bzw. negativ gezéhlt werden. Fiir das

Beispiel der Abb.

_7{5:91,(77)~d2§:11—12—13—14+15:0,
X%

~

_ -
N

-

270V >

Abbildung VIIl.1 — Knotenregel

VIII.1.3 b Fluss der magnetischen Induktion

Sei 0V eine geschlossene Fliache, die ein Gebiet ¥ einschlieft. Der magnetische Fluss durch die
Oberflache 0% wird durch

Oy = f{ B - 2§ (VIIL15)
ov
definiert. Dabei ist d28 = d28 €, der vektorielle Oberflichenelement, wobei €, den nach aufien
ausgerichteten Normaleinheitsvektor zu d?S bezeichnet.
Unter Verwendung des Integralsatzes von Gauf ist das Oberflachenintegral auf der rechten Seite
gleich dem Volumenintegral der Divergenz des Integranden, d.h.

7{ E(F)-dzgz/V-B(F)d3F.
ov 4

Wegen der Maxwell-Thomson-Gleichung (VIII.1al) ist die rechte Seite dieser Gleichung immer Null,

unabhéngig von ¥
Dp = 0. (VIIL16)

Das heifit, der magnetische Fluss durch jede geschlossene Flache ist immer Null.

VIII.1.3 c Ampére-Gesetz

Sei S eine Flache und 0S deren Rand. Das Flichenintegral iiber S der stationdren Maxwell—

Ampére-Gleichung (VIIL.1b|) lautet
/ V x B(#)-d*S = po / TP - A28
S S

(73 auch bekannt als erstes Kirchhoffsches Gesetz.

(2 Q. KIRCHHOFF, 18241887
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Dabei ist das Integral auf der rechten Seite genau gleich der Stérke I des elektrischen Stroms durch
S. Wiederum lasst sich auf der linken Seite das Flachenintegral einer Rotation iiber & mit dem
Integralsatz von Stokes in ein Linienintegral entlang des geschlossenen Rands OS transformieren.
Somit ergibt sich das Ampére-Gesetz

[ ]{ B(7) - dlf = po / Jo(F) - d°8 = pol. ] (VIIL.17)
aS S

—

Bemerkung: Das Linienintegral eines Vektorfeldes V' (7) entlang einer geschlossenen Kurve € wird
Zirkulation des Feldes langs 6 genannt. Dementsprechend tritt auf der linken Seite des Ampére-
Gesetzes die Zirkulation des Magnetfeldes lings des Rands 9S.

Dann besagt das Ampére-Gesetz, dass die Zirkulation der magnetischen Induktion léings einer
geschlossenen Kurve 9S gleich pg mal dem elektrischen Strom durch eine von 0§ aufgespannte
Flache ist.

VIil.1.4 Magnetisches Feld induziert durch einfache Ladungsstrome

Im Fall eines Ladungsstroms durch einen diinnen Draht vereinfacht sich das Integral im Biot—
Savart-Gesetz oder in den dquivalenten Formeln (VIIL.6) und (VIII.10). Betrachtet man
namlich ein infinitesimales Volumenelement d37’ um einen Teil des Drahts, so ldsst sich dieses
als d2S’d¢ schreiben, mit d¢ der Linge von d37’ entlang des Drahts und d?S’ die Fliche des

Querschnitts von d37’ senkrecht dazu.

Abbildung VIIl.2

Sei & der Einheitsvektor in Drahtrichtung — d.h. kollinear zur Stromdichte 71 (7') —, sowie
Vektoren df’ = d¢' & und d?S’ = d*S8’§)|, im Einklang mit der iiblichen Definition des vektoriellen
Flachenelements. Dann gilt

Ja(7) &7 = Ju (7)) d2S' Al = [Fu (i) - d2S"] 4L

[ @ = [( [l -es)ar.

Zum Flichenintegral triagt nur der in Abb. (VIIL.2) Querschnitt d2S bei, was die Stromstérke I
des Ladungsstroms ergibt. Insgesamt konnen Volumenintegrale durch Linienintegrale entlang des
Drahts ersetzt werden, mit der Substitution

Daraus folgt

Ju (@) &7 = 14dl" (VIIL18)

im Integranden, wie z.B. fiir das Biot—Savart-Gesetz (VIIL.7)) in Gl. (VIII.21)) gemacht wird.
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Wem diese Substitution nicht geféllt, kann stattdessen die Ladungsstromdichte durch den Draht
mithilfe einer zweidimensionalen Delta-Distribution schreiben:
Jor.(7F) = 16(x") 8(a*) &,

wobei ein (lokales) Koordinatensystem gewéhlt wurde, in dem der unendlich diinne Draht ent-
lang der 23-Achse liegt. Nach Einsetzen in ein Integral ergibt sich das gleiche wie mit der

Substitution (VIII.18]).

VIll.1.4 a Magnetisches Feld eines diinnen geradlinigen Draht

Durch einen unendlich langen diinnen geradlinigen elektrischen Leiter fliefit ein stationérer La-
dungsstrom I. Dieser erzeugt in jedem Punkt 7 aufserhalb des Drahts eine magnetische Induktion
B(7).

Wegen der Zylindersymmetrie um den Draht ist es sinnvoll, Zylinderkoordinaten (7,6, z) mit
den zugehorigen Basisvektoren (&, &, €,) einzufiihren. Dabei zeigt in jedem Punkt €, in die Radial-
richtung weg vom Draht, wihrend €y orthogonal dazu ist.

Wegen der Zylindersymmetrie kann der Betrag des Magnetfeldes in
einem Punkt nur von dessen Abstand r zur Achse des Leiters abhéngen,

sei B(r). T4

Sei 6 ein Kreis mit Radius R in einer Ebene senkrecht zum Draht,
wobei der letztere durch das Zentrum des Kreises durchléuft; dann ist e~
!E(F)! konstant entlang ‘€. Wegen der Symmetrie der Geometrie unter 6 - !
Spiegelungen beziiglich der Ebene von 6 muss E(F) in einem Punkt 7 i B

des Kreises in der Ebene liegen; genauer ist B (7) tangential zum Kreis,
denn es orthogonal zum Abstandsvektor zur Drahtachse ist. Die genaue
Richtung, und zwar mit einer positiven Komponente entlang &, folgt
aus der Rechte-Hand-Regel: B(7) = B(R) & fiir 7 € 6.

Da E(F) in jedem Punkt 7 des Kreises tangential dazu ist, lautet die Abbildung VIII.3
Zirkulation der magnetischen Induktion entlang €

7{63(?) = %@}B(F)} d¢ = 2rRB(R),

wobei die zweite Gleichung den konstanten Wert von ‘E (F)‘ auf 6 beriicksichtigt. Laut dem Ampére-
Gesetz ist diese Zirkulation gleich p0I, woraus sich B(R) = uol /27 R und somit

- 1
B(#) = % gy fiir r > 0 (VIIL19)
ergibt.
Man priift schnell nach, dass dieses Magnetfeld aus dem Vektorpotential
- 1
A(F) = _% In <;> g fiirr >0 (VIIL.20)

abgeleitet werden kann. Dabei bezeichnet rg eine beliebige positive Zahl, die eingefiihrt wurde,
damit das Argument des Logarithmus dimensionslos ist. Dazu erfiillt dieses Vektorpotential die

Coulomb-Eichbedingung (VIII.4)).

Bemerkung: Anhand einer dhnlicher Herangehensweise kann man zeigen, dass ein von einer gleich-
formigen Ladungsstromdichte 7o (7) = (I/7a?)O(r — a)&, durchflossener geradliniger Draht mit
Radius a die magnetische Induktion

I
Moig 6 firr<a
E(F) _ ) 2ma
I
&é}g firr > a
27r

erzeugt.
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VIIl.1.4 b Magnetisches Feld einer Leiterschleife

Als Ladungsstrom wird jetzt ein stationédrer Strom I durch eine kreisférmige Leiterschleife 6
mit Radius R betrachtet. Gesucht ist die magnetische Induktion g(?) in einem Punkt P auf der
Achse des Kreises. Sei O das Zentrum von 6 und z der Abstand zwischen O und P.

Laut dem Biot—Savart-Gesetz mit der Substitution ist das durch die Leiter-

schleife erzeugte magnetische Feld durch

o o 10" x (7 —7')
B = — VIII.21
(7) l{gém |7 — 7|3 ( )

gegeben. Dabei ist 7/ der Ortsvektor des Linienelements d/ K entlang des Leiters.

Abbildung VIil.4

Ein solches Leiterelement erzeugt eine infinitesimale magnetische Induktion dB , die durch das
Integrand des Kurvenintegrals gegeben ist. Dieses Feld ist senkrecht zum Abstandsvektor 7 — 7’ von
d¢' bis zum Punkt P, wie in Abb. [VIII.4 m dargestellt wird. Da das Problem thndersymmetme um
die Achse des Kreises besitzt, muss das durch den ganzen Stromkreis erzeugte Feld B ( ) parallel
dieser Achse sein. Dementsprechend wird hiernach nur die Komponente der Gl. (VIII.21)) entlang
der Kreisachse betrachtet.

Unabhéngig von der Position des Linienelements ae’ entlang (6 bleibt dessen Abstand |7 — 7/
zum Punkt P konstant, sei d, wahrend der Abstandsvektor 7 — 7/ und d/ /" immer orthogonal zu
einander sind. Somit ist der Betrag des Integranden von GI. konstant gleich pol d¢' /4md?.

Gleichfalls ist der Winkel zwischen dem von dem durch d¢’ fliekenden Strom herriihrenden
Magnetfeld dB und der Kreisachse auch unabhéngig von der Position von ae’ entlang 6, und zwar
gleich /2 — a, wobei « in Abb. 4| definiert ist. Daraus folgert man fiir den Betrag von B

— Mo Idé s Ho I ™ o I s
|B(z)‘: i @ cos<2—a>:47rd2005 5@ (gdﬁlzﬂﬁcos 5@ 27 R.

Dabei gilt cos(m/2 — a) = sina = R/d, mit d = v/ R? + 22. Insgesamt kommt
50| _ Mol R?
|B(Z)‘ - 7 (R2 + 22)3/2

und B ist gerichtet nach rechts in Abb. [VIII.4

(VIII1.22)

Alternativ kann man ein kartesisches Koordinatensystem mit dem Nullpunkt im Zentrum der
Kreisschleife einfiihren (vgl. Abb. [VIIL.4]) und damit arbeiten Parametrisiert man die Posi-

(74 Auf erster Sicht kénnen kartesische Koordinaten fiir ein Problem mit Zylindersymmetrie zwar iiberraschend wirken.
Zur Berechnung des Kreuzprodukts im Integranden des Biot—Savart-Gesetzes sind sie aber die einfachsten.
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tion eines Punkts von 6 mit einem Winkel ¢, so gelten

0 Rcosyp —Rcosyp
=10 und 7' = | Rsing dh. 7—7 = | -Rsiny
z 0 z

Dazu kann man bemerken, dass das Linienelement ae’ tangential zum Kreis genau die infinite-
simale Variation von 7/ darstellt; daher ist

oy oy —Rsingp
dé’:iidcp mit c(liL: Rcos
P ¥ 0

und das Kurvenintegral entlang € wird zu einem Integral {iber ¢ € [0, 27]. Daraus folgt

zRcos ¢
d'x (F=7") = zRsing de.
R?(cos? ¢ + sin? @)

Das Einsetzen in die Biot—Savart-Formel (VIII.21)) unter Beriicksichtigung von [F—7'| = v R? + 22
ergibt schliefslich

o zR cos ¢ 9 0
= Mo I . pol R
") 471'/0 B2+ 2202 \ | T T (R 2

im Einklang mit dem schon oben gefundenen Ergebnis (VIII.22]).

VIIl.1.4 c Magnetisches Feld einer Zylinderspule
... Aufgabe 78!

VIII.1.5 Kraft zwischen zwei Stromkreisen

In Abwesenheit eines elektrischen Feldes lautet die Lorentz-Kraftdichte auf eine Ladungsstrom-
dichte 741, in einem magnetischen Feld

fL(@) = Ju(F) x B(7). (VIII.23)

Ausgehend aus dieser Formel kann man die Kraft ﬁa_ﬁ, bestimmen, die ein erster Stromkreis a mit
Stromdichte je1. o auf einem zweiten Stromkreis b mit Stromdichte Jg ; ausiibt.

Sei V, bzw. 1}, ein Gebiet, das den Stromkreis a bzw. b beinhaltet, wobei 71 ; in jedem Punkt des
Rands von ¥ verschwindet. Die Stromdichte Jg , erzeugt eine magnetische Induktion éa im Raum,

insbesondere in jedem Punkt 7, € 1},. Dadurch erfahrt der ganze Stromkreis b eine resultierende
Kraft

—

Fop =/ Jel.p(Tp) X B, () d°7y.
Vo

Dabei kann éa(Fb) durch das Biot—Savart-Gesetz (VIII.7]) ausgedriickt werden:

—

= po [ . Jel,a(Ta) X (Fy — T . .
Fosp= 47T/ Jerb(T) X [/ = a(|;b) ; E a) d3ra} d37.
Vp Va —Ta

Diese Formel lasst sich mit Hilfe der Identitat

Fo—fa o 1
|7 — 7o |7y — Tal

umschreiben:

!

0 S = 1 . L34
Fa~>b - H/ / jel.,b(rb) X vb =7 | X ]el.,a(ra) d37ﬂb dgra-
47 A |Tb — T’a|
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S

— (c_i- 5)6’ kommt

Ho o o o SN 1 35 13-
_ Ko ' G ——— )37 d
47T/%/% (71,0 (Ta) + Jerp(Tp)] b<Fb — Fa|> Ty d°7,

_ 1
_ Mo / / [ﬁl.,b(ﬁb)-vb<H)}fel.,am)dg?b &7, (VIIL24)
4 Vo Jv, ‘T’b—ra‘

Wie wir jetzt beweisen werden, ist der Term in der zweiten Zeile Null, denn das darin enthaltene
Integral {iber 7, verschwindet. In der Tat gilt unter Einfiihrung der Koordinaten {z}} von 7,

- 1
Jer.p(7) - Vi, ( ) / Jo (H)d?’??b
/q/b ) [Ty — Pl Vbz Lo(7 8xb |7y — 7

k=1

AR GON : 5 o(7)
/ ok [ - ]d3 / Z Tl ok Tb.
Vp k=1 ‘rb |Tb - 7"a,| Vp |Tb k b

Dabei erkennt man die Divergenz zweier Vektorfelder:

Lo e 1 q = | Jerp(Th 4 L = L 3
/]el.,b(rb) - Vi, <H>d37“b = / Vi - [fU Py — [ ===V Jop () A7
Vy |7‘b_ra| Vp |T'b_7ﬂa’ 'Vb‘rb _T‘a|

Das zweite Integral auf der rechten Seite verschwindet wegen der Quellfreiheit der Ladungs-
stromdichte Jg1 5. Wiederum lédsst sich das erste Integral mit dem Satz von Gauk transformieren:
daraus kommt das Flachenintegral von 7 4(7%) /|7y — 74| iiber den Rand 0%, wo Je1.p Null ist, so
dass auch dieser Beitrag verschwindet.

Insgesamt bleibt somit die Kraft

M0 o o o N 1 3 13-
- - el..a ra * Jel. T V I —— d T d 'ra. VIII25
47T/%/%[Jl,( ) - Jer.n(7)] b(ITb—Ta!> b ( )

Da der Gradient von 1/|F, — 74| beztiglich 7, das Negative des Gradienten beztiglich 7 ist,
kommt ein globales Minus-Zeichen im Austausch der Rollen von a und b, und zwar FIHQ = Faﬁb
Dies ist genau das dritte newtonsche Gesetz (|[.19)).

Unter Verwendung des doppelten Kreuzprodukts a x (5 X E) = (Ei . E’)

Multipolentwicklung

Ahnlich der in Abschn. studierten Entwicklung des elektrostatischen Skalarpotentials ®(7)
einer Ladungsverteilung pe). als Summe der durch sukzessive Multipolmomente erzeugten Potentiale,
wobei das 2/-te Moment einen Beitrag proportional zu 1 /r*+1 liefert, kann das Vektorpotential
/T(F) einer Ladungsstromverteilung 7, ebenfalls als Summe der Effekte von Multipolmomenten
geschrieben werden.

VIIl.2.1 Multipolmomente einer Ladungsstromverteilung

Es wird angenommen, dass die Stromverteilung innerhalb eines Volumens 9 in der Umgebung
des Ursprungs des Bezugssystems lokalisiert ist, wobei jo in jedem Punkt des Rands 0% von ¥
Null ist. Das magnetische Feld wird in einem weit entfernten Punkt 7 gesucht, d.h. | — 7’| > R fiir
jeden 7/ € ¥, wobei R eine typische Lange fiir das Volumen ¥ ist.

Gemafs der GL lautet das Vektorpotential (in Coulomb-Eichung)

A = £° / JoT) g3

A7 Jo, |7 — 7|

Dank den Annahmen ist der Abstand | — 7’| im Nenner des Integranden ungeféhr gleich r = |7).
Somit kann der Bruch 1/]7 — 7/| mithilfe einer Taylor-Entwicklung angenéhert werden.Zur ersten
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Jel,

=

Abbildung VIIL.5

Ordnung in 7 gilt

3
1 I 1 1 z* 1
—_— == Ol = |=- —*+0( =),
|7 — 7| r+ r3 + <7‘3> r+;r?’ + 73
wobei die {z¥} bzw. {z'*} die kartesischen Koordinaten von 7 bzw. 7/ in einem System mit Basis-
vektoren {€j} sind. Das Einsetzen dieser Entwicklung in die Formel fiir das Vektorpotential gibt

3
T . MO = (I 1327 Ho k th= =1\ 131
A(7F) = 47rr/,/Jel'(r ) A7 + gy %x /q/a: Jan (P o7 - (VIII.26)

Die Integrale in dieser Entwicklung des Vektorpotentials in Potenzen von 1/r sind die (kartesischen)
magnetischen Multipolmomente der Ladungsstromverteilung. Wie wir jetzt sehen werden ist der
erste Term in der Tat Null, so dass der filhrende Beitrag jener des Dipolmoments ist.

Lemma: Sei f bzw. J eine kontinuierlich differenzierbare skalare Funktion bzw. ein quellfreies
Vektorfeld auf einem Bereich 9, wobei J in jedem Punkt des Rands 0 von ¥ verschwindet. Dann
gilt

-

/J(F’) VIFE)PF = 0. (VIIL.27)
v

Beweis: Dank der Annahme J(7’) = 0 in jedem Punkt 7/ € 9% gilt
FENJIFE - 28 = 0.

ov

Die Transformation des Oberflichenintegrals mit dem Integralsatz von Gauft ergibt unter Ver-
wendung der Produktregel

= = —

_ 7 . 7! “7—,,»/ 3zl 7! < . 7! 7). 7! 377
0= [T e = [ T + 7 - 9167 a

Der erste Term in den eckigen Klammern verschwindet dank der Quellfreiheit von f, woraus
das gesuchte Ergebnis folgt. O

1k

Wendet man dieses Lemma mit J = 7, und f (7") = 2'F an, wobei eine triviale Berechnung

%f(?’) = € ergibt, so kommt fiir jedes k =1,2,3
v v

d.h. insgesamt

JEGEE (VIIT.28)
v

Somit ist der erste Beitrag auf der rechten Seite der Multipolentwicklung (VIII.26)) Null. Das heifét,
es gibt keine ,magnetische Monopole“ — entsprechend der Abwesenheit eines Quellterms auf der

rechten Seite der Maxwell-Thomson-Gleichung (VIII.1al).

Sei jetzt f(7') = 2*2/' mit k,l € {1,2,3}; dann ist Vf(7') = 2/'&, + 2/*& und das Lem-
ma (VIIT.27) gibt
6 + 2t )] 7 =
%
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Diese Gleichung kann verwendet werden, um das Integral des zweiten Terms in Gl. (VIII.26)) um-
zuschreiben:

/33 Ja (T T—Zez/l’ Jel P’
VvV
(1 o o, 1 o o
=2el{2 [l +atisenner + 4 [ i) - e

el - -
_Z /x/k]é (7') — "5 (7] P7. (VTIL.29)

Als néchstes kann das Integrand in der dritten Zeile als

3 3
x/k]él (—»/) - xll]elfl( ) — Z (6km5ln . 5lm5kn)$/m]g( /) — Z 6zk:l zmnaj/m]g( /)
m,n=1 i,mn=1

geschrieben werden. Definiert man das magnetische Dipolmoment der elektrischen Ladungsstrom-
verteilung durch

1
=g / 7 Ja (i) 7 (VIIL.30a)
v
mit kartesischen Komponenten
) 3 6imn
=3 / 2 () 57, (VITL30D)

m,n=1 v

so gilt )

/x/kjél.(?/) dSF/ _ Z Zk‘lul g.
vV

il=1
Nach Multiplikation mit z* und Summe iiber k = 1,2, 3 ergibt sich
3

3
ka/x/kj»el.(?/) B = 3 Myisks = ix T
k=1 'V

ik l=1
Somit wird die Entwicklung (VIII.26|) zu

A7) = Z_;F‘ré LTI (VIIL30c)

Die zugehorige magnetische Induktion B (7) ergibt sich aus der Rotationsbildung dieses Vektor-
potentials. Insbesondere gilt fiir das magnetische Feld eines reinen magnetischen Dipols ji

R -9 -
= Ho ST )T =77
[B(T):E ( 15 . (VIIL.31)

Wie erwartet nimmt der Betrag des Vektorpotentials (VIII.30c) wie 1/72 ab, und dementsprechend
die Stirke des magnetischen Feldes wie 1/73.
Bemerkungen:

+ Die SI-Einheit des magnetischen Dipolmoments ist das A -m?, entsprechend der physikalischen
Dimension [y] = IL2.

x Die Gleichungen (VIIL.30c) und (VIII.31) fiir das Potential und das Feld eines magnetischen
Dipols sind analog den Gl. (VII.34al) und (VII.34b) fiir einen elektrostatischen Dipol.
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VIIl.2.2 Magnetisches Dipolmoment einer Leiterschleife

Durch eine Leiterschleife 6 fliefit ein elektrischer Strom I, der einer Ladungsstromdichte 7.
entspricht. Unter Nutzung der Substitution (VIII.18]) lautet das

zugehorige magnetische Dipolmoment (VIII.31])

1 1 -
ﬁ_/ijel,(?)d?’F_fodz,
2 2 Jo

wobei df das gerichtete Linienelement entlang der Schleife be-
zeichnet. Im Integranden ist % 7 x dl ein Vektor, der senkrecht zur
Ebene der Schleife steht, und dessen Betrag gleich dem Fléchen-
inhalt dS des durch 7 und d¢ aufgespannten Dreiecks ist. In der
Integration entlang der Schleife ergibt sich die gesamte Fliache S,
die durch den Leiter aufgespannt wird, und somit

Abbildung VIII.6

p=18 (VIIIL.32)
wobei der orthogonale Flachenvektor Sin Richtung des Daumens der rechten Hand zeigt, wenn die
anderen Finger die Richtung des Stroms anzeigen.

Bemerkungen:

+ Das Ergebnis ist unabhingig von der Wahl des Ursprungspunktes 7 = 0, der auch aufer der
Schleife gewdhlt werden kann.

x Betrachtet man die bewegten Ladungstrager in der Leiterschleife, die fiir die elektrische Strom-
dichte i verantwortlich sind, so ist das magnetische Dipolmoment i proportional zu deren Bahn-
drehimpuls L.

VIil.2.3 Magnetischer Dipol in einem auBeren magnetischen Feld

Der Einfluss eines magnetischen Feldes auf eine Stromverteilung kann durch die magnetischen
Multipolmomente der letzeren ausgedriickt werden.

A A A A A A A A A A AN A AT A A A A A A N IR

Sei angenommen, dass sich die Stromverteilung 7. innerhalb eines Gebiets 9 in der Umgebung
des Nullpunkts des Koordinatensystems befindet, wo eine nicht-spezifizierte Quelle eine magnetische
Induktion B erzeugt. Ausgehend von der Lorentz-Kraftdichte (VIII.23)) lautet die Kraft auf die

Stromverteilung

—

F= / 7u(7) x B(7) d*7.
4

Dessen i-te kartesische Komponente lautet
Fi = ¢kl /V MG EAGEN

In diesem Ausdruck kann das magnetische Feld als Taylor-Entwicklung um den Nullpunkt geschrie-
ben werden: . L
Bl(#) = BY0) + 7 - VBY(0) + - - - .

Somit gilt X

Fr=Y" M [k BH0) a3 + [ jk(7)F- VB'(0) d*F + -
v vV

k=1

Im ersten Term auf der rechten Seite kann Bl(ﬁ) aus dem Integral herausgezogen werden: dieser
konstante Faktor multipliziert dann das Volumenintegral von j[jl., das gemaéfs Gl. (VIII.28]) Null ist.
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Es bleibt

3 -

- - . ) Bl
jE @7 - VB(0)d*F 4 - = E 61“/]'51,(77) I 883:(3'0) Br+--.
ki=1 7Y

e
Il
M-
=
—

iibrig. Die Ableitung im Integranden ist eine Konstante, die sich aus dem Integral herausziehen
ldsst. Dann erkennt man das Integral von x/ j"jl., das laut der Formel unten GIl. (VIII.30b)) als

umgeschrieben werden kann, wobei u™ die m-te Komponente des magnetischen Dipolmoments der
Stromverteilung ist. Dies gibt

3 - 3 — o,
A . , OB (0) o g 0B (0) Lo, dB(0)
Fi = § : ikl _mjk m A § : _ sim gyl ij slm\ , m AN . B = o

7,k,1 m:le ‘ 8 Oz’ 7,1 m:l( e )'u Oz’ 8 v (0) o Ot

Der erste Term im rechten Glied der Gleichung verschwindet dank der Maxwell-Thomson-Gleichung.
Dazu ist das magnetische Dipolmoment fiir eine gegebene Stromverteilung eine Konstante, die in
der Ableitung des zweiten Terms mitgenommen werden kann:

= %[ﬁ-g(ﬁ)]-

Somit ergibt sich schlieflich fiir die Kraft auf ein magnetisches Dipolmoment, das sich im Punkt 7
befindet (7 = 0 in der obigen Herleitung)

7

— —

F=V[i B@)]. (VIII.33)

Bemerkung: Laut dieser Formel erfahrt ein magnetischer Dipol eine Kraft, wenn er sich in einem
inhomogenen Feld befindet.

VIIl.2.3 b Energie eines magnetischen Dipols in einem magnetischen Feld
Die Kraft (VIII.33]) lasst sich trivial als das Negative eines Gradienten schreiben, und zwar
F=—-VWy, (VIIL34a)

wobei die Wechselwirkungsenergie zwischen dem Dipol und der magnetischen Induktion, aus der
die Kraft abgeleitet wird, durch

Vav = —fi - B(7) (VIII.34b)

gegeben ist.

Diese Wechselwirkungsenergie hat genau die gleiche Form wie jene eines elektrischen Dipols in
einem elektrostatischen Feld, entsprechend dem zweiten Term in GI. (VII.31]).

Ebenfalls analog zum elektrostatischen Fall ist die Wechselwirkungsenergie zweier magnetischer
Dipole ji, und fip: unter Verwendung des magnetischen Dipolfeldes und der Gl.
ergibt sich

_ Ho /za : /zb - 3(€r : /Ia) (ar ) ﬁb)
T 4r r3

(VIIL35)

mit dem Abstandsvektor 7 zwischen den beiden (als punktférmig angenommenen) Dipole und dem
zugehorigen Einheitsvektor €, = 7/|7|. Diese Gleichung ist das genaue Pendant der Gl. (VII.35]).
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Im Gegensatz zu den stationdren Fallen der Elektro- und Magnetostatik sind das elektrische und
das magnetische Feld im allgemeineren zeitabhéngigen Fall miteinander gekoppelt. Diese Kopplung
wird durch zusétzliche Terme in den Grundgleichungen beriicksichtigt, die zu neuen Phénomenen

fithren (Abschn. [IX.1]).

In Abschn. wird gezeigt, dass sich das elektrische und das magnetische Feld aus elektroma-
gnetischen Potentialen ableiten lassen, die nicht eindeutig bestimmt sind. Dariiber hinaus werden
Bewegungsgleichungen fiir diese Potentiale hergeleitet. Dem elektromagnetischen Feld kénnen noch
eine Energie und ein Impuls zugeordnet werden, oder genauer, entsprechende Dichten und Strom-
dichten (Abschn. , die ziemlich anschaulichen Bilanzgleichungen geniigen.

Der zweite Teil des Kapitels befasst sich mit Anwendungen der zuvor eingefiihrten Begriffe und
Ergebnisse. Zunéchst werden Losungen zu den Bewegungsgleichungen fiir die Felder oder Potentia-
le im Vakuum in Abwesenheit von Quellen untersucht, entsprechend elektromagnetischen Wellen
(Abschn. . Dann wird eine allgemeine Losung der Maxwell-Gleichungen mit Hilfe sogenannter
retardierter Potentiale dargelegt, die das elektromagnetische Feld erzeugt durch beliebige Ladungs-
und Stromverteilungen angibt (Abschn. [IX.5]).
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Grundgesetze

In diesem Abschnitt werden zuerst die nicht-stationdren Maxwell-Gleichungen dargelegt und die
Deutung der zeitabhdngigen Terme diskutiert (§[IX.1.1]). Dann werden Bewegungsgleichungen zwei-
ter Ordnung hergeleitet (§[IX.1.2]), deren Losung oft einfacher ist.

IX.1.1 Maxwell-Gleichungen

Die schon in Kapitel [V]] eingefiihrten zeitabhéngigen Maxwell-Gleichungen lauten

6 ’ E(ta F) = lpel.(t? ?) (IXla)
€0

V-B(t,7) =0 (IX.1D)

L B(t,7) =

V x E(t,7) + 0 g;’r) =0 (IX.1c)

L. OF(t, 7 L

V x B(t,7) — eot E()t ) = poJeL(t, 7). (IX.1d)

Relativ zu den stationdren Gleichungen (VII.1)) und (VIIL.1)) der Elektro- und Magnetostatik
treten zwei neue Terme auf, und zwar die Zeitableitungen in den zwei letzten Gleichungen. Natiirlich
sind diese Zeitableitungen notig, um eine mogliche Zeitentwicklung der Felder zu beschreiben.

Schreibt man die Maxwell-Faraday-Gleichung in der Form
OB(t,7)
ot
so kann die Anderung der magnetischen Flussdichte auf der rechten Seite als Quellterm fiir die
Rotation des elektrischen Feldes gesehen werden.

Zur Interpretation dieser Gleichung kann man eine feste ruhende orientierte Flache S betrachten
und Gl. (IX.2)) dariiber integrieren:

V x E(t,7) =

(IX.2)

L. - B(t,7 .
/WxE@myfsz—/a(””f& (IX.3)
S S ot
Da die Flache zeitunabhangig ist, kann die Zeitableitung auf der rechten Seite aus dem Integral
herausgezogen werden:

aé(t,F) sa d / Lo d
_— =— [B . =—0
/ r d“S ; (t,7)-d*S 7 (1),

wobei ®@p der Fluss der magnetischen Induktion durch die Flidche S ist.
Wiederum kann die linke Seite der Gl. mit dem Integralsatz von Stokes transformiert
werden: wenn 9S den (orientierten) Rand der Flidche S bezeichnet, gilt
/T@><E@jﬁ}mﬁ§:: E(t,7)-dl.
S oS
Schlieflich ergibt sich

L - d - - dDp(t
_mmywz—/B@md%z— 5 (1)

Wendet man dieses Ergebnis auf den Fall an, wo die Fléche & durch einen ruhenden geschlossenen
Kreisleiter 6 aufspannt wird (Abb. , so ist das Linienintegral entlang 6 die sog. elektromoto-
rische Kraft U — die trotz ihrer Bezeichnung keine Kraft ist, sondern eine elektrische Spannung:

szﬁwmdi
6

(IX.4)
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Abbildung IX.1

Dies entspricht der Energie erhalten durch eine Einheitsladung, wenn sie den Kreis einmal umléuft.
(Wird der Kreis irgendwo leicht getrennt, so ist U die elektrische Spannung zwischen den Enden,
wie in Abb. dargestellt wird.) Dann ergibt sich das Faraday-Induktionsgesetz

[ v = _4%0) ] (IX.5)

dt

Bemerkungen:

* Wenn die Fliche S, durch welche der magnetische Fluss zeitlich variiert, nicht fest ist, miis-
sen zusétzliche Terme in der obigen Argumentation beriicksichtigt werden. Physikalisch bleibt das
Ergebnis das gleiche.

* In einem geschlossenen Kreisleiter wird das induzierte elektrische Feld die Ladungstrager in
Bewegung bringen, d.h. es entsteht ein elektrischer Strom. Wiederum wird dieser Strom {iiber die
Maxwell-Ampére-Gleichung ein magnetisches Feld Eind. erzeugen, das nach der Lenzsche Regel
der Anderung des magnetischen Flusses durch die Leiterschleife entgegenwirkt.

* Das Prinzip des Induktionsgesetzes wird zu Nutze gemacht, um elektrische Strome zu erzeugen.

1X.1.1 b Maxwellscher Verschiebungsstrom

Die zweite Modifikation relativ zum stationdren Fall ist die Zeitableitung in der Maxwell-
Ampére-Gleichung ([X.1d)), die sich auch als

OE(t,7)

6 X B(t, F) = Lo j’e].(t,?_“’) + 607(,%

(IX.6)
schreiben lasst. In dieser Form kann der zweite Term in den eckigen Klammern als eine Ladungs-
stromdichte interpretiert werden: dieser Term ist der sog. Maxwellsche Verschiebungsstrom.

Dank diesem Term enthalten die Maxwell-Gleichungen automatisch die Ladungserhaltung
fiir die Quellen. Leitet man ndmlich die Maxwell-Gauf-Gleichung nach der Zeit ab, so ergibt
sich

8pel.(t> 77) 0

= €

o 0% [V E(t,7)].

DE. LeNz, 1804-1865
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Andererseits lautet die Divergenz der Maxwell-Ampére-Gleichung ([X.1d))

o LS 1y By - OE(t,7) 0 = =
"701'(t’7‘) = %V [v X B(t7r)] - GQV : T = —60&[v . E(t, 7“)]7

<

wobei in der zweiten Gleichung die partiellen Ableitungen von E nach der Zeit und nach den
Ortskoordinaten ausgetauscht wurden, wihrend V - (V X B) = 0 benutzt wurde. Die Summe der
zwei letzten Gleichungen lautet dann

8 €. t) r — — —
[ plé(tr) LVt ) = 0. ] (IX.7)

Diese Differentialgleichung wird als Kontinuitdtsgleichung bezeichnet. Sie stellt die lokale Formulie-
rung der Erhaltung der elektrischen Ladung dar.

Um die entsprechende Integralform zu finden kann man ein festes Raumgebiet 9/ mit Rand 0V
betrachten und die GI. iiber das Volumen ¥ integrieren:

/ IpaltsT) g _ / V- Jult, ) R
y Ot v

Da das Volumen ¥ zeitunabhingig ist, kann die Zeitableitung im linken Glied aus dem Integral
herausgezogen werden. Wahrenddessen kann das rechte Glied mit dem Integralsatz von Gaufs trans-
formiert werden:

gt / peL(t, 7) &3F = — f Ju(t, 7) - d%S. (IX.8)

v oV

Der Term auf der linken Seite ist die (totale) Zeitableitung der Gesamtladung Qi,(t) innerhalb des
Volumens Y. Das Flachenintegral auf der rechten Seite ist der nach aufen gerichtete Fluss der La-
dungsstromdichte durch 9%. Physikalisch bedeutet Gl. , dass die Anderung der Gesamtladung
Qin pro Zeiteinheit gleich der durch die Oberfliche 0V ,yerlorenen* Ladung pro Zeiteinheit ist: dies
ist eine Bilanzgleichung fiir eine erhaltene Grofse, ndmlich hier die elektrische Ladung.

IX.1.2 Bewegungsgleichungen flr die elektrischen und magnetischen Felder

Die Maxwell-Gleichungen (IX.1]) sind gekoppelte partielle Differentialgleichungen erster Ordnung
fir E(t,7) und B(t,7). Mit einigen Umrechnungen lassen sich entkoppelte Bewegungsgleichungen
erhalten.

Somit ist die Differentialgleichung fiir E(t,?) unabhéngig von E(t,?), und umgekehrt
tritt E(t, 7) nicht in der Bewegungsgleichung fiir B (t,7) auf. Die beiden Felder bleiben
aber miteinander gekoppelt, beispielsweise iiber die Maxwell-Faraday-Gleichung . Das
heifst, man kann zwar entkoppelte Bewegungsgleichungen finden, die aber nicht unabhéngig
voneinander sind: physikalisch wird die Kopplung nicht aufgehoben.

IX.1.2 a Bewegungsgleichung fur das elektrische Feld
Die Rotationsbildung der Maxwell-Faraday-Gleichung (IX.1c)) ergibt

S = o - OB(t,7
Vx[VxE(t,?)]—i—Vxé}t’r)

Der erste Term kann mit der Identitit V x (6 X 17) = %(@ . ‘7) — AV transformiert werden. Im
zweiten Term konnen partielle Zeit- und Raumableitung ausgetauscht werden, was zu

[V - B.)] - ABLT) + 0 [V % Bm)] =0

= 0.
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fiihrt. Dabei kann V - E unter Verwendung der Maxwell- Gaufé Glelchung ) durch die La-
dungsdichte ausgedriickt werden. Wahrenddessen lasst sich V x B mithilfe der Maxwell Ampeére-
Gleichung (IX.1d]) umschreiben. Dies ergibt

1= ﬁ d QE(t, )] =
~Vpalt,7) — AE(t, Lt utund S Ay ()
EOVPL( 7) (t,7) + o toJer(t, T) + €ofio py 0
Aquivalent gilt
. OE(t, 7 Lo Ot ™) 1= .
OE(t,7) = —eoﬂo# +ABMT) = p D) L Le 7)) (IX.9)
ot ot €0
Dabei ist der d’AlemberOpemtor [l geméfs
82

Ot?
deﬁniert

IX.1.2 b Bewegungsgleichung fiir das magnetische Feld
Betrachtet man als Anfangspunkt die Maxwell-Ampére-Gleichung ([X.1d)) und bildet man deren

Rotation, so ergibt sich

L L . E(t. 7 .
V x [V X B(t,?)] — EQ,U,()V X 8;];7‘) = /J,Ov X ﬁl.(t, F)

Dabei ist V x (6 X é) wegen der Maxwell-Thomson-Gleichung V- B = 0 einfach gleich —AB.
Dann koénnen Ableitungen beziiglich der Zeit- und Ortsvariablen im zweiten Term ausgetauscht
werden, und die resultierende Rotation V x E mithilfe der Maxwell-Faraday-Gleichung
umgeschrieben werden. Insgesamt ergibt sich

9B (t, 7 -
—AB(t )+ eouoai> = oV X JaL(t,7),
d.h.
. O%B(t, 7 _ -
DB(t,F) = —60/1108;’,0 + AB(t,F) = oV x _ﬁel.(t,F). (IX.ll)

Die Gleichungen (IX.9)) fir das elektrische Feld E und m fiir die magnetische Induktion
B sind anscheinend entkoppelte (inhomogene) lineare partielle Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung. Die Felder sollen aber noch der Maxwell-Faraday-Gleichung (| geniigen, so dass sie nicht
unabhiingig voneinander sind: die Bewegungsgleichungen (IX.9)) und (IX.11]) sind also eigentlich red-
undant.

Elektrodynamische Potentiale

Wie im stationéren Fall konnen ein Skalar- und ein Vektorpotential eingefiithrt werden, aus denen sich
das elektrische und das magnetische Feld ablelten lassen §m Im Gegensatz zu den stationéren
Potentialen hingen aber jetzt beide Felder E und B vom Vektorpotential ab. Dementsprechend sind
die Eichtransformationen der Potentiale, welche die elektromagnetischen Felder invariant lassen,

(M) Oft wird der d’Alembert-Operator als das Negative des hier betrachteten Differentialoperators definiert.
(am) 7 L RoND D’ALEMBERT, 1717-1783
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nicht unabhéngig voneinander, sondern beide Potentiale miissen gleichzeitig transformiert werden
(§1X.2.2). Schlieklich werden in § [[X.2.3| Bewegungsgleichungen fiir die Potentiale dargelegt, die aus
den Maxwell-Gleichungen folgen.

IX.2.1 Definition

IX.2.1 a Vektorpotential
Die Maxwell-Thomson-Gleichung (IX.1b|) hat die gleiche Form, wie in der Magnetostatlk Daher

kann man wie in §|VIIL.1.1 die Ex1stenz eines differenzierbaren Vektorfeldes A( 7) folgern, mit dem
die Beziehung

—

B(t,7) =V x A(t,7) (IX.12)

in jedem Punkt 7 und zu jeder Zeit ¢ erfiillt wird: A(t,7) ist das (elektrodynamische) Vektorpotential.

Ahnlich wie in der Magnetostatik existiert eine (Eich)Freiheit in der Auswahl von A(¢,7). Ist
ein erstes Vektorpotential A fiir eine bestimmte magnetische Induktion B geeignet, dann so ist auch
das Vektorfeld A'(t,7) = A(t,7) + Vx(t,7), wobei x(t,7) eine beliebige skalare Funktion von Zeit
und Ort ist.

IX.2.1 b Skalarpotential
Setzt man die Beziehung (IX.12)) in die Maxwell-Faraday-Gleichung (IX.1c) ein, so kommt

V x E(t,7) + a—W x A(t,7)] = 0.

ot
Nach Austauschen der Zeit- und Ortsableitungen im zweiten Term kann man einfacher
- , OA(t, 7 .
V x |E(t,7)+ ét’ M| _3.

schreiben. Daraus folgt, dass es ein skalares Feld ®(t,7) existiert, das (elektrodynamische) Skalar-
potential, das die Beziehung

S DA(t,T)

E(t,7) = —=V(t,7) — = (IX.13)

zu jeder Zeit ¢t und in jedem Punkt 7 erfillt.

Im stationéren Fall findet man die Beziehung (VII.3)) zwischen elektrostatischem Potential und
Feld wieder.

1X.2.2 Eichinvarianz

1X.2.2 a Eichtransformationen

Zwei Vektorpotentlale Aund A’ A+VX fiihren zwar {iber die Beziehung ([ zum glelchen
magnetlschen Feld B laut der GI. wiirden sie zu unterschiedlichen elektnschen Feldern E
E fiihren.

Fithrt man aber eine gleichzeitige Transformation des Vektor- und des Skalarpotentials, und
zwar die Fichtransformation

B(t,7) = (L, 7) = B(t, F) — axgt’”, (IX. 14a)
At,7) = Al(t,7) = A(t, 7) + Vx(t,7), (IX.14D)

wobei die skalare Funktion x(t,7) beliebig ist, so bleiben die zwei abgeleiteten Felder E(t,7) und
B(t,7) unverandert.



IX.2 Elektrodynamische Potentiale 181

Beispiel: Dem elektromagnetischen Feld bestehend aus einem stationdren und gleichférmigen elek-
trischen Feld E(t,7) = Ep und einer verschwindenden magnetischen Induktion B(¢,7) = 0 kann
man z.B. die einfachen Potentiale

oder

&' (t,7) =0, A(t,7)=—Eot
zuordnen. Eine Funktion , die von den ersten zu den zweiten fiihrt, ist x(¢,7) = —7 - Eot (dazu
darf man natiirlich eine additive Konstante hinzufiigen).

1X.2.2 b Spezielle Eichungen

Die Eichfreiheit kann benutzt werden, um eine Eichung zu benutzen, in welcher einige Gleichun-
gen eine einfachere Form annehmen.
Eine erste oft auftretende Wahl ist die Coulomb-FEichung, die durch die Bedingung

V- A(t,7) =0. (IX.15)

[vgl. Gl. (VIIL4)] definiert ist. Bei festen E- und B-Feldern ist es immer méglich, Potentiale zu
finden, die der Coulomb-Eichbedingung ([X.15]) geniigen.

Seien @, A Potentiale fiir ein gegebenes elektromagnetisches Feld. Wenn A die Bedingung ([X.15
erfiillt, ist der Fall erledigt. Sonst sucht man eine Funktion x (¢, 7) derart, dass die iiber Gl. (IX.14]
eichtransformierten Potentiale ®’, A’ die Coulomb-Eichbedingung erfiillen. Die Divergenzbildung

der Beziehung ([X.14b|) zwischen A" und A lautet
VA7) =V A7)+ V- Vx(t,7) = V- AL, 7) + Ax(t, 7).

Das Ziel ist, dass V- /T’(t, 7) = 0 gilt. Dafiir soll man eine Funktion x finden, die die inhomogene
Poisson-Gleichung

Ax(t,7) = =V - A(t,7)
16st, wobei die rechte Seite eine vorgegebene Funktion ist. Laut den Ergebnissen des Ab-
schn. [VIT.2] existiert eine solche Lésung immer. |

Eine andere giinstige Eichung ist die LorenEichung, entsprechend der Bedingung

00 (t, 7)

T AT = 0. IX.1
5+ VAR =0 (IX.16)

€00

Wir werden in § [X.2.3 ¢|sehen, dass sich die Bewegungsgleichungen fiir die Potentiale in der Lorenz-
Eichung stark vereinfachen. Ein zweiter Vorteil der Eichung wird auch in § [XIT.1.2] diskutiert.

Die Coulomb- und Lorenz-Eichbedingungen legen die elektromagnetischen Potentiale ® und A

nicht vollstdndig fest, sondern man kann in beiden Féllen unterschiedliche Paare (‘I>,ff) finden,
welche die zugehorige Bedingung erfiillen.

Dies ist trivial der Fall der Coulomb-Eichung, deren Bedingung ([X.15) das Skalarpotential frei

ldsst. Dass auch die Lorenz-Eichung ,unvollstindig” ist, ldsst sich einfach beweisen. Seien (<I>,/_f)
und (®’, A”) Paare von Potentialen, die der Gl. (IX.16]) geniigen, wobei die gestrichenen Potentiale

mit den nicht-gestrichenen iiber die Beziehungen ([X.14)) zusammenhéangen. Dann gilt

ov'(t,7) = o od(t,7) = -
oo 22T L& 7 — leoue 22D L A | o,
ot ot
d.h. nach einer einfachen Berechnung
O*x(t, 7 - -
- eouoig(tzr) + Ax(t,7) = Ox(t.7) = 0. (IX.17)

(@)1, LORENZ, 1829-1891
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Diese Differentialgleichung hat nicht-triviale Losungen — die in § unten diskutiert werden —,
so dass die gestrichenen und nicht-gestrichenen Potentiale ungleich sind.

IX.2.3 Bewegungsgleichungen fir die elektrodynamischen Potentiale

IX.2.3 a Bewegungsgleichung fiir das Vektorpotential
Das Einsetzen der Beziehungen ([X.12) und (IX.13)) in die Maxwell-Ampére-Gleichung ergibt

unter Beriicksichtigung der Formel fiir die Rotation einer Rotation

Tt T) =V x [V x A(t,7 O [ au. «  OAtT
HO]el.(ta T) =V x [V X A(t,T‘)] — €Qlo—=— _V(I)(t77.) o ( )
ot ot
LAY 7 = [0B(t, T OPA(t, T
= V[V A(t,7)] — A7) + eopoV (t,7) #O%T)
ot ot
Nach trivialer Umschreibung lautet dies

1 82g(t, F) . a@(t, 7—;)

DA(t, F) = —€ol0

T + AA(t, F) = —/joﬁ;l_(t, F) +V |:60,U,() ot + V- A(t, F):| 0 (IXIS)

Diese lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung stellt die Bewegungsgleichung fiir das
Vektorpotential A(t,7) dar.

Bemerkung: Im zeitunabhéngigen Fall vereinfacht sich Gl. (IX.18]) zur Gleichung (VIII.8)).

IX.2.3 b Bewegungsgleichung fir das Skalarpotential
Setzt man in die Maxwell-GauR-Gleichung ([X.1a) die Beziehung (IX.13]) ein, so kommt

pet.T) = [ e, o OA(T) 0 e
=V. |-V — = _—AD - Z[Vv-A
o =V TVern - —5 (t,7) = = [V - A(t,7)]
oder aquivalent
AD(t,7) = _palt7) O [V - At,7)]. (IX.19)
€0 ot

Man kann noch egpo 9*®(t,7)/0t? von beiden Seiten dieser Gleichung abziehen, um die Bewe-
gungsgleichung in eine Form &hnlich der Gl. ([X.18) zu bringen:

o pel.(tv ’F) 0 0P (tv ’F)
€oMo ot

2 —
T2 4 Av(t,7) =

T €0 - a + V. A(t, T) . (IX20)

Od(t,7) = —eopo

Bemerkung: Im stationédren Fall vereinfacht sich Gl. (IX.20]), oder noch einfacher Gl. ([X.19)), zur
Poisson-Gleichung (VII.4)) der Elektrostatik.

1X.2.3 c Bewegungsgleichungen in speziellen Eichungen
Arbeitet man in der durch die Bedingung ([X.16]) definierten Lorenz-Eichung, so vereinfachen

sich die Bewegungsgleichungen ([X.18) und (IX.20]) erheblich, und zwar zu

¢ 7
Oo(t, 7) = — Ll (IX.21a)
in Lorenz-Eichung €0
OA(t, 7) = —poder(t, 7). (IX.21Db)

Somit nehmen die Bewegungsgleichungen fiir die Potentiale die gleiche Form wie solche (IX.9)),
(IX.11)) fiir die daraus abgeleiteten E- und B-Felder an.
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Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

Genau wie mechanische Systeme triagt das elektromagnetische Feld Energie (§1X.3.1)) und Impuls
(§1X.3.2)). Lokal lassen sich diese Grofen durch zugehorige Dichten und Stromdichten charakteri-
sieren, die dann Bilanzgleichungen geniigen.

IX.3.1 Energiedichte und -stromdichte des elektromagnetischen Feldes

IX.3.1 a Bilanzgleichung fiir die Energie
Bildet man das Skalarprodukt aus der Maxwell-Faraday-Gleichung (IX.1c)) und der magneti-

schen Induktion B(t,7), so kommt

—

dB(t,7)
ot

Wiederum lautet das Skalarprodukt aus Maxwell-Ampére-Gleichung ([X.1d)) und elektrischem Feld

—

E(t,7)

=0.

B(t,7) - [V x E(t,7)] + B(t,7) -

L e = . OE(t,7 o A
E(t,7) - [V X B(t,r)] — eopoE(t,7) - ét) = uoJel.(t,7) - E(t,7).
Die letztere Gleichung kann dann von der ersteren abgezogen werden. Unter Verwendung der Iden-
titit B+ (Vx E) —E- (V x B) =V - (E x B) ergibt sich
g = 9 [eoE(t,7)?  B(t,7)? o
V- |E(t,7) x B(t,7 — = —uojel(t,7) - E(t,7). 1X.22
[ (,T’)X (771)]_'_”0((% 92 + 2:“/0 ,U/O]el.(ar) (7T) ( )
Die Struktur des Terms auf der linken Seite dieser Gleichung, mit der Summe aus der Zeitablei-
tung eines skalaren Feldes und dem Gradienten eines Vektorfeldes, ist dhnlich jener der Kontinui-
tatsgleichung (IX.7]), d.h. allgemeiner einer lokalen Bilanzgleichung. Dies weist darauf hin, dass

6OEj(ta F)Q + é(ta 7?)2

ee.m.(t; F) = B 2,&0 (IX23&)
die Dichte einer Grofe darstellt, wihrend der Poyntin Vektor
- E(t,7) x B(t,7
Sem.(t,T) = (6,7) x B{t,7) (IX.23b)
Ho

die assoziierte Stromdichte ist. Da die Dichte e (¢, 7) im stationdren Fall ohne magnetisches Feld
mit der elektrostatischen Energiedichte [vgl. GL ] iibereinstimmt, méchte man sie gerne
als FEnergiedichte des elektromagnetischen Feldes interpretieren. Dementsprechend wére ge,m.(t,vj)
die zugehorige Energiestromdichte und die aus Gl. folgende Gleichung

‘%elgﬁt”) + V- Som(t,7) = —Jo(t,7) - E(¢,7). (IX.23c)

sollte eine (lokale) Bilanzgleichung fiir die Energie darstellen.

Bemerkungen:

* Die Gleichung (IX.23c) wird auch (differentielle Form von dem) Satz von Poynting genannt —
wobei die Integralform die Gl. (IX.24]) unten ist.

x Der zweite Beitrag zur Energiedichte, E(t,F)Q /20, kann als die im magnetischen Feld gespei-
cherte Energiedichte betrachtet werden.

(2°)J. H. POYNTING, 1852-1914
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1X.3.1 b Interpretation der Energiebilanzgleichun
Sei ¥ ein Raumbereich mit Oberfliche 9. Die Integration der Bilanzgleichung (IX.23c)) iiber

diesen Bereich ergibt

jt/eem(t 7 d3r+]§ Sem(t,7)-d28 = —/jel.(t,ﬁ) - E(t,7) d%7, (IX.24)
v

wobei der Integralsatz von Gauls benutzt wurde, um den zweiten Term umzuschreiben.

Zur Deutung dieser Gleichung, insbesondere des Terms auf deren rechten Seite, kann man einen
elektrischen Strom bestehend aus bewegten Punktladungen betrachten, entsprechend der Ladungs-
stromdichte Y, a0, (t)d®)(F — 7,). Mit dieser Stromdichte gilt

— / —
- [t B @t ==Y ad(0 - Be.r)
[V a

wobei der Strich neben dem Summenzeichen bedeutet, dass die Summe nur iiber die Punktladungen
l4uft, die sich im Bereich 9/ befinden.
Die gesamte kinetische Energie dieser Punktladungen zur Zeit ¢ ist

1M Uq (t)?
Bmae(t) =) %

a

Daraus folgt

dEmat.(t) ', di_;a(t)
w050 [0
Laut dem zweiten Newtonschen Gesetz ([.14)) ist der Term in eckigen Klammern genau gleich der

Kraft auf die Punktladung a. Bei der letzteren handelt es sich um die durch das elektromagnetische
Feld verursachte Lorentz-Kraft, d.h.

ol = 5000 {7 + ) < Bt )]}

a

Das Spatprodukt ¥, - (i)’a X E) auf der rechten Seite verschwindet, so dass

mat Z Qava t ra)

iibrig bleibt. Definiert man jetzt
Eoml(t) = / com(t, 7) 437, (IX.25a)
4

die sich als Energie des elektromagnetischen Feldes in ¥ zur Zeit ¢ interpretieren lasst, im Einklang
mit der Deutung von e ., so wird die Gleichung ([X.24]) zu

dEe.m(

Ema
—a ?( Sem(t,7) - d2S — dBmac(t) (IX.25b)

dt

Die Interpretation dieser Gleichung ist ziemlich klar: die (Rate der) Anderung der Feldenergie im
Bereich %/— Term auf der linken Seite — besteht aus der Energie, die durch die Oberfliche 99 nach
auflen flielst — erster Term im rechten Glied —, und der Energie, die auf die Ladungen {ibertragen
wird.

Somlt stellt erkhch Gl m eine lokale Bllanzglelchung flir die Energie dar, in der die
in GL und ) definierten eq, und Sem die Energiedichte und -stromdichte des
elektromagnetlschen Feldes smd
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IX.3.2 Impulsdichte und -stromdichte des elektromagnetischen Feldes

Ausgehend aus den Maxwell-Gleichungen lésst sich eine weitere Bilanzgleichung herleiten, wo-
bei die ,erhaltene Grofe jetzt vektoriell ist, und kann als Impuls des elektromagnetischen Feldes
interpretiert werden.

Man definiert das Vektorfeld

[g*e_m‘(t,F) = o E(t,7) % E(t,?),] (IX.26a)

das hiernach als Impulsdichte interpretiert wird, und den Maxwellschen Spannungstensor G, mit

kartesischen Komponente

y . . . . 1 .1 o -
a9 (t,7) = € [E’(t, F)EY(t,7) + B (¢,7) B (¢, 7) — 567 [E(t, )2 + 2B, ?)ﬂ | ax.26b)

Dazu kann man noch den Tensor Te . = —0cm. mit Komponenten
ngm<t) F) = _Uéj.‘m.(tu ’F)7 (IX26C)

einfiihren: die Komponente ij dieses Tensors wird die Dichte des Stroms in Richtung ¢ von der j-ten
Komponente des Impulses vom elektromagnetischen Feld modellieren.
Dann gilt die Bilanzgleichung

G m (t,7) . 23: OTehn (1, 7)

_ ] — s
at 8.%.7, - fL(t’ 7‘) fur J 17 2a 3; (IX26d)

i=1

mit der j-ten Komponente fﬂ (t,7) der Lorentz-Kraftdichte f;: = pel.E_‘ + Je1. X B auf die Ladungen und
Strome, die das elektromagnetische Feld verursachen. Da diese Kraftdichte die Dichte des Impulses,
der pro Zeiteinheit auf die Ladungen iibertragen wird, darstellt — laut dem zweiten newtonschen
Gesetz ist namlich die Kraft gleich der Rate der Impulsinderung —, hat die Gleichung
genau die gleiche Form wie die Energiebilanzgleichung (IX.23d): auf der linken Seite steht die Summe
aus der Zeitableitung von Dichte und der Divergenz der Stromdichte, die nur das elektromagnetische
Feld betreffen; auf der rechten Seite steht ein Term, der die Wechselwirkung zwischen dem Feld und
den Quellen berticksichtigt.

Herleitung der Gl. (IX.26d)): der Kiirze halber werden die Variablen (¢,7) durchaus weggelassen.
Unter Verwendung der Maxwell-Gaufs und der Maxwell-Ampeére-Gleichungen (IX.1a)), (IX.1d)
ldsst sich die Lorentz-Kraftdichte als
- S o A T A
fL=paE+Ju.xB=¢(V-E)E + (Mv x B — eoat) x B
0

umschreiben. Dabei kann der letzte Term geméfs

OE = 8 ,2 = = OB 0,4 a4 4 o o
EXB:&(EXB)—Exaza(ExB)—kEx(VXE)
transformiert werden, wobei die letzte Gleichung aus der Maxwell-Faraday (IX.1c) folgt. Somit

gilt
- e NS e
fu=eo|(V-E)E-Ex (Y xE)] — B X (Vx B) - =
0
wobei Definition ([X.26a)) benutzt wurde. Mithilfe der Maxwell-Thomson-Gleichung (IX.1b]

i

(7% Der Maxwellsche Spannungstensor wird manchmal mit der umgekehrten Zeichenkonvention, also wie der Tensor
Te.m., definiert, z.B. in den frithen Auflagen (vor etwa 1985) von Landau & Lifschitz [14] 28]. Die hier verwendete
Konvention ist also die der spiteren Auflagen von Refs. [14] 28] sowie von Jackson [11} 12 Gl. (6.120)].
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kann man die Symmetrie der Terme mit den E und B Feldern erhéhen:

fimal(¥-B)E-Ex (9% B)| + - [(¥- B)B - B x (¥ x B)] -

9Ge.m.
ot -

Betrachte man die i-te Komponente dieser Gleichung. Fiir die zwei Terme der Form V x (6 X 17)

gl
3 3

. 3 m m
Vx (7)) =3 et 3 hm OV S (itgim _ gimityyi OV

] ]
J,k=1 I,m=1 Oz Jl,m=1 Oz
Vi ovi\ o (T? v
= J = — | = J
;V (8x’ amj) axi<2> ;V Oz’

Nach Abziehen der i-ten Komponente von (6 ‘7) V' kommt

o (V2 5089
= —( =] - —(V*'V7).

oz’ ( 2 ) Z oxI ( )
Daher lautet die i-te Komponente der Lorentz-Kraftdichte

3 = 3 =1
. 0 - 0 (E? 1 0 o 0 (B?
1 X3 ¥ _ 7 J _
fL_eolZaxj(EE) axi<2) +N0Lz_;5”5j(BB) axi<2>

j=1
3 —

0 .. B2 JYe.m

— 3y nyj 1]7 _ il

=€) 5 [EE ] Zaxﬂ[ 2] ot

Unter Beriicksichtigung der Identitit eguoc? = 1 erkennt man den Maxwellschen Spannungsten-
sor

_ age.m.
ot

3

. (9 : age m. aTZ 8ge m.
T __ R ) _ _ e.m.

fL - = (“)xﬂ Ocm. Z &W .

Wegen der Symmetrie von T unter dem Austausch der beiden Indizes ist diese Gleichung,

nach Umbenennung der Indizes i <> j, genau die Bilanzgleichung (IX.26d)). O
Bemerkungen:
x Offensichtlich héngt die Impulsdichte ([X.26bf) mit dem Poynting-Vektor ([X.23b]) einfach {iber
S _, 1z S
Jem.(t,7) = gSe.m,(t,r). (IX.27)
zusammen.

x Die Spur des Maxwellschen Spannungstensor bzw. des Tensors Te . und die Energiedichte (IX.23al)
geniigen der einfachen Beziehung

Tr Tem(t,7) = Ton (8, 7) + To5 (8, 7) + T (8, 7) = eea(t, 7). (IX.28)

2
(") n vektorieller Form lautet diese Gleichung V x (@ X ‘7) = %(V—) — (\7 . 6)‘7
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Elektromagnetische Wellen im Vakuum

In Abwesenheit von Quellen, pg. = 0 und Ji. = 0, nehmen die Bewegungsgleichungen (IX.9) und
(IX.11)) fiir die elektromagnetischen Felder oder ([X.21f) fiir die Potentiale in Lorenz-Eichung die

gleiche Form an, und zwar

—

OE(t,7) =0 und OB(,7) =0; (IX.29a)
im Vakuum

O®(t,7) =0 und OA(t,7) =0 (in Lorenz-Eichung). (IX.29Db)

Zur Umschreibung einiger Gleichungen fiihrt man eine positive Zahl ¢ geméf

1
@ = — (IX.29¢)
€olo
ein. Dann wird der D’Alembert-Operator ([X.10) zu
19°
=———+A| IX.29d
c2 Ot2 * ( )

Die Bewegungsgleichungen sind alle der gleichen Form Of(¢,7) = 0, mit einer skalaren
oder vektoriellen Funktion f. Die Losungen dieser Differentialgleichung — die auch in anderen
Bereichen der Physik auftritt — werden zunéchst in § [X.4.1] vorgestellt. Dann werden die Ergebnisse
auf den Fall des elektromagnetischen Feldes im Vakuum angewandt, wobei die Eigenschaften des

Feldes einer Welle prézisiert werden (§[IX.4.2]).

IX.4.1 Klassische Wellengleichung

Dieses Paragraph befasst sich mit der Herleitung der (geniigend reguléren) reellen Losungen der
(klassischen) Wellenglez’chun oder D’Alembert-Gleichung

Of(t,7) =0 (IX.30)
fiir skalare Funktionen f, wobei der D’Alembert-Operator durch Gl. (IX.29d|) definiert ist.

X.4.12 Ebene Wellen

Als einfaches aber wichtiges Beispiel kann man zunéchst eine Losung betrachten, die von einer
einzigen (kartesischen) Raumkoordinate z = 3 abhiingt: f(t,z). Diese ist somit unabhiingig von
den dazu orthogonalen Koordinaten z', 22, d.h. sie ist konstant in der sog. transversalen (z!,z?)
Ebene, weshalb sie als ebene Welle bezeichnet wird.

Unter dieser Annahme wird die klassische Wellengleichung zur (1 + 1)-dimensionalen

Differentialgleichung
1 %f(t,z) | 0*f(t,2)

_ =0. IX.31
2 ot? 022 ( )
Der Differentialoperator dieser Gleichung lésst sich als Produkt von Operatoren erster Ordnung
schreiben: 5 5 5 5
1 1
(82 - c8t>(8z + C@t)f(t’ Z) =0. (IX32)

<78)Gleichung wird oft als die Wellengleichung bezeichnet. Man findet aber auch andere partielle Differential-
gleichungen mit zeit- und ortsabhéngigen Losungen, die als Wellen bezeichnet werden — z.B. filir Schwerewellen
in Fliissigkeiten, Stoflwellen in Fluiden, oder Wellenfunktionen in der Quantenmechanik. Deshalb wird hier die
Bezeichnung ,klassische Wellengleichung” verwendet.
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Zur Losung dieser partiellen Differentialgleichung lohnt es sich, die Variablendnderung

xt=z4c , xT=z—ct (IX.33a)
durchzufiihren. Die entsprechende Riicktransformation zu den urspriinglichen Variablen lautet
zt—x~ zt+x”
5 , T 5 (IX.33Db)

Die partiellen Ableitungen nach den neuen Variablen lassen sich mit Hilfe der Kettenregel durch
die Ableitungen nach den alten Variablen ausdriicken, und zwar

0 at o 0z 0 1/10 0
Frl e TR e 2<c@t * a) (IX.34a)
und o oo 020 1/ 10 0
z
ax—:ax—aﬁamz:z(‘caﬁaz) (IX.34b)
Dank diesen Ergebnissen lautet die Differentialgleichung (IX.32) in den neuen Variablen
10 0 .o
100 g/ T =0
d.h. noch f(at o)
xt,x
- =0. IX.
Ozr~—Oxt 0 (IX.35)

Die allgemeine Losung dieser partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung ist der Form

flat,a7) = f(a%) + f(z7)

wobei f_ und f, zwei beliebige Funktionen einer einzigen reellen Variablen sind. Kommt man zurtick
zu den urspriinglichen Variablen ¢, z, so lautet die allgemeine Losung der Gl. (IX.31))

f(t,2) = f_(z+ct)+ fo(z —ct). (IX.36)

Dieses mathematische Ergebnis ldsst sich einfach physikalisch interpretieren. Betrachte man
beispielsweise die Funktion f,(z — ct): sie nimmt den gleichen Wert fiir alle Raumzeitpunkte (¢, z)
an, fiir welche z — ct einen konstanten Wert hat. Somit bleibt das Profil entlang der z-Achse des
durch f modellierten Signals zur Zeit t = tg global unveréndert zu einem spéteren Zeitpunkt ¢;. Es
wird nur in positive z-Richtung um Az = ¢(t; —ty) verschoben, entsprechend einer Ausbreitung des
Signals mit Geschwindigkeit +-c.

Wiederum modelliert der Term f_ ein Signal, das sich in negative z-Richtung mit Ausbreitungs-
geschwindigkeit ¢ — will man die Richtung auch in der Geschwindigkeit beriicksichtigen: —c¢ —
fortpflanzt.

Solche sich ausbreitende Signale werden als fortschreitende Wellen bezeichnet.(™ Dann ist die
allgemeine Losung eine Superposition von rechts- und linkslaufenden ebenen Wellen.

Bemerkungen:

* Da die D’Alembert-Gleichung in einer rdumlichen Dimension ([X.31]) sowohl rechts- als linkslau-
fende Wellen beschreiben kann, wird sie manchmal Zweiweg- Wellengleichung genannt. Im Gegensatz
dazu haben die Differentialgleichungen

0 10 g 10
die allgemeinen Losungen f(¢,2) = f_(z + ct) bzw. f(t,z) = f.(z — ct), d.h. fortschreitende Wel-

len, die nur nach links bzw. rechts propagieren. Dementsprechend werden die Gleichungen ([X.37))
FEinweg- Wellengleichungen (in einer Dimension) genannt.
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* Im Fall mit f_ = f, in der Losung ([X.36) breitet sich die resultierende Welle f nicht mehr aus:
es handelt sich um eine stehende Welle.

IX.4.1 b Allgemeine Lésun
Um die allgemeine Losung der klassischen Wellengleichung ([X.30) herzuleiten, ist es giinstig,

die Fourier-Darstellung der rdumlichen Abhéngigkeit von f(t,7) einzufiihren. Somit schreibt man

7 :/f(t k) ok 7 &’k (IX.38a)
R (2m)3° '
wobei die riumlich Fourier-transformierte Funktion f(t, E) durch

F(t,F) /f =ik g (IX.38D)

gegeben ist.
Unter Verwendung der Identitit V(e!*™) = ik el*™ wird die klassische Wellengleichung ([X.30)
angewandt auf die Darstellung (I1X.38al) zu

1O (tk) o e Pk
/[ 2o R k)} emr

wobei Integration iiber k und Ableitung nach der Zeit ¢ oder nach den Ortskoordinaten 7 aus-
getauscht wurden. Nach inverser Fourier-Transformation soll der Term in den eckigen Klammern
verschwinden. Definiert man

wg = clk|, (IX.39)

so ergibt sich fiir jeden Wellenvektor k die Differentialgleichung
Of(t, k)
ot?

Man erkennt die Bewegungsgleichung eines harmonischen Oszillators mit Kreisfrequenz wg. Deren
allgemeine Losung ist der Form

+w f(t, k) =0. (IX.40a)

F(t, k) = fo(k) e k" + f_(k) st (IX.40b)
mit zwei beliebigen Funktionen f, (k) und f_(k).

Wenn die gesuchte Losung f (¢, 7) reellwertig sein soll, stehen f, (k ) und f_(k ) in Zusammenhang
miteinander. Die komplexe Konjugation der Beziehung ([X.38a)) lautet

~ 3 " . 3
ey = | [FeR)e —1’”(;’;’ = [ [Fe.~B"e lk*(‘;‘ﬂ’;,

wobei die zweite Gleichung aus der Substitution k— —k folgt. f(t,7) nimmt reelle Werte an, wenn
f(t,7) = f(t,7)*, d.h. nach Vergleich des letzten Terms in der obigen Gleichung mit dem Term auf
der rechten Seite von Gl. ([X.38al), wenn

fiir alle ¢ und k. Angewandt auf die L'c')sung (IX.40b) lautet diese Bedingung

Fulk) e rt 4 () et = [F(=k)]" €'f! + [[_(=Fk)] e R,
d.h. nach Identifizierung der Terme in e!“&’
Fo(k) = [f.(=R)]" V. (IX.41)

Die Terme in e & fijhren zur gleichen Bedingung.
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Setzt man schliefslich die Losung ([X.40bf) der Gl. (IX.40a)) in die Fourier-Darstellung ([X.38a])

ein, so lautet die letztere
I oL =, Bk R
2\ — —iwzt iwzt | k-7 —i(wgt— E-7) (wgt— E-7)
107) = | [FBereie fdy oot 2 < | (7.0 4 f (R)e Jem

Dabei wurde im zweiten Summanden des Integranden des letzten Integrals die Substitution E — —k
unter Berticksichtigung von w_p = w; durchgefiihrt. Ersetzt man in jenem Term f (— ) durch

. IE:'
[ fo(k )] wie aus Bedingung ([X.41] folgt so sieht man, dass der Term ‘genau komplex konjugiert
zum ersten Summanden ist. Unter Einfiihrung der Notation a(k) = 2f, (k) ergibt sich somit fiir die
allgemeine reelle Losung der klassischen Wellengleichung (IX.30))

F(t,7) = Re [ / a(F) o—itept—En) LR ] (1X.42)

’ R3 (27r)3
Somit lasst sich die allgemeine Losung als Superp081t10n von (unendlich vielen) ebenen Wellen
a(k:) e i@it=FT) gchreiben. Die Beziehung (I zwischen Kreisfrequenz w;: und Wellenvektor k

dieser ebenen Wellen heifit Dzsperszonsrelatzon.
Das Verhéltnis c,(k) = wi/|k| ist die Phasengeschwindigkeit der Welle mit Wellenvektor k —

wobei im Fall der klassischen Wellengleichung (IX.30) cw(E) = ¢ fiir alle k.

Bemerkung: Die komplexe Amplitude a(lz) € C lasst sich prinzipiell durch die Angabe von Anfangs-
bedingungen f(t=0,7) und 0f(t=0,7)/0t festlegen.

IX.4.2 Elektromagnetische Wellen

IX.4.2 a Elektromagnetische Potentiale
Geméf den Ergebnissen des vorigen §[[X.4.1] lauten die allgemeinen Losungen der Bewegungs-

gleichungen ([X.29b) fiir die elektromagnetischen Potentiale im Vakuum

P S o 1
d(t,7) = Re [ / a(k) e 1 @rt=k") (%)3} (IX.43a)
und -
T(1. 7 P (gt K
A(t,7) =Re| [ b(k)e "% )P (IX.43b)
mit beliebigen a(k) € € und b(k) € €3 und der Dispersionsrelation
wg = C|]_€" (IX.43c)

Dabei sollen ® und A die Lorenz-Eichbedingung ([X.16) erfiillen:

1900(t,7) = - lwp - o] e e d3k
"=+ V- A7) =R k) + ik - b(k) | e @Rtk T) =0
220w A = e [ |- al®) 4 i 56 | —

Die elektromagnetischen Potentiale ® und A kénnen noch iiber die Eichtransformation (1X.14])
durch dquivalente Potentiale ® und A’ ersetzt werden, die ebenfalls der Lorenz-Bedingung gentigen,
solange die Funktion x der Transformation die Gleichung ([X.17)) — d.h. die klassische Wellenglei-
chung — erfiillt. Mit

oo im ABE
2\ — —i(wrt—k-F)
x(t,7) = Re [/d(k) e Mk (2%)3]

gelten

S T) = Dt 7) 8th7 N _ Re< / () + i () [ et F (%)3)

und
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Eine besonders geeignete Wahl ist d(k) = ia(k) Jwy; fiir jeden k, die zum einfachen Skalarpotential

d'(t,7) =0 (IX.44a)
fihrt. Wiederum lautet das entsprechende Vektorpotential
Vi = 27\ o—i(wpt—E-7) &3k
A'(t,7) =Re| [ E(k)e "\“F el (IX.44b)

wobei der Polarisationsvektor Z(k) durch

Il
S
—~
Sy
~—
+
—e
I
U
—
!
~—
I
S
—~
!
~—
|
S
—~

£(k)

gegeben ist. Dabei kann noch (k) reell oder komplex sein.

Eine Einschriankung iiber den Polarisationsvektor folgt aus der Eichbedingung. Mit ®’(¢,7) = 0
wird die Lorenz-Eichbedingung automatisch zur Coulomb-Eichbedingung ([X.15))

- S o . - d3l;
Al = s = . —i(wzpt—k-T) —_
V- A(t,7) = Re [/1 E(k) - ke "k (27r)3] =0

Diese Bedingung ist nur dann erfiillt, wenn
gk)- k=0 (IX.45)

fiir jeden Wellenvektor E, d.h. wenn der Polarisationsvektor senkrecht auf die Ausbreitungsrichtung
der entsprechenden ebenen Welle ist. Somit sind elektromagnetische Wellen im Vakuum transversal
polarisiert.

IX.4.2 b Elektrisches und magnetisches Feld
Setzt man die elektromagnetischen Potentiale (IX.44)) in die Beziehungen ([X.12) und ([X.13]

ein, so lauten die zugehorgen elektrischen und magnetischen Felder

N aj/(t,?) . N (ot B d?’E
E(t,7) = —— "~ =Re [ / iw E(k) e~ (@t =R ) o (IX.46a)
oo o S, ™ i(wet— k) d3§
B(t,7) =V x A'(t,7) = Re| [ ik x E(k) e ' ek (IX.46b)
T

Betrachte man eine monochromatische ebene Welle, d.h. eine Losung mit nur einem einzigen
Wellenvektor: £(k) = N &(ko) (2m)26®)(k — ko), wobei A eine unwesentliche Normierungskonstante
bezeichnet. Dann gelten

E(t, F) = Re [lwﬁog(go) e_i(wEOt_kO'F)] und B'(t, F) _ Re |:1E0 % g(]%'o) e—i(w];ot—k‘o-?):| )

Auf diesen Feldern erkennt man die folgenden Eigenschaften. Erstens sind E(t,7) und B(t,7) auto-
matisch senkrecht aufeinander

—

[E(t,?) . B(t,7) = 0. (IX.47)

Dann sind E(t,7) und B(t,7) beide senkrecht zur Bewegungsrichtung ko

ko- E(t,7) = ko - B(t,7) = 0. (IX.48)

SchlieRlich gilt dank |ko| = wy; /¢

[ |B(t,7)| = ‘E(N)‘] (IX.49)
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I1X.4.2 c Energie des elektromagnetischen Feldes
Betrachte man der Einfachheit halber die Felder (IX.46) fiir den Fall einer monochromatischen

ebenen Welle mit Polarisationsvektor 5(%) = (27r)3(5(3)(/~c - ko)Eo/(iwo) mit By € R3 und wy = W -
Da die Richtung des elektrischen Feldes — und daher auch der magnetischen Induktion — konstant
bleibt, handelt es sich um eine linear polarisierte Welle. Es gelten dann

E(t,7) = E, cos (wot — Ko - 7) (IX.50a)
und _
. & x Eg . ko x E, -
B(t,7)=-F—— cos(wot — ko - 7) = 0% 20 cos(wot — ko - 7). (IX.50b)
c wo

Aus der Orthogonalitdt von Eg und Eo folgt ‘é’EO X E’M = ‘gﬁo“E0’ = ’Eo , womit sich die Glei-

chung ([X.49)) wiederfinden lasst.
Setzt man diese Felder in die Energiedichte ([X.23a]) ein, so ergibt sich

E2  E2 .
ee.m.(ta 'F) - (602 0 0 ) COS2 (wgt - ko . ’F)

2p1pC?
d.h. unter Verwendung der Beziehung egpoc® = 1
eem(t,7) = egﬁg cos? (wgt — Eo . 7'"'). (IX.51)

Interessant ist auch der iiber die Zeit gemittelte Wert — definiert fiir eine beliebige periodische
Funktion f durch

.,
=7 s (1 52)

mit der Periode 7 der Funktion — von der Energiedichte. Im Fall der letzteren ist die Periodendauer

T = 27 /wo: da der Mittelwert von cos? iiber eine Periode % ist, gilt

(€em (7)) = 605 0, (IX.53)

Diese zeitgemittelte Energiedichte ist auch unabhéngig vom Ort.

Mit den Feldern (IX.50) wird der Poynting-Vektor ([X.23b]) zu

N EO x (€7 X E()
Se.m.(ta F) = (u:(; )

cos? (wot - Eo . F).

Im doppelten Kreuzprodukt E() X (é’,;o X Eo) = (E_)o)2 6,;0 — (Eo . €EO)E0 verschwindet der zweite
Term wegen der Transversalitat der elektromagnetischen Welle im Vakuum. Somit gilt

. E2 .
Se.m.(tv F) = r()oc C052 (th — ko - 77) €E0 (IX54)

gerichtet entlang der Ausbreitungsrichtung 615'07 wie es intuitiv der Fall sein soll.
Gemittelt iiber die Zeit ergibt sich

= — E% N EoE:g N
<Se,m,(7‘)> - 2upc ko = 2 ko

d.h. nach Vergleich mit der zeitgemittelten Energiedichte ([X.53|)

(Sem(®)) = (cem () e, (IX.55)

Dies entspricht der Stromdichte assoziiert mit einer Dichte (e, (7)), die sich mit der (gerichteten)
Geschwindigkeit cé’];0 ausbreitet.
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Klassische Theorie der Strahlung

In diesem Abschnitt werden die Maxwell-Gleichungen in Anwesenheit gegebener dufserer Quellen
anhand von retardierten Potentialen gelost. Dafiir wird zunéchst die retardierte Greensche Funktion
der D’Alembert-Gleichung eingefiihrt (§. Mit deren Hilfe kdnnen die elektromagnetischen
Potentiale fiir jede beliebige Ladungs- und Stromverteilung ausgedriickt werden (§. Dann
befasst sich §[[X.5.3 mit der Herleitung einer Ndherung der Potentiale, die in groRer Entfernung
von den Quellen gilt. Schlieflich wird das durch ein bewegtes geladenes Punktteilchen erzeugte
elektromagnetische Feld bestimmt (§[IX.5.4)). Dabei wird insbesondere die durch eine beschleunigte
Punktladung abgestrahlte Leistung berechnet.

IX.5.1 Greensche Funktion der klassischen Wellengleichung

Die Bewegungsgleichungen ([X.21)) fiir die elektromagnetischen Potentiale in der Lorenz-Eichung
sind lineare partielle Differentialgleichungen der Form

Of(t,7) = J(t,7) (IX.56)

mit vorgegebenem rechtem Glied J, d.h. einer inhomogenen klassischen Wellengleichung (inhomo-
genen D’Alembert-Gleichung).

Die Losung ist gleich der Summe aus der allgemeinen Losung der assoziierten homogenen Diffe-
rentialgleichung — die in § berechnet wurde — und aus einer speziellen Losung, die hiernach
bestimmt wird.

Sei G(t,7;t',7') eine Greensche Funktion der Gleichung (IX.56)), d.h. eine Losung der Differen-
tialgleichung
OG(t, 7t 7)) = 6(t —t') 63 (7 — 7') (IX.57a)
geniigen. Dann ist die Faltung von G und J eine spezielle Losung der Gl. (IX.56)):

ft,7) = / G(t, 7t 7)) J, 7 dt’ 37 (IX.57b)

Wenn [ den d’Alembert-Operator beziiglich der nicht-gestrichenen Variablen ¢,7 bezeichnet,
gilt tatsdchlich

Of(t,7) = D[/G(t,?; v J(t’,f”)dt’dg’F’} :/DG(t,F; Y I 7 dt 4

:/5(15 — ) o (F -7 I, 7Y At &3F = J(t, 7).

Hiernach wird gezeigt, dass die Differentialgleichung ([X.57al) zwei unabhéngige Lésungen hat,
die im Unendlichen verschwinden, und zwar

Gret(t, 75t 7') = mE § kil B (t—t) (IX.58a)
ret.\ty 1y Ly - 47T|F—F/| P y .
-1 |7 — 7]
Gaay (t, T, 7)) = 5 t—t') ). [X.58b
adv.( , 50, T ) 47T|F_F/‘ < c +( )) ( )
o Giet(t,7;t',7') ist die retardierte Greensche Funktion: liegt der ,,Beobachtungspunkt* — wo die

Losung f von GI. ausgewertet bzw. gemessen wird — im Raumzeitpunkt P = (¢,7),
dann ist der Trager von Gyet, lokalisiert auf der Menge der Punkte (¢, 7/) mit [F—7'| = c(t—1t')
und somit ¢’ < ¢: diese Punkte bilden den Riickwdirtslichtkegel (oder Vergangenheits-Lichtkegel)
des Punkts P.

o Gaay(t,7;t',7') ist die avancierte Greensche Funktion: G.qy. ist lokalisiert auf dem Vorwirts-
lichtkegel |7 — 7| = —c(t — t'), woraus t' > t folgt, des Beobachtungspunktes (¢, 7).
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Allgemeiner ist jede Funktion der Form
G(t, 7t 7)) = aGree(t, P ', 7)) + B Gaay (£, 751/, 7)) mita+3=1

ebenfalls eine im Unendlichen verschwindende Greensche Funktion der inhomogenen klassischen
Wellengleichung ([X.56]).

Bemerkung: Bezeichnet man die retardierte bzw. avancierte Greensche Funktion Giet. bzw. Gagy.
mit G_ bzw. G4, so gilt

G (b7, 7') = O (& (t = 1) 6(= (=t + [F=7?),
wobei die einzige Rolle der Heaviside-Funktion © darin besteht, den Riickwérts- bzw. Vorwértslicht-
kegel des Punkts (¢,7) auszuwéhlen.

Seit=t—t und o= |7 —7'|. Aus §(f(z)) = >, 0(x — z;)/|f'(z;)|, wobei die Summe iiber die
Nullstellen z; der Funktion f liuft [Gl. (C.22)], folgt [vgl. auch Gl. (C.23)]

= _ 4 g?) = = dMo—er)  deten]  —c _L(e
2ﬂ_@(:i:7’)(5( crte) = 271'6(:‘:7—){ |2¢T] * [2¢T] —47705@4207')—471_@5 cTT)

wobei ¢ > 0 und die Skalierungseigenschaft (C.17a)) der §-Distribution benutzt wurden. O

Bestimmung der Greenschen Funktionen zur inhomogenen D’Alembert-Gleichun
Um eine Losung der Gleichung (IX.57) zu finden, ist es giinstig, die Fourier-Darstellungen

- 37
5t — t/) :/eiw(tt') diwj 6(3)(7—;_ 7—;/) :/eik.(;:;/) d°k

27 (2m)3
und -
Ny dw d°k
t 7 t/ —»/ kj —iw(t—t")—k-(F-7")] &% IX.
G, / Glw, o (IX.59)
der é-Distributionen und der gesuchten Greenschen Funktion einzufithren. Somit gilt
18 ] dw d3E
OG(t. 7 / —»/ a4 A —iw(t—t")—k-(F—7")] | &~
br /G K zoe " >e o (27)°
w = ~ N_i=_=ny dw dgki
_ w o ]{52 i —i[w(t—t")—k-(F—7")]
/ < 2 >G(°"’ e 2r (2r)?
Dies muss gleich
rany dw d3k
S50t — 1) 6@ (7 _ 7 :/ —ilw(t—t)) k(7)) AW
sein, woraus
w2 o\ A n - - -1
<2 —k )G(w,k) =1 bzw. Gwk)=—=""—"—
c k2 — w2/
folgt. Nach Einsetzen in die Fourier-Darstellung ([X.59)) ergibt sich dann
—ifw(t—t")—k- =7 40 3K
Gt 7t 7y = — / . w (IX.60)
Powtj@  omn?
Dieser Ausdruck ist aber mehrdeutlg, weil der Nenner des Integranden verschwindet.
ik-B
Sei g(ko, R) = / Eze P d*k. Unter Einfithrung des Winkels 6 zwischen k und R ergibt sich
— Mo

. ') 9 1 eichos@ 20 [ k R R
ko, R) =2 k —d 0)|dk = — W e Y dk
g(ko, R) 7r/0 {/_1]{2_% (cos )] =), kQ—k:%(e e ) ,
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Imk,
I'(A)
ko
—A % A }{ek
—Ko
0 L ikR
Abbildung IX.2 — Integrationskontour fiir die Berechnung von / 2 k:2 dk mit R > 0.
—o0

wobei R = |R| und k = |k|. Dies lautet noch

. 7 0o k:eiR k efikR 2 [k eikR
ko, R) = —~ dk — dk | = == dk,
9(ko, ) = {1 < /0 [y /0 [y ) iR k2—k2

wobei die letzte Gleichung aus der Substitution k& — —k im zweiten Integral folgt.
Fiir kp € € mit Im kg # 0 ist die Funktion g(ko, ) wohldefiniert. Wenn I'(A) die in Abb.
dargestellte Integrationskontour bezeichnet, dann ist fir R > 0
0 [ eikR k eikR
dk = li — dk
/ e R ey N Y
laut dem Residuensatz gleich 27i multipliziert mit dem Residuum von ke*#/(k?* — k2) am Pol in
der Halbebene Imk > 0. Fiir Imkq > 0 liegt dieser Pol bei k = ko und das Residuum ist e*o% /2.
Fiir Im ko < 0 liegt der Pol bei k = —ko, mit Residuum e~ %% /2 Somit gilt

2 .,
2l_, efolfl wenn Im kg > 0,
g(kﬂv R) = £§£ I
e holBl wenn Imky < 0.
||

Um den Fall kg € R zu behandeln, werden die Funktionen

3 -, o2 L. 5
gu(ko, B) = lim g(ko + ie, R) = —= e*ikol R
e—0t ’

E|

definiert. Mit deren Hilfe lassen sich aus Gl. ([X.60)) zwei Greensche Funktionen herleiten, und zwar

1 ° w : n dw -1 &0 ; - dw
Gl it ) = W) e 9 / (7] /e) T
(675 8,7) (277)3/Oogi<c e 2 Aw|F — 7| ,Ooe 27

d.h.

—»/|

_1 =4
Gt 7t 7)) = ——— 5("”

4|7 — 7]

Ft— t’)> : (IX.61)

c

entsprechend der retardierten (G4 ) und avancierten (G_) Greenschen Funktionen (IX.58]).

1X.5.2 Retardierte Potentiale

Mit Hilfe der gerade eingefiihrten Greenschen Funktionen kénnen nun spezielle Losungen der
Bewegungsgleichungen fiir die elektromagnetischen Potentiale geschrieben werden. Somit lie-
fert das Einsetzen der retardierten Greenschen Funktion in die allgemeine Formel
mit Quellterm —pey (t',77) /e bzw. —poJe(t’, ')

1
Bra(8.7) =~ / Gren (74, 7') pa(t', ') At 57 (IX.622)
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bzw.

R (t,7) = — 110 / Gren (78, 77) Ju(t', ) dt! 37 (IX.62b)

Diese Ausdriicke sehen offensichtlich sehr &hnlich aus. Daher werden detaillierte Berechnungen hier-
nach nur am Beispiel des Vektorpotentials A;et. durchgefiihrt.

Mit dem expliziten Ausdruck (IX.58a)) der retardierten Greenschen Funktion gelten

- S -1 r—r R
Arer.(t,7) = /W *'\5<‘ T t))m( )t &’

gy _’_77,|
o [/5( b

und fir das Skalarpotential

/ t—t/—|F_Fl|
471'60 |7‘77" c

Nach Durchfiihren des Integrals iiber die Zeitvariable ¢ kommen

= =
Byer (¢, 7) = / pel< it ’,F’) 437 (IX.64a)
dmeg ) |7 — c

T (4 0 - i VA e
Ares. (t,7) = M/|F_?,’je1.<t— ; ’> a3’ (IX.64b)

) Ja(t',7") dt’] 4%’ (IX.63a)

(I)ret t 7‘

) per(t',7) dt ] a3’ (IX.63b)

do¢ und A}eh heifsen retardierte Potentiale. Dabei hingt das Skalar bzw. Vektorpotential am Ort
7 zur Zeit t von der Ladungsdichte pe. bzw. Stromdichte J,. am Ort 7/ zur fritheren, retardierten
Zeit t — | — 7| /c ab. Die Verzogerung entspricht genau der Reisezeit des Lichts von 7 bis zu 7.

Bemerkungen:
x Die retardierten Potentiale geniigen automatisch der Lorenz-Eichbedingung ([X.16)).

Das Einsetzen der Gl. (IX.62)) in die letztere gibt ndmlich

0P, (t,7) = - .
60#0# + V- At (t,7) =

0G, et (8,7t P/ . = D e . .
- Mo/ [ret(at) pel(t', 7)) 4+ VGret (t, 75, 7') - (', 71) | dt’ 37,
Die Ableitung der retardierten Greenschen Funktion nach ¢ bzw. nach den Komponenten von
7 kann durch das Negative der Ableitung nach ¢’ bzw. nach den Komponenten von 7’ ersetzt
werden:

Oyt (t,7)

Y, : A're T) =
8t + V t_(t, T)

€oto

OGhet (t, 751, 7 -
MO/ |:ret(8t/) pel( )+vﬁ’Gret(t s t T ) ]el( )] dt’ d*w’.
Jetzt konnen partielle Integrationen iiber die Zeit ¢’ (fiir den ersten Summanden im Integral) oder
die Ortskoordinaten 7’ (fiir den zweiten Summanden) durchgefithrt werden. Unter der Annahme,
dass die integrierten Terme verschwinden — entsprechend der Abwesenheit von Ladungen und
Stromen im Unendlichen —, kommt

0yt (1,7)

L. qqaet’f’aqq -
€0 ot + V- Arct (t 7” - _NO/Grct ! rl) |:pl() +VF/"]C1,(t/,T'/):| dtl d37"/.

ot

Der Term in eckigen Klammern stellt genau die linke Seite der Kontinuitétsgleichung (IX.7) dar,
d.h. er verschwindet. a
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x Wenn die Quellen pg (t',7'), Jor.(t,7') des elektromagnetischen Feldes vor einem Zeitpunkt ¢

—

identisch verschwinden, dann sind die Potentiale ®et(t,7), Ayet (¢, 7) fiir ¢ < to ebenfalls Null.

x Mithilfe der avancierten Greenschen Funktion G,qy. lassen sich auch avancierte Potentiale be-
stimmen. Physikalisch werden solche Potentiale iiblicherweise im Namen vom Prinzip der Kausalitdt
nicht angenommen: das Effekt — Potential am Punkt (¢, 7) — konne nicht vor der Ursache — Quelle
am Punkt (¢t + |7 —7'|/c,7") — kommen. Diese Wahl der Losung mit retardiertem Potential schliefit
also einen Unterschied zwischen Vergangenheit und Zukunft (,elektromagnetischer Zeitpfeil“) ein,
der in den Maxwell-Gleichungen nicht existiert.

Referenz [30] legt eine ,Begriindung” dieser Wahl dar, die aber nicht zwangslaufig ist: beispiels-
weise haben Wheeler und Feynman [31] lineare Kombinationen von retardierten und avancierten
Potentialen benutzt, um Probleme der klassischen Elektrodynamik von Punktladungen — insbe-
sondere deren Selbstwechselwirkung — zu ldsen.

Stationare Quellen
Falls die Quellen — Ladungs- und Stromverteilungen — des elektromagnetischen Feldes stationér
sind, lauten die retardierten Potentiale ([X.64])

s 1 Pel. ('F,) 37
(I)re. = S S d y IX.65
o(7) dmey ) |7 — 7| " (IX.65a)
= o po [ I 3.
Avet (T) = 471_/‘?_ 7] a3’ (IX.65b)

Man findet also genau die Losungen (VII.22|) bzw. (VIII.10) der Poisson-Gleichungen der Elektro-
statik (VII.4]) bzw. der Magnetostatik (VIIL.9)) wieder.

IX.5.3 Multipolentwicklung

Die Ergebnisse des vorigen Paragraphen konnen zuerst auf den Fall von periodisch oszillierenden
Quellen angewandt werden zwar

per(t, 7) = Re [po(?) e*iwt} . Ju(t,7) = Re [ﬁ)(F) e*iuﬂ (IX.66)
mit gegebenen Amplituden pg, jp. Dann gilt
apel.(ta 77) =

DV Jalt,F) = Re([—iwpo() + - Jo(F)] e 7).

Laut der Kontinuitétsgleichung (IX.7) ist die linke Seite dieser Gleichung gleich Null, was nur dann
moglich ist, wenn der Term in rechteckigen Klammern verschwindet, d.h.

—iwpo(F) + V - Jo(7) = 0. (IX.67)

Mit der elektrischen Ladungsstromdichte 7. der Gl. (IX.66) wird das retardierte Vektorpoten-
tial ([X.64b)) zu

—iwt iw|F—7'|/c
Fea) = Re[ 2202 ) S e, (IX.68)
Sei angenommen, dass die Ladungsstromdichte J;. innerhalb eines Gebiets 9 in der Umgebung des
Nullpunkts 7/ = 0 lokalisiert ist, und dass sie am Rand 8% des Gebiets verschwindet.

Das elektromagnetische Feld wird in einem ,weit entfernten Punkt 7 untersucht, d.h. |7| > |7/|
gilt fiir jeden Punkt 7’ € 7. Dementsprechend darf man in erster Naherung |7 — 7’| durch r = |7

in Gl. (IX.68)) ersetzen; daraus folgt

—iw(t—r/c)
T — Ho € — =\ 137
At (t,7) 2~ Re| —— . IX.
¢ (t,7) e[ py— /ijO(T )d°7 ] (IX.69)
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Zur Berechnung des Terms in eckigen Klammern kann man das Integral

/Vza — ll k? :|d3?l

betrachten. Es lasst sich einerseits direkt integrieren, denn der Integrand eine Ableitung ist: da
Jo(7) = 0 fur 7/ € 0% ist das Integral gleich Null. Andererseits kann man die Produktregel

verwenden, woraus sich

/Z d3—»1_ Z 5kl k —»/ /laj(])C(Fl) d3,'—;/:/|:jl (F,)‘i’xllﬁﬁ"jo(?ﬂ) d37—;/
W ox /k “oxk ., 0 7

V =1

ergibt, mit dem Gradient 6?/ beziiglich der Komponenten von 7’. Daher gilt

[ == [ i) a5

Aus der Beziehung ([X.67) folgt dann

/ﬁ)(?’)d?’F’ = —M/r po(7) 37",
v 4

Somit wird das retardierte Potential ([X.69) zu

- —iw(t—r/c)
Aret.(t7 F) ~ Re |:—1w'uoe/,r/p0( )d3_,/:|
[4

4rr

Dabei ist das Integral genau das in Gl. (VIL.27d|) definierte elektrische Dipolmoment By der La-
dungsverteilung, die das Potential verursacht. Insgesamt lautet das retardierte Vektorpotential

Ar(t,7) ~ — 2 LB sinw (t - T) . (IX.70)

Arr c

Dabei handelt es sich um Dipolstrahlung
Aus diesem Vektorpotential leitet man fiir r > c¢/w die elektromagnetischen Felder

B(t,7) ~ Ho w?é, x B cosw(t - T> (IX.71a)
dmer c
und
E(t,7) ~ &cﬂé} x (& x 150) cosw(t— " (IX.71Db)
’ A7y c

ab, wobei €, den Einheitsvektor entlang 7 bezeichnet.

IX.5.4 Potentiale und Felder einer bewegten Punktladung

Dieser Paragraph beginnt mit der Berechnung der Potentiale und Felder, die durch eine beweg-
te Punktladung mit der Bahnkurve Z(t) erzeugt werden, entsprechend einer Ladungsdichte bzw.
Stromdichte [vgl. Gl. (VI.6)]

pa(t,7) = @dO(F —Z(t)) bzw.  Jult,7) = qv(t) sO(F — Z(t)).
Danach wird die Leistung, die durch die abgestrahlten Felder transportiert wird, bestimmt.

Mit dieser Form fiir die Quellterme lauten die retardierten Potentiale ([X.63))
. 1 P
A (t,7) = 109 [ 5<t P el |>6(t’) SO — #(t')) dt’ B3

A | |7 =7

(o)
- (3

1 ;[P =2()] /
_— -t - IX.72
- — (t,)‘5<t t ; dt, (IX.72a)
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wobei das Integral iiber 7/ durchgefiihrt wurde, und &hnlich

oo 1 e~
ey (t,7) = — / ¢ g - TZEON gy (IX.72b)
dmey J_oo |7 — Z(t)] c

Wie im § [[X:5.2] werden die Herleitungen hiernach nur im Fall des Vektorpotentials detailliert.

Das Argument f(t') =t —t — |F — Z(t')| /c der §-Distribution im Integranden verschwindet fiir
einen einzigen Wert von t/, der als t,¢;. bezeichnet wird und retardierte Zeit heillt. t.e. ist die Zeit,
zu der die Raumzeitlinie — d.h. die Trajektorie in der Raumzeit — (t’ ,Z(t )) der Punktladung den
Riickwértslichtkegel des Punkts (¢, 7) durchschneidet (Abb. [IX.3]).

.CC2

Abbildung IX.3 — Retardierte Zeit.

Somit geniigt die retardierte Zeit der impliziten Gleichung

7 —Z(t
tret. =1 — w- (IX?B)
C

Die Integration nach ¢’ in Gl. (IX.72a]) folgt aus der Formel 6(f(t')) = 6(t' — tyet.)/| S (tret.)],

wobei hier

iy 17=2) _, ,
P =~ L= 2e T0)
Daher gilt
[ (tret.) = =1 4 et Bret.
mit dem Einheitsvektor L i
Goop = i_f(tret.) _ )Sret. (IX.74a)
7= Z(tret.)] | Xyer|

in Richtung von )_(‘ret. =7 — Z(tyet.), d.h. von der Quelle des Potentials bis zu dessen Beobachtungs-
punkt, wahrend

ol ret. U tre .
Freg, = rct = et (IX.74b)

die Geschwindigkeit der Punktladung zur retardierten Zeit bezeichnet. Da der Betrag von Eret_
streng kleiner als 1 ist, bleibt f(t.et.) immer negativ.

Somit ergeben sich die Lz'énar Wiechert DL Potentiale

Alt,7) = ZLO {Oret. _—, (IX.74c)
T . Ll .
|7 = B(tres.)| — [ — Z(trer,)] - ——
und
. 1 q
d(t,7) = . (IX.74d)
Uret.

dmeny o, o o
017 — Z(tret.)| — [ — Z(tret.)] -

(@P) A -M. LIENARD, 1869-1958 (*YE. WIECHERT, 1861-1928
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Dabei hiangt die Geschwindigkeit ¥,et. der Punktladung zur retardierten Zeit von t.. und somit
implizit von ¢t und 7 ab.

Bemerkung: Der Nenner dieser Potentiale ist immer positiv.

IX.5.4 b Elektrisches und magnetisches Feld
Das elektrische und das magnetische Feld konnen aus den Gl. ([X.12)) und (IX.13) hergeleitet

werden. Die Liénard—Wiechert-Potentiale ([X.74]) hangen aber nicht nur explizit von der Raumzeit-
variablen ¢t und 7 ab, sondern auch implizit iber die retardierte Zeit (IX.73]). Dementsprechend ist
die Berechnung der Felder etwa miihsam. Letztendlich findet man die retardierten Feldern:

E(f, F) — g _ é'1ret. __’B’ret,2 é)ret. X [(6ret. iﬁret.) X (_iret.] : (IX?Ba)
47T60(1 — Cret. " Bret.)3 7r26t. ‘Xret. ‘ c? ‘Xret. ‘

_ 1 .

B(t> ’F) = - é’ret. X E(t> ?)7 (IX75b>
C

mit B:et- bzw. dyet. der auf ¢ normierten Geschwindigkeit bzw. der Beschleunigung der Punktladung
zur retardierten Zeit und e, = (1 — 82, )~'/? dem entsprechenden Lorentz-Faktor.

Beweis: Um die retardierten Felder herzuleiten, lohnt es sich, die Potentiale (IX.74c)—(IX.74d])
umzuschreiben [vgl. Gl (IX.72)]

7 q ~ 1 / |F — f(t,)‘ /
®(t,7) = ot —t — ———=—|dt IX.76
(&%) 4m0/,00 7= 20| ( c (IX.762)
o oo ot 7 — (¢t
At,7) = M/ )y PO gy (IX.76b)
dm J_ |7 —Z(t)| c
Sei jetzt X(t') = 7 — Z(¢) mit &¢') = X(#')/|X ()| dem entsprechenden Einheitsvektor. Aus

diesen Gleichungen folgen

S ) — q = . 1 g ’X(t/)| _ 1 1T ’X(t/)| &t dt’
V<I>(t,)_4mo/_m[ |X(t')]25<t ! ¢ ) c|)?(t’)|5<t ! ¢ ) ),

aﬂumuw/waw>5tﬂ|fwﬂdﬂ
ot A7 J_ |)?(t/)‘ c '

Die Substitution s = f(t') =t — ' — | X(t')|/c gibt ds/dt' = —1 +&- § und dadurch

—

- ¢« (v 1 [& A
Bt,7) = | s+ =L
(t.7) M%/wlaﬂhxf($ TR

ds, (IX.77)

wobei &, X, ¥ und ﬁ = ¥/c zur Zeit t' = f~1(s) zu betrachten sind. Der Term mit der Ableitung
der 0-Distribution kann mithilfe partieller Integration berechnet werden:

> d §—f
_/ 006(5) & L(l — ,g)

8 (s)ds

[
—oc(l1—8-B)|X|

Die Ableitung nach ¢ im Integranden folgt aus den Ableitungen

d1 &3 d&_ @®HE-F d 1 1 [M+(6T))2T)T
(XX x| di-g.§ (1-sp)°L e XL

mit der Beschleunigung @ = dv/dt’ der Punktladung. Dies fiihrt zu



IX.5 Klassische Theorie der Strahlung 201

+2<€ B‘)_@"gf—ﬂzﬂ— 1?%]7
|X| X

so dass Gl. insgesamt lautet
_ IO € a)@E-F)-[F-E-fla (1-F)E-H)),
E(t,7) = 471'60/ |X"(1_é'.@3< c? * ’X|

Dann ist der Integrand gleich dem Produkt eines Terms d(s) mit einer Funktion von s: das Inte-
gral ist einfach der Wert der Letzteren fiir s = 0, d.h. #/ = #,¢¢.. Somit findet man GI. (IX.75al).

Das magnetische Feld B(t,) lisst sich &hnlich berechnen, ausgehend aus
o o -1 Xt 1 X(t
X A(t,T) = M/ Et)YxB(t') | ——= 5<t—t’— X ) - § (t—t’—w> dt’.
Am J oo | X ()| ¢ | X ()| c

Die retardierten elektromagnetischen Felder ) bestehen aus einem Beitrag proportional
71 1/| X,er. |2 und einem Term proportional zu 1/ \Xret ] In einem Bezugssystem, das sich mit der
Punktladung zur retardierten Zeit mitbewegt, d.h. wo ,Bret = O lauten sie

!

= € t. éret. X éret. X (_iret. =
F— q [ re ( ) , B

1 -
= = - E.
47T60 ‘Xret. ‘2 CQ‘Xret.‘ ¢ fret.

Das elektrische Feld ist die Summe aus dem Coulomb-Feld in 1/|X,¢;.|2 einer ruhenden Punktladung
q é’ret. o ~

r = Bcou. = 0,
Teo | X

ret. ‘

ECoul. =

und, wenn die retardierte Beschleunigung @y, der Punktladung nicht Null ist, aus dem Strahlungsfeld
in 1/|Xiet.|

q

. . . 5 L, 5
I €ret. X (eret. X aret.)a Bstrahl. = — €ret. X Estranl.-
4epe ‘Xret.‘ c

Estran. =

Diese Strahlungsfelder sind senkrecht zu €.
Ahnlicherweise entspricht der Beitrag in 1/|X,et. |2 in GL (X.75) dem Coulomb-Feld, und der
Term in 1/|Xet.|, dem Strahlungsfeld.

Bemerkung: Wenn die Punktladung beschleunigt wird, muss sie einer Kraft unterliegen, d.h. sie muss
in einem elektromagnetischen Feld sein: dieses ,dufsere Feld wird hier nicht prazisiert. Dagegen lésst
sich die Kraft F (t), die fiir die Beschleunigung zur Zeit ¢ verantwortlich ist, dank dem Grundgesetz
der Mechanik einfach durch die kinetischen Gréfsen der Punktladung ausdriicken:

F(t) = S Im()5(0)] = () m (a0 + 220 [50) - a0 1)) (1X.78)

mit m der Masse der Punktladung.

Beispiel: Punktladung in gleichférmiger geradliniger Bewegung
Wenn dpt. = 0 zu jeder retardierten Zeit vereinfacht sich das elektrische Feld ([X.75]) zu

—

(t . q éret. — ,8 . q ret ‘Xret ‘ﬁ

E 770) = = - )
47750(1 — Cret. - @3 72‘Xret.|2 dmeo Y (‘Xret.‘ - Xret.‘ 5)3

(IX.79)

mit konstanter Geschwindigkeit 5 .
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Aus \)_()ret‘\ = " — Z(tyet.)| = c(t — tyret.) folgt fiir die gleichformige Bewegung der Punktladung
E(t) = Z(trer.) + Bt — trer.) = T(trer.) + [ Xrer. |5,

d.h. fiir den Vektor im Zahler der Gl. (IX.79) Xyet. — | Xret.| = 7 — Z(t): das elektrische Feld zur
Zeit t ist in der momentanen Richtung von der Ladung nach 7, nicht in der ,retardierten Richtung
gerichtet.

1X.5.4 ¢ Abgestrahlte Leistun

Sei d?S ein Flichenelement in einem Punkt 7# im Abstand X einer Punktladung, von der aus
d2S unter einem Raumwinkelelement d?Q geschen wird. Der Einheitsvektor in Richtung von der
Punktladung nach # wird mit €. bezeichnet.

Ein Beobachter B in 7 misst die elektromagnetischen Felder : die Energie, die pro Einheit
der Eigenzeit ¢t von B durch d?S stromt, ist die von B empfangene Leistung

d%P = S, 1 - Brer. X220,

mit Sppm = E X g/po dem Poynting-Vektor in 7 [Gl. (IX.23b))]. Fiir grofe Abstinde X — oo
tragt der Coulomb-Anteil der retardierten Felder nicht bei, und man darf das Strahlungsfeld alleine
betrachten. Dann gilt
%» 1 - . = .
ﬁ = @X2 [EStrahl. X (eret. X EStrahl.)} * Cret. -
Das doppelte Kreuzprodukt lautet Egtrahl.éret-_ (€ret.- EStrahl.)EStrahl.a wobei der zweite Term wegen

der Orthogonalitit von EStrahl. und €., Null ist. Damit ergibt sich unter Berticksichtigung des
Ausdrucks des Strahlungsfeldes in Gl. (IX.75al)

d%p 1ogq? ‘ . . 2 o ‘2
- = €ret. X €ret. — Pret.) X Qret.
d2Q (47’(’)20(1 - é}et. . ,Bret.)6 ' [( ' IB ' ) e j|

wobei ein Faktor 1/(pg€ic®) in po/c transformiert wurde.

)

Wegen Energieerhaltung ist die elektromagnetische Energie, welche die Punktladung in Richtung
von d2S abstrahlt, gleich der Energie, die (spiter) im Beobachtungspunkt # durch d2S strémt. Die
Leistung, die durch die Punktladung abgestrahlt wird, ist genau diese Energie, bezogen auf die
Einheit der Eigenzeit der Punktladung. Diese Eigenzeit ist gerade die retardierte Zeit t,et., so dass
die pro Raumwinkelelement abgestrahlte Leistung durch

Az, d» ot 10g*

N 2
PO PQ0er. (4m)%e(1 — Fror.- o)’ o [{Ge. = ) aret']‘ (s

gegeben wird, wobei 0t /Ot et = 1 — &t Eret, benutzt wurde.

Um die letztere partielle Ableitung zu erhalten, kann man Gl. (IX.73|) differenzieren, was zu

1, -
dtret. - dt + E|ﬂ7 = dtret. - dt + E Cret. * (dT — Uret. dtret.) = O

vet. |

fiihrt, d.h. (1 — Crot. - B_'rct,) dtyet. = dt — eget. - d7/c. Dann gelten
Olrer. 1

Ot 1= Gy Bree.

é’ret.
C(l - é’retA ' gret.)

y %tret. = -
Bemerkungen:
* Fine nicht-beschleunigte Punktladung strahlt keine Energie ab!

x Aus Sicht der Punktladung entspricht die als elektromagnetisches Feld abgestrahlte Energie bzw.
Leistung einem Strahlungsverlust.
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Dieser Verlust liegt einem wichtigen Problem der klassischen Physik zugrunde, und zwar der Frage
der Stabilitdt von Atomen: die an den Atomkern gebundenen Elektronen unterliegen einer anzie-
henden Kraft, und werden daher beschleunigt. Wenn sie teil ihrer Energie als Strahlung verlieren,
sollte ihre kinetische Energie allméhlich kleiner werden, d.h. sie sollten irgendwann auf den Atom-
kern fallen. Dies ist aber nicht der Fall, was im Rahmen der klassischen Physik nicht erklarbar ist,
und stellt damit eine wichtige Begriindung fiir die Quantenmechanik — oder zumindest fiir etwas
jenseits der klassischen Physik — dar.

Nicht-relativistischer Grenzfall
Im Fall |Bret.| < |Eret.| = 1 vereinfacht sich Gl. (IX.80]) zu

d@o 0q2 - = = 2
oy = e e (B x e )
Sei 0 der Winkel zwischen der retardierten Beschleunigung ;. und der Beobachtungsrichtung €t ;

dann gilt
a2y poq?

d2Q  (47)2c

Die Strahlungsleistung ist maximal fiir # = 5, d.h. senkrecht zur Richtung der Beschleunigung.

q2 |6ret. |2 sin” ¢

— 2 1.2
’aret“ sin” 0 = Amegc®  Am

Die gesamte abgestrahlte Leistung ergibt sich durch Integration dieser Formel iiber den Raum-
winkel: mit d?Q = sin # df dy erhilt man die LarmoFormel
_ Cl29)0 dQQ _ zq2|aret.|2'

d2Q 3 4mepc?

Py (IX.81)

Allgemeiner Fall

Die Larmor-Formel gilt in einem mitbewegten Inertialsystem %, relativ zu welchem die
retardierte Geschwindigkeit der Punktladung momentan verschwindet. In einem Bezugssystem %3,
wo die retardierte Geschwindigkeit der Punktladung den Wert ¥ annimmt, gilt

(IX.82)

mit a* = du*/dr = d?2#/d7? den kontravarianten Komponenten der Viererbeschleunigung (XI.15))
der Punktladung, die hier zur retardierten Zeit betrachtet werden soll.
Diese Formel lésst sich noch umschreiben als

@0 = 2(17 6 .|:(6rct.)2 - (/grct, X arct.)2:| . (IX83)

Beweis der relativistischen Formeln ([X.82)—(IX.83)):

Der erste Schritt besteht in der Beobachtung, dass die abgestrahlte Leistung Lorentz-invariant
ist. Es seien d§y bzw. d€ das Differential der Energie im Bezugssystem %, bzw. %85, und dtg
bzw. dt die entsprechenden Differentiale der Zeit. Dann gelten dé = v d&y und dt = ~y dtg, mit

v =1/4/1—12/c* dem Lorentz-Faktor. Daraus folgt

de _ dey _
At dty "
Berechnet man dann das Lorentz-Skalar aa, der Viererbeschleunigung, so kommt erstens
dut dut > > 3
H—=___ = _— = 4 . a. 2z 4 .a
o =—— =7 =('8-aa+(5-a)8)
mit der Beschleunigung @ = dv/dt¢ der Punktladung, und daher
ata, =+ [@* ++*(6-a)7]. (IX.84)

(a1 J. LARMOR, 1857-1942
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Im Bezugssystem %Bg, wo B =0 bzw. v = 1, stimmen die Formeln ) und ( mit-
-

einander iiberein. Da der Ausdruck auf der rechten Seite von GI. ([X.8 i ein Lorentz Skalar
ist, erhélt er den gleichen Wert in allen Inertialsystemen, d.h. die Formel gilt in allen solchen
Bezugssystemen.

Sei ¥ der Winkel zwischen E und d. Aus
- - _ _ 1 _
i’ — (Fxa)’ =a®— %21 —cos®d) = (1—%)a>+ (6-a)° = ?52 +(F-a)°
und dem Viererquadrat (IX.84}) folgt dann die Identitdt der rechten Gliedern der GIl. ([X.82))

und (TX.83). O

Beschleunigung parallel zur Geschwindigkeit
Wenn Beschleunlgung und Geschwindigkeit parallel zueinander sind, gelten @pet. X 5ret =0 und

Cret. Bret = | Bret | cosf. Dann lautet Gl. m
%2, o9 ‘aret.| sin2 0
2Q  (4m)%ke (1 - |gret_|c050)5'
Fiir | Eret,| — 1 wird also d%#/d?€Q grof in der Vorwirtsrichtung cosf = 1.

(IX.85)

Genauer kann man priifen, dass das Maximum von d%%,/d?Q im Fall 1— | Eret_\ < 1fird~1/2y
erreicht wird.

Die Integration der Leistung (IX.85)) iiber den ganzen Raumwinkel fiihrt zu

gﬂOqQIaret.‘2 6 __ qu‘aret.|2 6
3 4me 3 dwepc3
mit dem Lorentz-Faktor v assoziiert mit der Geschwindigkeit der Punktladung. Dieses Resultat folgt
auch direkt aus der relativistischen Formel .

Die Leistung wird also unendlich grof$, wenn die Geschwindigkeit der Punktladung gegen
c strebt. Dieses Resultat zeigt, dass es nicht mdoglich ist, eine Punktladung bis zur Lichtgeschwindig-
keit zu beschleunigen: dies wiirde eine unendliche Energie erfordern, um die abgestrahlte Leistung
zu kompensieren.

Py = (IX..86)

Wenn Beschleunigung und Geschwindigkeit parallel zueinander sind, nimmt die Kraft ([X.78)),
die fiir die Beschleunigung der Punktladung verantwortlich ist, die Form

F(t) = y(t)*mat)

an. Somit lésst sich die Leistung 1} als
2

2 pog’ 2 2 g = 2
9)0 347Tm2 ‘F(tret.)‘ :gm‘F(tret.)‘

schreiben.

Beschleunigung senkrecht zur Richtung der Geschwindigkeit
Wenn Beschleunigung und Geschwindigkeit orthogonal sind, entsprechend einer Kreisbewegung,

lautet die abgestrahlte Leistung ([X.83])

P = 2l (1 B = 2 L IX.87
0 347r€0037ret( _Bret.)‘aret.| 3 dreq cg’Yret| ret’ ( . )

Dazu lautet die Kraft (IX.78) auf die Punktladung F(t) = ~(t)ma(t), so dass diese Leistung
dadurch noch als

2 q2 2 = 2
0= S ameqnzes e |t
ausgedriickt werden kann. Die abgestrahlte Leistung ist also grofer um einen Faktor 42 relativ zum

Fall einer Linearbewegung mit der gleichen Kraft. Somit wird mehr Energie als sog. Synchrotron-
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strahlung in einem kreisformigen Teilchenbeschleuniger (einem ,Speicherring®, wie z.B. das LHC am
CERN) verloren als in einem Linearbeschleuniger.

Bemerkung: Wenn ein geladenes Teilchen auf Materie stoft und dort von Wechselwirkungen mit den
Atomen abgebremst wird, strahlt es ab. Die entsprechende Strahlung wird Bremsstrahlung (auch
auf Englisch!) genannt.

Literatur zum Kapitel IX

Feynman, Vorlesungen iber Physik. Band 2 |22] = Lectures on Physics. Vol. II [23] Kap. 18,
20-21, 27 & 29:
Vorlesungen tdber Physik. Band 1 [24] = Lectures on Physics. Vol. I |25] Kap. 34.

Fliesbach, Elektrodynamik [3] Teil IV Kap. 16-17 & Teil V Kap. 20, 23-24.
Greiner, Klassische Elektrodynamik 8] Teil IV Kap. 12-13, 15, 20-21.
Griffiths, Elektrodynamik [9] = Introduction to Electrodynamics [10] Kap. 7-11.

Jackson, Klassische Elektrodynamik [11] = Classical Electrodynamics [12] Kap. 6.1-6.5, 6.7,
7.1-7.2,9.1-9.2 & 14.1-14.4.

Landau & Lifschitz, Klassische Feldtheorie [14] = The classical theory of fields [28] Kap. 4
§ 26, 29 31, 33, Kap. 6 § 4648, Kap. 8 § 62 64 & Kap. 9 § 66 67 & 73-76.

Nolting, Elektrodynamik [17] Kap. 4.1, 4.3 & 4.5.

Scheck, Klassiche Feldtheorie [19] Kap. 1.3-1.6, 2.3, 3.5-3.6 & 4.1-4.2.

(79

)Oder genauer, abgestrahlt: die emittierte Strahlung kann benutzt werden, um Materie zu untersuchen.
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KAPITEL X

Mathematischer Apparat der Speziellen
Relativitatstheorie

Einleitung

Einstein’sche Postulate

X.1.1 Motivation

Trotz der vielen Erfolge der klassischen Newton’schen Mechanik tritt ein wichtiges Problem
auf, wenn man Effekte aus dem Elektromagnetismus betrachtet. Aus den MaxwelGleichungen
folgert man leicht, dass die Ausbreitungsgeschwindigkeit im Vakuum von elektromagnetischen Wel-
len — insbesondere von Licht, das laut Arbeiten von Hert ein elektromagnetisches Phénomen
ist — denselben Wert (¢) in allen Inertialsystemen annimmt. In der Tat zeigten die Interferenz-
Experimente von Michelso und Morle dass die Lichtgeschwindigkeit parallel oder senkrecht
zur (instantanen) Bewegungsrichtung der Erde um die Sonne gleich bleibt.

Die theoretische Vorhersage sowie ihre experimentelle Bestitigung/®?)| lassen sich aber offen-
sichtlich nicht mit dem Additionstheorem fiir Geschwindigkeiten in der Newton’schen Raumzeit
vereinbaren.

X.1.2 Einstein’sche Postulate

Um die theoretisch und experimentell gefundene Konstanz der Vakuumlichtgeschwindigkeit zu
beriicksichtigen hat Einstein seine Postulate eingefiihrt [?], welche die durch Newton postulierten
Gesetze ersetzen miissen.

X.1.2a Erstes Postulat
Das erste dieser Postulate ist das (Einstein’sche) Relativitatsprinzip

[ Die Gesetze der Physik nehmen in allen Inertialsystemen die gleiche Form an. ] (X.1)

Dabei handelt es sich um eine Erweiterung des sog. Galilei-Relativitatsprinzip — das eigentlich
durch Newton formuliert wurde —, das aber nur fiir mechanische System galt. Mit seiner Verallge-
meinerung meinte insbesondere Einstein, dass auch elektromagnetische Phénomene diesem Prinzip
geniigen sollen.

(89 vorausgesetzt, die Michelson-Morley-Experimente wirklich das Fortpflanzen von Licht im Vakuum messen,

nicht in irgendeinem hypothetischen Medium — dem Ather —, wie damals vorgeschlagen wurde, um die Newton-
Mechanik zu retten.

(@) . C. MAXWELL, 1831-1879 (*“'H. HerTz, 1857-1894 (WA MICHELSON, 1852-1931 *YE. MoORLEY, 18381923
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Mit seinem zweiten Postulat entschied sich Einstein gegen die Newton’schen Gesetze mit ihren
Invarianz unter Galilei-Transformationen, und legte mehr Wert auf die Maxwell-Gleichungen und
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deren experimentellen Bestédtigungen, indem er die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit als grund-
satzlich erklarte:

[ Die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ist in allen Inertialsystemen gleich. ] (X.2)

Demzufolge kann das klassische Additionsgesetz fiir Geschwindigkeiten nicht mehr gelten. Dies
bedeutet wiederum, dass Galilei-Transformationen, insbesondere Galilei-Boosts, nicht die richtigen
Transformationen zwischen Inertialsystemen sind. Wegen dieses Prinzip muss also die ganze Kine-
matik neu geschrieben werden.

Lorentz-Transformationen

In diesem Abschnitt sind B und B’ zwei Inertialsysteme, wobei das letztere sich relativ zum ersteren
mit der Geschwindigkeit @ bewegt. ¢t und 7 bzw. ¢ und 7’ bezeichnen die Zeit und den Ortsvektor
gemessen durch einen in B bzw. B’ ruhenden Beobachter.

X.2.1 Linienelement

Seien P; und P, zwei Punkte, zwischen denen Vakuum herrscht. Zu einem ersten Zeitpunkt wird
Licht in P; emittiert. Fir den Beobachter in B geschieht dies zur Zeit ¢; bei der Position 71; fir
den Beobachter in B, zur Zeit ¢} bei der Position 7}. Das Licht wird zu einem spéteren Zeitpunkt
in P, detektiert, und zwar fiir den Beobachter in B bzw. B’ zur Zeit ty bzw. t, bei der Position 7
bzw. 75.

Laut dem zweiten Einstein’schen Postulat muss die Vakuumlichtgeschwindigkeit gleich ¢ fiir
beide Beobachter sein, d.h.

i — 7| |A7F
= =c

= d =
th—t, At T —} At

- _ 1o
_la7_

oder dquivalent |AF‘ = cAt und |AF” = cAt’, oder noch
(A7)? = A2 und  (AF)? = A2

Betrachtet man infinitesimal benachbarte Punkte P; und Ps, und dementsprechend ein infinitesima-
les Zeitintervall fiir die Lichtpropagation, so kann man die Anderungen A7, At, usw. durch kleine
Variationen d7, dt, usw. ersetzen. Dann lésst sich die obige Beziehung als

dr? — 2d? = d#”? — 2dt? = 0.

umschreiben. Sei

[ ds? = —c2dt? 4 dit2. ] (X.3a)

Geméfs der obigen Diskussion muss dieses infinitesimale Linienelement dasselbe — und hier gleich
Null — fiir beide Beobachter sein, damit beide dieselbe Lichtgeschwindigkeit im Vakuum messen.

Seien jetzt Py, P» zwei beliebige Punkte derart, dass in beiden Orten zu gegebenen Zeitpunkten
etwas passiert. Fiir den Beobachter in B bzw. B’ findet das ,erste* Ereignis zur Zeit ¢; bzw. | statt,
als sich der Punkt P; bei der Position 71 bzw. 7{ befindet. Wiederum sind die jeweiligen Zeit- und
Ortskoordinaten des ,zweiten“ Ereignisses to = t1 4+ dt und 7y = 7 + d7 bzw. tf, = ¢} + dt’ und
75 = 71 + di"’. Dabei wird nichts iiber die Vorzeichen von d¢ und dt’ angenommen.

Das Linienelement ds? bzw. ds’? zwischen den beiden Ereignissen fiir den Beobachter in B bzw.
B’ kann wieder iiber Gl. definiert werden. Wenn B und B’ beide Inertialsysteme sind, dann

miissen ds? und ds’? gleich sein.
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Diese Anforderung, die hier postuliert wird, wurde oben heuristisch hergeleitet fiir den Fall zweier
Ereignisse, welche den aufeinanderfolgenden Emission und Detektion von Licht entsprechen.

X.2.2 Lorentz-Transformationen

In der Transformation der Zeit- und Ortskoordinaten zwischen zwei Inertialsystemen muss das
oben definierte Linienelement ds? invariant bleiben.

Definition: Die linearen Transformationen

()= (3)

mit A einer 4 x 4-Matrix, die das Linienelement ds? = —c?dt? 4+ d7? invariant lassen, heifen
Lorentz- Transformationen.

Es gibt zwei Haupttypen solcher Transformationen, und zwar einerseits Drehungen (§[X.2.2 al) —
unter welchen das Zeitintervall dt sich nicht d&ndert — und Lorentz-Boosts (§ .

X.2.2a Drehungen

Einfache Lorentz-Transformationen sind die Drehungen der Raumkoordinaten, welche die Zeit
invariant lassen, und somit den Drehungen im dreidimensionalen Ortsraum der nicht-relativistischen
Mechanik entsprechen. Solche Transformationen gelten fiir zwei Koordinatensysteme, die sich relativ
zueinander nicht bewegen, deren Achsen aber nicht parallel sind.

Die assoziierte Transformationsmatrix lautet

Az ((1) ;) (X.5)

mit & einer 3 x 3-Drehmatrix. In der Tat fiithrt

cdt’ cdt
<dr’> = <% df?) (X.6)
mit der Bedingung %% = 13 sofort zu d7’? — 2dt’? = dFTR 'R A7t — 2 di? = dF? — 2 d¢2.

Sei jetzt angenommen, dass die Achsen des Koordinatensystems von B’ parallel zu den Achsen
von B sind. Jetzt bewegt sich B’ relativ zu B mit Geschwindigkeit #. Der Einfachheit halber wird
angenommen, dass die z = x/-Richtung der Koordinaten entlang der Bewegungsrichtung liegt, d.h.
U = U Ey.

Da nichts in den Richtungen y = 3/ und 2 = 2’ senkrecht zur Bewegung passiert, bleiben die
Koordinaten eines Punkts entlang dieser Achsen unverindert in der Transformation von B nach B'.
Demzufolge gelten dy’ = dy und dz’ = dz fiir das Intervall zwischen benachbarten Punkten. Diese
senkrechten Richtungen sollen sich auch nicht mit den anderen Koordinaten mischen, d.h. dt, da’
sind unabhéngig von dy, dz.

Daher ist die gesuchte Matrix der Transformation der Art

cdt/ A B 0 0\ [cdt
d | [C D 0 0 dx
d | = lo o 1 of|dy
dz’ 0 0 01 dz

mit A, B, C, D drei reellen Zahlen. Dann lautet das Linienelement in B’

ds”? = —(Acdt + Bdz)? + (Cedt + Ddz)? + dy? + dz?
= —(A* - CHc*dt* + (D* — B*) dx? + 2(CD — AB)cdtdx + dy* + d2?,
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A
Y B
o
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B T . o >
s EEE R
P U
L —
Z/
Abbildung X.1

was gleich ds? = —c?dt? + da? + dy? 4 dz? sein muss. Beliebige dt und d7 geniigen dieser Gleichung
nur genau dann, wenn das System

A2 —-C? =1
D?-B*=1
CD—-AB=0

erfiillt wird.

Seien A =y und B = —f~. Dann stellen sie mit C = B = —fy und D = A =  eine Lésung des
Systems dar, wenn v = 1/4/1 — 32 ist. Dazu soll 8 = |7I’/c, um den richtigen nicht-relativistischen
Limes u = ‘ﬁ‘ < ¢ wiederzufinden (s. unten). Schlieflich lautet die Matrix fiir ein Lorentz-Boost,
auch spezielle Lorentz-Transformation genannt,

v =By 00
_|=# v 00
A= 0 0 1 0 (X.7a)
0 0 01
mit .
U
= — = —. X.7b
~ heifst Lorentz-Faktor des Boosts.
Im nicht-relativistischen Limes u < ¢, d.h. 8 < 1, gibt eine Taylor-Entwicklung
1 2
1420 O(B4), (X.8)

1—p32 52<1 2
so dass By ~ B+ O(83) ist. Aus Gl. (X.4) und der Form (X.7a]) des Lorentz-Boosts folgen dann
cdt =cdt +0O(B) und da’ = —Bedt +dz + O(3?).

Die erste Gleichung gibt ¢’ = ¢ 4+ Konstante, wihrend die zweite mit 8 = u/c zu do’ = do — udt
oder dquivalent ' = x — ut fiihrt, entsprechend dem bekannten nicht-relativistischen Ergebnis
fiir ein Galilei-Boost entlang der x-Achse.

Bemerkung: Rapiditdt des Lorentz-Boosts... spéter!

§uzartanhgzllnc+u.
c 2 c—u

(X.9)
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X.2.2 ¢ Lorentz-Gruppe

Allgemeiner bilden die linearen Transformationen (ct,7) — (ct’,7’), die das Linienelement ds?
[Gl. ] invariant lassen, eine Gruppe, die Lorentz- Gruppe.

Wie wir unten (§ sehen werden, lassen sich diese Transformationen noch dquivalent
dadurch charakterisieren, dass ihre Matrixdarstellung A die Gleichung

n=AMmA (X.10)

erfilllen, wobei 1 in Gl. (X.18) definiert ist. Dass die Menge solcher Matrizen versehen mit der
tiblichen Matrixmultiplikation eine Gruppe bilden ist dann schnell bewiesen:

e Die 4 x 4-Einheitsmatrix 14 — entsprechend der Identitétstransformation — geniigt die Be-

ziehung (X.10).
e Wenn Aj, Ay die Gl. (X.10]) erfiillen, dann gilt das noch fiir ihr Produkt AjAs.

e Aus Gl (X.10) folgt |[det A| = 1, d.h. A ist invertierbar; die inverse Matrix A~! erfiillt trivial
die definierende Beziehung.

Die Lorentz-Gruppe wird oft mit O(1,3) bezeichnet.

Sowohl die Drehungen des §[X.2.24 als die Lorentz-Boosts des §[X.2.21] die je eine Unter-
gruppe der Lorentz-Gruppe bilden, sind sog. eigentliche orthochrone Lorentz-Transformationen,
Elemente der eigentlichen orthochronen Lorentz-Gruppe SO+(1,3) Bei den eigentlichen Lorentz-
Transformationen handelt es sich um solche mit Determinante +1; diese bilden die eigentliche
Lorentz-Gruppe, die mit SO(1,3) bezeichnet wird.

Wiederum sind die orthochronen Lorentz- Transformationen diejenigen, welche die Richtung der
Zeitkomponente nicht dndern. Das heifst, das Matrixelement oben links in der Matrixdarstellung
A — das in Abschn. mit AOIO bezeichnet wird — muss positiv, und in der Tat grofser gleich 1,
sein. Diese Transformationen bilden die orthochrone Lorentz-Gruppe OJF(1,3).<81>

Beispiele von uneigentlichen (det A = —1) Lorentz-Transformationen sind einerseits die Raum-
spiegelung (ct,7) — (ct’ =ct, 7' =—7) mit der Matrixdarstellung

1 0 0 0
0 -1 0 0
Ap = 0 0 -1 o0 (X.11)
0 O 0 -1
und andererseits die Zeitumkehr (ct,7) — (ct' =—ct, 7' =7) mit Matrixdarstellung
-1 0 0 O
0 1 00
Ar = 0 01 0l (X.12)
0 0 0 1
die offensichtlich auch nicht orthochron ist. Dann ist die (kommutierende) Verkniipfung beider
Transformationen, mit Matrixdarstellung ApAp = —14, eine nicht-orthochrone eigentliche Lorentz-
Transformation.

Mathematisch stellen die eigentliche orthochrone Lorentz-Gruppe SO (1,3) und die drei Mengen
SO~ (1,3) = {ApArA, A €807(1,3)}, {ApA, A €SOT(1,3)} und {AzA, A € SOT(1,3)} die
vier Zusammenhangskomponenten der Lorentz-Gruppe O(1,3) dar, entsprechend jeweils den vier
Moglichkeiten ++, +—, +—, —+ fiir die Vorzeichen der Determinante det A und des Matrix-
elements A%,.

EDStatt OF(1,3) bzw. SO (1,3) wird auch die Notation SO'(1,3) bzw. SOT(1,3) benutzt.
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X.2.3 Folgerungen

X.2.3 b Ldngenkontraktion
— Aufgabe 30

X.2.3 ¢ Additionstheorem fiir Geschwindigkeiten
— Aufgabe 34

X.2.4 Minkowski-Raum

Wegen der Absolutheit von Zeit und Raum in der Newton’schen Mechanik faktorisiert sich die
zugehorige nicht-relativistische Raumzeit in das Produkt einer eindimensionalen Zeit-Geraden mit
dem dreidimensionalen euklidischen Ortsraum 3. Dagegen mischen die Lorentz-Boosts die Zeit und
die Ortskomponenten eines Beobachters miteinander. Demzufolge lohnt es sich, die Zeit und die drei
Ortskoordinaten als Komponenten eines Vektors in einer vierdimensionalen reellen Raumzeit 7.

Ein Punkt in .7}, entsprechend einem Zeitpunkt und einem Ort, wird Ereignis genannt. Sei B ein
Bezugssystem, versehen mit einem Koordinatensystem, wobei die rdumliche Koordinaten kartesisch
sind. Nach deren Angabe lisst sich ein Ereignis durch seinen Viererortsvektor x mit Komponenten x#
mit g = 0, 1,2, 3 charakterisieren, wobei 2° = ct, wihrend die z* mit i = 1, 2,3 die Koordinaten des
Ortsvektors 7 sind. Der Kurze halber wird hiernach fiir die Zerlegung in Zeit- und Ortskoordinaten

die Notation 0
1 ct
— X.13
| = (%) (x13)
3

benutzt.
Definition: Die Trajektorie eines Massenpunktes in der Raumzeit heiflt Weltlinie.

Betrachte man einen bewegten Massenpunkt und By ein Inertialsystem, das momentan mit dem
Ruhesystem des Massenpunktes {ibereinstimmt. Das heifit, dass der Massenpunkt relativ zu By
momentan ruht. Sei 7 die Zeit in By; 7 heilit Eigenzeit des Massenpunktes, und das Linienelement
entlang der Weltlinie des Massenpunktes lisst sich momentan als ds? = —c?dr? schreiben.

Sei t die Zeit in einem Inertialsystem B, relativ zu welchem der Massenpunkt (oder dquivalent
das Inertialsystem By) sich mit Geschwindigkeit ¥ bewegt. Das Eigenzeitelement d7 héngt mit dem
infinitesimalen Zeitintervall dt in B iiber

72

zusammen, wie sich mithilfe der Lorentz-Transformation von By nach B finden lésst.

X.2.4b Metrischer Tensor
Bezeichnet man dann mit dx die Verschiebung zwischen zwei benachbarten Ereignissen in .7},
dann lasst sich das Linienelement (X.3a)) als
ds? = —(dz®)? + (da')’ + (dz?) + (da®’ (X.15)

schreiben, mit dz*, = 0,1, 2,3 den Koordinaten von dx.
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Fiir g, v = 0,1, 2, 3 definiert man 7, durch

noo = —1
mi = +1 fiir i = 1,2,3 (X.16)

N = 0 fiir p # v.
Mithilfe dieser Zahlen lautet das Linienelement (X.15)) noch

[ ds* = ny, dzt dz”, ] (X.17)

wobei die Summe iiber alle Werte von g und v von 0 bis 3 nicht geschrieben wurde.
In Matrixdarstellung wird 7, zum Element der (pz+ 1)-ten Zeile und (v+1)-ten Spalte einer
4 x 4-Matrix:

-1 0 0 O
0 1 00
"= 1o o010 (X.18)
0 0 01
und das Linienelement wird zu
ds® = dx"ndx (X.19)

mit dx' dem Zeilenvektor mit Elementen dz*.

Die 16 Zahlen 7, sind die Komponenten des metrischen Tensorn. Dieser dient dazu, ein
(pseudo-)skalares Produkt zu definieren, vgl. § welches unter Lorentz-Transformationen der
Koordinaten invariant bleibt. Wiederum bedeutet dies, dass der metrische Tensor unter solchen
Koordinatentransformationen x — x' = Ax bzw. dx — dx’ = Adx invariant bleibt, d.h. dass seine
Komponenten gleich bleiben. nach Einsatz von dx’ und dx'T in Beziehung ergibt sich die
Matrixgleichung

ATqA =1. (X.20)

Die Raumzeit .7} versehen mit dem metrischen Tensor 1 heifst Minkowsk Raum. Wiederum
ist ein System von Minkowski-Koordinaten ein Koordinatensystem in .7, in welchem die Kompo-
nenten des metrischen Tensors die einfache Form annehme — was im Folgenden immer
der Fall sein wird.

Bemerkungen:

x Fin Merkmal des Minkowski-Raums .7 der Speziellen Relativitdtstheorie ist die Existenz von
globalen Minkowski-Koordinatensystemen, deren Koordinaten tiberall und zu jeder Zeit gelten —
obwohl .7, mathematisch kein Vektorraum, sondern eine vierdimensionale Mannigfaltigkeit ist.

x In diesem Skript wurde der metrische Tensor nach den Lorentz-Transformationen eingefiihrt;
jedoch die logische Herangehensweise, die oben nur implizit benutzt wurde, geht eher in die andere
Richtung: der metrische Tensor wird zunéchst postuliert, dann sind die Lorentz-Transformationen
die zugehorigen Isometrien, d.h. die linearen Koordinaten, die das entsprechende Skalarprodukt
invariant lassen. Dementsprechend kann die Matrixgleichung eigentlich als die definierende
Beziehung der Lorentz-Transformationen betrachtet werden.

x Hier wurden fir den metrischen Tensor und seine natiirliche Matrixdarstellung unterschiedliche
Notationen n bzw. 1 verwendet, um den Unterschied zwischen den beiden mathematischen Objekten
zu betonen.

(82)Oder kurz Metrik.
(#3)Das heifit, dass die zugehorigen Basisvektoren ein orthonormiertes System bilden.

(@)1 MINKOWSKI, 1864-1909
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Vierervektoren und Vierertensoren

Die in Abschn. [X:2] eingefiihrten Lorentz-Transformationen geben die Beziehungen zwischen den
Minkowski-Koordinaten eines gegebenen Ereignisses beziiglich zwei verschiedener Inertialsysteme B
und B’. In diesem Ubergang von B nach B’ kénnen sich die mathematischen Darstellungen physi-
kalischer Grofen nicht nur wie der Viererortsvektor x, sondern auch anders transformieren.

Der Kiirze halber wird hiernach die Redensart ,unter Lorentz-Transformationen® statt ,im Uber-
gang von einem Inertialsystem zu einem anderen“ verwendet, wobei die besagte Transformation

diejenige fiir die Viererortsvektoren [Gl. (X.22)] ist.

X.3.1 Lorentz-Skalare

Definition: Ein Lorentz-Skalar oder Viererskalar ist eine Grofe, die invariant unter Transformationen
von einem Inertialsystem zu einem anderen ist.

Ein erstes Beispiel davon ist (definitionsgeméf!) das Linienelement (X.3al) bzw. (X.17). Demzu-
folge ist das Eigenzeitelement dr ebenfalls ein Lorentz-Skalar.
Ein weiteres Beispiel ist das Vierervolumenelement d*x, definiert durch

d*x = dz dzt d2? da?. (X.21)

Wenn der 4-Ortsvektor sich gem#R x — x’ = Ax transformiert, entsprechend Gl. (X.22b)) fiir die
Koordinaten, dann transformiert sich das 4-Volumenelement geméfs
d*x — d* = |det A| d*x,
woraus das Ergebnis dank |det A| =1 folgt.
Bemerkung: Man definiert auch Lorentz- Pseudoskalare, die invariant unter der eigentlichen Lorentz-

Gruppe sind, jedoch unter uneigentlichen Transformationen wie Raumspiegelung oder Zeitumkehr
ihr Vorzeichen &ndern.

X.3.2 Vierervektoren

Der Viererortsvektor x mit Komponenten x# |Gl. (X.13)] ist ein erstes Beispiel von Vierervektor,
der sich im Ubergang von einem Inertialsystem B nach einem zweiten Inertialsystem B’ gemifs

x — x' = Ax (X.22a)

mit A einer Lorentz-Transformation transformiert, entsprechend fiir die Koordinaten
= A ¥ i =0',1,2, 3. (X.22b)
Wie es sich herausstellt, gibt es zwei unterschiedliche Arten von Vierervektoren, die sich entweder

wie x oder wie der damit assoziierte Vierergradient transformieren.

Bemerkungen:
x Aus Gl. (X.22b) folgt die Beziehung

/
o
AMI . 8([' ’

— Vi v, X.23
v =gy THOV (X.23)

x In der Tat sind die Lorentz-Transformationen nicht die einzigen linearen Transformationen, die
das Linienelement (X.3a]) invariant lassen. Daneben gibt es noch die affinen Transformationen der
PomcarGruppe (oder inhomogenen Lorentz-Gruppe) I1SO(1,3), der Form

x—x =Ax+a (X.24a)

(2)H. POINCARE, 1854-1912
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mit a einem Vierervektor; komponentenweise lautet diese Transformation
ot — 2t = A2 4 o (X.24b)
Die Poincaré-Transformationen mit A = 14 und beliebigem a sind offensichtlich die Raumzeit-

Translationen.

Definition: Fin sog. kontravarianter Vierervektor V ist eine Menge aus vier Zahlen V#, die sich unter
Lorentz-Transformationen wie die Koordinaten z# des Viererortsvektors transformieren, d.h.

VE 5V = NV, (X.25a)

oder in Matrixform

VoV = AV. (X.25b)

Ein Beispiel ist die Vierergeschwindigkeit u, eines massiven Teilchens (Massenpunktes) entlang
seiner Weltlinie x(s), die als

X.26
dr ( 2)

definiert ist, mit s einer Parametrisierung der Weltlinie und 7 der Eigenzeit des Teilchens. Kompo-

nentenweise lautet diese Definition
_ dX¥(s)

o
Y= Tar
mit u” bzw. x#(s) den Koordinaten der Vierergeschwindigkeit bzw. der Weltlinie. Dass u ein kon-
travarianter Vierervektor ist, folgt aus der Tatsache, dass das Eigenzeitelement dr im Z&hler ein
Lorentz-Skalar ist.
Wenn v%, i = 1,2,3 die Komponenten der dreidimensionalen Geschwindigkeit ¥ des Teilchens
und v den damit assoziierten Lorentz-Faktor bezeichnen, dann lauten die Koordinaten der Vierer-
geschwindigkeit u° = yc und v’ = v fiir i = 1,2,3, d.h.

U= <’7Y;) , (X.27)

Bemerkung: Fiir ein masseloses Teilchen, z.B. ein Photon, wird die Vierergeschwindigkeit nicht
definiert, da solche Teilchen kein Ruhesystem haben, in welchem die Eigenzeit definiert werden
kann: sie bewegen sich entlang lichtartige Weltlinien (s. unten).

(X.26b)

Seien 0, = 0 /0x* die Komponenten des Vierergradient-Operators:
0 10 0
=—=-—, 0i=—fuiri=1,2,3 X.28
920 cot’ T gp T EY ( )
wobei die drei rdumlichen Komponenten genau die Koordinaten des dreidimensionalen Gradienten
sind.
Mithilfe der Kettenregel gilt unter der Transformation (X.22))

do

/

0 dzf 0 ;0 /
= — — AP __ AP ,
%= 2w = o0 aar = vy =N (X.29)
Sei A » das (i, p')-Element der inversen Matrix A=, d.h.
NN, =00 und NOA°, =5l (X.30)

Multipliziert man Gl. (X.29)), die fiir jedes v € {0, 1,2, 3} gilt, mit A” .+ und summiert man iiber v,
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so ergibt sich

v Y / . p/
N8y = NN, Dy = 6%, 0,

d.h.
O =N Oy, (X.31)
Somit transformiert sich der Vierergradient mit A~!, wenn der Ortsvektor sich mit A transformiert.

Definition: Ein kovarianter Vierervektor ist eine Menge aus vier Grofen W, die sich unter Lorentz-
Transformationen wie die Komponenten 0,, des Vierergradienten verhalten, d.h.

Wy — Wi = Ny W, (X.32)

Jedem kontravarianten Vierervektor mit Koordinaten V* kann man einen kovarianten Vierer-
vektor mit Komponenten V), gemafs
Vi =1 V" (X.33)

zuordnen.

In einer Basistransformation éndern sich V* bzw. n,, geméf
VY v = A”;) VP bzw. nu = Ny = A“#, N
vgl. GL. (X.25a) bzw. (X.42)). Dann kommt
V=V = me”’ = Aﬂ;u N TIWAV;) Ve = A#;u n/LV(;Zva

wobei die letzte Gleichung aus Gl. (X.30) folgt. Schreibt man dann 7,6, V? = n,, V" =V,, so
ergibt sich
V=V = A”H/ Vs

was zu beweisen war. O

Umgekehrt kann mit jedem kovarianten Vierervektor mit Komponenten V), der kontravariante
Vierervektor mit Komponenten
vV =nV, (X.34)

assoziiert werden, mit n*¥ den Komponenten des inversen metrischen Tensors !, die numerisch

gleich den 7, sind, vgl. §|X.3.3bl Unter Verwendung des metrischen Tensors (X.16) findet man
Vo=-V" vi=V Wwm=V2% V=V3 (X.35)

Bemerkungen:
* Bezeichnet man den 4-komponentigen Zeilenvektor mit Koordinaten W, mit W, so lésst sich die

Transformation (X.32)) noch in Matrixdarstellung als

W — W =WA™ (X.36)
schreiben. Dann lautet Gl. (X.33) bzw. (X.34)
V=VTq" bzw. V=n1VT, (X.37)

wobei 11 in der ersten Gleichung durch n ersetzt werden kann, weil der metrische Tensor — und
damit seine Matrixdarstellung — symmetrisch ist. Mit dieser Anderung ist die zweite Gleichung die
transponierte der ersten.

x Kontravariante und kovariante Vierervektoren sind Elemente unterschiedlicher Vektorrdume,
auch wenn sie die gleiche physikalische Dimension haben — wie z.B. kontravariante und kovariante
Vierergeschwindigkeiten. Der metrische Tensor 1 und sein Inverse 7' bilden zwar eine Bijektion
zwischen diesen Vektorrdumen, so dass man kurz nur von ,Vierervektoren sprechen kann, ohne
kontra- oder kovariant zu prazisieren. Man darf aber kontra- und kovariante Vektoren nicht mitein-
ander addieren oder gleich setzen: Ausdriicke wie a* + b, oder a* = b, sind sinnlos — wenn es sich
dabei nicht um numerische Gleichungen handelt, die nur in einem Bezugssystem gelten.
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X.3.2 c Viererprodukt

Seien V# bzw. W, die Komponenten eines kontravarianten bzw. kovarianten Vierervektors. Die
Transformationsgesetze (X.25a) und (X.32) zeigen, dass die Kombination W, V#, mit Summe {iber
= 0,1,2,3, ein Lorentz-Skalar ist. Dieses Skalar wird Viererprodukt der beiden Vierervektoren
genannt, oder auch Lorentz-Skalarprodukt — etwa uneigentlich, da es sich eher um ein Pseudo-
Skalarprodukt handelt.

Da W, V¥ = WHn, V¥ = W"V, = WHV, ist, spielt es hier keine Rolle, welcher Index oben und
welcher unten ist, so lange es einen oben und einen unten gibt. Komponentenweise gilt

W,V = WOV 4 WV 4 W2V2 L WAVE = WHY,. (X.38a)

Unter Verwendung der Matrixdarstellungen W bzw. V fiir den kovarianten bzw. kontravarianten
Vierervektor, lasst sich das Viererprodukt noch als W,V# = WYV schreiben. Ein Nachteil dieser
Schreibweise ist, dass die Multiplikation zweier Matrizen nicht-kommutativ ist: WV ist eine Zahl,
VW eine 4 x 4-Matrix. Das heifst, der Gleichung W, V# = WH#V,, entspricht WV = VW, wobei
die Symmetrie beziiglich des Austauschs der Vierervektoren verloren wird. Somit fithrt man eine
weitere Notation, dhnlich dem Skalarprodukt von zwei Dreiervektoren im euklidischen Raum:

W, VF =WV =W-V. (X.38b)

Dann gilt problemlos W -V = V - W. Man sollte aber dabei nicht vergessen, dass es sich trotz
der Notation um das Lorentz-Skalarprodukt handelt, nicht um das euklidische, d.h. dass es ein
Minus-Zeichen vor dem Produkt der zeitlichen Komponenten gibt.

Bemerkung: Im Gegensatz zum Viererprodukt W,V* sind die Kombinationen W#V# und W,V,,
keine Skalare unter Lorentz-Transformation, d.h. sie nehmen unterschiedliche Werte in unterschied-
lichen Inertialsystemen an.

Ein erstes Beispiel von Viererprodukt ist die Kombination 0,j*(x), mit 0, den Komponenten
des Vierergradienten und j#(x) die Koordinaten eines Feldes, das in jedem Punkt x eines Gebiets
der Raumzeit .#, definiert ist:

_ 03 _95°(x) |, 951 () | 95%(x) |, 95°(x) _195°(t,7) &

iy _ _ R X.
D" (x) Oz 020 + Ozl + Ox2 + Ox3 c Ot V), (X.39)

wobei der Dreiervektor 7 die rdumlichen Komponenten j* des Vierervektors j zusammenfasst, wih-
rend V- die (Dreier-)Divergenz dieses Vektorfeldes darstellt. In Analogie mit dem dreidimensionalen
Fall heifst 0,,5#(x) =9 - j(x) Viererdivergenz des Vierervektorfeldes j.

Lorentz-Quadrat
Ein weiteres, wichtiges Beispiel von Viererprodukt ist der skalare Lorentz-Quadrat eines Vierer-
vektors:

V2=V, VE = —(VOP + (VI + (V2 + (V3 (X.40)
der denselben Wert in allen Inertialsystemen annimmt. Beispielsweise betriagt der Lorentz-Quadrat

einer Vierergeschwindigkeit (X.26]) immer u? = u,u* = —c?. Das Linienelement ds? ist ebenfalls ein
Lorentz-Quadrat.

Definition: Je nach dem Vorzeichen des Lorentz-Quadrats unterscheidet man zwischen drei Arten
von Vierervektoren:

e zeitartige Vierervektoren, mit negativem Lorentz-Quadrat V2 < 0;
e lichtartige Vierervektoren, auch Nullvektoren genannt, mit Lorentz-Quadrat V2 = 0;

e raumartige Vierervektoren, mit positivem Lorentz-Quadrat V2 > 0.
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Zum Beispiel ist die Vierergeschwindigkeit eines Massenpunktes ein zeitartiger Vierervektor.

Der Unterschied zwischen den drei Arten ist insbesondere wichtig wenn der Vierervektor dem
Abstandsvektor zwischen zwei Ereignissen P; und P» entspricht. Im Fall einer zeitartigen Separation
kann man immer ein Inertialsystem B derart finden, dass die Weltlinie seines Ursprungspunkts
durch P; und P, geht. Somit ist das eine Ereignis in der Zukunft des anderen, z.B. t5 > t1: die
zwel Ereignisse sind miteinander kausal verkniipft, d.h. was im einen passiert kann das andere
beeinflussen.

Falls der Abstandsvektor raumartig ist, kann ein solches Inertialsystem nicht gefunden werden.
Angenommen, dass das Vakuumlichtgeschwindigkeit die maximale Ausbreitungsgeschwindigkeit von
Signalen ist, kann kein aus P; ausgesandte Signal P, erreichen, und umgekehrt. Figentlich gibt es
in diesem Fall Inertialsystemen, in denen ¢; < to, wihrend in anderen Inertialsystemen to < t; gilt:
keines der Ereignisse liegt auf absoluter Weise in der Zukunft des anderen. Dementsprechend darf
nicht mehr von der Gleichzeitigkeit zweier Ereignisse geredet werden, denn ¢; = ¢2 in einem ersten
Inertialsystem wird in einem anderen Bezugssystem zu ] < ), oder ¢{ > tf.

Schliefslich kann im Fall eines lichtartigen Abstandsvektors zwischen Ereignissen Licht von dem
einen zum anderen propagieren, so dass die Ereignisse noch im kausalen Zusammenhang stehen.

Vom Standpunkt eines Ereignisses Py kann somit die Raumzeit in unterschiedlichen Bereichen
zerlegt werden (vgl. Abb. Die Ereignisse, die in lichtartigem Abstand von Py sind, bilden
die Lichtkegel Innerhalb der letzteren, d.h. in zeitartigem Abstand von Py, befinden sich die
Ereignisse, die im kausalen Zusammenhang mit Py sind, und zwar entweder in seiner Zukunft —
wie P in Abb. [K:2] — oder in der Vergangenheit, wie P». Dagegen sind die Ereignisse auferhalb
der Lichtkegel — d.h. in raumartigem Abstand von Py, wie Ps — kausal entkoppelt von F.

0

x

Zukunft

RN SEEEEREE

oDy

Vergangenheit

Abbildung X.2 — Kausalitatsstruktur der Raumzeit: die horizontale Achse steht fiir die drei
rdumlichen Dimensionen, die vertikale Achse fiir die Zeit im Ruhesystem von F.

Bemerkung: Entsprechend dieser Kausalitédtsstruktur hangt die Physik in Fy nur von den Ereignissen
innerhalb der ,yvergangenen Lichtkegel“ ab: instantane Fernwirkung wird somit ausgeschlossen.

YUm die Kegel zu erkennen, muss sich die Leserin erstens eine Raumzeit mit einer zeitlichen Richtung — die
der Achse der Kegel entspricht — und nur zwei rdumlichen Richtungen vorstellen; dann kann sie die dritte
Raumdimension hinzufiigen.



222 Mathematischer Apparat der Speziellen Relativitatstheorie

X.3.3 Vierertensoren

Auf dem euklidischen Raum &3 der nicht-relativistischen Mechanik gibt es ,Dreier-“Tensoren
héherer Stufe, die sich unter Drehungen alle gleich transformieren. Ahnlich existieren auf der
Minkowski-Raumzeit .7 Vierertensoren bzw. Lorentz-Tensoren mit bestimmten Transformations-
gesetzen unter Lorentz-Transformationen.

Diese Vierertensoren kénnen vom Typ (7}), oder ,,m-fach kontravariant und n-fach kovariant‘,
sein, d.h. ihre Komponenten besitzen m > 0 kontravariante und n > 0 kovariante Indizes, wobei
jeder Index sich wie ein entsprechender Vierervektor transformiert Beispielsweise transformiert
sich der Vierertensor dritter Stufe mit Komponenten T"", wie VAV"V,,.

Insbesondere lautet das Transformationsgesetz fiir einen Lorentz-Tensor vom Typ (g), unter

Verwendung der Gl. (X.32]),
THV — T,U/l/’ = AMM, AVV/ THV' (X41a)

In Matrixform kann ein solcher Vierertensor zweiter Stufe durch eine quadratische 4 x 4-Matrix T
mit Elementen T}, dargestellt werden; dann lautet die Transformation

ToT =ATTA, (X.41D)
wie aus der Gleichung A", A, T) = N, Ty AV, = (/\T)lﬁ T, A, sofort folgt.

Der metrische Tensor n wurde schon in Gl. iiber die Angabe seiner Komponenten 7, in
einem bestimmten System von Minkowski-Koordinaten definiert. Jede dieser Komponenten nimmt
in allen solchen Systemen denselben Wert an, d.h. der metrische Tensor ist invariant unter Lorentz-
Transformationen.

Unter Verwendung des Transformationsgesetzes transformieren sich die Komponenten
von 1 gemaf

Nuv — Np!v! = Aﬂu/ Ay;/ Umz (X.42a)
entsprechend in Matrixdarstellung
n—n =ATmA. (X.42b)
Fordert man die Invarianz des metrischen Tensors unter Lorentz-Transformationen, so sollen die
Matrizen 1 und 1’ gleich sein, woraus sich Bedingung ergibt.

Dem metrischen Tensor wird der inverse metrische Tensor W' zugeordnet, dessen Komponenten
" bzw. Matrixdarstellung ! derart sind, dass

Nup’” = 0" PN = 5/5 Yu,v=0,1,2,3 bzw. mmn =1 n=14 (X.43)

gelten, mit 4, dem tiblichen Kronecker-Symbol und 14 der 4x4-Einheitsmatrix. Dabei ist eigentlich
n~! =7, d.h. numerisch gilt n** = N fiir alle moglichen Werte von p und v.

Wie in §[X.3.2D] schon gesehen wurde lassen sich mithilfe des metrischen bzw. des inversen
metrischen Tensors mit Komponenten 7, bzw. n#" kontra- bzw. kovariante Lorentz-Indizes herauf-
bzw. herabziehen, dhnlich den Gleichungen und . Zum Beispiel kann man aus einem
Tensor vom Typ ((2]) mit Komponenten T}, verwandte Tensoren von den Typen G) und (g) erhalten:

T, =n"Tw, T°,=n"T, und TP =9y, =n"T,% =n""T",. (X.44)
Wenn T}, nicht symmetrisch ist, sind die Tensoren mit Komponenten 7,7 und T?, a priori unter-

schiedlich .

(89)ygl. Anhang
(86) Bezeichnet T die Matrixdarstellung des Tensors mit Komponenten T,., so sind die drei anderen Tensoren jeweils
durch Tn, nT und nTn dargestellt, wie die Leserin einfach nachpriifen kann.
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Angewandt auf n** selber lautet die zweite der Gleichungen ([X.44])
n°, =0 . (X.45)
Der Vergleich mit Gl. (X.43)) gibt dann 7", = d}.

X.3.3 ¢ Levi-Civita-Tensor
Fin anderer invarianter Vierertensor — genauer Pseudotensor, da sein Vorzeichen sich unter
uneigentlichen Lorentz-Transformationen dndert — ist der vollstédndig antisymmetrische Levi- Civita-

Tensor 4. Stuf

+1 falls (u,v, p,0) eine gerade Permutation von (0,1,2,3) ist
P’ = ¢—1 falls (u, v, p,0) eine ungerade Permutation von (0,1,2,3) ist (X.46)

0 sonst.

— Y123 wihrend fiir den dreidimensionalen Levi-Civita

Hier sollte beachtet werden, dass €y1a3 =
Tensor €193 = €22 gilt.
Unter einer Lorentz-Transformation A transformiert sich dieser Tensor geméfs
P75 VT = NN, N N P = (det A et (X.47)
wobei die letzte Gleichung aus der Definition der Determinante folgt.

X.3.3 d Kontraktion zweier Tensoren

Das Herauf- oder Herabziehen von Indizes mithilfe des metrischen Tensors oder seines Inversen
sind Beispiele von Tensorverjiingungen (vgl. §. Allgemeiner kénnen zwei Tensoren T und
T’ kontrahiert werden, vorausgesetzt der eine (mindestens) einen kovarianten und der andere einen
kontravarianten Index hat. Dann wird iiber solche Indizes kontrahiert, wie z.B. T*T} , (einfache
Kontraktion) oder €,,,,T"" (doppelte Kontraktion).

X.3.4 Kovariante Formulierung eines physikalischen Gesetzes

Laut dem ersten Einstein’schen Postulat sollen die Naturgesetze mathematisch so for-
muliert werden, dass die entsprechenden Gleichungen in allen Inertialsystemen die gleiche Form
annehmen. Theorien, die diesem Prinzip geniigen, werden als Lorentz- oder relativistisch kovariant
bezeichnet.

Infolgedessen konnen solche Gleichungen nur Identitdten zwischen Lorentz-Tensoren gleicher
Stufe sein, nachdem alle moglichen Kontraktionen von Indizes beriicksichtigt wurden. Solche Glei-
chungen kénnen entweder ,geometrisch®, in Matrixdarstellung (fiir Vierertensoren der Stufe 1 oder
2) oder komponentenweise geschrieben werden.

Beispiele kovarianter Gleichungen sind somit V = W oder dquivalent V#* = W#; oder TV =W
bzw. TF, V¥ = WH. Unter einer Lorentz-Transformation transformieren sie sich in V/ = W’ bzw.
Vi = WH oder T'V' = W' bzw. T ;,V” "= W d.h. sie nehmen die gleiche Form an.

Dagegen sind Identitidten wie V# = T#, oder V¥ = W, keine giiltige relativistisch kovariante
Gleichungen, sondern kénnen einen (Tipp-7)Fehler signalisieren. ..

Bemerkung: Manchmal wird statt Lorentz-kovariant die Redensart ,Lorentz-invariant” verwendet.
Streng genommen bedeutet aber die Letztere, dass die Gleichungen unveréndert unter den Lorentz-
Transformationen bleiben: dies stellt eine stirkere Bedingung dar, als die Invarianz der Form der
Gleichungen, die nur im Fall einer Gleichung zwischen zwei skalaren Grofen erfillt ist, wie z.B.
u? = —c? (fiir den Lorentz-Quadrat einer Vierergeschwindigkeit).

<87>Einige Autoren benutzen die Konvention €p123 = 41, entsprechend 123 — 1. ..
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XI.1

KAPITEL Xl

Relativistische Mechanik

Der Formalismus des vorigen Kapitels wird nun angewandt, um die charakteristischen Groéfsen
und Funktionen zur Beschreibung der Bewegung eines freien relativistischen Massenpunktes auszu-
driicken (Abschn. . Dann wird die relativistische Verallgemeinerung des zweiten Newton’schen
Gesetzes vorgestellt (Abschn. [XI.2)).

Bewegung eines freien relativistischen Teilchens

XI.1.1 Lagrange-Funktion und Wirkung eines freien Teilchens

Die Wirkung S eines physikalischen Systems, insbesondere eines freien Teilchens, ist eine reelle
Zahl. Sie hingt von Grofken — Positionen, Geschwindigkeiten — ab, die vom Bezugssystem ab-
héngen. Die einfachste Mdoglichkeit um sicherzustellen, dass die Extrema der Wirkung immer fiir
die gleichen physikalischen Trajektorien erreicht werden, entsprechend den physikalisch realisierten
Bewegungen, ist, dass die Wirkung ein Lorentz-Skalar ist, d.h. den gleichen Zahlenwert in allen
Inertialsystemen annimmt.

Betrachte nun einen einzelnen, wechselwirkungsfreien Massenpunkt mit Masse m. Wegen der
Homogenitat der Raumzeit — d.h. die Invarianz der Physik unter zeitlichen und réumlichen Trans-
lationen — kann seine Lagrange-Funktion L(¢,Z, f) weder von der Zeit noch vom seiner Position
abhéngen; d.h. sie ist nur Funktion von seiner Geschwindigkeit ¥ = Z. Die letztere ist zwar nicht
Lorentz-invariant, jedoch die Lagrange-Funktion L selbst ist auch nicht Lorentz-invariant: nur das
Produkt L dt, das zwischen zwei Zeitpunkten integriert wird, soll Lorentz-invariant sein, damit S
ein Lorentz-Skalar ist.

Aus dem vorigen Kapitel kennen wir eine ,einfache* Grofe, proportional zum Zeitintervallelement
dt und dazu Funktion der Geschwindigkeit, die Lorentz-invariant ist, und zwar das infinitesimal

Eigenzeitintervall dr = /1 — ¢2/¢? dt, vgl. Gl. (X.14)). Somit ist ein moglicher Ansatz

B
S = a/ dr (XL.1)
A

mit « einer reellen Zahl und A, B zwei Ereignissen der Raumzeit. Diese Wirkung lasst sich noch als

tp =2
S:a/ \/1—0—2dt
ta c

umschreiben; daher entspricht der Ansatz einer Lagrange-Funktion

172
L=oy1- . (X1.2)

Wird eine Taylor-Entwicklung dieser Abhéngigkeit fiir den nicht-relativistischen Limes |9]/c < 1

durchgefiihrt, so ergibt sich
72 0 o
L=al|l-— — |-
o|i-se o)
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Nach Ausmultiplizieren der Klammer kommt zuerst eine Konstante («), die keine Rolle bei den
Bewegungsgleichungen spielt. Der nichste Term ist —a@?/2c?: damit er mit der Lagrange-Funktion
eines nicht-relativistischen freien Teilchens %mff 2 iibereinstimmt, soll a gleich —mc? sein. Somit
lautet die Lagrange-Funktion bzw. die Wirkung eines freien relativistischen Massenpunktes

2 v?
L=—-mcy\/1— = (XI.3a)
bzw.
B
S = —ch/ dr. (XI.3Db)
A

Erfahrung zeigt, dass der Ansatz (XI.3a)) die richtige Physik wiedergibt, insbesondere den richtigen
Impuls und die richtige Energie, wie sie im néchsten Paragraphen eingefiihrt werden.

X1.1.2 Impuls und Energie eines freien Teilchens

Xl.1.2a Impuls
Geméf der Definition([I1.17)) ist die i-te Komponente des konjugierten Impulses des Massen-

punktes mit Lagrange-Funktion (XI.3a)) durch
0L
Pi= o
gegeben, wobei hier die Komponente mit einem kovarianten Index geschrieben wurde, im Einklang

mit der Division durch eine kontravariante Komponente im rechten Glied. Eine einfache Berechnung
gibt dann

P= —F——=ymv (XI.4)

mit v dem Lorentz-Faktor entsprechend der Geschwindigkeit .

XI.1.2b Energie
Benutzt man nun die Definition ([II.35a)), so lasst sich die Energie des freien relativistischen

Massenpunktes als

3
E=) pi' —L
i=1
bestimmen, d.h.
2
= = ymc?. (XL.5)
72
T2

In Fall eines ruhenden Massenpunktes ergibt sich Eg = mc?, entsprechend der Massenenergie.
Wiederum ist die Differenz (v — 1)mc? die kinetische Energie eines bewegten Massenpunktes.

XI.1.2 c Viererimpuls
Definiert man p° = E/¢, so bilden p°, p', p?, p* ein 4-Tupel von Zahlen, die laut den Gl. (X1.4)

und (XL.5) gleich m mal den Komponenten u°, u!, u? u? der Vierergeschwindigkeit (X.27) sind. Da
die Masse m ein Lorentz-Skalar ist, sind die p* die Komponenten eines Vierervektors p:

p* = mut (XI.6a)
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bzw.

p=mu (XI.6b)

E/c
p=1| _ |. (XI.7)
p
Dieser Vierervektor heifst Viererimpuls.
Vergleicht man die Gl. (XI.4) und (XI.5)), so findet man, dass sich die Geschwindigkeit als

62

=1

U=

(XI.8)

il

schreiben lasst. Somit ist der nicht-relativistische Limes |9] < ¢ dquivalent zu |plc < E.

Unter Verwendung der Definition (X.40)) und der Gl. (XI.4) und (XI.5) betrdgt der Lorentz-
Quadrat p? des Viererimpulses (X1.7)

E2
p? = — = + 72 = —m?c. (X1.9)

Dies folgt auch sofort aus der Beziehung (XI.6b)), die zu p? = m? u? fiihrt, oder aus einer Berechnung
im Ruhesystem des Massenpunktes.
Dieses Ergebnis wird auch oft in der Form

E% =522 + m2c? (XI.10)

geschrieben. Ist der erste Term auf der rechten Seite viel kleiner als der zweite, d.h. |p| < mc —
was wiederum Aquivalent zu |p| < E/c ist, entsprechend dem nicht-relativistischen Limes —, folgt
aus einer Taylor-Entwicklung

— - Lo \2
E:‘/m264+ﬁ202:m02 1—|— p2 :m021+1p2 — lpz + ..
V m2c? 2 m2c2 8 m2c?

P (o
2m  8m3c?
Dabei erkennt man als ersten, fithrenden Term die Massenenergie, dann als ndchsten Term die nicht-
relativistische kinetische Energie, wiahrend der dritte Term (und die néchsten) eine relativistische
Korrektur darstellt. Insbesondere ist im nicht-relativistischen Fall die kinetische Energie viel kleiner
als die Massenenergie — die im nicht-relativistischen Rahmen aber nie ins Betracht gezogen wird,
weil sie nur eine additive Konstante darstellt!

Schliefslich folgt aus der Invarianz der Wirkung unter zeitlichen und raumlichen Trans-
lationen, dass die Energie und der Impuls Konstanten der Bewegung sind, vgl. §[[11.3.1 aHIIL.3.1H|
Folglich ist der Viererimpuls erhalten, wie man auch direkt aus der Invarianz der Wirkung
unter den Raumzeittranslationen z# — x* + a* herleiten kann.

Mathematisch lasst sich diese Viererimpulserhaltung als

d.h.
E =md +

(XL11)

d dp*
P 0| baw o

XI.12
dr dr 0 ( )

ausdriicken: dabei wird die Ableitung nach der Eigenzeit betrachtet, um auf der linken Seite einen
Lorentz-Vektor zu erhalten. Somit ergibt sich eine Gleichung, die in jedem Inertialsystem die gleiche
Form annimmt, wie geméf dem ersten Einstein’schen Postulat (X.1)) der Fall sein soll.
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Kovariante Formulierung des Grundgesetzes der Mechanik

Wir haben gerade gesehen, dass der Viererimpuls eines freien Massenpunktes erhalten ist, was sich
,relativistisch kovariant* als GI. schreiben lasst.

Unterliegt der Massenpunkt Kréaften, so sollte sich dieses Ergebnis dndern, denn es éndert sich
im nicht-relativistischen Fall, der als Grenzwert in den relativistischen Gleichungen erhalten ist. Um
die Newton’sche Mechanik zu verallgemeinern, wird ein Vierervektor F eingefiihrt, die Viererkraft,
mit Komponenten F*. Im Einklang mit dem nicht-relativistischen Fall sollte eine solche Viererkraft
nur von der Raumzeit-Position x und der Vierergeschwindigkeit u des Massenpunktes abhéngen:

F(x,u) bzw. FH{(z" u"). (XI.13)
Insbesondere wird in Kap. die Form der relativistisch kovarianten Formulierung der Lorentz-
Kraft angegeben.

Gegeben eine solche Viererkraft — oder die Resultierende solcher Viererkrifte —, die natiir-
liche relativistisch kovariante Verallgemeinerung des zweiten Newton’schen Gesetzes, die auch in
Abwesenheit von Kraft zur Viererimpulserhaltung (XI.12|) fiihren wird, ist

dp
—=F XI.14
dr ( 2)
oder dquivalent, komponentenweise
dp*
— = F*H. XI1.14b
dr ( )
Unter Einfiihrung der Viererbeschleunigung des Massenpunktes
du dut
= — . b=— XI.1
a= bzw. a 4 (XI.15)
lasst sich Gl. (XI.14a|) bzw. (XI.14b)) als
du dut
ma =m— F bzw. ma"'=m I F*. (XI.16)

Bemerkung: Damit die Beziehungen , erfiillt werden kénnen, diirfen die Komponen-
ten einer Viererkraft nicht beliebig sein. In der Tat folgt aus der Konstanz des Lorentz-Quadrats u?
der Vierergeschwindigkeit, dass diese senkrecht auf die Viererbeschleunigung ist: u-a = u,a* = 0.
Somit soll u-F = u,F* = 0 gelten, d.h. nur drei Komponenten der Viererkraft sind unabhén-
gig voneinander — z.B. die drei rdumlichen Komponenten, die im nicht-relativistischen Limes die
Dreierkraft wiedergeben miissen.
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KAPITEL XII

Relativistisch kovariante Formulierung
der Elektrodynamik

Die spezielle Relativitdtstheorie wurde entwickelt, um die Invarianz der Geschwindigkeit im Va-
kuum von Licht, d.h. allgemeiner von elektromagnetischen Wellen, in Transformationen zwischen
Inertialsystemen zu beriicksichtigen. Dementsprechend ist Elektrodynamik automatisch eine ,rela-
tivistische* Theorie, was aber an den Maxwell-Gleichungen nicht sofort erkennbar ist.

In diesem Kapitel werden die Gesetze und einige Resultate der Elektrodynamik in relativistisch
kovarianter Notation formuliert. Somit werden erstens Lorentz-Vierervektoren und -tensoren einge-
fithrt, welche die unterschiedlichen elektromagnetischen Grofen beschreiben (Abschn. . Diese
werden dann in Abschn. [XIT.2|benutzt, um die Grundgleichungen der Elektrodynamik auszudriicken.
Schlieflich werden weitere Ergebnisse des Kapitels [[X]in relativistisch kovarianter Schreibweise an-

gegeben (Abschn. [XII.3)).

Hiernach bezeichnet x einen Punkt der Raumzeit mit kontravarianten Koordinaten z*, und der
metrische Tensor 1 hat die Signatur —, 4+, +, + (vgl. §[X.3.3 al). Die Einsteinsche Summenkonvention
iiber doppelt auftretende Lorentz-Indizes wird durchaus benutzt.

Lorentz-kovariante elektromagnetische GroBen

Zur Formulierung der Elektrodynamik in relativistisch kovarianter Notation sollen zuerst passende
Lorentz-kovariante Grofsen — Viererskalare, -vektoren oder -tensoren — definiert werden, welche

das elektromagnetische Feld (§|XII.1.1)) mit den zugehorigen Potentialen (§[XII.1.2), dessen Quellen
(§ XII.1.3), sowie dessen Energie und Impuls (§ [XII.1.4)) beschreiben.

Xll.1.1 Elektromagnetischer Feldstarketensor

In relativistisch kovarianter Schreibweise gewinnt die Bezeichnung ,elektromagnetisches Feld*
ihre volle Bedeutung, indem die elektrische und magnetische Dreiervektorfelder miteinander in ein
einzelnes mathematisches Objekt kombiniert werden.

Um eine relativistisch kovariante Gréfe zu erhalten, werden das elektrische und das magnetische
Feld E und B zum elektromagnetischen Feldstdrketensor zweiter Stufe F kombiniert. Letzterer kann
durch die Angabe seiner kontravarianten Komponenten

, F9(x) = F(x) = 0, ‘
FU(x) = —FY(x) = EZC(X), (XII.1a)
3
Fii(x) = —F7(x) = ¥ €7 Bk (x)
k=1
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beziiglich eines gegebenen Inertialsystems B definiert werden. Dabei sind 4,j € {1,2,3}, wéahrend
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€% das dreidimensionale vollig antisymmetrische Levi-Civita-Symbol bezeichnet. Die Komponenten
E*, BI der Felder E und B sind solche, die ein beziiglich B ruhender Beobachter messen wiirde.
Die Matrixdarstellung des elektromagnetischen Feldstérketensors F lautet

r . El(x) E*(x) E3(x) |
26 B B
FHY(x) = i E2: 2 s o . : (XIL1b)
_E 3c Y B —Bl(x) 0

wobei der erste bzw. zweite Index des Tensors dem Zeilen- bzw. Spaltenindex der Matrix entspricht.
FH¥(x) ist offensichtlich antisymmetrisch unter dem Austausch der zwei Indizes

F'(x) = —F""(x) Vv e {0,1,2,3). (XIL2)

Unter Lorentz-Transformationen z# — z = A ;L x# zwischen Inertialsystemen bzw. Minkowski-
Koordinaten transformiert sich der Feldstérketensor wie jeder Tensor zweiter Stufe, d.h. geméfs

FHv —y v — A“;LA”/I,F“”.
Daraus kann man die entsprechenden Transformationen fiir die Felder E und B folgern.
Fiir einen drehungsfreien Boost (§ mit Geschwindigkeit ¥ = v € findet man
Ex (Ex&) —dxB
§x (Bx&) +7xE/c?

_ _ e
B’ = (e-B)e
(- B)e+ N

E' = (& E)&+

mit € dem Einheitsvektor in Richtung des Boosts.

Sei u = {u*},—o..3 die Vierergeschwindigkeit eines Beobachters B’ relativ zum Inertialsystem
B. Man kann Vierervektoren E,(x) und B,(x) durch die Angabe ihrer jeweiligen kontravarianten
Komponenten

EF(x) = F*™(x)u, (XII.3a)
1

B(x) = Z—G”V'DUU,,FPU(X) (XII.3b)
c

beziiglich B definieren, wobei ¢**#? den vierdimensionalen Levi-Civita-Tensor bezeichnet.
Falls B’ in B ruht — d.h. ©® = —up = 1 und v’ = 0 fiir i = 1,2,3 —, dann sind die rdumlichen
Komponenten der entsprechenden Vierervektoren Eg(x) bzw. Bo(x) gleich den Komponenten in B
der Dreiervektoren E(x) bzw. B(x), wihrend die 0-Komponenten von Eg(x) und Bg(x) Null sind.
Allgemeiner stellt E,(x) bzw. B,(x) das elektrische bzw. magnetische Feld relativ zum Ruhesystem
des Beobachters B’ dar, wie es vom Bezugssystem B aus gesehen aussieht.

Mithilfe des vierdimensionalen Levi-Civita-Tensors definiert man noch den dualen elektromagne-
tischen Feldstirketensor F, dessen kontravariante Komponenten durch

FM(x) = €7 Fpp(x) (XTI.4a)

1
2
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definiert sind. In Matrixdarstellung ergibt sic

0 Bl(x) B3(x) B3(x)
] _Bl(x) 0 B Egc(x) EQC(X)
FF(x) = e ) % . B Bl x) |- (XII.4b)
_Bx) — E2C(x) Elc(x) 0

Relativ zu den Komponenten F*” von F folgen die F* aus den Substitutionen F’/c — B’ und
B! — —E'/c.
Der duale Feldstarketensor ist deutlich antisymmetrisch.
Bemerkungen:
« Die Komponenten des in Gl. (XII.3)) eingefithrten Vierervektors B, (x) lassen sich einfacher als
1 -~
B! (x) = ~FM™(x)u,
c

schreiben. Wiederum gilt Eff (x) = —Le*” o0, F (X)),

x Der ,biduale” Feldstarketensor mit Komponenten Frv — %e’“’paﬁ o ist einfach —F.

Xll.1.1 c Invarianten des elektromagnetischen Feldes
Aus dem Feldstéarketensor (XII.1)) und seinem Dual (XII.4)) lassen sich durch Kontraktionen

zwei unabhéngige Grofsen finden, die sich unter Transformationen zwischen Inertialsystemen nicht
dandern, d.h. zwei Lorentz-Skalaren, und zwar

— o) X 2
L (x)F*™(x) = 2 [B(x)2 _E 22) ] (XII.5a)
und . .
= E(x)- B(x)

Fu(x)F"™ (x) = —4 (XIL5b)

c
Die dritte natiirliche Moglichkeit Fl,, (x)F**(x) ist nicht unabhiingig von den zwei ersten, sondern
gleich —F},, (x) F* (x).

XIl.1.2 Viererpotential

Das Skalarpotential ® und das Vektorpotential A bilden einen Vierervektor, das Viererpotential,
mit den kontravarianten Komponenten

A= ¢ |. (XIL.6)

Der elektromagnetische Feldstéarketensor (XII.1f) Iasst sich dadurch ausdriicken geméfs

[ FI(x) = ORAY (x) — A™(x), ] (XIL7)

wobei O* = 9 /0x,, d.h. 3° = —(1/c)0 /Ot wihrend &' die i-te Komponente des Gradienten ist.

(88)Dabei muss die Leserin darauf aufpassen, dass numerisch Fy; = —Fj0 = —FY — fEi/c und Fj; = yag gelten, wie
sich aus Foo = npunov " berechnen lésst.
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Dementsprechend stellen die Beziehungen

EZFOzzaﬂAz_azAOZ_laA _8(@)

c c Ot \ ¢
1 3 3 3 oAk
i_ L ijk ik _ ijkaj Ak _ gk ¥~
B—2126 F —‘Ze MA —‘ZG IS
g k=1 Jik=1 Jik=1

jeweils die i-te Komponente der Gleichung ([X.13)) und ([X.12)) dar.

In relativistisch kovarianter Schreibweise lautet die Eichtransformation ([X.14)

AR (x) — A"(x) = A*(x) + OHx(x), (XII.8)

mit x(x) einer zweimal kontinuierlich differenzierbaren skalaren Funktion. Fiir solche Funktionen gilt
O x(x) = 9" 0"x(x), so dass die Viererpotentiale A und A’ iiber Beziehung (XII.7) zum gleichen

Feldstéarketensor F fiihren, wie zu erwarten war.

Unter Beriicksichtigung der Beziehung egug = 1/c? [Gl. (IX.29d)| wird die Bedingung (IX.16]),
welche die Lorenz-Eichung definiert, zu

[ 8, A" (x) = 0. ] (XIL9)

Dabei ist deutlich, dass diese Eichbedingung Lorentz-invariant ist, d.h. sie bleibt in allen Inertial-
systemen erfiillt. Dagegen gilt diese Eigenschaft nicht fiir die Coulomb-Eichbedingung, fiir die es
keine Lorentz-kovariante Formulierung gibt.

XlI1.1.3 Elektrischer Viererstrom

Die elektrischen Ladungs- und Stromdichte bilden einen Vierervektor Jq(x), der als elektrischer
Viererstrom bzw. Viererstromdichte — was genauer ist — bezeichnet wird:

Jor(x) = (p el'(x)c> . (XIL10a)

Jer.(x)

Komponentenweise entspricht dies

[ngl(x) = pa(X)e,  J4H(x) = j4(x) fiir i =1,2,3. } (XII.10b)

Dabei bezeichnen pg. und J41. die bekannten ,nicht-relativistischen Grofen in einem festen Bezugs-
system, das sich moglicherweise relativ zu den Ladungen bewegt.

Fiir eine Punktladung ¢ mit Weltlinie bzw. Vierergeschwindigkeit (¢, Z(t)) bzw. u(r) = dx(r)/dr,
mit 7 der Eigenzeit der Punktladung, gilt

Jar(x) = ¢6@(F — Z(t)) u(x) = 00(x) u(x), (XII.11a)

wobei gp(x) die Ladungsdichte im Ruhesystem der Punktladung bezeichnet. Unter Berticksichtigung
des Ausdrucks (X.27) der Vierergeschwindigkeit lautet dies noch

Ja(x) = (QO (X)76> (XIL11b)

—

20(x)77

mit v =1/4/1 — 72/c? dem Lorentz-Faktor.
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Xll.1.4 Energieimpulstensor

Die Energiedichte e y,. [Gl. (IX.23a))|, der Poynting-Vektor S [Gl. (IX.23b))|, die Impulsdichte
Gom. |Gl (TX.26a])] und die Impulsstromdichte Tem, = —6cm. [Gl. ((X.26b)-([X.26d))| des elektro-

magnetischen Feldes lassen sich in einen Vierertensor zweiter Stufe T, , den Energieimpulstensor
des Feldes, kombinieren. In Matrixdarstellung lautet dieser

ee.m.(x) ‘ Cge.m.(x)
TEn) = S X T : (XI1.12a)

Der Energieimpulstensor lasst sich auch durch den Feldstéarketensor (XII.1)) ausdriicken, und zwar
komponentenweise

1 1
Ten(x) = o —EY 00 FP () — o Epe () 7 (%) | (XIL12b)

mit n*¥ den Komponenten des inversen metrischen Tensors. In dieser Form priift man einfach, dass
der Energieimpulstensor symmetrisch ist.

Relativistisch kovariante Formulierung der Grundgesetze

Mit den in Abschn. [XII.1| eingefithrten Grofen lassen sich die Maxwell-Gleichungen (§[XII.2.1)), die

Kontinuitatsgleichung (§[XII.2.2)), die Lorentz-Kraftdichte (§|XII.2.3|) und die Energie- und Impuls-
bilanz (§[XII.2.4)) in relativistisch kovarianter Form schreiben.

Xll.2.1 Maxwell-Gleichungen

Mit dem elektromagnetischen Feldstéarketensor (XII.1)) und dem elektrischen Viererstrom (XII.10|
lauten die Maxwell-Gleichungen

O FM(x) = poJ () Vu €{0,1,2,3}, (XII.13a)

8“F”p(x) -+ GVFW(X) + 8PF“V(X) =0 vﬂa v,p € {07 1a 2a 3} (XIIl?)b)

Dabei stellen die GI. mit einem Quellterm die inhomogenen Maxwell-Gauft- und Maxwell—-
Ampére-Gleichungen und dar.

Wiederum stehen die Gl. (XII.13b) — wobei nur die vier Falle (u,v,p) = (0,1,2), (0,1,3),
(0,2,3) und (1,2,3) unterschiedlich sind — fiir die homogenen Maxwell-Gleichungen und
. Unter Verwendung des dualen elektromagnetischen Feldstarketensors lassen sich die
homogenen Maxwell-Gleichungen noch als

[ 0, F"(x) =0 Vv e {0,1,2,3} ] (XII.13c)

umschreiben. In dieser Form ist sofort klar, dass es nur vier Gleichungen gibt.

Xll.2.2 Kontinuitatsgleichung
Ausgedriickt durch den elektrischen Viererstrom (XII.10|) lautet die Kontinuitatsgleichung (IX.7))

[ duJY (x) = 0. ] (XI1.14)
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Genau wie in § lidsst sich diese Bilanzgleichung aus den homogenen Maxwell-Gleichungen
herleiten: somit lautet die Viererdivergenz der Gl. (XII.13a)

0,0, FM(x) = 1o 9 J" (x).

Dabei sind auf der linke Seite 0,0, symmetrisch und F'** antisymmetrisch unter dem Austausch von
pund v, so dass die zweifache Kontraktion 0,0, F* automatisch Null ist, entsprechend GI. (XII.14]).

Xl1.2.3 Lorentz-Kraft und -Kraftdichte

Das elektromagnetische Feld {ibt auf eine elektrische Ladungs- und Stromverteilung eine Lorentz-
Kraftdichte fi, |GL. (VI.2)] aus. Mit dieser kann man eine Viererkraftdichte fi, assoziieren, die sich
durch den elektromagnetischen Feldstarketensor und den elektrischen Viererstrom
ausdriicken lasst. Komponentenweise gilt

FL () = Jo1 () FF(x). (XII.15a)

Mit den Ausdriicken des Feldstérketensors und des Viererstroms priift man némlich schnell, dass
die rdumlichen Komponenten
3
) = per()E () + Y eMjh(x)Bl(x) fiiri =1,2,3 (XIL.15b)
k=1
betragen. Wiederum lautet die zeitliche Komponente

£206) =~ 7a ) - B (XI115¢)

Im Fall einer Punktladung ¢ mit Vierergeschwindigkeit u = (e, v%), entsprechend dem elektri-
schen Viererstrom (XII.11a}), kann die Lorentz-Kraftdichte sofort iiber die Ortskoordinaten integriert
werden. Daraus ergibt sich die Lorentz-Viererkraft

FY = qu, F"(x). (XIL.16)

Mit dieser Viererkraft lautet die relativistisch kovariante Verallgemeinerung (XI.14]) des zweiten

Newton’schen Gesetzes
dp”

dr
mit 7 = ¢/ der Eigenzeit der Punktladung und p = mu ihrer (kinetischen) Viererimpuls. Dabei
lautet die zeitliche Komponente dp°/dr = ¢y - E /e, d.h. d(pYc)/dt = qF - @ auf der linken Seite
steht die Rate der zeitlichen Anderung von der Energie p’c der Punktladung; auf der rechten, die
instantane Leistung der Lorentz-Kraft.

Bemerkung: Die Lorentz-Viererkraft (XIL.16]) ist ,orthogonal* zur Vierergeschwindigkeit, u, F{ = 0.

= qu, F"(x) (XII.17)

Dies folgt aus der Antisymmetrie des elektromagnetischen Feldstérketensors und der Symmetrie
des Produkts u,u,,.

Xll.2.4 Energie- und Impulsbilanzgleichungen

Schlieflich lassen sich die lokalen Bilanzgleichungen ([X.23])) und (IX.26d)) fiir die Energie und
den Impuls des elektromagnetischen Feldes unter Verwendung des Energieimpulstensors (XII1.12))
und der Lorentz-Viererkraftdichte (XII.15a)) in kompakter Form ausdriicken:

(a0 =20 | (XIL18)
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Weitere Resultate in relativistisch kovarianter Form

XIl.3.1 Bewegungsgleichung fur das Viererpotential

Setzt man den Ausdruck (XII.7)) des Feldstéarketensors durch das Viererpotential in die inhomo-
genen Maxwell-Gleichungen (XII.13al) ein, so findet man

0y O A¥(x) — 0, 0"A*(x) = po T (x).

Dabei ist 9,0 gerade der d’Alembert-Operator O [Gl. (IX.10])], so dass diese Gleichung in der Form

[DA”(X) = o () + 04 [,4°()] Vu e {0,1,2,3) ] (XTL19)

umgeschrieben werden kann. Dies stellt die Bewegungsgleichung fiir das Viererpotential A(x) dar.
Die Komponente v = 0 und ist dquivalent zur Bewegungsgleichungen (IX.20]) des Skalarpotentials,
die rdumlichen Komponenten entsprechend der GI. m fiir das Vektorpotentlal

Bemerkung: Aus der Beziehung (XII.7)) folgt
~ 1
FH(x) = ieuyp“Fpa(x) = e"P?70,A5(x),

woraus die homogene Gleichung 8“[7’ H(x) = eP?0,0,As(x) = 0 sofort folgt, da e**#? antisymme-
trisch und 0,0, symmetrisch unter dem Austausch von p und p ist.

XlIl.3.2 Klassische Wellengleichung und ebene Wellen

In Abwesenheit von duferen Quellen des Feldes und in der Lorenz-Eichung 9, A" (x) = 0 wird
die Bewegungsgleichung (XII.19) zur klassischen Wellengleichung (vgl. § [IX.4.1))

[ OA*(x) =0 Vue {0,1,2,3) ] (XI1.202)

oder dquivalent, in geometrischer Form

OA(x) = 0. (XII.20b)
Eine ebene Welle ist eine Losung dieser partiellen Differentialgleichung der Form [vgl. §[IX.4.1a

AP (x) = el f (k- T — wit) (XI1.21a)

wobei w; = C|E’ |GL. (IX.43c)]. Dabei ist k ein Vektor, der die Propagationsrichtung angibt, und *
die Komponente eines Polarisationsvierervektors €. Definiert man einen (lichtartigen) Vierervektor
k= (k° = wg/c, k), so lisst sich diese Losung als

Af(x) = e f(k - x) (XII.21b)

schreiben, oder auch geometrisch
A(x) = ef(k-x). (XII.21c)
Wegen der Lorenz-Eichbedingung (XII.9)) sollen € und k i Allgemeinen orthogonal zueinander
sein, k - ¢ = 0. In einem Bezugssystem, wo A? verschwindet |} gilt automatisch € = 0 — woraus

man erkennt, dass der Polarlsat10nsv1erervektor raumartig ist, e2 = = g,e# > 0. In diesem Bezugssy-
stem gilt somit k- ¢ = k-2= 0, und man findet die Transversalitit des Polarisationsvektors wieder.

(59 Diese Bedingung definiert die tempomle Wey.Ezchung, die hier, kombiniert mit der Lorenz-Eichung 0, A" = 0,
dquivalent zur Coulomb-Eichung V.A=0ist.

(@) H. WEYL, 1885-1955
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Xl1.3.3 Retardiertes Viererpotential

In der Lorenz-FEichung (XII.9) verschwindet der letzte Term der Bewegungsgleichung (XII.19))
fiir das Viererpotential, die sich somit zu

OA#(x) = —poJ (x) Vv (XII.22)

vereinfacht.
Wie im §[IX'5.2] fiihrt die Losung dieser inhomogenen partiellen Differentialgleichung mithilfe
der retardierten Green’schen Funktion ([X.58a)) fiir die klassische Wellengleichung zum retardierten

Viererpotential
1 = =2l
Ao, (x) = “0/ _ Jcl.<t— i |,F’> &3, (XIL.23)
c

Cdm | |F -7
entsprechend den Gl. ([X.64)).

Im Fall des elektrischen Viererstroms einer bewegten Punktladung mit Weltlinie x4(t) = (¢, Z(t))
ergibt sich das Liénard—Wiechert-Viererpotential

d tre
A(x) = ZL‘J Xqét r.) g —, (XI1.24a)
" = E(ten )| = [ = {trer)] - =

mit t.et. der retardierten Zeit und e, der entsprechenden Dreiergeschwindigkeit der Punktladung,
vgl. §[X.5.4a

Man kann eine relativistisch kovariante Form dieses Viererpotentials finden. Sei uye;. die Vierer-
geschwindigkeit im retardierten Punkt Xper. = Xg(tret.) und X = x — Xpet. = (c(t — tret.), T — f(tret.)).
Dann gilt der deutlich kovariante Ausdruck

HOC g Uret.
Ax) = —— . XII.24b
) =% -~ ( )
Beweis: Im Inertialsystem By, das sich zur retardierten Zeit mit der Geschwindigkeit v,o;. bewegt,
d.h. in welchem v,¢;. = 0, vereinfacht sich der Nenner des Viererpotentials (XII.24al) zu

— — X'ur .
|T - x(tret.)| = C(t - tret.) = %a

wobei die erste Gleichung der Definition der retardierten Zeit entspricht. Die Zeit ¢ in By ist die
Eigenzeit 7 der Punktladung, so dass dxg(tret.)/dt genau dxg(tret.)/dT = uret. entspricht. Somit

stimmt Gl. (XII.24al) in By mit Gl. (XII.24b)) iiberein. Da die letztere eine Gleichung zwischen

Vierervektoren ist, bleibt sie in jedem Inertialsystem giiltig. m|
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KAPITEL XllI

Lagrange-Formulierung der
Elektrodynamik

Die Gesetze der Elektrodynamik — und zwar die Maxwell-Gleichungen und die Form der Lorentz-
Kraft — sind dadurch motiviert, dass die daraus folgenden Vorhersagen im Einklang mit experimen-
tellen Ergebnissen sind. Diese Gesetze konnen aber auch hergeleitet werden, und zwar aus einem
Extremalprinzip: &dhnlich wie in Kap. [[T]] fithrt die Forderung, dass eine Wirkung ihr Extremum
fiir die physikalisch realisierte Konfiguration von Feld und Quellen erreicht, zu Euler—Lagrange-
Gleichungen, die genau die iiblichen Bewegungsgleichungen sind. Hiernach wird einem System aus
bewegten Punktladungen — oder allgemeiner aus elektrischen Ladungs- und Stromverteilungen —
und einem elektromagnetischen Feld eine Lagrange-Funktion zugeordnet. Die Letztere besteht aus
drei Beitragen, die jeweils die freien Ladungen, das freie elektromagnetische Feld und deren Wech-
selwirkungsterm beschreiben.

Ladungen und Strome in einem elektromagnetischen Feld

Wir betrachten zuerst die Lagrange-Formulierung der Dynamik einer Punktladung, oder allgemeiner
von Punktladungen bzw. von einer Ladungs- und Stromverteilung, in einem nicht-dynamischen
elektromagnetischen Feld.

XIll.1.1 Wiederholung: Lagrange-Funktion einer freien Punktladung

Die Lagrange-Funktion eines freien punktformigen Teilchens der Masse m wurde in fritheren
Kapiteln dieser Vorlesung schon diskutiert. Sei Z(t) bzw. ¥/(t) die Position bzw. die Geschwindigkeit
des Teilchens relativ zu einem festen Bezugssystem.

Falls das Teilchen nicht-relativistisch ist (§[I11.2.3 a)) lautet seine Lagrange-Funktion [Gl. (II1I.18))]

L0, &), 9(t)) = U(t)2,] (XII11a)

wobei das tiefgestellte Kiirzel M fiir Materie steht. Fiir ein relativistisches Teilchen gilt [§[XI.1.1
Gl. (XT3a)|

ﬁl(\zel.)(t’ f(t), ,L—}»(t)) — —mc /1 — (XHI.lb)

Entsprechend diesen Lagrange-Funktionen wird der kanonisch konjugierte Impuls § = 0Ly /00

definiert, und zwar
p=mv (XIII.2a)

im nicht-relativistischen Fall bzw.

mu

b= V1—1v2%/c?

(XII1.2b)
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[Gl. (XI.4))] fur das relativistische Teilchen.
Das Integral der Lagrange-Funktion (XIII.1)) tiber die Zeit entlang einer Bahn Z(t) gibt die
zugehorige Wirkung

ty
Sni = / L0, & (), 9(t) ) dt (XIIL3a)
ta
bzw. .
b Tb
Sn= [ LUt (), 5(t) dt = —mc? / dr, (XIIL3b)
ta Ta

wobei 7 die Eigenzeit im des Teilchens bezeichnet.
Die physikalisch realisierte Bahnkurve ergibt sich laut dem Hamilton-Prinzip (III.10)) aus der
Extremierung der Wirkung. Dies fiihrt zu den iiblichen Euler-Lagrange-Gleichungen ([I11.11))

oL (¢, Z(t), U(t)) _d OLwm(t, Z(t), U(t))

XIIL.4
0F dt o ’ (XIIL4a)
wobei die Schreibweise mit Ableitungen nach Vektoren eine giinstige Notation fiir
AL\ (t, Z(t), U(t OLwm(t, T(t), U(t
m(t 2(0), 9(1) _ d OLm(t (1), 0(1) 1,2,3, (XIIL4b)
oxt dt ovt
darstellt. Fiir die Lagrange-Funktionen (XIII.1)) ergibt sich einfach
dp(t) _ =
=0 XIIL5
i ( )

mit g dem kanonisch konjugierten Impuls (XIII.2]).

Xlll.1.2 Punktladung in einem auBeren elektromagnetischen Feld

Sei jetzt angenommen, dass sich die Punktladung mit Masse m und elektrischer Ladung ¢ in
einem dufleren, vorgegebenen elektromagnetischen Feld befindet. Das Letztere wird durch Potentiale
®(t,7) und A(t,7) oder dquivalent ein Viererpotential A(¢,7) |Gl. (XII.6)| beschrieben.

Xlll.1.2 a Lagrange-Funktion und Wirkun

Der Beitrag zur Lagrange-Funktion zur Beschreibung der Wechselwirkung zwischen Punktladung
und elektromagnetischem Feld lautet [33]

[ Lair(t, Z(1), (1)) = —q®(t, Z(t)) + qv(t) - A(t, Z(t)) ] (XIII.6a)

oder dquivalent, unter Einfiihrung der Komponenten x#(t) bzw. A*(t,7) der Weltlinie der Punkt-
ladung bzw. des Viererpotentials

Caer(t, £(8), 3(0)) = qd%‘t(%u (£, 5(1)). (XIIL.6b)

Dabei steht das Kiirzel M+F fiir die Wechselwirkung zwischen Materie und Feld.

Aus dieser Lagrange-Funktion folgt die Wirkung

(2 Th

b
Svirr = [ Lar(t, 2(t),0(t))dt = ¢ / AF (¢, E(t)) dzy = q / u, (8 A* (¢, 2(t))dr,  (XIILT)

la

a

mit u,(t) den kovarianten Koordinaten der Vierergeschwindigkeit des Teilchens. Diese Wirkung ist
deutlich Lorentz-invariant, wie die Wirkung (XIII.3b)) des relativistischen freien Teilchens. Dagegen
ist die Lagrange-Funktion (XIII.6) nicht Lorentz-invariant.
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Die Lagrange-Funktion (XIII.6) ist auch nicht invariant unter Eichtransformationen der Po-
tentiale. Unter einer Transformation ([X.14]) — oder dquivalent (XII.§|) fiir das Viererpotential —
andert sich die Lagrange-Funktion geméf

— — — — — — aX t? f(t) — = —
e (7(0,510) = Ly 5100, 50) = @0, 50) + o P - it 9100
dx(t, 7(t))
e~
Da Ly r und Ly, p nur um eine totale Zeitableitung abweichen, unterscheiden sich die zugehérigen

Wirkungen (XIIL.7) nur um eine Konstante, die spéter keine Rolle fiir die Bewegungsgleichungen
spielt [vgl. Gl. ([I1.12)) und den entsprechenden Beweis|. Daher werden die Bewegungsgleichungen

in § [XTIT.1T.2 d eichinvariant sein.
XIlll.1.2 b Kanonischer Impuls und Hamilton-Funktion

Der kanonische Impuls der Punktladung im elektromagnetischen Feld folgt aus der iiblichen
Definition, angewandt auf die gesamte Lagrange-Funktion £ = Lyt + Latyp:

(. 2(8). T - -
oL (t,aét% (1) = [ II = p'+ qA(t, Z(t)), ] (XIIL.8)

= La4r(T(1), (1) +q

wobei der erste Term im rechten Glied der Impuls (XIII.2|) der freien Punktladung ist, entsprechend
deren Fkinetischen Impuls. Somit sind kanonischer und kinetischer Impuls einer Punktladung in
Anwesenheit eines elektromagnetischen Feldes unterschiedlich.

Die Hamilton-Funktion fiir eine Punktladung in einem &ufleren elektromagnetischen Feld ist

H=0-7-W, (XIII.9a)
Dies ergibt fiir ein nicht-relativistisches Teilchen
HET) = ”“’2() + qd(t, 7) (XIIL9b)

und im allgemeineren Fall einer moglicherweise relativistischen Punktladung

m02

(rel) _ =
HY = a2 O + q®(¢t,7). (XIII.9¢)

Dabei wird die Hamilton-Funktion aber noch nicht durch die kanonisch konjugierten Variablen (7, IT)
ausgedriickt, wie es flir den Hamilton-Formalismus notig ist.

Fiihrt man den Vierervektor IT mit kontravarianten Komponenten II* = (H/c, ﬁ) ein, so lautet
der kinetische Viererimpuls der Punktladung, bestehend aus ihrer Energie und ihrem kinetischen
Impuls, p = TT — ¢A(x) bzw. komponentenweise p# = II+* — qA“(x). Bildet man den Lorentz-
Quadrat dieser Identitat, so kommt

1 - —
—m?e = pph = -3 [H — q®(t, F)]Q + [ - qA(t,?)]2,

d.h. nach trivialer Umformung

H(# 1) = \/02 [T — qAlt, F’)]z +m2ct + q®(t, 7). (XIIL.10)
Nun wird die Hamilton-Funktion durch die Variablen (7, II) ausgedriickt.

Xlll.1.2 c Bewegungsgleichungen

(90

)Diese Gleichungen zeigen im Nachhinein, dass TT ein wohldefinierter Vierervektor ist.
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Kombiniert man die aus der Kettenregel folgende Identitét

dA(t,Z(t)  0A(tZ(t)
T T

—

V]A(t,Z(t))

mit der Ableitung
oLW(t, Z(t), 5(t))
or
so fithrt die Euler-Lagrange-Gleichung
OLW(t, &(t),u(t))  d oLW(t, Z(t), v(t))
0x St ov

zu

dp(t AL ZW) . en o . L

d(t) = q{—(at) — [0(t) - V]A(t, Z(t)) — VO(t,Z(t)) + V[(t) - A(t, Z(t))] ¢

Aus der Formel 7 x (V x A) = V(#- A) — (¢- V) A und den Beziehungen (IX.12) und ([X.13] (IX.13) ergibt
sich dann die Bewegungsgleichung

d?i(tt) - Q[E(t’f(t)) +u(t) x g(tvf(t))] (XIIL11)

Auf der linken Seite steht die Zeitableitung des kinetischen Impulses der Punktladung, auf der
rechten Seite erkennt man die darauf wirkende Lorentz-Kraft: man findet die iibliche Bewegungs-
gleichung wieder.

Bemerkung: Ausgehend aus der Hamilton-Funktion (XIII.10)) fithren die Hamﬂton—Gleichunge

oOH B
o,
oH
al’i

zur gleichen Bewegungsgleichung.

:’U’

fiir i = 1,2, 3
_ _qp

Xlil.1.3 Ladungs- und Stromverteilungen in einem elektromagnetischen Feld

Die Lagrange-Funktion (XIII.6) bzw. die Wirkung (XIIL.7) lasst sich auf den Fall mehrerer
Punktladungen {g,} in einem elektromagnetischen Feld sofort verallgemeinern. Somit gilt

Lairr(t, {Za ()}, {Ta(t) an (t,Za(t)) + anva t (t,Za(t)) (XIII.12a)

_ Z dx““ AR (8, 24 (1)). (XII1.12b)

Dabei sind die {#,(¢)} die Bahnkurven der Punktladungen, die {z,,(¢)} die kovarianten Koordina-
ten der entsprechenden Weltlinien, und die {0;,(¢)} ihre Geschwindigkeiten.
Eine Integration iiber die Zeit liefert die zugehorige Wirkung

SM4F = —/ttb Z qa[qJ (t,Za(t)) — Ta(?) - ff(t, a?a(t))] dt (XIIL.13a)
/ " > d$““ Al (t,7,(t)) dt. (XIIL.13b)

a

U Die Position der Indizes in diesen Gleichungen ist nicht willkiirlich!
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Diese Ausdriicke konnen noch transformiert werden, und zwar in der Form
ty o
SM4F = — / / > a7 — Z,(1)) [@(t, 7) — T, (t) - Alt, F)] d°F dt.
ta JR3,

Unter Verwendung der elektrischen Ladungsdichte pe. und -stromdichte jop. [Gl. (??)] der Punktla-
dungen ergibt sich dann

tp =
SM4F = — / / [,oel_(t,F)(I)(t,F) — Tt 7) - A(t,f)} 437 dt. (XIIL.14a)
ta JIR3

Ausgedriickt durch den aus Gl. (XII.11)) folgenden elektrischen Viererstrom Je. lautet dies noch

[SM+F - / Ja(x) - A(x) dix] (XIIIL.14D)

wobei d*x das Vierervolumenelement bezeichnet [GI. ], wahrend das Integrationsgebiet nicht
prazisiert wurde.

Diese Ausdriicke der Wirkung — und dabei der Lagrange-Funktion, die als Integrand des Inte-
grals iber die Zeit in GI. auftaucht — gelten noch fiir beliebige elektrische Ladungs- und
Stromverteilungen pe;, Jol. in einem elektromagnetischen Feld.

Man priift dhnlich wie in § nach, dass die Wirkung (XIII.14)) eichinvariant ist. An der
Gl erkennt man auch deren Invarianz unter Lorentz-Transformationen.

Das Integrand Je(x) - A(x) ist nimlich ein Lorentz-Skalar, und so ist das Integrationsmaf d*x.

Elektromagnetisches Feld mit Quellen

In diesem Abschnitt werden zuerst Elemente der klassischen Feldtheorie — Lagrange-Dichte, mit
den zugehorigen Euler-Lagrange-Gleichungen, Noether-Theorem. .. — eingefiihrt (§[XII1.2.1]). Diese
Ideen werden dann auf das Beispiel des elektromagnetischen Feldes angewandt (§ [XII1.2.2HXII1.2.3)).
Hiernach werden die relativistisch kovarianten Notationen durchaus benutzt.

XlIll.2.1 Einfahrung in die klassische Feldtheorie

Es seien @(x), & = 1,..., N die Komponenten in einem gegebenen Bezugssystem von einem
Feld bzw. von einem System von Feldern auf dem Minkowski-Raum wobei N von der tensoriellen
Natur des Feldes abhéngt: NV =1 fiir ein einzelnes Skalarfeld, N = 4 fiir ein Vierervektorfeld, usw.

Die in diesem Paragraph eingefiihrten Begriffe und Ergebnisse stellen eine Verallgemeinerung
jener des §[[II.2 auf den Fall einer unendlichen Anzahl von Freiheitsgraden dar.

Diesem Feld wird ein Funktional der Komponenten @ (x) und deren Ableitungen 0, (x) zu-
geordnet, die Lagrange-Dichte

' L[9k(x), 0u0k(x)]. (XIII.15a)

Dieses Funktional bestimmt die ganze Dynamik des Feldes. Die entsprechende Lagrange-Funktion
ist durch

[[, :/.%[(pk(x),aucpk(x)]d?’?', (XIII.15b)

gegeben, wobei die Integration auf den ganzen dreidimensionalen Raum durchgefiihrt wird — wes-

(92)Tatsichlich darf man auch Felder auf einem beliebigen Zeitraum betrachten.
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halb &£ als Dichte bezeichnet wird. Die resultierende Wirkung lautet

Ldt /,,%[(pk(x), Dk (x)] d;lx (XII.15¢)

mit d*x dem Vierervolumenelement (| m

Bemerkungen:

x Ist die Lagrange-Dichte eines Systems von Feldern ein Lorentz-Skalar, so ist die resultierende
Wirkung automatisch Lorentz-invariant.

* Zwei Lagrange-Dichten £ und £, die nur um eine Viererdivergenz d - M(x) = 8, M*"(x) abwei-
chen, wobei M ein Vierervektorfeld bezeichnet, fithren jeweils zu Wirkungen S und S’ die dieselben
Bewegungsgleichungen liefern. Daher sind solche Lagrange-Dichten dquivalent: die Lagrange-Dichte
eines gegebenen Systems von Feldern ist nicht eindeutig.

Xlll.2.1 b Hamilton-Prinzip. Euler—Lagrange-Gleichungen
Wie im §[[I1.2:2) gilt das Hamilton-Prinzip, laut welchem die physikalisch realisierte ,,Konfigura-

tion* der Felder solche ist, welche die Wirkung extremal macht — wobei die Konfiguration in der
Raumzeit zu betrachten ist, d.h. sie entspricht der Zeitentwicklung einer rdumlichen Anordnung.

Betrachtet man die Variation der Wirkung (XIII.15¢) fiir eine Variation d @ des Feldes, so lautet

sie
0L d*x
S = /[ S@k + 52— 60 ]
MR R

wobei liber doppelt auftretende Indizes k: =1...N und p summiert wird.
Da 60,9, = 0,09, kann der zweite Term im Integranden durch partielle Integration berechnet
werden. Der resultierende integrierte Term verschwinde {9%)| und es bleibt

4
o[-
8(919 ,u(P k) c
iibrig.

Die Wirkung ist extremal wenn §.5 = 0 fiir beliebige Variationen d@, d.h. wenn das Feld und
seine Ableitungen den Euler—Lagrange-Gleichungen

0L @k, 0, 9] _ M[aﬁe[@kﬁu@kw (XITL16)

oo, 9(OuPr)

geniigen. Diese stellen die Bewegungsgleichungen des Feldes dar.

Xlll.2.2 Elektromagnetisches Feld in Anwesenheit fester Quellen

Xlll.2.2 a Lagrange-Dichte des elektromagnetischen Feldes
Der Vergleich der Gl. (XIII.14b|) und (XIII.15c)) zeigt, dass die Lagrange-Funktion fiir den Wech-

selwirkungsterm zwischen einem elektrischen Strom und dem elektromagnetischen Feld als Integral
der Lagrange-Dichte

[§£M+F = J¥ () Ay (x) = Jar(x) - AX) ] (XIIL17)

betrachtet werden kann.

93 An den ~Endpunkten“, entsprechend in der Raumzeit einem Oberflichenterm, werden die Felder nicht variiert.



244 Lagrange-Formulierung der Elektrodynamik

In dieser Lagrange-Dichte tritt das elektromagnetische Feld in der Form des Viererpotentials
eher als des Feldstéarketensors auf: die relevanten Freiheitsgrade sind also die Komponenten A, (x).
Dazu kann die Lagrange-Dichte auch Funktion der Ableitungen 0,4, (x) sein.

Die ,,Standard“-Lagrange-Dichte fiir das freie elektromagnetische Feld ist

1

.gF [Ay, 8}1/411] = —47/1/0

Flu(x)F" (x) = %0 B(t,m)? - c2§(t,7ﬂ (XIIL18)

mit F},,(x) den kovarianten Komponenten des elektromagnetischen Feldstarketensors (XII.1J).

Bemerkungen:
x Da die Lagrange-Dichte (XIII.18)) des freien elektromagnetischen Feldes nur vom Feldstérketensor

abhéngt, ist sie wie dieser eichinvariant.

Im Gegensatz héngt die Lagrange-Dichte (XIII.17]) fiir den Wechselwirkungsterm zwischen Feld und
Punktladung von der Eichung ab. Wie oben schon bemerkt wurde ist die entsprechende Wirkung
aber eichinvariant.

* Wie immer kann man andere Lagrange-Dichten fiir das freie elektromagnetische Feld postulieren,
die zu den gleichen Bewegungsgleichungen fithren. Daher wird die Wahl (XIII.18)) oft als Standard
bezeichnet.

Xlll.2.2 b Bewegungsgleichungen

Ein dynamisches elektromagnetisches Feld in Anwesenheit von festen Quellen lésst sich dann
durch die Lagrange-Dichte A% [A,, 0,4, = £Lv[AL, 0, A + Lyyr Ay, 0, AL] beschreiben.

Die entsprechenden Euler-Lagrange-Gleichungen folgen aus

und
FOAT = T TP 0] = =5 u ™ ] = = Lo 0,
Laut GI. ergibt sich )
o (x) = —%(’%F (),
d.h. unter Beriicksichtigung der Antisymmetrie des Feldstarketensors (9, F" = —0, F")
Oy FM (x) = poJY (x). (XIII.19)

Das heifst, man findet die inhomogenen Maxwell-Gleichungen (XII.13a) wieder, was die Wahl der
Lagrange-Dichte (XIII.18)) rechtfertigt

Bemerkung: In der obigen Herleitung der Bewegungsgleichungen wurde angenommen, dass die Kom-
ponenten A, (x) mit v = 0,1, 2,3 unabhéngig voneinander sind. Wegen der Eichinvarianz der Elek-
trodynamik ist dies aber nicht der Fall: das elektromagnetische Feld im Vakuum besitzt nicht vier
Freiheitsgrade, sondern nur zwei — entsprechend den zwei moglichen linearen Polarisationen. Die
Eichinvarianz der Theorie kann spéter durchgesetzt werden, wie sich am folgenden Beispiel des
Energieimpulstensors beobachten lasst.

XIll.2.3 Energieimpulstensor

Aus der Invarianz der Elektrodynamik unter einer beliebigen Translation z# — z/# = z* + a¥
in der Raumzeit folgt die Existenz einer Erhaltungsgrofe, des Energieimpulstensors.

99Wie schon in §[XIL.3.1| bemerkt folgen die homogenen Maxwell-Gleichungen (XII.13b) automatisch aus der Bezie-
hung F,(x) = 9, A, (x) — v Au(x), d.h. sie sind nicht dynamisch.
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Betrachten wir wieder die allgemeine Lagrange-Dichte £ [(pk(x), 8u(pk(x)] des §|XIII.2.1{
Es wird angenommen, dass die resultierende Wirkung

S = /.52 ©k(x), @k (x)] di (XI11.20)

invariant ist unter den gleichzeitigen infinitesimalen Transformationen
ot — 2t = 2t + oat, (XIII.21a)
Pr(x) = O4(x) = Px(x) + 1 (x). (XII1.21b)

Unter diesen Transformationen &ndert sich das vierdimensionale Integrationsvolumen in Gl. (XIII.20)
gemék Q — Q. Dann lautet die transformierte Wirkung (XIII.20))

4X/ 4x
5= [ 200000k 0] = [ 2[00 0,00)

C

, , d3au
+ @ L[O}(x), Dl ()] st —F,
[Y) c

mit 0 der dreidimensionalen Oberfliche (,Hyperfliche”) des Integrationsvolumens € und dgau
einem Hyperflichenelement.

Die Taylor-Entwicklung zur ersten Ordnung der rechten Seite dieser Gleichung liefert die Varia-
tion der Wirkung

4 3
5= /[&pﬁ 0L, 5([)16}(1—!— @ gpn 3 on
(Oupr) 20 c

0L - d*% oL ~ d3c
- o =2 )15 +j$ [5 + om0
/9[8(% “(8((%%))} PE 00 1 9(0u0k) M c

wobei der Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile einer partiellen Integration entspricht. In allen
Termen ist das nicht-geschriebene Argument der Lagrange-Dichte [@y(x), 0, @ (x)].

Wegen der Euler—Lagrange-Gleichungen ist das Volumenintegral in der zweiten Zeile
gleich Null. Somit ist die Wirkung nur dann invariant unter der Transformation , wenn
das Oberflachenintegral ebenfalls verschwindet. Im Letzteren kann & @k (x) durch die Variation des
Feldes

S0k = @ (X) — @r(x) = 6@k (x) + 02,0"@k(x) (XTII.22)
ausgedriickt werden. Dann gilt
o< d3o
——(d@) — 6x,0" + .%(53:“] 1=
o 000y 01~ 00701

oL oL d3o
— .+ S = )(5901,] k0.
ffzg[mam) Ok (” D(Der) Ok c

Man definiert den (kanonischen) Energieimpulstensor Ty, durch seine Komponenten

0L
T =g — ——— 9" XIII.23a
kan. ) a(au(Pk) Pk ( )
sowie den Noether-Strom N mit Komponenten
0%
Nt = —— 0@, + T 6z, XII1.23b
00,00 7 T (X123

wobei es sich eigentlich um eine Stromdichte handelt. Dann liefert der Satz von Stokes

Nt (x)d30, =0 = / 9, N*(x) d*x. (XIII.23c)
o0 Q
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Sei ) das Volumen zwischen den Hyperflichen ¢; = Konstante und to = Konstante, entspre-
chend dem zeitartigen Hyperflichenelement d3s, = (—d37, 0). Wenn die Felder ¢y, im raumlichen
Unendlichen verschwinden, dann ist [ N%(x) d®7 eine Konstante der Bewegung.

Dies gilt insbesondere fiir jede der vier Komponenten

P E/TS:H‘(X) d*%  fir v =0,1,2,3,
t

die sich aus dem Einsetzen von §@j = 0 und dz, = a, — entsprechend der Invarianz der Lagrange-
Dichte unten Translationen in der Raumzeit — in den Ausdruck (XIII.23b)) des Noether-Stroms
ergeben.

Die Erhaltung der vier Grofsen PY stellt einen Sonderfall des Noether-Theorems dar, laut dem
zu jeder kontinuierlichen Gruppe von Transformationen der Felder und Koordinaten, welche die
Wirkung invariant lassen, eine Erhaltungsgrofe zugeordnet werden kann.

Bemerkungen:

x Die Invarianz der Wirkung unter Translationen der Raumzeit ist nur Teil der nétigen Invarianz
relativistischer Theorien unter allen Elementen [Gl. (X.24))] der Poincaré-Gruppe. Aus der Invarianz
unter Lorentz-Transformationen der Koordinaten folgt die Erhaltung des Tensors dritter Stufe mit
Komponenten M*"* = " T} — 2PT}"" — entsprechend einem ,verallgemeinerten Drehimpuls® —,

mit 7} dem kanonischen Energieimpulstensor (XTII.23al).

* In manchen Biichern wird statt der Invarianz der Wirkung unter den Transformationen
die strengere Invarianz der Lagrange-Dichte erfordert. Diese Bedingung ist aber zu beschrankend und
gilt beispielsweise nicht fiir die Lagrange-Dichte einer Punktladung in einem elektromagnetischen
Feld! Fiir eine Diskussion s. Lévy-Leblond [34].

x In Analogie zur Mechanik einer endlichen Zahl von Freiheitsgraden ordnet man dem Feld ¢ mit
der Lagrange-Dichte &£ einen kanonisch konjugierten Impuls

0L

T = ———— XII1.24
“ 7 9(Ger) ( )

zu. Damit ergibt sich die Hamilton-Dichte
Hm, k] = 1. Qo @) — £, (XIIL.25)
dessen Integral iiber den Raum die Hamilton-Funktion liefert. Aus Gl. (XII1.23a)) mit n°° = —1 und
@ = —0p@y, folgt die Identitiit der Hamilton-Dichte mit der 00-Komponente des kanonischen

Energieimpulstensors, H = ngn..

XlIl1.2.3 b Elektromagnetischer Energieimpulstensor

Im Vakuum, d.h. in Abwesenheit von Quellen, ist die Wirkung des (freien) elektromagneti-
schen Feldes invariant unter Raumzeittranslationen. Aus Gl. und der Standard-Lagrange-
Dichte des freien elektromagnetischen Felds ergibt sich der kanonische Energieimpulsten-
. T g - OLE o e L puogry (XII1.26)

kan. — 71 F 8(auAp) p =1 F 1o P :
der laut den Ergebnissen des vorigen Paragraphen ,erhalten” sein soll damit GI. fiir
ein beliebiges Q erfiillt ist, soll
9, T (x) =0 (XIIIL.27)

kan.

in jedem Punkt x und fiir jedes v = 0, 1, 2, 3 gelten.

<9'3>Eigentlich ist die zugehorige Noether-Ladung erhalten.
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Der Tensor (XIIL.26) ist aber nicht eichinvariant! Ersetzt man A* durch A* = A* + d9*x, so
transformiert sich 7} in T," =T/ + (1/p0) FF*9"d,x.

kan. kan.

Allgemein existieren neben dem kanonischen Tensor (XIII.23a)) weitere Energieimpulstensoren,
die ebenfalls erhalten sind, und zwar der Art

TH(x) = T (X) + 0, KHPY(x),
wobei K#P¥ antisymmetrisch in g und o ist: K#P¥ = —KPH. Man iiberpriift einfach
0, TH(x) = 0, T (x) + 0,0, KM (x) = 0,

wobei der zweite Term wegen der Symmetrie von 0,0, und der Antisymmetrie von K*” Null
ist. Fiir das elektromagnetische Feld liefert die Wahl K#*¥ = —(1/puo)F*? A” einen eichinvarianten
Energieimpulstensor

TL (9 = 1+ =[PP (0" Ay ) = 0, (P (0 4°(4)]

L P00 A, () — FP(x)8, A0
Ho

wobei die Maxwell-Gleichung d,F** = 0 in der letzten Gleichung benutzt wurde. Mit dem Aus-
druck (XIII.18) der Lagrange-Dichte lasst sich dieser Tensor noch als

1
Ho

lTéﬁZL(x) = [F“P(x) F,M(x) + in“VF,,o (x) FPe (x)} ] (XII1.28a)

umschreiben. Somit findet man Gl. (XII.12b|) wieder, und die Gleichung
0Tl (x) =0 (XIII.28Db)
stellt einen Spezialfall der Bilanzgleichung (XII.18)) mit J.(x) = 0 dar.
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A.1

ANHANG A

Tensoren auf einem Vektorraum

A.1 |Vektoren, Linearformen und Tensoren|251
A.1.1 |Vektoren|251

A.1.2 [Linearformen|252

A.1.3 [Tensoren|253

A.1.4 [Metrischer Tensor|255

A.1.5 [Warum Tensoren‘f|256
A.2 [Basistransformation| 256

In diesem Anhang werden einige Definitionen und Ergebnisse betreffend Tensoren ohne An-
spruch auf mathematische Strenge zusammengestellt. Das Ziel ist, den ,modernen“ geometrischen
Gesichtspunkt einzufiithren. Somit werden Tensoren iiber ihre Operation auf Vektoren oder Linear-
formen definiert, d.h. auf koordinatenunabhéngige Weise (Abschn. , im Gegensatz zur ,alten
Charakterisierung durch ihr Verhalten unter Basistransformationen (Abschn. [A.2)).

Dabei wird von der Leserin erwartet, dass sie schon einige Grundkenntnisse in Linearalgebra hat,
wie z.B. was Linearitét, Linearkombinationen, (multi)lineare Abbildungen, Vektoren, Matrizen. ..
sind. Auf dhnlicher Weise werden Begriffe wie Gruppe, Kérper, Abbildung/Funktion. .. ohne weitere
Erklarung benutzt.

Dem durchschnittlichen Physik-Studierenden werden die in Abschn. eingefiithrten Begriffe
vielleicht auf erster Sicht unnétig abstrakt erscheinen, wéihrend die Formeln des Abschn. [A2]
mehr praktischer Natur sind. Dem Autor schein die hier adoptierte Darstellung die natiir-
lichste zu sein, welche die Existenz von Tensoren ,mit Indizes oben oder unten oder sogar beides*
irgendwie erkldrt. Und auch wenn der Unterschied anscheinend unwichtig ist fiir die Physik im
drei-dimensionalen euklidischen Raum der nicht-relativistischen klassischen Mechanik — solange
man in kartesischen Koordinaten arbeitet —, wird er unvermeidbar im relativistischen Kontext,
oder wenn man krummlinige Koordinaten benutzt.

In den Physik-Kapiteln dieses Skripts werden in der Tat nur Tensoren auf reellen Vektorraumen
betrachtet, d.h. der Kérper K der Skalaren die Menge R ist; in diesem Anhang wird dies nicht ange-
nommen. Die Einstein’sche Summenkonvention {iber doppelt auftretende Indizes wird durchgehend
verwendet.

Vektoren, Linearformen und Tensoren

A.1.1 Vektoren

. sind definitionsgeméf die Elemente ¢ eines Vektorraums ", d.h. einer Menge mit 1) einer in-
neren zweistelligen Operation (,Vektoraddition®), fiir welche die Menge eine Abel’sch Grupp

(96) grstaunlicherweise!

9 . . . . . . . . . . . . . .
7 Eine Gruppe ist eine Menge mit einer assoziativen zweistelligen inneren Operation, fiir die es ein Neutralelement

(2)N. ABEL, 1802-1829
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bildet, und 2) einer duferen Verkniipfung (,Skalarmultiplikation“) mit ,Skalaren — den Elementen
eines Korpers IK —, die assoziativ ist, eine Einheit besitzt, und distributiv beziiglich der Additionen
in ¥ und in K ist.

Sei B = {&;} eine Basis, d.h. eine Teilmenge von linear unabhéngigen Vektore, welche auch
ein Erzeugendensyste des gesamten Vektorraums ¥ bilden. Jedem Vektor ¢ von ¥ werden dann
Zahlen {c'} des Korpers K eindeutig zugeordnet, seine Koordinaten beziiglich der Basis, die derart
sind, dass

¢=c'g;. (A1)

Ist die Anzahl der Vektoren einer Basis endlich — was dann der Fall aller Basen des Vektorraums

ist — und gleich einer ganzen Zahl D — welche die gleiche fiir alle Basen ist —, so wird der

Vektorraum ¥ endlich-dimensional genannt und D ist seine Dimension (iiber K): D = dim ™. Wir
werden ab jetzt annehmen, dass die betrachteten Vektorraume endlich-dimensional sind.

A.1.2 Linearformen

. auf einem Vektorraum " sind die linearen Abbildungen von ¥ in den zugrundeliegenden
Korper K von Skalaren. Hiernach werden diese Linearformen mit h bezeichnet.
Die Menge der Linearformen auf ¥, mit den ,natiirlichen” Addition und Skalarmultiplikation, ist
selbst ein Vektorraum tiber K. Dieser wird mit ¥* bezeichnet und heikt Dualraum zu Y.

Wenn ¥ endlich-dimensional ist, dann ist es auch der Fall von ¥* und dim¥* = dim . Gegeben
eine Basis % = {&} von ¥, so kann man die duale Basis * = {e/} auf ¥* derart definieren, dass

(&) =4, (A.2)

wobei 55 das iibliche Kronecker-Symbol bezeichnet.
Die Komponenten einer Linearform h beziiglich einer gegebenen Basis werden im Folgenden mit
{h;} bezeichnet: .
h=h;é. (A.3)

Bemerkungen:

x Die Wahl der Notationen, insbesondere die Position der Indizes, ist nicht unbedeutend! Somit
lasst sich trivial nachpriifen, dass wenn {€’} die duale Basis zu {€;} bezeichnet, gelten

d=d@ und  hy=h(E). (A4)

x Oft werden die Vektoren von ¥ bzw. die Linearformen von ¥*  kontravariante Vektoren bzw.
kovariante Vektoren“ oder ,Kovektoren“ genannt, und demententsprechend ihre Komponenten als
ykontravariante bzw. kovariante“ Koordinaten bezeichnet.

Die letzteren zwei, betreffend den Komponenten, sind zwar niitzliche kurze Bezeichnungen, insbe-
sondere wenn sie sich auf Tensoren beziehen (vgl. unten). Sie sind aber gleichzeitig verwirrend, denn
sie sind nicht unterschiedliche Koordinaten einer einzigen mathematischen Grofie, sondern Kompo-
nenten von unterschiedlichen Objekten, zwischen denen ein ,natiirlicher Zusammenhang eingefiihrt
wurde, insbesondere mithilfe eines metrischen Tensors wie in §[A.1.4]

x Werden die Vektoren von ¥ in Matrixdarstellung mit Spaltenvektoren bezeichnet, so lassen sich
die Linearformen von ¥* durch Zeilenvektoren darstellen.

gibt, und derart, dass jedes Gruppenelement ein inverses Element besitzt. Die Gruppe heifst kommutativ oder

abel’sch, wenn die Operation auch kommutativ ist
(98)

(99)

..d.h. keiner €;, kann als Linearkombination der anderen Basisvektoren €; mit i # iy ausgedriickt werden.
...d.h. jeder Vektor von ¥ kann als Linearkombination der Basisvektoren geschrieben werden.
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A.1.3 Tensoren

Sei ¥ ein Vektorraum iiber dem Kérper IK, und m, n zwei nicht-negative ganze Zahlen.

Definition: Man nennt Tensoren vom Typ (7[;) auf ¥ die multilinearen Abbildungen, die m Linear-
formen — Elemente von ¥* — und n Vektoren — Elemente von ¥ — auf Skalare des Korpers K
abbilden, wobei Linearitit beziiglich jedes Arguments gelten soll. Die ganze Zahl m + n heifst Stufe
(oder manchmal Rang, was aber relativ inkorrekt ist) des Tensors.

Schon bekannte Objekte sind Sonderfélle dieser Definition mit entweder m oder n gleich Null:
e die (8)—Tensoren sind einfach die Skalaren des zugrundeliegenden Korpers K;

o die ((1))—Tensoren stimmen mit den Vektoren iiberein;

Genauer sind sie die Elemente des Bidualraums ", die sich im endlich-dimensionalen Fall
mit den Elementen von ¥ dank einem ,natiirlichen Isomorphismus identifizieren lassen.

0

9)-Tensoren auch

e die Tensoren vom Typ ((1)) sind die Linearformen. Allgemeiner werden die (
n-Multilinearformen genannt.

e Schlieklich werden Tensoren vom Typ ((2)) manchmal — in der dlteren Literatur — “Bivektoren”
or “Dyaden” genannt.

In diesem Skript werden Tensoren allgemein mit T bezeichnet, unabhéngig von ihrer Stufe, so lange
die letztere weder 0 noch 1 ist.

Bemerkungen:

x Tensoren vom Typ (TT’Z) werden oft als ,,;m-fach kontravariant und n-fach kovariant“ bezeichnet.
* Falls sowohl m als n ungleich Null sind, spricht man von einem gemischten Tensor.

% Sei T+ (V%)™ x ()™ — K ein Tensor vom Typ () und m’ < m, n’ < n zwei nicht-negative
ganze Zahlen. Fiir jedes m/-Tupel von Linearformen {h;} und n’-Tupel von Vektoren {¢;} — und
fiir zugehorige Tupeln von Positionen der Argumente, obwohl wir hier der Einfachheit halber die
ersten Positionen annehmen — betrachtet man das Objekt

T(hl,...,hm/,-,...,-;Cl,...,cn/,',...,-),

wobei die Punkte ,leere* Argumente bezeichnen. Dieses Objekt bildet m — m’ Linearformen und
n — n’ Vektoren auf ein Skalar ab. Anders gesagt induziert der Tensor T eine multilineare Abbil-
dun von (V)™ x (V)" in die Menge der Tensoren vom Typ (72:2’5/)

Beispielsweise hingen die G)—Tensoren natiirlich mit den linearen Abbildungen von ¥ nach ¥ zu-
sammen, d.h. wiederum mit den quadratischen Matrizen der Ordnung dim . Aus diesem Grund

werden solche Tensoren oft als Matrizen dargestellt.

Ein Tensor kann symmetrisch oder antisymmetrisch unter dem Austausch von zwei seiner Argu-
mente sein, wobei diese entweder beide Vektoren oder beide Linearformen sind. Nach einer direkten
Verallgemeinerung kann ein Tensor total symmetrisch — wie z.B. der metrische Tensor, den wir
unten weiter diskutieren werden — oder total antisymmetrisch sein. Ein Beispiel fiir die letztere
Moglichkeit ist die Determinante (von D D-dimensionalen Vektoren), welche die einzige (bis auf
einem multiplikativen Faktor) total antisymmetrische D-Multilinearform auf einem Vektorraum von
Dimension D ist.

(199) Genauer, so viele solche Abbildungen, wie es unabhingige Kombinationen — unter Betrachtung der mdglichen
Symmetrien von T — aus m’ bzw. n’ Linearform bzw. Vektor Argumenten gibt.
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A.1.3b Operationen auf Tensoren

Versehen mit der Addition und der Skalarmultiplikation, die sich aus den entsprechenden Ope-
rationen auf den Korper KK induzieren lassen, bilden die Tensoren eines gegebenen Typs auf einem
Vektorraum ¥ selbst einen Vektorraum iiber K.

Neben diesen zwei Verkniipfungen lassen sich weitere Operationen auf Tensoren definieren, ins-
besondere das dufere Produkt oder Tensorprodukt — welches zu Tensoren héherer Stufe fithrt —
und die Kontraktion oder Tensorverjingung, welche die Stufe reduziert.

Es seien zunichst zwei Tensoren T und T’ von den jeweiligen Typen (T[LL) und (77’:,/). Ihr &ufseres
Produkt T®T’ ist ein Tensor vom Typ (Ziz/), der fiir jedes (m+m’)-Tupel (b1, ..., hm, -« Raptm)

von Linearformen und jedes (n + n')-Tupel (¢1,...,Gn, ..., Crin) von Vektoren die Gleichung

’ _ _
TRT (hlw-'ahm—&-m’;clw-'acn—i-n’) =
_ _ ’ _ _
T(,@lu"’ 7bm;clu" . 7cn)T (,@m-‘rlu"' 7hm+m’;cn+17--‘7cn+n’)

erfiillt. Dieses duflere Produkt ist assoziativ und distributiv beziiglich der Addition von Tensoren.
Zum Beispiel ist das aufere Produkt zweier Linearformen h, i’ eine Bilinearform h ® h' derart,
dass fiir jedes Paar (¢, ¢’) von Vektoren h®@h/(¢,¢’) = h(¢) K'(¢") gilt. Wiederum gibt die Tensormul-
tiplikation zweier Vectoren ¢, ¢’ einen (2)-Tensor ¢® &, der fiir jedes Paar (h, h’) von Linearformen
¢®d(h,h") = h(c) K (&) erfiillt.
Tensoren vom Typ (7}), die sich als Tensorprodukt aus m Vektoren und n Linearformen schreiben
lassen, werden manchmal elementare Tensoren genannt.

Sei nun T ein gemischter Tensor vom Typ (T[LL) mit positiven m und n und seien 1 < 57 < m
und 1 < k < n. In der einfachsten koordinatenunabhéngigen Definition der Kontraktion beziiglich
des j-ten Linearform-Arguments und des k-ten vektoriellen Arguments wird T als Summe von
elementaren Tensoren geschrieben. Wird dann in jedem Summanden die k-te Linearform auf den
j-ten Vektor angewandt, was eine Zahl (ein Skalar) gibt, so erhdlt man eine Summe aus elementaren
Tensoren vom Typ (’:Z’__ll), d.h. ein Tensor dieses Typs, welcher das Ergebnis der Verjiingung ist.

Beispiele von Kontraktionen werden hiernach in §[A.1.4] nach der Einfiihrung des metrischen
Tensors angegeben.

A.1.3 c Komponenten von Tensoren

Sei {&;} bzw. {€/} eine Basis auf einem Vektorraum ¥ der Dimension D bzw. auf dessen Dual-
raum ¥* — prinzipiell sind die Basen nicht dual zueinander, in der Praxis wird das aber implizit
fast immer angenommen — und seien m, n zwei nicht-negative ganze Zahlen.
Die D™*" elementaren Tensoren {&;, ®---®8&;, R ®-- @€}, wobei jeder Index i oder jj, jeden
Wert zwischen 1 und D annimmt, bilden eine Basis der Tensoren vom Typ (’;}) Die Komponenten
eines Tensors T beziiglich dieser Basis werden hiernach mit {T***»; ., 1 bezeichnet:

T- Til"'imjl...jn &, ® - ®&,, ®£jl R ®£jn (A.ba)
mit
T =T i) (A5D)

Die mogliche Symmetrie oder Antisymmetrie eines Tensors unter dem Austausch zweier Argu-
mente spiegelt sich in der Symmetrie oder Antisymmetrie seiner Komponenten unter dem Austausch
der entsprechenden Indizes wider.

Komponentenweise liefert die Kontraktion von T beziiglich seines j-ten Linearform-Arguments
und seines k-ten vektoriellen Arguments den Tensor mit Komponenten T-%—1/4+1:-
mit Summe iiber den doppelt auftretenden Index ¢.

o Jk— 15Tk 1500
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A.1.4 Metrischer Tensor

Nicht—entartet symmetrische Bilinearforme spielen eine wichtige Rolle, denn sie erlauben die
Einfiihrung einer weiteren Struktur auf dem Vektorraum ¥, indem sie ein inneres Produkt definieren.

hier genauer sein: Bilinearform auf reellen Vektorrdumen, Sesquilinearform auf komplexen Vek-
torraumen.

Sei {€/} eine Basis des Dualraums ¥*. Eine Bilinearform g = 9ij € ® € heift metrischer Tensor
auf ¥, wenn sie symmetrisch ist — d.h. g(a, 5) = 9(5, a) fir alle Vektoren da, g, oder aquivalent
gij = gji fiir alle 4, j —, und wenn die quadratische Matrix mit Elementen g;; regulér ist. Das Skalar
g(d, 5) wird dann auch als @ - b bezeichnet, was insbesondere

gii = 9(8i,€j) =& & (A.6)
ergibt, wobei {&;} die Basis von ¥ dual zu {¢’} ist.

Da die D x D-Matrix mit Elementen g;; regular ist, kann sie invertiert werden. Die Elemente der
inversen Matrix seien mit g% bezeichnet: dann gelten 9ij gk = 52’-c und g% Jjk = 5,’;. Die D? Skalaren
9" definieren einen Tensor g% €; ® €; vom Typ (%), der als inverser metrischer Tensor und mit g~!
bezeichnet wird.

Unter Verwendung eines Satzes iiber symmetrische Matrizen ist die quadratische Matrix mit
Elementen g¢;; diagonalisierbar — d.h. man kann eine geeignete Basis {€;} von " finden, fiir welche
g(éi, é}-) = 0 fiir alle 7 # j gilt. Da @ nicht-entartet ist, sind die Eigenwerte nicht Null: auf Kosten
der moglichen Multiplikation der Basisvektoren {€;} mit einem Skalar kann man fordern, dass jede
Zahl g(éi, é};) gleich entweder +1 oder —1 sei, was die sog. kanonische Form

Gij :diag(—l,...,—l,l,...,l) (A?)

der Matrixdarstellung der Komponenten des metrischen Tensors ergibt.
In dieser speziellen Basis stimmen die Komponenten g/ von g~! mit den g;;, was aber in einer
beliebigen Basis nicht der Fall ist.

Rolle von g als Abbildung zwischen Tensoren unterschiedlicher Typen

Sei & = ¢'&; ein beliebiger Vektor von ¥ In Ubereinstimmung mit der dritten Bemerkung vom
§]A.1.3 a bildet das Objekt g(¢, -) die Vektoren von ¥ auf den zugrundeliegenden Korper K ab,

d.h. es entspricht einer Linearform ¢ = ¢; ¢/, mit Komponenten
¢j = c(§)) = 9(¢,8) = 9(c'8;, &) = gy (A.8a)

Das heifst, ein metrischer Tensor @ stellt eine Abbildung zwischen Vektoren und Linearformen dar.
Umgekehrt bildet der inverse metrische Tensor g~! eine Linearformen auf einen Vektor, dessen
Komponenten durch die Beziehungen
¢ =gc; (A.8b)
gegeben sind.
Die Zusammenhénge der Gl. f lassen sich auf Tensoren héherer Stufe verallgemei-
nern: der metrische Tensor und sein Inverser werden dann fiir das ,Herunterstellen oder Hochstellen
von Indizes“ benutzt, d.h. fiir Operationen, die einen Tensor vom Typ (’ZZ) auf einen Tensor vom

jeweiligen Typ (Z’:_fll) abbilden.

Bemerkungen:

x Das Herunterstellen bzw. Hochstellen eines Index entspricht eigentlich dem sukzessiven Durch-
fiihren eines duferen Produkts mit g bzw. g~! gefolgt durch die Kontraktion zweier Indizes.Zum

(19D Das heift, fiir jeden Vektor @ # 0 kann man einen Vektor b finden, der g(d, l_f) # 0 erfiillt. Dies kann auch
dquivalent als Bedingung iiber die Matrix mit Elementen g;; formuliert werden, wie 4 Zeilen unten zu finden ist.
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Beispiel

o P— dufleres Produkt - i - i Kontraktion i
¢=c'¢ it cRg="cgpdod o — c=Cgpe =cpe

wobei die Verjiingung {iber das erste und zweite Argumente von ¢ ® @ operiert.

x Die Notation mithilfe eines Punkts des durch den metrischen Tensors induzierten Skalarprodukts
von Vektoren wird oft auf Tensoren verallgemeinert, deren Kontraktion ebenfalls mit einem Punkt
bezeichnet wird. Beispielsweise schreibt man fiir die Verjiingung einer Bilinearform T und eines

Vektors ¢ ) . i i
Too= (Tud o) (M) = Tydd, ~lmm

wobei Gl. (A.2)) benutzt wurde. Die Notation ist meistens niitzlich wenn sie eindeutig ist, d.h. wenn

der Tensor T symmetrisch ist, so dass alle seine Indizes die gleiche Rolle spielen.
Auf dhnlicher Weise, fiir einen (%) -Tensor T und eine Bilinearform T’

T-T=(T"60§) (Thdeod)=T'T)gac.

Dies ist unterschiedlich von T’ - T wenn die Tensoren nicht symmetrisch sind.
Die Leserin kann so gar in der Literatur die Notation

T:T' =TV T
finden, entsprechend zwei sukzessiven Kontraktionen.

* Wichtige Rolle: Struktur eines metrischen Raums

A.1.5 Warum Tensoren?

To do! hier ein kurzes Essay iiber die Notwendigkeit von Tensoren in der Physik...

Basistransformation

Seien % = {&;} und B’ = {&y} zwei Basen des Vektorraums ¥, und B* = {€'}, B = {¢'} die
zugehorigen Dualbasen auf ¥*. Die Basisvektoren von %’ lassen sich durch jene von % mithilfe einer
reguliren Matrix A mit Elementen A’ ;o ausdriicken, gemaéfs

& = N'/&,. (A.9)

Bemerkung: Die Matrix A ist nicht die Matrixdarstellung eines Tensors, denn die zwei Indizes
seiner Elemente beziehen sich auf zwei unterschiedliche Basen — was mit der Verwendung eines
gestrichenen und eines ungestrichenen Index betont wird. Im Gegensatz sind beide Komponenten
eines Tensors vom Typ (%) beziiglich der ,,gleichen* Basis

Die Elemente der inversen Matrix A~! seien mit A¥; bezeichnet, das heiRt
AFiAT =65 und ATp AR = 6

Man kann dann einfach nachpriifen, dass die Zahlen A¥; die Basistransformation von %* nach %'
angeben, und zwar

Dementsprechend wird jede ,,Vektor“—Komponent mit A~! transformiert:

o =N Thidm = ATy o Nmg  Tieim, (A.11)

(192) Genauer beziehen sie sich auf eine Basis und ihre Dualbasis.
(193) Hier ist die Bezeichnung kontravariante Komponente niitzlich.
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Wiederum transformiert sich jede ,Linearform‘“-Komponentd''"")| mit A:

hj/ = Aij/hl‘, T]i = Ailji s AZ”];LT“M (A12)

g

Somit lassen sich die Komponenten eines beliebigen Tensors in irgendeiner Basis erhalten, wenn
man die Transformationen der (Basis-)Vektoren und Linearformen kennt.

To do! Wichtiges Beispiel von Basistransformation: Drehmatrix

Literatur zum Anhang A

e [hr bevorzugtes Lehrbuch zur Linearalgebra.

e Eine ziemlich ausfiihrliche jedoch noch einfache Darstellung mit einem Schwerpunkt auf die

geometrischen Anwendungen der Linearalgebra ist in Postnikov, Lectures in Geometry [35]

zu finden, insbesondere in Lectures 1 (Anfang), 4-6 & 18.

(104 oder kovariante Komponente.

(19%)Manchmal werden die verwendeten mathematischen Bezeichnungen, zumindest in der englischen Ubersetzung,
relativ nicht Standard, z.B. (linear, bilinear) ,functional® anstatt ,form“ oder ,conjugate* (space, basis) statt
dual®.

2
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In diesem Anhang wird erstens der Zusammenhang zwischen Isometrien, insbesondere Drehun-
gen, im euklidischen Raum und orthogonalen Matrizen, die den Gl. geniigen, prazisiert. Dann
werden infinitesimale Drehungen diskutiert, wobei einige Begriffe und Ergebnisse der Gruppentheo-
rie eingefithrt und ohne Beweis verwendet werden.

Der Anhang bezieht sich auf Transformationen in einem dreidimensionalen Raum. Isometrien,
orthogonale Abbildungen, Drehungen, usw. kénnen aber auch in einem D-dimensionalen euklidi-
schen Raum betrachtet werden. Die zugehorige Verallgemeinerung der Ergebnisse des Abschn.
ist trivial, wihrend jene des Abschn. mehr Arbeit erfordern.

Isometrien im euklidischen Raum

Definition: Eine lineare Abbildung des dreidimensionalen (affinen) euklidischen Punktraums #3 in
sich selbst heiftt Isometrie, wenn sie den Abstand zwischen zwei Punkten invariant lasst.

Darunter sind z.B. die Translationen sowie Transformationen mit mindestens einem Fixpunkt, wie
die Drehungen oder die Punktspiegelungen.

Die Verkettung zweier Isometrien gibt wieder eine Isometrie. Da die Identitadtstransformation in
#3 selbst eine Isometrie ist, wiahrend jede Isometrie bijektiv ist — und somit eine inverse Trans-
formation besitzt, die ebenfalls eine Isometrie ist —, bildet die Menge der Isometrien, versehen mit
der Verkettung, eine Gruppe, die mit ISO(3) bezeichnet wird.

Bemerkung: Statt von Isometrien spricht man auch oft von Bewegungen und dementsprechend von

der Bewegungsgruppe

Beschrankt man die Diskussion auf die Transformationen mit einem Fixpunkt, der als Ursprungs-
punkt eines kartesischen Koordinatensystems gewéhlt wird, so ist eine solche Isometrie dquivalent
zu einer linearen Abbildung €@ im euklidischen Vektorraum R? der Form

FeR3— 7' =06(%) € R, (B.1)
die das euklidische Skalarprodukt Z - # invariant ldsst, d.h. Z’- Z’ = 7 - #. Diese Abbildung ¢ wird
orthogonale Transformation genannt.

Da die orthogonalen Transformationen linear sind, konnen sie in Matrixform dargestellt werden.
Gegeben sei ein System von kartesischen Koordinaten. Ordnet man den Vektoren Z, Z’ von R? bzw.
der orthogonalen Abbildung G die reellen dreikomponentigen Spaltenvektoren ihrer Komponenten

(199Tm Rahmen einer Mechanik-Vorlesung kénnten diese Bezeichnungen aber verwirrend sein!
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bzw. eine 3 x 3-Matrix zu, die ebenfalls mit Z, Z’ bzw. @ bezeichnet werden, so lasst sich Gl. (B.1))
als
7— ' =07 (B.2a)

umschreiben. Unter Verwendung der jeweiligen Koordinaten xt, 2" mit ¢ = 1,2, 3 der Vektoren und
der Matrixelemente 6" ; mit 4,7 =1,2,3 der Abbildungsmatrix 0 lautet dies auch

o' a2 =027 fiiri=1,2,3 (B.2b)

wobei die einsteinsche Summenkonvention benutzt wurde.

In Matrixdarstellung lautet das Skalarprodukt Z'#Z, mit ' dem zu Z transponierten Zeilen-
vektor. Damit die Matrix € eine orthogonale Transformation darstellt, muss fiir jeden Z € R?

'z =2"T2'=(02)02 =7'6'0%

gelten, d.h. die Matrix muss der Eigenschaft

676 =13 (B.3a)

geniigen, mit 13 der 3 x 3-Einheitsmatrix. Alternativ kann man

6" =067t (B.3D)

schreiben. Umgekehrt stellt jede Matrix @, die diese Gleichung erfiillt, eine orthogonale Transfor-
mation des dreidimensionalen Raums dar.

Eine solche Matrix wird orthogonale 3 x 3-Matriz genannt. Diese Matrizen bilden eine Gruppe,
die sog. orthogonale Gruppe O(3).

Bemerkungen:

* Dank der Beschrinkung auf Isometrien von &3 mit einem festen Fixpunkt ist die Korrespondenz
zwischen solchen Isometrien und den Matrizen von O(3) bijektiv.

Mathematisch gesagt ist diese Korrespondenz eine sog. lineare Darstellung der Isometrien mit
einem Fixpunkt — d.h. ein Homomorphismus von der Gruppe solcher Isometrien in die Gruppe
GL(") der Automorphismen (d.h. der bijektiven linearen Abbildungen) eines Vektorraums ] des
Darstellungsraums, in sich selbst. Da die O(3)-Matrizen den Automorphismen eines dreidimen-
sionalen Vektorraums (R?) entsprechen, ist die Darstellung ,vom Grad 3“. Diese wird noch als
unitdr bezeichnet, denn die Matrizen der Darstellung sind unitédr — sie sind reell und erfiillen
GL (B.3). Schlieflich ist die Darstellung irreduzibel, weil es keinen nicht-trivialen Unterraum des
Darstellungsraums gibt, der invariant unter der Wirkung der ganzen Gruppe O(3) ist.

% In diesem Anhang werden aktive Transformationen der Vektoren betrachtet, entsprechend der
eigentlichen Operation (Drehen. . . ) auf ein Objekt, nicht der Anderung des Gesichtspunkts. Dement-
sprechend beziehen sich die Komponenten z¢, 2" auf zwei unterschiedliche geometrische Vektoren
beobachtet in demselben Koordinatensystem. Somit unterscheidet sich Gl von der ersten
Bezichung in GI. , die den Zusammenhang zwischen Koordinaten eines einzigen Vektoren in
zwei verschiedenen Koordinatensystemen angibt.

Bildet man die Determinante der Gleichung (B.3a]), so erhélt man (det6)* = 1, d.h. det 6 = +1.
Die Matrizen mit Determinante +1 formen die spezielle orthogonale Gruppe SO(3), deren Elemente,
die Drehmatrizen — die in diesem Skript meistens mit dem Buchstaben % bezeichnet werden —,
die dreidimensionalen Drehungen um den Ursprungspunkt darstellen. Beispielsweise entspricht der
Drehung um einen Winkel # € R um die 23-Achse die Drehmatrix

cos) —sinf 0
R = |sinf cosf O0]. (B.4)
0 0 1
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Wiederum ergeben sich die Isometrie mit Determinante —1 durch Komposition der Drehun-
gen mit der Raumspiegelung @ — I’ = —Z, d.h. der Punktspiegelung beziiglich des Ursprungspunkts
des Koordinatensystems, die der Abbildungsmatrix —13 entspricht.

Bemerkung: Die Bijektivitiat der Korrespondenz zwischen Isometrien von #3 mit einem festen Fix-
punkt und orthogonalen 3 x3-Matrizen wird benutzt, um die letzteren ebenfalls als ,Isometrien” zu
nennen. Dementsprechend werden die Matrizen von SO(3) oft als ,Drehungen* bezeichnet, obwohl
sie eigentlich nur eine der moglichen Matrixdarstellungen der Drehungen sind.

Infinitesimale Drehungen

Die Resultate dieses Abschnitts werden nirgendwo in der Vorlesung benutzt. Sie lassen sich aber
problemlos nachpriifen, und werden in weiteren Vorlesungen auftauchen.

Eine Drehung um den infinitesimal kleinen Winkel df um die j-te Koordinatenachse transfor-
miert einen Vektor # von R? in
T =R(T)=T+d0& x T (B.5a)
mit dem Einheitsvektor €; in Richtung j. Unter Verwendung kartesischer Koordinaten lautet diese
Transformation

o =gk 2l = 2k 4 deekjl ot =2k — d9€jkl !, (B.5Db)
wobei ekjl = (5’”61-]-1 bzw. ejkl = (5kiejil, d.h. numerisch ekjl = —ejkl = —€jkl Nach Identifikation
sind die Elemente der Darstellungsmatrix % durch

A (B.5¢)
gegeben. Die Drehmatrix lasst sich somit als
R=135— id@jj (B.5d)

umschreiben, wobei jj eine 3 x 3-Matrix ist, die als Generator oder Erzeuger der Gruppe SO(3)
bezeichnet ist, und deren Matrixelemente

(S = —ie (B.6a)
sind. In Matrixdarstellung lauten die drei Generatoren von SO(3)
00 O 0 0 i 0 -1 0
F=100 —-i|, £=10 00, %£=(i 0 O (B.6b)
0 i 0 —-i 0 0 0 0 O
Beispielsweise ist die Matrix einer infinitesimalen Drehung um die 23-Achse
1 —do 0
R=13—-idog=1d0 1 0], (B.6¢)
0 0 1

wobei der letzte Ausdruck auch aus einer Taylor-Entwicklung von Gl. (B.4)), mit Winkel df statt 6,
bis zur Ordnung O(d#) folgt.

Die Matrizen (B.6b|) besitzen einige wichtigen Eigenschaften. Erstens sind sie offensichtlich her-
mitesch Dazu priift man einfach nach, dass die Generatoren jj den Vertauschungsrelationen

[ %, §] = ien g, i alle i, j € {1,2,3} ] (B.6d)

(19 Genauer, die durch eine orthogonale Matrix mit Determinante —1 dargestellten Isometrien.

(109)In kartesischen Koordinaten spielt die Stelle der Indizes, oben oder unten, keine Rolle. In einem System belie-
biger Koordinaten wird sie aber wichtig; dann sollten die Faktoren 6** durch die Komponenten ¢** des inversen
metrischen Tensors ersetzt werden.

<J09>D.h., die komplex konjugierte Ma‘crixjjfk ist gleich der Transponierten ;le.
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geniigen, wobei die rechteckigen Klammer den Kommutator zweier Matrizen bezeichnet|!''"

Allgemein lautet die 3x3-Matrixdarstellung der infinitesimalen Drehung um den Winkel df um
die Achse mit Einheitsvektor €
R =13 —ido€- ¥, (B.7)

wobei zu beachten ist, dass das Punktprodukt € j eine 3 x 3-Matrix bezeichnet.
Eine Drehung um einen beliebigen Winkel # kann dann als Produkt von N Drehungen um den
Winkel /N um die gleiche Achse ausgedriickt werden. Somit erhélt man die Ezponentialdarstellung

. N —_
9‘2:]\}51(100(]13—1]\7@}) = exp(—if&- ¥). (B.8)

Bemerkungen:

* Die Einfiihrung eines Faktors i in Gl. (B.5d)), und entsprechend in die Matrizen S GL (B.6), ist
zwar {iberraschend, denn die SO(3)-Matrizen sind reell. Dieser Faktor erlaubt aber eine einfache
Verallgemeinerung auf Gruppen komplexer Matrizen.

« Das Minus-Zeichen in Gl. (B.8)) — und in den vorigen Gleichungen — gilt fiir eine aktive Drehung;
fiir eine passive Drehung, entsprechend einer Basistransformation, kommt ein Plus-Zeichen.

* Die Generatoren werden oft mit T} statt jj bezeichnet.

(110[A, B] = AB — BA.
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Physiker verwenden in ihren Modellierungen oft punktférmige Objekte, wie Punktmassen oder
Punktladungen. Zur Beschreibung solcher Objekte wurde die J-Distribution eingefiihrt, die in diesem
Anhang samt einiger ihrer Eigenschaften kurz dargestellt wird.

C.1 Definition und erste Ergebnisse
C.1.1 Definition

Definition: Als Testfunktion auf einem Raum 2 wird eine Funktion T bezeichnet, die einerseits
glatt — d.h. beliebig oft differenzierbar — ist, und andererseits einen kompakten Trager besitzt —
d.h. T verschwindet auferhalb eines beschriankten Gebiets von €.

Sei 63°(2) der Raum der Testfunktionen auf Q. In diesem und dem folgenden Abschnitt ist
Q =R, in Abschn. [C.3]ist @ = R™ mit n > 1.

Definition: Die §-Distribution, auch Dirac-Distribution oder Dirac-0 genannt ist eine stetige
lineare Abbildung auf 65°(R), die einer Testfunktion 7" ihren Wert 7'(0) zuordnet.

Um die Stetigkeit der §-Distribution genauer diskutieren zu kénnen, soll man einen Abstand auf
dem Funktionenraum 6;° (R) einfiihren.

Fiir die Operation der d-Distribution auf eine Testfunktion T existieren mehrere Notationen:
Mathematiker schreiben entweder (0, 7") = T'(0) oder, selten, §[T] = T'(0). Physiker verwenden aber
die Schreibweise

/ T(2)5(x) dz = T(0), (1)
wobei das Integrationszeichen ohne Grenzen eine Integration von —oo bis co bedeuten soll. Diese
Notation wird hiernach weiter motiviert, muss aber mit Vorbehalt genommen werden.

Insbesondere handelt es sich beim Integrationszeichen nicht um ein (Lebesgue-)Integral mit dem
iiblichen Integrationsmafl, wie bei der Integration von Funktionen.

(1D oder noch, fehlerhaft, §- bzw. Dirac-Funktion, da es sich nicht um eine ,Funktion® handelt.
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Bemerkungen:

« Die d-Distribution ist ein Beispiel von Distribution(!), d.h. von einem stetigen linearen Funktional
auf einem Raum von Testfunktionen, das den iiblichen Begriff einer Funktion verallgemeinert —
weshalb Distributionen auch als verallgemeinerte Funktionen bezeichnet werden.

* Die Beschrankung auf (Test)Funktionen mit einem kompakten Tréger kann aufgehoben werden.

* Die mithilfe einer §-Distribution modellierten physikalischen Groéfen sind meistens Verteilungen,
die als Gewicht in Integralen dienen, was eine erste Motivation die Schreibweise gibt.
Wichtig dabei ist, dass wenn die Variable x eine physikalische Dimension X hat, dann hat (x) die
Dimension X!, so dass () dz dimensionslos ist.

C.1.2 Erste Eigenschaften

Definitionsgeméf ist die d-Distribution linear: gegeben zwei beliebige Testfunktionen 77, 75 und
zwei Zahlen Aj, Ao, gilt erfiillt die Beziehung (5, \iT1+AoT2) = A1(0, T1) + A2(d, Tz), d.h. mit der
Notation der Physiker

/ T (@) + AoTo(2)] 5(z) de = A / To(2)5(z) dz + Ao / Ty(2)8() da (C.2)

Schlieflich ist dies noch gleich A1 771 (0) + A275(0). Diese Eigenschaft ist eine der Motivationen hinter
der Schreibweise ((C.1]), denn sie gilt fiir das iibliche Integral von Funktionen.

Unter Verwendung der Integralschreibweise sieht auch die folgende Faltungseigenschaft trivial
aus. Sei £ € R; dann gilt

/T(:p)é(w —§)dz =T(¢). (C.3)

Die unterliegende mathematische Konstruktion ist etwa aufwéindig: dabei wird eine translatierte
d-Distribution 6y definiert, die auf eine Testfunktion geméaf (d(¢),T) = T(&) operiert. Dann
gilt symbolisch (dey(x), T(x)) = (6(x), T(z 4 §)) = (0(x — &), T(x)), wobei die letzte Gleichung
als Definition von d(xz — £) zu betrachten ist.

Wird die ,definierende’ Beziehung (C.1]) auf T'(z) = e~*** angewandt — wobei es sich natiirlich
nicht um eine Testfunktion von 6€g°(R) handelt —, so ergibt sich

/e_ikxé(x) de =1. (C.4a)

Diese Gleichung sieht wie eine Formel fiir die Fourier-Transformation der é-Distribution aus, und
die entsprechende Riicktransformation lautet

ikx dk
o(z) = /ek o (C.4b)

Diese Formel stellt die sog. Fourier-Darstellung der d-Distribution dar.

Wieder lassen sich diese Ergebnisse mathematisch korrekt begriinden, indem die herkémmliche
Fourier-Transformation auf Distributionen verallgemeinert wird.

C.1.3 Darstellungen der /-Distribution

Die 4-Distribution lésst sich als Grenzwert einer Funktionenfolge darstellen, d.h. symbolisch

o(x) = ilg(l) 0 (), (C.5a)
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wobei . eine (integrierbare) Funktion im iiblichen Sinn ist, die von einem reellen Parameter £ > 0
kontinuierlich abhéngt. Dabei bedeutet der obige Grenzwert

J1@)sta)do = tin ()5

e—0

(C.5b)

fir jede Funktion f mit bestimmten Eigenschaften — z.B. jede Testfunktion von “65°(R) Dann
bilden die Funktionen 6. eine Darstellung der §-Distribution

Da . eine Funktion ist, ist das Integral auf der rechten Seite von Gl. (C.5b)) ein iibliches
(Lebesgue)-Integral. Somit wird das Verwenden der Integralnotation fiir die Operation auf f
der §-Distribution, auf der linken Seite von Gl. (C.5b)), weiter motiviert

Die Funktionen . werden oft so gewahlt, dass sie die folgenden Eigenschaften haben

e sie haben einen Peak bei x = 0, der mit abnehmendem e schmaler und héher wird
e fiir jeden x # 0 gilt lim 0. (z) = 0;
e—0

. /55(95) dz = 1.

Man priift leicht nach, dass die hiernach angegebenen Beispiele diese Eigenschaften erfiillen
C.1.3 a Skalierte Rechteckfunktionen

Eine einfache Darstellung, jedoch durch unstetige Funktionen, ist

! fir |z| < e
-_— ur
de(x) =} 2¢ (C.6)
0 fir |z| > e.
C.1.3 b Skalierte Dreieckfunktionen

Eine stetige, aber nicht iiberall differenzierbare Darstellung, ist

£ _2|$‘ fir |z| <e
de(z) = €

(C.7)
0 fir |z| > e.

C.1.3 c Exponentialfunktionen
Ebenfalls nicht iiberall differenzierbar — diesmal liegt das Problem in x = 0 — ist die Darstellung
durch Exponentialfunktionen

1
5.(z) = %eflw\/f.

(C.8)
C.1.3d GauBsche Verteilungen
Gaufssche Verteilungen liefern eine unendlich differenzierbare Darstellung
1
5.(z) = e/, (C.9)
2

C.1.3 e Lorentz-Verteilungen

Mithilfe von Lorentz-Verteilungen ergibt sich die Darstellung

1 € 1 1
) =———-=-1 . C.10
() T4l moz—ie ( )

(112) Je nach der gewihlten Klasse von Funktionen f kénnen die Funktionen d. eine passende Darstellung bilden oder
nicht.
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Ebenfalls niitzlich ist die Darstellung

sin(w/e) fir z # 0

0c(x) = 17795 (C.11)
— fir x =0,
TE

wobei die Definition des Zahlenwerts in z = 0 die Stetigkeit der Funktion §. gewéhrleistet. Fiir

x # 0 gilt ndmlich
1/e dk
de(x) = / ethe =
—1/e 27
und der Limes € — 0 gibt die Fourier-Darstellung (C.4b|) wieder.

C.1.4 Heaviside-Funktion

Definition: Die Heaviside- oder Stufenfunktion wird durch
{1 fir x >0

O(zx) =
0 firz<O

(C.12)

definiert, wobei der Wert fiir z = 0 irrelevant ist.
Fiir diese Funktion kann man, genau wie fiir die §-Distribution, Darstellungen ©. finden, mit

O(z) = il_I)I(l) O:(x) (C.13a)

oder genauer

lim /(:f(:c)@g(x) dz = /:f(x)@(a:) dz = /Ooof(a:) dx (C.13Db)

e—0

fiir jede passende Funktion f, wobei die zweite Gleichung aus der Definition der Heaviside-Funktion
folgt.

Dann liefert die Ableitung jeder differenzierbaren Darstellung ©. der Heaviside-Funktion eine
Darstellung d. der §-Distribution: symbolisch schreibt man ©L = 6. oder noch

O'(z) = 6(z). (C.14)
Dabei handelt es sich um eine Ableitung ,im Sinne der Distributionen®.

Beispiele von Darstellungen der Heaviside-Funktion sind

0 fir x < —¢
O (z) = x;g fir |z| <e (C.15)
3
1 fiir x > ¢,
entsprechend der Darstellung (C.6]) der §-Distribution, oder
1 1
O:(a) = 5 + arctan(”:>, (C.16)

deren Ableitung die Darstellung (C.10) der d-Distribution wiedergibt.

Rechenregein

Neben den schon in §|C.1.2] angegebenen Eigenschaften gelten noch weitere, die hiernach meistens
ohne expliziten Beweid'?)| aufgelistet werden.

(19 Die interessierte Leserin kann die verschiedenen Gleichungen relativ leicht priifen, indem sie die §-Distribution
als Grenzwert einer Darstellung schreibt.
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C.2.1 Skalierung

Sei a € R (oder allgemeiner a € C); dann gilt eine Skalierungseigenschaft, die sich symbolisch

als

[ 5(az) = —5(x) ] (C.17a)

-~ al

schreiben lésst, was eigentlich
/T(x)(s(ax) dz = —1T(0), (C.17b)
fiir jede Testfunktion T" bedeutet.

Fiir eine Darstellung d. folgt die entsprechende Gleichung einfach aus einer Substitution der
Integrationsvariablen.

Insbesondere gilt fiir a = —1

O(—z) = d(z), (C.18)
d.h. die §-Distribution ist gerade.

C.2.2 Ableitung

Man definiert eine Distribution ¢’, die sich beziiglich der §-Distribution wie die Ableitung f’
beziiglich einer (Stamm)Funktion f verhalt.
Dann gilt fiir jede Testfunktion T°

[ / T(2)8 (z) do = —T"(0). ] (C.19)

Nimmt man die Integralschreibweise ernst und fiithrt man eine partielle Integration durch, so
ergibt sich

/ 7()3 () de = [T(2)3(2)]~ — / T (2)5(z) da,
—o0
woraus das gesuchte Ergebnis ,folgt“, denn T' verschwindet im Unendlichen. O

Auf dhnlicher Weise wird eine zweite Ableitung §” definiert, fiir die
/T(a:)5//($) dx = T"(0) (C.20)

gilt, und so weiter fiir die hoheren Ableitungen.

C.2.3 Substitution der Integrationsvariablen

Sei f eine differenzierbare reelle Funktion auf R, mit einer einzigen Nullstelle in xg: f(x¢) = 0,
wo ihre Ableitung nicht Null ist, f'(z¢) # 0. Dann gilt fiir die Verkettung von der §-Distribution
mit f

3(7(2)) = oy = 20) (C.21a)
entsprechend fiir jede Testfunktion T
/T(x)é(f(x)) dz = M/T(x)é(x — ag)dz = MT@;O). (C.21b)

Dank den Annahmen iiber f gilt in der Nachbarschaft von xq
f(@) ~ fwo) + f'(z0)(x — x0) + O((2 — x0)*) = f'(x0)(x — x0) + O((x — x0)?).
Das Ergebnis folgt dann aus der Skalierungseigenschaft (C.17)). a
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Fiir eine Funktion f mit mehreren Nullstellen z;, in denen die Ableitung f’ nicht verschwindet,
gilt die Verallgemeinerung

(@)= 3 |f/(1xi)|5(:c—xi). (C.22)

Nullstellen z;

Beispiel 1: Sei f(z) = arctanz, mit einer einzigen Nullstelle in 9 = 0, wihrend die Ableitung
f'(z) = 1/(1 + 22) nirgendwo verschwindet. Da f’(0) = 1 lautet wird Gl. (C.214) zu

d(arctanx) = §(x).

Beispiel 2: Sei f(z) = 22 — a® mit a € Ry; f hat zwei Nullstellen in —a und a. Aus f'(z) = 2z
folgen f'(—a) = —2a, f'(a) = 2a, und somit |f'(—a)| = |f'(a)| = 2a. Somit ergibt Gl. (C.22)
1
5(z% —a?) = 2—[(5(x—a)+5(:1:+a)]. (C.23)
a

Bemerkungen:

« Falls eine Funktion f eine Nullstelle xp mit f/(xz0) = 0 hat, kann man die Funktion oft leicht
,verformen“, um statt nur zy zwei (oder mehr) Nullstellen zu erhalten, in denen die Ableitung nicht
verschwindet.

Beispielsweise wiirde man §(x?) durch §(x? — 7)) ersetzen, den letzteren Ausdruck mithilfe der

GI. (C.23)) umschreiben, die daraus folgenden Berechnungen durchfiihren, und schlieflich den Limes
1n — 0 betrachten. .. und hoffen, dass das Ergebnis sinnvoll ist!

* Wie in GL. implizit ist, darf man §-Distributionen problemlos miteinander addieren. Mit
Produkten von d-Distributionen muss man aber vorsichtig sein: insbesondere ist das Produkt von
d(x) mit sich selbst nicht definiert. Dagegen diirfen §-Distributionen von unterschiedlichen Argu-
menten, wie z.B. §(x)d(y) oder §(z)(y —x), miteinander multipliziert werden. Dann muss aber iber
alle Argumente integriert werden, um eine Zahl zu erhalten, wie im néchsten Abschnitt ausfiihrlicher
diskutiert wird.

Mehrdimensionale /-Distributionen

Seien z', 2, ..., ™ unabhingige Variablen, die in einen n-dimensionalen Vektor & zusammengefasst

werden. Betrachtet man Testfunktionen 7'(x) dieser n Variablen, so kann man eine n-dimensionale
§-Distribution, die oft mit 6™ bezeichnet wird gemaélfs

/ T(z)6™ () d"x = T(0), (C.24)
wobei das Integral iiber R ist. Anders gesagt gilt

(@) = 6(z") - 6(a") = f[ 5(zk). (C.25)
k=1

Die fiir die eindimensionale §-Distribution angegebenen Kigenschaften lassen sich einfach auf
6 verallgemeinern. Beispielsweise gelten die Faltungseigenschaft

/ T(2)6™(x — £) d"a = T(¢), (C.26)

(19 Djes sollte man nicht mit der n-ten Ableitung von der eindimensionalen é-Distribution verwechseln — in der
Physik treten hohere Ableitungen von § aber extrem selten.
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wobei & € R", sowie die Fourier-Darstellung

) — [oike 1K
[5 () / (27r)"] (C.27)

mit dem euklidischen Skalarprodukt k - & = k'z! + - + k™2™,
Die Skalierungseigenschaft lautet jetzt

1
[ 5" az) = W(S(”)(a:) ] (C.28)
fiir a € R, und kann erweitert werden: wenn & eine invertierbare n x n-Matrix ist, dann ist
5 (shz) = — 5 (). (C.29)
| det |
Ahnlich gilt im Fall einer Variableninderung (z!,...,2") — (y',...,y") baw. x — y
1
§M(y) = 5 C.30
®) = g 7@ (C:30)

mit J der Jacobi-Matrix der Substitution, mit Elementen dy’/dz7. Aus dieser letzten Gleichung
lasst sich die Verallgemeinerung der Formel (C.22)) ableiten.

Literatur zum Anhang C
e Gelfand & Shilov, Verallgemeinerte Funktionen. Band 1 [36], Kap. I.

e Schwartz, Mathematische Methoden der Physik. Band 1 [37|, Kap. II.
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Legendre-Transformation

D.1 Legendre-Transformation einer Funktion einer Variablen

Sei f eine strikt konvexe reelle Funktion einer reellen Variablen x auf einem Definitionsintervall Z,
d.h. fiir alle 21,29 € Z mit 21 # x2 und A €]0, 1] gilt

f(Az1+ (1= Nz2) < Af(z1) + (1= A) f(22). (D.1)

Die Ungleichung (D.1)) bedeutet, dass der Graph der Funktion unterhalb der Verbindungsstrecke
zweier seiner Punkten liegt, wie in Abb. illustriert wird.

A
J(@g) drmmmmmmmmere e
| Af(x1) + (1= X) f(a2)
JACADE TEEEEPRTELS :
>

IJ,‘1 ' II'Q
Abbildung D.1 — Beispiel einer strikt konvexen reellen Funktion.

Sei zudem angenommen, dass f zweimal stetig differenzierbar ist. Dann ist die erste Ableitung
f! streng monoton wachsend auf Z und demzufolge die zweite Ableitung f”(x) positiv fiir alle z € Z.
Die Funktion y auf Z definiert durch y(x) = f’(x) fiir alle z € 7 ist eine bijektive Abbildung von
Z nach ihrer Wertemenge J; daher ist sie invertierbar. Hiernach wird die Umkehrfunktion als z(y)

bezeichnet.
Die Legendre-Transformierte der Funktion f ist eine Funktion g auf 7, die fiir alle y € J durch

9(y) = yz(y) — f(z(y)) (D.2)

definiert ist.

Da die Ableitung von g nach der Variablen y gleich z(y) ist, findet man, dass eine zweite
Legendre-Transformation von g genau f gibt. Das heifit, die Legendre-Riicktransformation nimmt
die gleiche Form wie die direkte Transformation an.

Sei h(z) = zy(z) — g(y(z)) mit z(y) = ¢'(y). Die Anwendung der Kettenregel auf Gl. (D.2) gibt
9'(y) = 2(y) +y2'(y) — f'(2(y)) 2’ (y) = 2(y),
d.h. z(y) = z(y). Daher gilt h(z) = zy(z) — g(y(z)) = f(x), wobei GL (D.2) benutzt wurde. O
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Zudem gelten Beziehungen zwischen den Ableitungen von f und g nach ihrer jeweiligen Variablen
ab der zweiten Ordnung, insbesondere

(@) g" (y(x) = f"(=(y)) ¢" (y) = 1. (D.3)

Legendre-Transformation einer Funktion mehrerer Variablen

Sei jetzt eine zweimal kontinuierlich differenzierbare Funktion f(z1,...,2zn,t1,...,%p) von n + p

reellen Variablen, mit
det 82f #0
ox 5 axk gk ’

wobei ( ); die n x n-Matrix mit Elementen 9% f/0x; Oz, bezeichnet. Fiir jedes j = 1,...,n wird
eine Funktion y; durch

yi (i} 1)) = gj;_({xi}, ()

definiert. Die Umkehrfunktionen, deren Existenz durch die Forderungen an die Matrix der zweiten
Ableitungen von f gewéhrleistet wird, werden mit z;({y;}, {tx}) bezeichnet.
Die Legendre-Transformierte g von f beziiglich der Variablen {x;} wird durch

n
9(yla~--7?Jn7t1,~-atp) EZijj(ylw-'7yn7t17"'7tp)_f(‘rlw"?mnatlv"'atp) (D4)
7j=1

definiert. Hier auch ist die Riicktransformation gleich der direkten Transformation, d.h. eine zweite
Legendre-Transformation von g gibt genau f wieder.
Man sieht sofort, dass die ersten Ableitungen von f und g nach einer der Variablen {¢} negativ
zueinander sind:
9y

St ) = —Sfj({xi}, [}, (D5)

Fiir die zweiten Ableitungen von f und g nach ihren jeweiligen natiirlichen Variablen ergeben
sich mehrere Beziehungen, wie z.B.

"L 9% o0 f
= 6yi 8yj 8.%']' 81‘k

analog zur Gl. (D.3) mit dem Kronecker-Symbol d;;, sowie

2 n 2 2
99 3 aa 9 o7 (D.6b)
=1

Gyiﬁtk:j yi Oy; O, Oty
d%g 02 f "9%f 9% O%f

Bemerkung: Manchmal, insbesondere in der Thermodynamik und Statistischen Physik, nennt man
—g die Legendre-Transformierte von f anstatt g.

Literatur zum Anhang D
e Arnold, Mathematical methods of classical mechanics [I] Kap. 3 § 14.
e Nolting, Analytische Mechanik [16] Kap. 2.1.
e Scheck, Mechanik [18] Kap. 2.13-2.14.



ANHANG E

Vektoranalysis

In diesem Anhang werden einige niitzlichen Formeln der Vektoranalysis gesammelt.
symbolischer Nabla-Differentialoperator

3
626159&*62;:02*53;:33:;@;;& (E.1)
E.0.0a
V- [VIDO)] = AF(7), (E.2)
d.h. die Divergenz des Gradienten
V x [Vf(#)] =0 (E.3)
V- [Vx V(@] =0 (E.4)

Die Divergenz einer Rotation verschwindet.

V x [Vx V(@)] =V[V-V(@)] - AV(7). (E.5)
E.0.0b
Produktregel
VIA@) L)) = [VAD)] LF) + AF)V f2(F) (E.6)
V- fEVE)] = [VIE)] - VE + FFEV-VE) (E.7)
Vx [fAV@)] = [VF#)] x V(@) + FR)V x V(#) (E.8)
V- [Vi(7) x Va(7)] = Va(7) - [V x Vi(#)] = Vi(F) - [V x Va(7)] (E.9)
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Kugelflachenfunktionen

Betrachte man (zweimal kontinuierlich differenzierbare) Funktionen auf der Einheitskugelfliche $2
von R?, d.h. Funktionen des Polarwinkels § € [0, 7] und des Azimutwinkels ¢ € [0, 27].

Unter diesen Funktionen lassen sich sog. Kugelflichenfunktionen Yy, (0,¢) € C mit £ =0,1,...
einer beliebigen ganzen Zahl und m € {—¢,—¢+1,...,0,...,¢} mit folgenden Eigenschaften finden:

e Die Kugelflachenfunktionen sind gleichzeitige Eigenfunktionen der zwei hiernach iiber ihre
Operation auf eine zweimal differenzierbare Funktion f definierten Differentialoperatoren £2

und L 19 a1(0, ) 1 8%(6, )
) — - Y[ ) P - ) P
L2100, 0) = sin 6 06 <sm0 06 > sin2f 92 (F.1a)
und 9(6.0)
P . 4
0 =i F.1b
Genauer gelten
L2Ypm(0,0) = 00 + )Yy (0,0) und  L3Yen (0, 0) = mYem (6, ¢). (F.2)
e Die Kugelflichenfunktionen geniigen der Beziehung
™ 2
/ |: an(G, QD) }/g/m/(e, QD) dg@:| sinfdf = 568’5mm“ (F3)
o LJo

e Jede zweimal kontinuierlich differenzierbare Funktion f auf $2 lisst sich als Summe

00 L
10.0) =5 Y amYim(0,¢) (F.42)

{=0 m=—¢

von Kugelflichenfunktionen schreiben, wobei die Koeffizienten ay,,, eindeutig durch

T 271
i = [ [ Vit0.0) 10,01 5] sinoas (F.4b)
0 0

gegeben sind.

Diese Eigenschaften werden beispielsweise durch die folgenden Funktionen erfiillt: fir £ = 0

1
Yoo(0, p) = ——: F.5
00( 90) \/E ( a‘)
fir ¢ =1
3
Y10(0, ) = o cos @ (F.5b)
T

Yi41(0,9) = F4/ 83 sin § e*%; (¥.5¢)
7
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flir £ =2
)
Yao(0, ) = 1/ ——(cos®> 6 — 1) (F.5d)
167
15 +
Yoi1(6 = T4/ — sm 0 cos @ e™¥ (F.5e)
Yoi2(0,¢) =1/ 52— 32 sin? § 2%, (F.5f)
usw.
Bemerkungen:

x Der Differentialoperator £2 ist in der Tat der Winkelanteil des Laplace-Operators in Kugelkoor-
dinaten (7,0, ¢):

2 F2 F(7
nfw) =1 2wy - S L0

« Die dritte Eigenschaft [Gl. (F.4])] bedeutet, dass die Kugelflichenfunktionen eine (Hilbert-)Basis
des Raums der zweimal kontinuierlich differenzierbaren Funktionen auf $2 bilden. Die Koeffizienten
agm sind dann die Komponenten einer Funktion f auf dieser Basis.

(F.6)

r2

% Fiihrt man eine Abbildung iiber Funktionen auf $2

™ 2m
(f,9) = (f.9) E/O [ 170, 0) 9(0,¢) dp| sinb do
ein, so ist diese eine hermitesche Sesquﬂlnearformm die ein Skalarprodukt auf dem Raum der
Funktionen definiert. Dann ist die Basis der {Yp,,} laut Gl. - eine Orthonormalbasis fiir die-
ses Skalarprodukt. Einerseits sind unterschiedliche Kugelflachenfunktionen orthogonal zueinander
((Yem, Yoy ) = 0 falls £ # ¢/ und m # m'); andererseits ist jede Yp,, auf 1 normiert ((Yzm, Yom) = 1).

x Manchmal werden reellwertige Kugelflachenfunktionen anstatt komplexwertiger Funktionen de-
finiert. Diese reellen Varianten — wie z.B. (Y11 + Y1_1)/v/2 oder (Y11 — Y1_1)/+/2 — bilden noch
eine Orthonormalbasis und sind Eigenfunktionen zum Operator 22; sie sind aber nicht mehr Eigen-
funktionen zu ﬁ3.

(119D h. die Abbildung ( -, - ) erfiillt fiir alle Funktionen f, g, h die Bedingungen i. (f, f) > 0; ii. (f, f) = 0 nur
fir f=0; iil. (f,9) = (9, /)" iv. (f,A\g+ph) = X(f,g) + p(f, h) fir alle A\, u € C.
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