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In diesem Kapitel werden einige Grundbegriffe der (Gleichgewichts) Thermodynamik eingefiihrt,
beginnend in Abschn. mit der Frage des Gegenstands der Thermodynamik und dem Unterschied
zwischen dem klassischen Zugang — der in den ersten vier (oder fiinf?) Kapiteln dieser Vorlesung
behandelt wird — und dem statistischen Zugang, der den zweiten Teil der Vorlesung darstellt. Ab-
schnitt [[.2) befasst sich dann mit der Definition und der Charakterisierung von thermodynamischen
Zustédnden, und insbesondere mit Gleichgewichtszustdnden. Schliefslich werden in Abschn. die
Wechselwirkungen zwischen einem thermodynamischen System und einem anderen physikalischen
System untersucht. Insbesondere wird die in solchen Prozessen ausgetauschte Energie diskutiert.

Sei schon hier erwéhnt, dass in diesem einleitenden Kapitel mehrmals Fachbegriffe vorkommen,
die nicht sofort definiert werden. Dies wird aber in den néchsten Kapiteln stattfinden.

Gegenstand der Thermodynamik

Die Thermodynamik ist der Bereich der Physik, der sich allgemein mit dem Einfluss von Temperatur
auf die Eigenschaften von physikalischen Systemen befasst. Sie setzt sich auch mit den Prozessen
auseinander, bei denen Energie — insbesondere in Form von Wérme — ausgetauscht wird.

Man unterscheidet zwischen der klassischen oder phdnomenologischen Thermodynamik und der
statistischen Thermodynamik. In der ersteren, mit der wir uns in den ersten Kapiteln dieser Vorle-
sung beschéaftigen werden, wird das System als ,makroskopisch* angesehen, indem die Details seiner
(mikroskopischen) Struktur — wie, in einem klassischen Bild, die Positionen und Geschwindigkeiten
seiner Bestandteile — ignoriert werden.

Die Bezeichnung ,klassische Thermodynamik“ kann irrefithrend sein: hier steht nicht klassisch
im Gegensatz zu relativistisch oder quantenmechanisch, sondern zu statistisch. Somit kann man
ohne Widerspruch die klassische Thermodynamik eines relativistischen Quantensystems unter-
suchen.
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Stattdessen geht man in der statistischen Thermodynamik von den relevanten mikroskopischen

Freiheitsgraden aus, um das makroskopische Verhalten des Systems anhand statistischer Methoden
herzuleiten.
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Die phédnomenologische Thermodynamik beruht auf nur ein paar grundlegenden Prinzipien, und
ist in diesem Sinne sehr allgemein. Um Vorhersagen fiir bestimmte Stoffe machen zu kénnen, miis-
sen dann einige material-abhéngige Eigenschaften (thermodynamische Koeffizienten, Zustandsglei-
chung. .. ) prézisiert werden. Diese konnen aber nicht im Rahmen der klassischen Thermodynamik
selber berechnet werden, sondern miissen aus anderswo — insbesondere aus empirischen Messungen,
daher die Bezeichnung ,phénomenologisch — gewonnen werden. Dagegen lassen sich diese makro-
skopischen Eigenschaften im Rahmen der statistischen Thermodynamik prinzipiell berechnen, wenn
ein Modell fiir die mikroskopischen Freiheitsgrade und ihre Wechselwirkungen vorhanden ist.

Thermodynamische Systeme

|.2.1 Definitionen

Definition: Als System wird ein Teil des Universums bezeichnet, das — mdglicherweise fiktiv —
abgegrenzt ist vom Rest des Universums. Dieser Rest bildet dann die Umgebung des Systems, und
wird als ,auflen’ betrachtet.

Unter thermodynamischem System versteht man dann ein System, das aus vielen Freiheitsgraden
besteht, und dessen makroskopischen Eigenschaften von der Temperatur abhédngen, wenn es im
thermodynamischen Gleichgewicht (s. § ist.

Bemerkung: Selbstversténdlich soll die Umgebung in der Praxis nur aus dem Teil des Universums
bestehen, der mit dem System interagieren kann.

Je nach der Art der moglichen Wechselwirkungen zwischen dem System und seiner Umgebung
definiert man:

e [solierte (auch: abgeschlossene) Systeme tauschen weder Energie noch Materie mit ihrer Um-
gebung aus.

e Ein geschlossenes System kann Energie in Form von mechanischer Arbeit, Wéarme oder elek-
tromagnetischer Strahlung mit seiner Umgebung austauschen. Dagegen findet kein Austausch
von Materie statt, und dementsprechend auch nicht der zugehorige Energieaustausch.

e Bei offenen Systemen konnen sowohl Energie als Materie die Grenzen des Systems passieren.

In diesen Definitionen bezeichnet ,Materie“ alles, was Masse (im klassischen Sinne) hat. Somit
bleibt in der nicht-relativistischen Thermodynamik die Masse von geschlossenen Systemen konstant.
Hiernach wird anstatt von Materie oft von ,/Teilchen“ gesprochen, wobei der Begriff allgemein fiir
Molekiile, Atome, Elementarteilchen, ... benutzt wird. Dann ist die Anzahl dieser Teilchen auch
eine Erhaltungsgrofse in geschlossenen Systemen.

Systeme, die elektrische Arbeit mit ihrer Umgebung austauschen kénnen, werden manchmal als
geschlossen betrachtet, obwohl ein Austausch von elektrischen Ladungstriagern stattfindet, so
dass sie streng genommen offen sind.

Bei isolierten Systemen sind die Energie und die Teilchenzahl erhalten.

Bemerkung: Die elementaren Bausteine, die die relevanten Freiheitsgrade eines thermodynamischen
Systems bilden, kénnen auch ,nicht-materieller Natur” sein. Somit ldsst sich die Thermodynamik
von Photonen oder Phononen — die aus der Quantisierung des elektromagnetischen Feldes bzw. von
den Schwingungsmoden eines Festkorpers resultieren — oder dhnlichen ,elementaren Anregungen‘
(eines quantisierten Feldes) untersuchen. In diesem Falle ist der Unterschied zwischen dem Austausch
von Energie oder ,, Teilchen” nicht klar definiert, so dass man (oft implizit) das System entweder als
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isoliert oder offen modelliert, d.h. die Energie und die Teilchenzahl des Systems sind entweder beide
konstant oder beide nicht erhalten.

1.2.2 Zustand eines thermodynamischen Systems

Um die Eigenschaften eines makroskopischen Systems zu charakterisieren, benutzt man Gro-
fen, die Aussagen iiber das System als ganzes erlauben, nicht {iber die unterliegenden mikroskopi-
schen Freiheitsgrade. Solche (prinzipiell messbaren) physikalischen Grofen werden thermodynami-
sche (oder makroskopische) Zustandsvariablen oder ZustandsgrofSen.

Beispiele solcher Zustandsgrofen sind allgemein die Temperatur 7', die Teilchenzahl N (bzw.
{N,}, falls es mehrere Arten von ,Teilchen“ gibt), die innere Energie U, die Entropie S, das chemische
Potential p (bzw. {14} wenn es mehrere Teilchenarten gibt)... Bei Fluiden — Fliissigkeiten und
Gasen — gibt es noch den Druck P, das Volumen ¥... Bei deformierbaren Festkorpern wird die
Deformation (relativ zu einem Referenzzustand) mithilfe eines Verzerrungstensors zweiter Stufe
charakterisiert. Magnetische bzw. dielektrische Materiale werden noch durch die Magnetisierung M
bzw. die elektrische Polarisation P und das duRere Magnetfeld (die magnetische Induktion) B bzw.
das #ukere elektrische Feld E berticksichtigt.

Ein makroskopischer Zustand, kurz Makrozustand, wird dann durch die Angabe eines Satzes
von Werten fiir die (relevanten) Zustandsgrofen definiert.

Bemerkung: Man unterscheidet manchmal zwischen dufieren (Zustands)variablen — die dann oft als
Parameter bezeichnet werden — und inneren Variablen. Dabei sind die &ufieren Parameter solche,
die dem System von aufen vorgegeben sind (z.B. die Temperatur, wenn das System im thermischen
Kontakt mit einem Warmebad ist); die restlichen Zustandsgrofen sind dann die inneren Variablen.
Offensichtlich héngt dieser Unterschied vom Problem unter Betrachtung ab.

Die Werte einiger Zustandsgrofen sind proportional zur Grofe des Systems: Teilchenzahl und
Volumen — N und ¥ sind eigentlich die natiirlichen Mafe fiir die Systemgrofe —, sowie in manchen
Féllen (s. aber die zweite Bemerkung unten) innere Energie, Magnetisierung (in einem homogenen
Magnetfeld). .. Solche Zustandsgrofsen heifsen extensiv.

Wiederum gibt es Zustandsgrofen, deren Wert nicht von der Materiemenge abhangt: Tempera-
tur, Druck, duferes Magnetfeld. .. Die werden intensiv genannt.

Bemerkungen:

x Neben den extensiven und intensiven Variablen gibt es auch Grofsen, die weder proportional noch
unabhéngig zur Systemgrofie — bzw. zum Teilchenzahl N — sind. Beispielsweise wird der Wert der
Oberfliche des Systems (oft) wie N2/3 skalieren.

« Ob die innere Energie (und andere Zustandsgrofen) extensiv ist, héngt eigentlich von den un-

terliegenden Wechselwirkungen zwischen den mikroskopischen Freiheitsgraden ab. Bei schwacher
Kopplung ist die Wechselwirkungsenergie zwischen ,, Teilchen vernachlassigbar klein gegeniiber die
restliche Energie (z.B. kinetische Energie). Dann wird die innere Energie U eine extensive Grofse
sein. Diese Annahme der schwachen Kopplung wird (oft stillschweigend) in dieser Vorlesung immer
gemacht.

Die Annahme ist aber nicht immer giiltig in realen Systemen. Insbesondere ist sie verletzt in einem
System mit langreichweitigen und nicht abgeschirmten Wechselwirkungen, wie z.B. im Fall von
astronomischen Korpern, die iiber Gravitationskrafte interagieren. In Systemen mit signifikanten
Oberflacheneffekten — wie z.B. in der Physik von diinnen Filmen—wird die innere Energie auch
nicht proportional zum Volumen sein.

Ein schwach gekoppeltes thermodynamisches System mit Volumen 4 kann (zumindest gedank-
lich) in viel kleinere, identische (Teil)Systeme mit Volumina ¥} unterteilt werden, die sich noch als
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thermodynamische System betrachten lassen. Das Gesamtsystem wird homogen genannt, wenn sei-
ne Eigenschaften ,jiberall gleich® sind: einerseits skalieren die extensiven Variablen X; fiir die kleinen
Systeme wie die Volumina, d.h. X; = (%,;/%)X mit dem Wert X der Zustandsgrofe im Gesamtsy-
stem. Andererseits nehmen die intensiven Variablen in den kleinen Systemen die gleichen Werte an;
z.B. haben alle Teilsysteme die gleiche Temperatur T; = T wie das grofe System. Sonst handelt es
sich um ein inhomogenes System.

In einem inhomogenen thermodynamischen System kénnen also die intensiven Zustandsvaria-
blen ortsabhingig sein. Dementsprechend sollten sie durch Felder beschrieben werden, wie z.B.
T(7) — wobei man gerne die Ortsvariable 7 als kontinuierlich betrachtet. Dann ist der thermo-
dynamische Zustand des Systems durch die Angabe dieser Felder (und der lokalen Dichten der
extensiven Variablen) charakterisiert.

1.2.3 Thermodynamisches Gleichgewicht

Wenn ein thermodynamisches System inhomogen ist, liegen definitionsgeméfs Gradienten einiger
seiner Eigenschaften zwischen unterschiedlichen Bereichen vor. Dann zeigt Erfahrung, dass Strome
im System entstehen — wenn sie nicht durch Hemmungen verhindert sind —, die zur Ausgleichung
der Unterschiede neigen. Zum Beispiel wird ein Temperaturgradient zu einem Warmestrom fiithren,
der Wéarme aus den wérmeren nach den kiihleren Bereichen transportiert.

Ein besonders wichtiger Makrozustand ist der sog. thermodynamische Gleichgewichtszustand,
in dem alle makroskopischen Transportstrome des Systems verschwinden. Dies gilt sowohl fiir die
gerade diskutierten inneren Stréme — so dass ein System im thermodynamischen Gleichgewicht
generell (s. aber die dritte Bemerkung unten) homogen ist —, als fiir Transport durch die Grenzen
des Systems.

Aus der Abwesenheit von Stromen folgt, dass ein System im thermodynamischen Gleichgewicht
makroskopisch stationér ist, d.h. seine makroskopischen Eigenschaften sind zeitunabhéngig.

Bemerkungen:
x Die Zeitunabhéngigkeit gilt aber nicht auf der mikroskopischen Ebene: dort kénnen sich z.B. die
Freiheitsgrade immer noch bewegen.

* Fin System in einem makroskopisch stationéren Zustand ist nicht unbedingt im thermodynami-
schen Gleichgewicht. Z.B. kann das nicht der Fall sein, wenn stationdre Strome vorhanden sind.

* Fin wichtiger Fall, in dem ein System im thermodynamischen Gleichgewicht nicht homogen ist
(ohne zur Entstehung makroskopischer Transportstrome zu fiithren), ist wenn es aus zwei oder mehr
koexistenten Phasen besteht, wobei jede Phase selber homogen ist. Ein erstes Beispiel einer solchen
Phasenkoexistenz tritt bei Phaseniibergéngen erster Ordnun@ in einem einkomponentigen System
auf, z.B. die rdumliche Koexistenz von fliissigem Wasser und Eis (oder Wasserdampf) bei 0 °C (bzw.
100 °C) unter einem Druck von 1 atm. Ein anderes Beispiel ist die Koexistenz der Phasen zweier
Substanzen, z.B. von zwei unmischbaren Fliissigkeiten wie Wasser und Ol.

Aus der Definition folgt auch, dass, wenn ein System im thermodynamischen Gleichgewicht in be-
liebige Teilsysteme aufgeteilt wird, dann sind diese ebenfalls im thermodynamischen Gleichgewicht.
Sie befinden sich auch im thermischen, mechanischen, und chemischen Gleichgewicht miteinander

(s. Abschn. |I.3| unten).

Schliefslich sei noch eine wichtige Erfahrungstatsache erwéhnt: Allgemein strebt nach geniigend
langer Zeit ein isoliertes makroskopisches System ins thermodynamische Gleichgewicht.

Dabei hingt die Zeitskala von den im System vorhandenen Wechselwirkungen ab (und kénn-
te daher unendlich lang sein, falls es keine Wechselwirkungen gibt), d.h. von der Physik auf der
mikroskopischen Skala. Die Aussage macht demgemé&f nur Sinne, wenn das System lang genug als

(Umehr dazu im Kap. 77
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solches existiert: insbesondere diirfen sich die Grenzen des Systems (z.B. die Wande eines Geféfses)
wahrend dieser Zeit nicht &ndern.

Aus der Erfahrungstatsache folgt, dass sich der thermodynamische Gleichgewichtszustand ei-
nes Systems nur mit wenigen Zustandsvariablen charakterisieren ldsst, und zwar mit denen, die
am Anfang” festgelegt wurden und erhalten bleiben: Energie, Volumen, Teilchenzahl... Dement-
sprechend existieren mathematische Beziehungen zwischen Zustandsgréften im thermodynamischen
Gleichgewicht, d.h. die in §[[.2.2] aufgelisteten Zustandsvariablen sind nicht unabhéngig voneinan-
der. Somit reichen drei Variablen (z.B. T, N und /) aus, um das thermodynamische Gleichgewicht
eines einkomponentigen nicht-magnetisierten und nicht-polarisierten Gases zu beschreiben.

Bemerkung: In der Literatur findet man die Bezeichnung ,Zustandsfunktion® fiir eine Zustandsgrofe,
die Funktion von anderen Zustandsvariablen ist. Wie bei dufseren Parametern und inneren Variablen
héngt der Unterschied von der Situation unter Betrachtung.

Im Rest der Vorlesung werden uns ausschliefslich mit der (klassischen) Thermodynamik von
Systemen im thermodynamischen Gleichgewicht beschéftigen. Diese wird manchmal kurz Thermo-
statik genannt, weil die Zeit wegen der Stationaritdt des Gleichgewichts keine Rolle spielt, so dass
es keine Dynamik gibt.

Wechselwirkung thermodynamischer Systeme

Wenn ein nicht-isoliertes thermodynamisches System in Kontakt mit einem anderen — oder mit
seiner Umgebung, die als nicht weiter spezifizierte ,Quelle* (oder Senke) dient — ist, wird es Energie
in verschiedenen Formen austauschen kénnen. Somit wird sich der Zustand des Systems dndern: ein
thermodynamischer Prozess findet statt.

1.3.1 Definitionen, Notationen, Konvention

Wenn die Zustandsénderung von einem thermodynamischen Zustand, charakterisiert durch Va-
riablen (T, N, ¥...), zu einem infinitesimal benachbarten Zustand (T'+ dT, N +dN, ¥ 4+ d¥?...)
fithrt, wobei die Variationen d7°, dN, d¥... sehr klein sind, spricht man von einer infinitesima-
len Zustandsanderung (oder -transformation). Wenn Anfangs- und Endzustand des Prozesses nicht
infinitesimal benachbart sind, handelt es sich um eine endliche Transformation.

Bemerkungen:
x Die Anfangs- und Endzustdnde brauchen nicht, thermodynamische Gleichgewichtszustdnde zu
sein. Das werden wir aber implizit immer fiir den Anfangszustand annehmen.

x Physikalisch gesehen sollte N immer ganzzahlig sein, so dass die Forderung eines infinitesimal
kleinen dN — oder die Ableitung nach N un GI. unten — iiberraschen darf. Dass N in der
klassischen Thermodynamik als kontinuierliche Variable behandelt wird, ist durch den Erfolg des
Ansatzes gerechtfertigt.

Die infinitesimal kleinen Anderungen der Zustandsvariablen wurden dT', d¥9, dN mit der diffe-
rentiellen Notation ,d“ geschrieben, weil die Zustandsvariablen... Variablen (im mathematischen
Sinne) sind. Betrachtet man jetzt eine Zustandsgrofe f, die als Funktion der charakteristischen
Variablen (T, N, V.. .) ausgedriickt Wird z.B. die innere Energie U(T, N, V) eines Gases —, so
wird sie sich im Allgemeinen auch im Prozess éndern. Dann ist seine infinitesimale Anderung durch
das totale Diﬁerentia df der Funktion gegeben, im Beispiel

oU oU oU
= — T — N — ) 1.1
v (aT)q/,Nd *(mv)wd +(W>T,NW 1)

also, eine ,Zustandsfunktion®.
3)g. Anhang fiir eine kurze Wiederholung.
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N

Abbildung I.1 — Mdogliche Wege im Zustandsraum fiir endliche thermodynamische Prozesse
zwischen den Zusténden A und B.

Bei einem endlichen Prozess, der von einem Anfangszustand A zu einem Endzustand B fiihrt, sind
die Variationen der Zustandsvariablen einfach AT = Tg — T4, AN = Ng — Na, AV = Vg — V4.
Dabei gilt selbstverstandlich

T Np {VB
AT :/ AT, AN=/[ dN ., Av=] dv. (1.2)
Ta Ny rVA

Die Anderung einer Zustandsgroke f im Prozess ist ebenfalls durch die Differenz ihrer Werte im End-
und im Anfangszustand gegeben Af=f(Tp,Np,Vg...)— f(Ta,Na,V4...). Zum Beispiel in

einem Gas B

AU =U(Tp,Np,Vp) —U(Ta,Na,Vs) :/ dU. (1.3)
A

Es gibt aber einen signifikanten Unterschied zwischen dem Integral im rechten Glied dieser Gleichung
und denen in GI. . Bei den Letzteren handelt es sich um ,einfache” eindimensionale Integrale von
(trivialen) Funktionen einer einzigen Variablen. Dagegen ist das Integral in GI. ein Wegintegral,
entlang eines Wegs im Zustandsraum, der durch die unabhéngigen relevanten Zustandsvariablen
(T, N, V) aufgespannt ist: zur Illustration werden in Abb. [I.1|drei mogliche Wege im Zustandsraum
dargestellt. Wichtig in GI. ist, dass der Wert des Wegintegrals nicht vom Weg abhéngt, sondern
nur von seinen Endpunkten, weil dU ein totales Differential ist. Im Gegensatz dazu werden wir
hiernach Gréften sehen, deren Wert in einem thermodynamischen Prozess von dem gefolgten Weg,
also von den Details des Vorgangs, abhangt.

Definition: Ein thermodynamischer Prozess wird quasistatisch genannt, wenn sich das System zu
jedem Zeitpunkt im thermodynamischen Gleichgewicht befindet.

Somit fiihrt jede infinitesimale Zustandsdnderung im Prozess von einem Gleichgewichtszustand
in einen anderen Gleichgewichtszustand (mit leicht verdnderten Zustandsvariablen). Dabei muss
jede infinitesimale Anderung langsam genug sein, damit die Wechselwirkungen zwischen den mikro-
skopischen Freiheitsgraden Zeit haben, das eigentlich leicht aus dem Gleichgewicht gebrachte System
in den neuen Gleichgewichtszustand zu bringen. In der Praxis wird eine Transformation als quasi-
statisch betrachtet, wenn deren typische Zeitskala viel grofser als die Skala der Einstellung des
Gleichgewichts ist.

' Dabei wird angenommen, dass die benutzten Variablen ausreichen, um die Zustdnde komplett zu bestimmen —
was insbesondere gilt, wenn beide Gleichgewichtszusténde sind.
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Bemerkung: In der Definition wird manchmal eine Sequenz von Zustdnden benutzt, die unend-
lich nah an einem entsprechenden Gleichgewichtszustand sind, anstatt einer genauen Abfolge von
Gleichgewichtszusténden. Praktisch macht dies keinen Unterschied.

Definition: Ein thermodynamischer Prozess heiflt reversibel, wenn er (prinzipiell) in der umgekehrten
Richtung ablaufen kann. Sonst ist der Prozess irreversibel.

Dabei wird manchmal nur das System in der Definition betrachtet — der Prozess ist reversibel,
wenn jede Anderung des Systems ,riickwirts* ablaufen kann —, manchmal wird das Gesamtsystem
aus dem System mitsamt seiner Umgebung gemeint.

Fin reversibler Prozess ist notwendigerweise quasi-statisch.

Definition: Ein Kreisprozess ist ein thermodynamischer Prozess, dessen Endzustand identisch mit
dem Anfangszustand ist.

Dementsprechend wird ein Kreisprozess im Zustandsraum der relevanten Variablen durch eine
geschlossene Schleife dargestellt.

ProzessgroBen

Da (interessante) thermodynamische Prozesse nur bei nicht-isolierten Systemen stattfinden, wird
Energie mit der Umgebung ausgetauscht, und zwar in unterschiedlichen Formen. Dabei wird die
Menge an ausgetauschter Energie durch Prozessgrofien charakterisiert, namlich Wéarme und Arbeit.
In einem endlichen bzw. infinitesimalen Prozess werden sie jeweils mit Q und W bzw. d@Q und dW
bezeichnet. Dabei sind §Q und dW keine totale Differentiale, sondern inexakte Differentiale: sie
entsprechen nicht der infinitesimalen Anderung von Zustandsgrofen, sondern stellen infinitesimal
kleine Mengen an Wérme oder Arbeit dar. Aus dem gleichen Grund werden die in endlichen Pro-
zessen ausgetauschten Wérme und Arbeit nicht mit einem A bezeichnet, wie bei der (endlichen)
Anderung von Zustandsgréfien gemacht wird.

Bemerkung: Manchmal werden inexakte Differentiale mit d bezeichnet: somit findet man in der
Literatur die Notationen d@Q, dW fiir die infinitesimalen Warme und Arbeit.

Ein anderer Unterschied zwischen Prozessgrofien und der Variation von Zustandsgrofien ist, dass
die Wérme und die Arbeit von dem genauen Prozess zwischen gegebenen Anfangs- und Endzustén-
den abhéngt, nicht nur von den Endpunkten des Vorgangs.

Die einem System von der Umgebung abgegebene Wérme oder geleistete Arbeit wird durch
das System aufgenommen: ein Energieverlust aus dem Gesichtspunkt der Umgebung wird zu einem
Energiegewinn aus dem Gesichtspunkt des Systems. Daher ist eine Konvention erforderlich, um
Unklarheiten zu vermeiden. In der Thermodynamik wird vereinbart, dass die ausgetauschte Energie
aus dem Gesichtspunkt des Systems gezdhlt wird:

Eine dem System zugefiihrte Wirme @Q oder am System geleistete Arbeit W
wird positiv gezdhlt: Q > 0, W > 0.
Eine vom System abgegebene Wirme oder geleistete Arbeit wird negativ gezdhlt:

Q<0,W<o.

(1.4)

1.3.2 Thermische Wechselwirkungen; Nullter Hauptsatz, Temperatur

Betrachten wir zuerst zwei isolierte Systeme (Abb. links) jeweils im thermodynamischen
Gleichgewicht. Wenn sie in thermischen Kontakt miteinander gebracht werden, wird manchmal
Wirme ausgetauscht — entsprechend einer Anderung der thermodynamischen Zustéinde der Sy-
steme —, manchmal nicht. Im ersteren Fall wird der Energieaustausch nach einer Zeit authéren
(Abb. rechts). Dann sagt man, dass die zwei Systeme im thermischen Gleichgewicht miteinan-
der sind. Wenn kein Austausch stattgefunden hat, obwohl er moglich war, waren die Systeme vom
Anfang an im thermischen Gleichgewicht.
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T > T T{ = T2/

Abbildung 1.2 — Temperaturausgleich zwischen zwei Systemen im thermischen Kontakt.

Der nullte Hauptsatz der Thermodynamik besagt dann, dass die Bezichung ,das System 3 ist
im thermischen Gleichgewicht mit dem System Yp“ eine Aquivalenzrelation ist:

Wenn sich zwei Systeme X1 und Yo mit einem dritten System X3 im thermischen

Gleichgewicht befinden, so sind so auch miteinander im thermischen Gleichgewicht. (L.5)

Um diese Relation mathematisch zu charakterisieren, wird eine makroskopische Grofle einge-
flihrt, und zwar die Temperatur T, die denselben Wert fiir zwei Systeme im thermischen Gleichge-
wicht annimmt. Somit definiert der nullte Hauptsatz relative Temperaturen, da der absolute Wert

von T keine Rolle spielt

Definition: Eine Zustandsénderung ohne Warmeaustausch, Q = 0 (bzw. 0Q = 0, falls es sich um
eine infinitesimale Transformation handelt), wird adiabatisch genannt.

1.3.3 Mechanische Wechselwirkungen

Wenn zwei Systeme im thermodynamischen Gleichgewicht, wie z.B. Gase, durch eine bewegliche
Grenze getrennt sind, wird sich die letztere so einstellen, dass sich die auf beiden Seiten ausgeiibten
Krifte ausgleichen. Danach herrscht mechanisches Gleichgewicht zwischen den Systemen, die sich
nach einiger Zeit auch wieder in einem thermodynamischen Gleichgewichtszustand befinden werden.

Wenn diese ausgeglichene Kréfte nur Druckkréfte sind, und wenn die bewegliche Wand auf
beiden Seiten die gleiche Oberfliche $ hat, dann ist der Druck P gleich in beiden System, wie in
Abb. rechts illustriert wird, da der Betrag der Druckkraft gleich dem Produkt aus Druck und
Flache ist.

P> P P - P

=>

Abbildung 1.3 — Druckausgleich zwischen zwei Systemen im mechanischen Kontakt.

Da sich die Wand zwischen den Systemen bewegt, verrichten die Druckkrifte mechanische Ar-
beit. Betrachten wir von nun an ein der beiden Systeme — das andere ist die nicht weiter spezifizierte
Umgebung mit Druck Peyt. — und nehmen wir an, dass sein Volumen in der Transformation ab-
nimmt: d% < 0 im Fall einer infinitesimale Anderung. Um diese Kontraktion zu verursachen, muss
die durch die Umgebung geiibten Druckkrifte eine (infinitesimale) Arbeit am System leisten: laut
der Konvention gilt W > 0. Genauer findet man, dass die am System geleistete Arbeit durch

6Wmech. = —Poxt. dv (16)

gegeben ist. Wenn das System wéahrend der Transformation im mechanischen Gleichgewicht mit
seiner Umgebung ist — was insbesondere der Fall bei einem quasi-statischen Prozess istl@l —, dann

(®)Dementsprechend kénnte die so definierte Temperatur mit © statt T bezeichnet werden.
() Aber nicht immer! Eine Ausnahme wird in §[[I.1.2 b| diskutiert.
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Abbildung 1.4 — Zur Illustration der Arbeit der Druckkréfte.

ist der Druck P des Systems identisch mit dem &ufteren Druck, so dass

Wineen, = —Pd V. (1.7a)

Fiir eine endliche Transformation von einem Anfangszustand A in den Endzustand B gilt dann

B

Whiech. = / PdY. (I.7b)
A

Sei hier noch einmal betont, dass diese (mechanische) Arbeit von der genaueren Zustandsinderung

abhéngt, weil sich der Druck wihrend der Transformation im Allgemeinen &ndern wird.

Herleitung der Gl. (I.7a)): Man betrachte ein Gas in einem Geféfs, dessen Volumen 4 anhand eines
verschiebbaren Kolbens veréinderbar ist (s. Abb.[[.4). Es wird angenommen, dass die Wéinde von
Geféaft und Kolben wirmedicht und die Bewegung des Kolbens reibungsfrei sind. Dazu sollen die
durch das Gas geiibten Druckkriifte zu jedem Zeitpunkt im (mechanischen) Gleichgewicht mit
der von aufen geiibten Kraft sein — um direkt zur GI. zu gelangen.

Das Gas befindet sich urspriinglich im thermodynamischen Gleichgewicht, mit dem homogenen
Druck 2. Die Resultierende der zugehorigen Druckkrifte auf dem Kolben (Querschnitt §) ist
gleich PS €, , wobei €, einen Einheitsvektor senkrecht auf der Oberflache des Kolbens und nach
aufsen gerichtet bezeichnet.

- -
Wenn sich der Kolben um d¢ bewegt, leisten die Druckkréfte eine Arbeit PS &€, - df. Dabei
erkennt man, dass S €, - d/ genau die Anderung d¥% des durch das Gas besetzte Volumen ist:

%
z.B. nimmt das Volumen zu, d% > 0, wenn d¢ nach aufien gerichtet ist. Somit ist die durch
die Druckkrifte verrichtete Arbeit P d%/. Unter Berticksichtigung der Konvention soll diese
Arbeit negativ gezéhlt werden, woraus Gl. ([[.7a)) folgt. |

Bemerkung: Die Form ([.7)) der Arbeit der Druckkréfte wird oft reversible Arbeit genannt, um an
die unterliegende (mechanische) Gleichgewichtsbedingung P = Py, zu erinnern.

2-7-Diagramm

Ein geschlossenes System bestehend aus einem einkomponentigen Fluiden im thermodynami-
schen Gleichgewicht ist vollstéandig durch zwei Zustandsvariablen charakterisiert. Insbesondere kann
man den Druck ? und das Volumen ¥ auswéhlen: dann entspricht ein thermodynamischer Gleich-
gewichtszustand einem einzigen Punkt im P-V-Diagramm, in welchem P iiber ¥ aufgetragen wird.

Wiederum ist ein quasi-statischer Prozess, der das System von einem Gleichgewichtszustand
A = (P4, V4) in einen Gleichgewichtszustand B = (Pp, Vp) bringt, durch eine kontinuierliche
Kurve P(%) im Diagramm dargestellt. Dann lasst sich die dem System geleistete Arbeit sofort im
Diagramm lesen. Nimmt man zuerst an, dass jedem im Prozess realisierten Wert von % nur ein
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Abbildung 1.5 — Darstellung des Integrals / PdY im P-V-Diagramm.
A

einziger Wert von P entspricht — d.h. P(?’) ist eine eindeutige Funktion. Dann gibt bekannterweise
die Flache unter der Kurve P (7)) das Integral

VB
L/ PV
Va

(s. Abb.[L5), d.h. genau das Negative der Arbeit der Druckkréfte. Wenn die Funktion P (%)
mehrdeutig ist, kann man die Kurve in kiirzere Strecken zerlegen, entlang derer die Funktion ein-
deutig ist. Dann liefern die Strecken, die wie in Abb. von links nach rechts durchlaufen sind,
negative Beitrége zur Arbeit des Drucks, wiahrend die von rechts nach links durchlaufenen Strecken
positiv gezéhlt werden. Somit sieht man, dass ein im Uhrzeigersinn durchlaufene Kreisprozess wie
z.B. in Abb. [L.f] einer insgesamt negativen Arbeit entspricht — also gibt in diesem Fall das System
Arbeit seiner Umgebung ab. Dagegen ist die Arbeit positiv — also, durch am System geleistet —
fiir einen gegen den Uhrzeigersinn durchlaufenen Kreisprozess.

P
A

f?dv

> 1V

Abbildung 1.6 — Zur Arbeit der Druckkrifte in einem Kreisprozess A — B — C' — A. Hier
ist Wineen < 0: das System leistet Arbeit.



16 Grundbegriffe der Thermodynamik

1.3.4 Chemische Wechselwirkungen

Wenn das System unter Betrachtung offen ist, kann es Teilchen mit seiner Umgebung austau-
schen. Somit kann sich seine Teilchenzahl N dndern: sei AN die zugehérige Variation — die im Fall
einer infinitesimalen Anderung mit dN bezeichnet wird. Hier beriicksichtigen die Notationen AN
und dN die Tatsache, dass N eine Zustandsgrofe ist.

In Ubereinstimmung mit der Konvention sollen dN, AN positiv (bzw. negativ) gezihlt
werden, wenn die Teilchenzahl des Systems zunimmt (bzw. abnimmt).

Betrachte zwei urspriinglich isolierte Systeme jeweils im thermodynamischen Gleichgewicht.
Sie werden derart in Kontakt gebracht werden, dass sie getrennt sind durch eine nicht-bewegliche
Wand — um den Austausch von Energie in der Form von mechanischer Arbeit zu verhindern —, die
aber permeabel ist, d.h. den Durchgang von Teilchen erlaubt. Dann werden die zwei Systeme mog-
licherweise zuerst Teilchen austauschen, bis sich ein chemisches Gleichgewicht einstellt, in welchem
kein (makroskopischer) Austausch mehr stattfindet. Im neuen chemischen Gleichgewicht findet man,
dass eine bestimmte Zustandsgrofe den gleiche Wert in den beiden Systemen annimmt, und zwar
das chemische Potential, bezeichnet mit pu.

%1 M2 M/1 = 125

Abbildung 1.7 — Chemischer Ausgleich zwischen zwei Systemen, die durch eine permeable
Wand getrennt sind.

Bemerkung: Falls es mehrere Teilchenarten gibt, wird jeder ein chemisches Potential p, zugeordnet.

In einer infinitesimal Zustandsdnderung, in der sich die Teilchenzahl eines Systems um dN
andert, wird dem System eine ,chemische Arbeit*

[ Werem. = nanv | (18)

zugefiihrt. Dies verallgemeinert sich auf

5Wchem. = Z Ha dNa, (19)

falls es mehrere Teilchenarten gibt, deren Zahlen sich andern.

Auf Gl [bzw. ] erkennt man, dass das chemische Potential die bendtigte Energie dar-
stellt, um dem System ein zusétzliches Teilchen (bzw. vom Typ a) zuzufiihren.

1.3.5 Elektrische und magnetische Wechselwirkungen

Wenn ein homogenes magnetisierbares bzw. polarisierbares thermodynamisches System einem
homogenen Magnet- bzw. elektrischen Feld B bzw. E ausgesetzt ist, wird sich sein magnetisches
Dipolmoment M bzw. elektrisches Dipolmoment P um dM bzw. dP &ndern. Im Prozess wird dem
System eine magnetische Energie

Winag. = B - dM (1.10)

bzw. eine elektrische Energie

[5Wel, =E- dﬁ] (1.11)

zugefiihrt.
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Bemerkung: Die Ausdriicke und (I.11]) sehen offensichtlich &hnlich denen der mechanischen
Arbeit oder der chemischen Arbeit aus. Es gibt aber einen wichtigen Unterschied. Wenn
ein magnetisiertes oder ein polarisiertes System ,in Kontakt* mit einem magnetischen bzw. elektri-
schen Feld gebracht wird, wird dem Feld kein magnetisches bzw. elektrisches Dipolmoment durch
das System abgegeben — im Gegensatz zum Austausch von Volumen oder Teilchen(zahl) bei me-
chanischem oder chemischem Kontakt. Grund dafiir ist, das Volumen und Teilchenzahl (in der
nicht-relativistischen Physik) Erhaltungsgrofe sind: was das System gewinnt (oder verliert) muss
durch die Umgebung verloren (oder gewonnen) sein. Magnetische und elektrische Momente sind aber
keine Erhaltungsgrofse, so dass sie hier nicht unbedingt ausgetauscht werden miissen — und eigent-
lich kénnen sie es nicht, weil ein elektromagnetisches Feld weder magnetisierbar noch polarisierbar
ist.

Literatur zum Kapitel |
e Fliekbach, Statistische Physik |3] Teil III, Kap. 15.
o Greiner, Neise & Stocker Thermodynamik und statistische Mechanik [4], Kap. 1.

e Nolting, Thermodynamik [8] Kap. 1.
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In diesem Kapitel wird die ,historische Formulierung der phéanomenologischen Thermodynamik,
basierend auf ein paar Hauptsitzen, dargelegt. Der ,Nullte Hauptsatz®, dessen Wichtigkeit fiir die
Einfithrung des Begriffs der Temperatur lange nicht anerkannt blieb, wurde schon in §[[.3:2] einge-
fiihrt. Hiernach werden die drei restliche Hauptséatze in Abschn. bis dargestellt und anhand
von Beispielen illustriert.

In diesem Kapitel werden manche Ergebnisse am Beispiel des Modells des klassischen idealen
Gases illustriert, das ausfiihrlicher in Abschn. [[V.1] dargestellt wird.

Erster Hauptsatz

Aus heutiger Sicht ist der sog. Erste Hauptsatz der Thermodynamik trivial und besagt ,nur”, dass
Energie in verschiedenen Formen — darunter Warme — vorkommt, und eine Erhaltungsgrofse
ist. Als er allméhlich aus experimentellen Ergebnissen kurz vor Mitte des 19. Jahrhunderts mehr-
fach durch Maye (1841), Joul (1844) und Helmholt (1847) entdeckt wurde, war Energie-
erhaltung aber noch keine wohl etablierte Tatsache. Bei der Formulierung des ersten Hauptsatzes
spielt eine Zustandsgrofke von thermodynamischen Systemen, die innere Energie, eine wichtige Rolle
(§. In § werden ein paar erste Anwendungsbeispiele des Hauptsatzes vorgestellt. Aus
dem Hauptsatz kann man mathematische Relationen zwischen einigen der Koeflizienten, die das
Verhalten von (einfachen) Fluiden im thermodynamischen Gleichgewicht charakterisieren (§ .
Schlieflich befasst sich §[[I.1.4] mit Systeménderungen ohne Warmeaustausch.

II.1.1 Innere Energie

Jedem thermodynamischen System — egal ob im Gleichgewicht oder nicht — kann man eine
Zustandsgrofe zuordnen, die innere Energie U. Fiir ein isoliertes makroskopisches System ist sie
einfach gleich der Gesamtenergie E relativ zum Bezugssystem, in welchem das System ruht — so

(®)R. MAYER, 1814-1878 (™ J. P. JouLE, 1818-1889 (“H. (von) HELMHOLTZ, 18211894
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dass es keine globale kinetische Translations- oder Rotationsenergie gibt. Dank der Annahme eines
isolierten Systems tragt auch keine potentielle Energie in einem &ufseren Potential zur Gesamtenergie
bei.

Der physikalische Inhalt des ersten Hauptsatzes der Thermodynamik ist zweifach: zum einen
handelt es sich um den allgemein geltenden Energiesatz; zum anderen wird Wéarme als eine Ener-
gieform erklért, die in diesem Energiesatz neben der iiblichen mechanischen Arbeit beriicksichtigt
werden soll. In einer modernen Formulierung lautet der Hauptsatz:

' 3

Die innere Energie U eines isolierten Systems ist konstant.

Wenn ein nicht-isoliertes System mit fester Teilchenzahl eine von aufSen am
System geleistete infinitesimale mechanische Arbeit SW sowie eine von auflen
zugefiihrte infinitesimale Warme 6Q) empfangt, so dandert sich der Zustand des
Systems in einen neuen Zustand. In dieser Anderung hingt die Summe (I1.1a)

oW +6Q =dU

nur von Anfangs- und Endzustand ab, wihrend 0W und 6Q separat vom Prozess
abhdngen.

Fiir endliche zugefiihrte Arbeit W und Wirme @, entsprechend einer Anderung des Zustands
des Systems vom Anfangszustand A bis zum Endzustand B, wird Gl. (II.1a]) zu

W+Q=Up — Uy, (IL.1b)
mit der inneren Energie U4 bzw. Up des Systems im Anfangs- bzw. Endzustand.

Mikroskopisch gesehen besteht die innere Energie eines Systems aus einerseits den kinetischen
Energien der ,Teilchen” relativ zum Schwerpunkt des Systems, und andererseits die (potentiellen)
Wechselwirkungsenergien zwischen den Teilchen.

I1.1.2 Erste Beispiele

In diesem und den zwei nichsten Abschnitten werden einkomponentige Fluide mit fester Teil-
chenzahl im thermodynamischen Gleichgewicht betrachtet, die sich vollstdndig durch zwei der drei
Variablen T', ¥V, P charakterisieren lassen.

Aufler im § wird angenommen, dass das Fluid in seinen Anderungen im mechanischen
Gleichgewicht mit seiner Umgebung bleibt, so dass die an ihm geleistete Arbeit durch das Integral
von W = —Pd¥ |Eq. ([.74)] gegeben ist.

Isochore Transformation
Eine Zustandsénderung bei konstantem Volumen wird ¢sochor genannt.
In diesem Fall leisten die Druckkréfte keine Arbeit, W = 0 so dass der erste Hauptsatz ([1.1Db))
zZu
Qy=Up — Uy, (11.2)
wobei das tiefgestellte ¥ geschrieben wurde, um an das konstante Volumen wihrend der Transfor-
mation zu erinnern.

Isobare Transformation
Eine Transformation bei konstantem Druck heifst isobar.
In dem Fall lasst sich die elementare Arbeit —P d¥/ sofort zwischen dem Anfangs- und dem
Endzustand integrieren: W = —P (V5 — V4). Dementsprechend lautet der erste Hauptsatz (I1.1b)

P(Va— V) +Qe=Up —Ua, (11.3)
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mit jetzt einem tiefgestellten P fiir den konstanten Druck. Dies lésst sich sofort in der Form
Qe=Up+PVp—Us—PVy (I1.4)

umschreiben.
Jetzt kann man die Tatsache verwenden, dass der konstante Druck P gleich sowohl dem Druck
P4 im Anfangszustand als jenem Pp im Endzustand ist. Unter Einfiihrung der Enthalpie

H=U+?Pv, (11.5)

die offensichtlich wie U, ? und ¥ eine Zustandsgrofe ist, nimmt Gl. (II.4)) die kiirzere Form
Qer=Hp—Hx (11.6)
an.

Bemerkung: Laut Gl. (IT.2) und (I1.6) hingt die in isochoren oder isobaren Anderungen ausge-
tauschte Wéarme nur von den Endpunkten der Transformation ab.

Die Trajektorie im P-7/-Diagramm ist aber wegen der Bedingung eines konstanten Volumens
bzw. Drucks nicht ganz beliebig.

Kreisprozesse
Im Fall eines Kreisprozesses fiihrt Gl. (I[I.1b)) mit A = B sofort zu

W+Q=0, (I1.7)
d.h. die dem System zugefiihrten Arbeit und Wéarme sind in Betrag gleich grofk.

Bemerkungen:

« Fir Gl (I1.7)) ist die Annahme, dass das System im mechanischen Gleichgewicht mit seiner Um-
gebung ist, irrelevant. Sie wird nur wichtig, wenn man versucht, die Arbeit W explizit zu berechnen

(wie z.B. in §[I1.2.2 b)).

x Aus AU = 0 bei Kreisprozessen folgt, dass es keine periodisch arbeitende Maschine (Motor,
Kiihlschrank. ..) geben kann, die nur Energie abgibt — kein ,Perpetuum mobile erster Art“: jede
Maschine soll so viele Energie (egal ob Arbeit oder Warme) der Umgebung entziehen, wie sie ihr
abgibt.

I1.1.2 b Joule—Gay-Lussac-Versuch
Im zuerst (1807) von Gay—Lussa und spéter sorgféltiger (und genauer) von Joul (1845)

durchgefiihrten Versuch kann sich ein Gas in ein vorher leeres Volumen ausdehnen, wie in Abb.
vereinfacht dargestellt wird.

T,V,P ~T.YV >V P <P

Abbildung II.1 — Darstellung der Ausdehnung eines Gases in ein leeres Volumen (Joule-Gay-
Lussac-Versuch).

Im Anfangszustand befindet sich das Gas im thermodynamischen Gleichgewicht bei der Tem-
peratur T in einem Behélter mit Volumen 7/, der von einem zweiten getrennt ist, in dem Vakuum

(DL,.-J. Gay-Lussac, 1778-1850 ()J. P. JouLE, 1818-1889
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herrscht. Die zwei Behilter (Gesamtvolumen %) sind isoliert von der Umgebung. Die Hemmung
zwischen den Behéltern wird entfernt — die dabei am System geleistete Arbeit soll vernachlassig-
bar klein sein —, so dass sich das Gas in das ganze Volumen ausdehnen kann. Schnell erreicht es
einen neuen Gleichgewichtszustand mit einer Temperatur 77, die (fast) die gleiche ist wie vor der
Ausdehnung: T ~ T.

Um die genaue physikalische Bedeutung dieses Ergebnisses nachzuvollziehen, soll man den ersten
Hauptsatz fiir die Zustandsdnderung des Gases beriicksichtigen. Zum einen ist die zugefiihrte Warme
per Annahme Null: eine solche Transformation mit ¢ = 0 heifst adiabatisch.

Zum anderen verschwindet ebenfalls die am Gas geleistete Arbeit, W = 0. Hier muss man
vorsichtig sein und auf die Form der infinitesimalen Arbeit: das Gas ist ndmlich nicht im
mechanischen Gleichgewicht mit dem Vakuum, das keine Kraft iibt, im urspriinglich leeren Behélter.
Dementsprechend muss man explizit den von aufsen geiibten Druck P.y;. benutzen, der hier aber
Null ist, woraus W = 0 folgt.

Insgesamt ergibt sich also W 4+ @ = 0, d.h. die innere Energie des Gases dndert sich nicht im
Prozess: AU = 0.

Schreibt man jetzt U als Funktion der Zustandsvariablen 7" und % — in der Transformation
bleibt die Teilchenzahl erhalten —, und demzufolge das totale Differential

oU oU
dU = <8T>MNdT + <3‘V>T,qu/’ (11.8)

so bedeutet AU = 0 bei (fast) konstanter Temperatur und fester Teilchenzahl, dass die innere
Energie nicht — eigentlich, sehr wenig — vom Volumen % abhéngt, d.h. U kann nur von 7" und N
abhéangen.

Im Modell des idealen Gases (s. Abschn. wird postuliert, dass sich U als Funktion von nur
T und N ausdriicken l&sst.

Bemerkung: Die Zustandsdnderung des Gases im Joule-Gay-Lussac-Versuch ist offensichtlich irre-
versibel!

I1.1.3 Thermodynamische Koeffizienten

Zur Berechnung der in Prozessen ausgetauschte Wéarme werden verschiedene Koeffizienten ein-
gefiihrt, die von der untersuchten Substanz abhéngen. Dabei kann man unterscheiden zwischen den
Wirmekapazititen, die die bei einer Temperaturdnderung (und in Abwesenheit von Phaseniiber-
gang) ausgetauschte Warme charakterisieren, und den Koeffizienten zur Beschreibung der Wérme,
die bei der Anderung einer anderen Zustandsvariable — insbesondere Volumen oder Druck — unter
konstanter Temperatur auftritt.

Wir nehmen wieder als Beispiel ein einfaches Fluid mit fester Teilchenzahl IV, das sich mit zwei
Variablen unter T', ¥, P vollstandig beschreiben ldsst. Sei dQ die infinitesimale Warme, die bei einer
quasi-statischen Anderung vom Gleichgewichtszustand (P, 4/, T) in den infinitesimal benachbarten
Zustand (P+dP, V+dV,T+dT) ausgetauscht wird. Abhédngig vom verwendeten Satz unabhéngiger
Variablen nimmt §(¢) unterschiedliche Formen an:

e Variablen T und V: 6Q = CqpdT + LY. d 9, (I1.9a)
e Variablen T und ?: 6Q = Cp dT + I} dP, (I1.9b)
e Variablen 2 und ¥: 6Q = A\, dP + A dv. (I1.9¢)

Wir werden annehmen, dass sich das Fluid wihrend der Anderung sténdig im mechanischen
Gleichgewicht mit seiner Umgebung befindet, so dass die an ihm geleistete Arbeit der (duferen)
Druckkréfte in der Form W = —2Pd¥ |Gl. ([.7a])| geschrieben werden kann.
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Bemerkung: Die in GI. auftretenden Koeffizienten héngen generell vom (Anfangs)Zustand
(P, Y, T,N) — wobei nur drei dieser Variablen unabhéngig von einander sind — des Systems ab.
Beispielsweise sollte man Cy(T, ¥, N) schreiben, um genauer zu sein. Dies wird im Folgenden der
Kiirze halber nicht gemacht.

I1.1.3 a Warmekapazitaten
In Gl. (I1.9a)) und (I1.9b)) sind Cyy und Cp die isochoren und isobaren Warmekapazititen. Sie ge-

ben die infinitesimale Wirme an, die bei Anderung der Temperatur um d7T" bei konstantem Volumen
oder Druck ausgetauscht wird.

Cy und Cp beschreiben ein System unabhéngig von seiner ,Grofe® (Teilchenzahl). Neben ihnen
fiihrt man auch die molaren Wirmekapazititen Cyq) o1, Cp mol und die spezifischen Warmekapazi-
tdten cq, cp ein. Die Ersteren bzw. die Letzteren beziehen sich auf ein System mit einem Mol bzw.
einem Kilogramm von Substanz. Wenn n und m die Molzahl (offiziell: Stoffmenge) und die Masse
des Systems bezeichnen, gilt

CrV/T = nC"I//T,mol = mch/T. (IIlO)
Bemerkung: Die Relationen sind weniger trivial, als sie aussehen. Sie setzen n&mlich im-
plizit die Extensivitat der Warmekapazitaten voraus, d.h., wie wir bald sehen werden, dass innere
Energie und Enthalpie extensive Zustandsgrofen sind. Da dies in stark gekoppelten Systemen nicht
unbedingt der Fall ist, verlieren die molaren und spezifischen Gréfen bei solchen Systemen an Sinn.

Setzt man den Ausdruck (II.9a) der infinitesimalen Wérme 0Q) in Variablen (7, /) in den ersten
Hauptsatz (II.1a)) ein, so ergibt sich

AU = CopdT + (LY — P)dv. (11.11)
Die Identifizierung dieses Ausdrucks mit dem des totalen Differentials (II.8]) der inneren Energie in
Variablen (T, V) fiithrt sofort zu
ou
cv=(5) - (1L12)
T Jyn

Diese Formel kann auch als definierende Gleichung fiir die isochore Wéarmekapazitit genommen
werden, insbesondere, wenn man aus einem Modell — moglicherweise fiir die unterliegende mikro-
skopische Physik — die innere Energie und deren Abhéngigkeit von der Temperatur berechnet hat.
Dann folgt die Form der ausgetauschten Wéarme daraus (und aus dem ersten Hauptsatz).
Die gleiche Anmerkung gilt auch fiir den Ausdruck der isobaren Wérmekapazitat und die
Ausdriicke der Koeffizienten L)T( im néchsten Paragraphen.

Wenn man die Variablen (7', ?) und dementsprechend den Ausdruck ([1.9b)) der infinitesimalen
Warme benutzt, ergibt der erste Hauptsatz

dU = CpdT + I dP — PdYV.

Dabei ist das in der Arbeit auftretende Differential d¥ etwa ungiinstig, so man stattdessen das
Differential der Enthalpie betrachtet. Aus dH = dU + Pd¥ + VdP folgt

dH = CpdT + (L% + V)dP (I1.13)
und nach Identifizierung mit den partiellen Ableitungen der Enthalpie erhélt man

OH

Co=|—= . I1.14

o= (57 ), D

Mit den isochoren und isobaren Warmekapazitéiten definiert man den adiabatischen Index

Co

= — I1.15

CrV’ ( )

der auch Adiabatenexponent genannt wird.

Im Kontrast zu den Wirmekapazititen geben die in Gl. (IL.9) eingefiihrten Koeffizienten L. die
bei der Anderung dX der Zustandsvariable X unter konstanter Temperatur aufgenommene latente
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Wiarme L% dX an. Bei den Koeffizienten )\i und )\% kann man nicht so einfach zwischen latenter
und ,sensibler* Warme unterscheiden — wobei die letztere die Warme bezeichnet, die bei einer
Temperaturdnderung ausgetauscht wird —, denn Variationen von Volumen oder Druck koénnen von
einer Variation der Temperatur begleitet werden.

Aus der Identifizierung der Terme in d%/ im Differential (I1.8) und in Gl. (II.11]) folgert man
= (%) | P, (11.16)
OV ).y

wobei P iiber die thermische Zustandsgleichung des Systems als Funktion der Temperatur und des
Volumens aufgefasst werden kann. Ahnlicher findet man

OH
f = <> — V. (I1.17)
0P )y

Fasst man schlieflich die innere Energie als Funktion der Variablen (P, %) auf und vergleicht
man sein Differential mit der Form, die aus Gl. (I1.9¢) und dem ersten Hauptsatz mit der Arbeit
OW = —Pd¥ folgt, so findet man

ouU U
PYAE () und X, = () + P (11.18)
YN0 Jy PNOY Jp

Die sechs in Gl. eingefiihrten Koeflizienten sind nicht unabhéngig von einander, weil Tem-
peratur, Volumen und Druck eines einfachen Systems mit fester Teilchenzahl miteinander iiber die
thermische Zustandsgleichung f(?,V,T) = 0 verkniipft sind. Dank der Letzteren kann man z.B.
die Temperatur als Funktion von % und P schreiben, mit dem Differential

or or
7= (ow),, 2 (52,

Dieses Differential kann dann in Gl. (I1.9a)) und (I1.9b|) eingesetzt werden: der Vergleich der resul-
tierenden Gleichungen mit Gl. (I1.9¢)) gibt dann

orT or
P _ vV _
sowie 01 01
vV _ P _
Ly = (C? Cq/) <6’V>T’N und L (Cq/ CP) (a )‘V’N. (1120)

Il.1.4 Adiabatengleichungen

Unter den speziellen Transformationen eines Systems gibt es noch die adiabatischen Zustandsén-
derung, bei denen definitionsgeméf keine Warme ausgetauscht wird. Wenn das System — das hier
ein einfaches Fluid sein wird — wihrend der Anderung im mechanischen Gleichgewicht mit seiner
Umgebung bleibt, so dass §W = —Pd¥ gilt, definiert die Bedingung 6@Q) = 0 neue Zusammenhéange
zwischen den Variablen (P, ¥, T), sogenannte Adiabatengleichungen.

Bemerkung: Die Bedingung des mechanischen Gleichgewichts ist wichtig! Zum Beispiel ist die Trans-
formation des Gases im Joule-Gay-Lussac-Versuch (§ adiabatisch, aber nicht quasi-statisch,
so dass das Gas wéhrend der Ausdehnung nicht im mechanischen Gleichgewicht mit seiner (leeren)
Umgebung ist. In dem Fall gelten die hiernach hergeleiteten Adiabatengleichungen nicht.

Mit 6@ = 0 und der angenommenen Form der Arbeit kommt

oU oU
W=-Pd¥=dU = | == T+ ==
§ dv =d (a )wvd + (8‘V>T’Nde,
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wobei die innere Energie als Funktion der Variablen T und ¥ betrachtet wird. Dies gibt sofort

oU oUu
(w)w‘” = [ﬂ’ * (w)m] v

d.h. unter Einfithrung der isochoren Warmekapazitat ([1.12))
oT B P+ (OU/O’V)T?N
8(’/ ad. - CrV '
Dabei wurde die tiefgestellte Bezeichnung ad. benutzt, um an die Bedingung eines adiabatischen
Prozesses zu erinnern.

(I1.21)

Alternativ kann man von der infinitesimalen Anderung der Enthalpie ausgehen, die hier mit
OW = —P d¥ und 6Q) = 0 die Form dH = 9 d? annimt, und mit dhnlichen Schritten auf das
Ergebnis

95 = o (11.22)

kommen. Diese Gleichungen ([1.21)) und (II.22)) — sowie die daraus folgende Relation zwischen

Druck und Volumen — werden Adiabatengleichungen genannt.

<8T> V—(0H/OP),
ad.

Bemerkung: Man muss auf den Unterschied zwischen diesen Adiabatengleichungen und Zustands-
gleichungen achten: die Ersteren sind charakteristisch fiir (adiabatische quasi-statische) Prozesse,
wahrend die Letzteren Eigenschaften der Substanzen selber sind.

Adiabatengleichungen fiir das einfache klassische ideale Gas
Die allgemeine Relation ([1.21]) vereinfacht sich stark im Fall des einfachen klassischen Gases

mit thermischer Zustandsgleichung P¥ = nRT und innerer Energie U = C')T, wobei n die Molzahl
ist — die hier konstant bleibt.
Dann verschwindet nédmlich die partielle Ableitung der inneren Energie im Zahler von GI. (I1.21)),

die zu o7 RT
n
- _ 11.2
<avld Cop? (I1.23)

wird. Aus der Enthalpie H = U + PV = (Cy+ nR)T folgt dann die isobare Warmekapazitét
[Gl. (I.12))] Cp = Cy + nR, so dass das Produkt nR durch die Differenz Cp — Cy) ersetzt werden

fan oT Cp—-CyT T
P e
0V J.a Cy YV vV
wobei der in Gl. (II.15) definierte Adiabatenexponent eingefiihrt wurde. Wenn + unabhingig von

der Temperatur ist — was im Modell des einfachen klassischen idealen Gases angenommen wird —,
lasst sich die letztere Relation sofort integrieren und fiihrt zur Adiabatengleichung

T97~! = konst. (11.24)

Jetzt kann man die thermische Zustandsgleichung benutzen, um das Volumen durch die Temperatur
und den Druck auszudriicken. Daraus folgt die Adiabatengleichung in Variablen (7', P):

TYP'~7 =konst. oder dquivalent TP~/ = konst. (11.25)

Dabei sind die zwei Konstanten unterschiedlich, und sie unterscheiden sich auch von der Konstante
in GL .
SchlieRlich fithrt das Einsetzen von PV « T in GL zur Adiabatengleichung in Variablen
(P, ), und zwar
P97 = konst., (I1.26)

deren Form die Bezeichnung ,, Adiabatenexponent* von ~ erklart.
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Bemerkungen:

x Die zweite Form der Adiabatengleichung in GI. (I1.25)) ist jene, die ,natiirlich“ kommt, wenn man
Gl (I1.22)) als Ausgangspunkt der Herleitung nimmt.

* Die Adiabatengleichung (II.24]) in Variablen (2, V) kann natiirlich giinstig im 2P-7-Diagramm
dargestellt werden. Wegen v > 1 ist die (negative) Steigung der Adiabaten P ~ 1/%” durch einen
gegebenen Punkt steiler als die Steigung der Isotherme ? o 1/9 durch den gleichen Punkt.

Zweiter Hauptsatz

Laut dem ersten Hauptsatz sollen Warme und Arbeit vollig dquivalent sein. Erfahrung zeigt aber,
dass es nicht der Fall ist: alle Transformationen, in denen nur mechanische Arbeit ausgetauscht
wird, sind immer reversibel. Dagegen kann Warmeaustausch zur Irreversibilitdt von Transformatio-
nen fiihren. Das heifst, dass Arbeit und Warme nicht ganz dquivalent sind. Dieser Unterschied wurde
mehrmals ,entdeckt und zu einem Grundprinzip erhoben, dem zweiten Hauptsatz der Thermody-
namik, der ihn mathematisch verdeutlicht. Hiernach wird zuerst eine mathematische Formulierung
des Hauptsatzes eingefiihrt (§[I1.2.1)). Dann werden die historischen Formulierungen, basierend auf
Kreisprozessen, diskutiert (§ @[) Schliefilich werden einige einfachen Folgerungen aus den ersten
und zweiten Hauptsitzen in § [[I.2.3] dargelegt.

I1.2.1 Thermodynamische Entropie und Reversibilitat

In einer Formulierung der Thermodynamik, in der die Begriffe von Zustands- und Prozessgrofsen
vom Anfang an eingefiihrt werden, besagt der zweite Hauptsatz zum einen die Existenz von zwei
,neuen” Zustandsgrofen, die im ersten (und im nullten) Hauptsatz keine Rolle spielen, die absolute
Temperatur und die thermodynamische Entropie. Zum anderen gibt der Hauptsatz den Zusammen-
hang zwischen der Anderung der Entropie und der ausgetauschten Wirme bei einer infinitesimalen
Zustandsanderung an, und macht damit den Unterschied zwischen reversiblen und irreversiblen Pro-
zessen deutlich:

Einem System im thermodynamischen Gleichgewicht kénnen zwei Zustandsgréfen zugeordnet
werden, die absolute (thermodynamische) Temperatur T und die thermodynamische Entropie S.
In einer infinitesimalen reversiblen Zustandsénderung, wobei das System eine Folge von Gleich-
gewichtszustidnden durchlauft, indem es Arbeit und Warme mit dem Aufsen austauscht, gilt

_%
- =,

mit der durch das System empfangenen Wéarme §Q).

ds (I1.27a)

Fiir jede andere Transformation zwischen denselben beiden Zustdnden ist

as > % (I1.27b)

und die Transformation ist irreversibel.

Fiir einen Kreisprozess C, bei dem das System Warmemengen @1, (J2... mit Wéirmebéider

mit absoluten Temperaturen TI(B)7 Q(B). .. austauscht, besagt dieser Hauptsatz, dass
0
> %g) = 7{ T(Cé) <0, (11.28)
o Ty c

(MDer Begriff des Warmebads wird in der Einleitung des §|[1.2.2| préazisiert.
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wobei der das Gleichheitszeichen nur bei reversiblen Kreisprozessen gilt. Dieses Ergebnis wird
manchmal Clausiu Ungleichung genannt.

Bemerkungen:
x Im Rahmen des zweiten Hauptsatzes wird die thermodynamische Entropie S nur bis auf eine
beliebige additive Konstante definiert. Diese wird durch den dritten Hauptsatz bestimmt.

x In Lehrbiichern wird die bei reversiblen Prozessen ausgetauschte Warme oft mit Qe bezeichnet.

x In GIL. ([1.28]) handelt es sich bei der Temperatur wirklich um die der sukzessiven Wérmebader,
mit den das System im thermischen Kontakt ist. Tatséchlich kann das System in der Transformation
Nichtgleichgewichtszustinde durchlaufen, deren Temperatur nicht definiert ist.

Anders ausgedriickt sagt der zweite Hauptsatz , dass unter allen moglichen Prozessen,
die von einem ersten Gleichgewichtszustand mit Temperatur 7" in einen infinitesimal benachbar-
ten Gleichgewichtszustand fiihren, der reversible Prozess ist jener, der die ausgetauschte Wéarme
maximal macht: fiir alle Transformationen gilt 6@ < T'dS, mit der Gleichung nur bei reversiblen
Prozessen. Demzufolge ist die in einer Transformation zwischen den beiden benachbarten Gleich-
gewichtszustéinden ausgetauschte Arbeit W = dU — 6Q [Gl. ([LIa))] minimal beim reversiblen
Prozess: W > dU — T dS.

Insbesondere fiihrt 6QQ = 0 zu dS > 0: bei adiabatischen Prozessen kann die Entropie nur
wachsen, oder konstant bleiben — dann heift die Transformation isentropisch —, falls die Zustands-
anderung reversibel ist. Dies gilt besonders fiir isolierte Systeme: ihre Entropie kann nur zunehmen
(oder konstant bleiben):

dS > 0 bei Anderungen in isolierten Systemen. (I1.29)

Thermodynamische Temperatur

Streng genommen sollte die Bezeichnung , Temperatur® fiir die in der Formulierung (I1.27)) ein-
gefithrte Grofse T begriindet werden.

Betrachte man zu diesem Zweck zwei Systeme 31 und s, die Energie nur in der Form von
Warme austauschen konnen, wobei ¥ das wérmere ist: ©1 > O9, wobei O eine iiber den nullten
Hauptsatz (und die Richtung des Warmeaustauschs) bestimmte Temperaturskala ist.

Um sicherzustellen, dass die Temperatur jedes Systems wihrend des Prozesses (fast) konstant
bleibt, soll der Austausch infinitesimal klein. Dank den Annahmen {iber die relativen Temperaturen
gelten bei einem Wéarmeaustausch

Q1 <0 , 0Q2>0 , 0Q1+Q2=0,
wobei wir auch angenommen haben, dass das Gesamtsystem aus 1 und X9 isoliert ist. Dank dieser
Annahme kann die Entropie des Gesamtsystems wiahrend des Prozesses nicht abnehmen: dS;42 > 0

[GL. (I1.29)]. Unter der zusétzlichen Annahme, dass die Gesamtentropie gleich die Summe aus den
Entropien von ¥; und o — d.h. dass die Entropie additiv ist —, gilt also

dS; +dSs >0 (I1.30)
wobei die Gleichheit genau dann vorkommt, wenn die Anderung reversibel ist.
Im Fall 6Q2 = —dQ1 > 0 darf man diese Ungleichung durch §Q» teilen:
asy  dsy
0Q2 — 0Q
Aufer bei sehr besonderen Systemen sind beide Terme dieser Ungleichung im Allgemeinen positiv,
so dass man auch
5Q1 _ 50

—= 11.31
45, = a5, (IT.31)

schreiben kann.

(DR. CrausIus, 18221888
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Ist der (in diesem Fall yirtuelle’) Warmeaustausch reversibel, so dass dS14+dS; = 0 in Gl. ,
wird Gl. (I1.31]) zu 6Q1/dS1 = 0Q2/dSs, d.h. die tiber 6QQ = T'dS |Gl. ] definierte Grofe T
nimmt den gleichen Wert in beiden Systemen an. Wiederum ergibt Gl. bei einem irreversiblen
Austausch 71 = §Q1/dS1 > To = §Q2/dSs. Dies zeigt, dass sich T' wie eine Temperatur verhélt.

Bemerkungen:

* Im Nachhinein sieht man auch, dass die Existenz einer Ordnungsrelation bei Temperaturen eine
Folgerung des zweiten Hauptsatzes ist.

x Die Wahl der Einheit fiir die Temperatur, die im SI-System eine Basisgrofie ist, bestimmt die
Einheit der thermodynamischen Entropie: im SI-System ist die Einheit das J K.

1.2.2 Warmekraftmaschinen

Die historisch ersten Formulierungen des zweiten Hauptsatzes bezogen sich auf Warmekraftma-
schinen, in denen Systeme — hauptséchlich Gase — idealisierte thermodynamische Kreisprozesse
durchlaufen. Die einfachsten dieser Prozesse bestehen aus Schritten, die selber einfach sind: isochore,
isobare, isotherme, oder adiabatisch.

Um eine isotherme Zustandsénderung — also bei konstanter Temperatur des Systems — zu
realisieren, wird das Gas in thermischen Kontakt mit einem Wirmebad gebracht. Definitionsgeméfs
kann ein solches Reservoir Warme mit einem System austauschen, ohne dabei signifikant seine
Temperatur dndern: somit bestimmt es auch die Temperatur des in Kontakt gebrachten Systems.

Wie der Namen es sagt, soll eine Warmekraftmaschine Warme aus einem warmen Reservoir —
das hiernach bei der Temperatur T} sein wird — entnehmen, um Arbeit zu produzieren, d.h. der Um-
gebung abzugeben. Man kann den Wirkungsgrad einer solchen Maschine bzw. des entsprechenden
idealisierten Kreisprozesses definieren, und schon mithilfe des ersten Hauptsatzes einen Ausdruck
dafiir herleiten (§ . Die erste Formulierung des zweiten Hauptsatzes war die Aussage, dass
dieser Wirkungsgrad bei Maschinen mit zwei Warmebédern einen bestimmten Wert nicht {iberstei-
gen kann, der auch in einfachen Kreisprozessen erreicht werden kann (§ . In § werden
weitere historische Formulierungen des Hauptsatzes dargelegt, die sich auch auf Warmekraftmaschi-
nen beziehen.

Bemerkung: Eine Warmekraftmaschine soll Warme in Arbeit umwandeln, d.h. insgesamt wird ihr
Wiérme zugefiihrt (@ > 0) und leistet sie Arbeit (W < 0). Dagegen sind W > 0 und @ < 0 bei
Wiérmepumpen oder Kiihlmaschinen: sie empfangen Arbeit, und geben Wérme ab.

I1.2.2 a Wirkungsgrad

Betrachte man einen Kreisprozess, bei dem das System sukzessiv im thermischen Kontakt mit
zwei Warmereservoirs ist: ein warmes Reservoir bei der Temperatur 77, dem das System eine Warme
@1 > 0 entzieht; und kaltes Reservoir mit Temperatur T3, mit dem das System eine Warme Qo
austauscht. Allgemein wird ()2 vom System abgegeben: Q2 < 0.

Falls es mehr als zwei Warmebédder — oder allgemeiner Wérmequellen, die nicht bei konstanter
Temperatur arbeiten — gibt, soll im Folgenden @)1 bzw. Qs fiir die gesamte Warme stehen, die
dem System zugefiihrt bzw. vom System entzogen wird.

Sei W die beim Kreisprozess ausgetauschte Arbeit. Fiir eine Warmekraftmaschine sollte das
System Arbeit leisten, d.h. W < 0. Dann wird der Wirkungsgrad des Prozesses definiert durch

die vom System geleistete Arbeit: —W

n= (I1.32)

die dem System vom wirmeren Bad abgegebene Wirme: Q1
Dabei ist —W die von der Umgebung empfangene Arbeit, die man auch ,nutzbare Arbeit nennt.

Da sich die innere Energie des Systems in einem Kreisprozess insgesamt nicht dndert, AU = 0,
lautet der erste Hauptsatz hier W 4+ Q1 + Q2 = 0 (vgl. §[II.1.2a), woraus —W = Q; + Q2 folgt.
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Unter Berticksichtigung von Q2 < 0, d.h. Q2 = —|Q2|, kommt

Q2|
n=1-—==. 11.33
o (I1.33)
Wie man sieht, knnte dieser Wirkungsgrad rein mathematisch gleich 1 fiir Q2 = 0 sein, d.h. falls
das System keine Wérme abgeben konnte, sondern nur die ganze aufgenommene Wérme in Arbeit
umwandeln konnte. Eine der Formulierung des zweiten Hauptsatzes ist gerade das Ausschliefsen

dieser Moglichkeit, wie wir hiernach sehen werden.

I.2.2 b Carnot-Prozess

Beim Carnof®)} Prozess handelt es sich um einen Kreisprozess, der aus vier sukzessiven reversi-
blen quasi-statischen Prozessen besteht, die in Abb. im P-7-Diagramm dargestellt Werden@
Zuerst kommt eine isotherme Ausdehnung (oder Entspannung) bei einer Temperatur 77 von einem
Anfangszustand A in einen Zustand B. Dann dehnt sich das Gas adiabatisch von B in einen Zu-
stand C' aus: mit der Adiabatengleichung mit v > 1 findet man, dass die Temperatur T im
Zustand C Kkleiner als T ist. Danach wird das Gas wieder komprimiert, bei der festen Temperatur
T5, bis es einen Zustand D erreicht, der so gewahlt ist, dass eine letzte adiabatische Kompression
von D nach A zuriickfiihrt.

P
A
Adiabaten
P97 = konst.
«
Isothermen / A
PV = konst.
B
D C

4
Abbildung 1.2 — Darstellung eines Carnot-Kreisprozesses im P-7-Diagramm.

Hier gibt es ein warmes Reservoir bei der Temperatur 77 und ein kaltes bei T5. Dank der
Annahme einer quasi-statischen Ausdehnung oder Kompression ist das Gas auch im mechanischen
Gleichgewicht mit diesen Reservoirs. Wie man dann auf dem P- ‘V—Diagramm erkennt, wird das
Gas auch Arbeit mit ihnen austauschen.

In den Schritten B — C' und D — A wird dagegen das Gas von den Warmereservoirs entfernt. Es
wird aber noch angenommen, dass es mechanische Arbeit seiner Umgebung abgeben (B — C') oder
entziehen (D — A) kann. Wieder werden wir hier mechanisches Gleichgewicht mit der Umgebung
annehmen, sonst wéren die Prozesse nicht reversibel.

Berechnung des Wirkungsgrads

Bei dem adiabatischen Prozessen B — C und D — A tauscht das System keine Warme aus. Sei
Q1 > 0 die Wirme, die vom warmen Reservoir beim Prozess A — B empfangen wird, und Q2 < 0
die Warme, die dem kalten Reservoir beim Prozess C' — D abgegeben wird.

®Piir die adiabatischen Prozesse B — C und D — A wurde v = 4 angenommen, was fiir ein klassisches ideales Gas
unrealistisch ist. Somit unterscheiden sich die Steigungen der Adiabaten deutlich von denen der Isothermen, was
mit v = % oder % nicht der Fall ware.

(8)S. CarNOT, 1796-1832
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Dank der Annahme der Reversibilitdt kann man die Form des zweiten Hauptsatzes
bei jedem Schritt verwenden. Mit der konstanten Temperatur 77 beim Prozess A — B ldsst sich
5Q = Ty dS sofort zu Q, = T1(Sp — S4) integrieren. Ahnlich kommt Qo = T»(Sp — S¢) fiir den
isothermen Schritt C' — D. Bei den adiabatischen reversiblen Prozessen fithrt dS = §Q/T = 0 zu
Sc = Sp und Sp = S4. Insgesamt findet man also

Q1 =Ti(Sp—Sa) und Q2= —T2(Sp — Sa), (I1.34)
entsprechend einer geleisteten Arbeit W = —Q1 — Q2 = (T2 — T1)(Sp — S4). Somit lautet der
Wirkungsgrad ([1.33)) des reversiblen Carnot-Prozesses

T
NCarnot = 1 — ﬁ (H.35)

Alternativ kann man bei jedem Prozessschritt die Arbeit berechnen, indem man annimmt, dass
das Gas ein einfaches klassisches ideales Gas ist. Hiernach bezeichnet 7 die Molzahl des Gases. Beim
isothermen Prozess A — B bei der Temperatur 77 kann man zuerst schreiben

TLRT1
vV
wobei die erste Gleichung die Annahme des mechanischen Gleichgewicht benutzt. Diese infinitesi-

male Arbeit ldsst sich sofort vom Anfangszustand A bis zum Endzustand B integrieren, dass es sich
hier einfach um ein Integral iber ¥ handelt:

W = —PdV = — dv

V)
Waop = —nRTyIn —2. (I11.36)
Va
Ahnlich findet man We_,p = —nRT In(Vp /) fiir die beim isothermen Prozess C — D ausge-
tauschte Arbeit.

Da die innere Energie eines klassischen idealen Gases mit fester Teilchenzahl nur von seiner Tem-
peratur abhéngt, verschwindet die Variation AU der inneren Energie bei isothermen Anderungen.
Aus dem ersten Hauptsatz ist dann die Summe aus Arbeit und Warme Null bei solchen Prozessen.
Somit geben die gerade berechneten Arbeiten W4_, g und We_, p Auskunft iber die entsprechenden
ausgetauschten Warmemengen:

V) V)
Ql = _WA—>B = nRT1 In 7B und QQ = _WC—>D = nRTQ In 7D (H.37)
Vy Ve
Dabei kann der Ausdruck von Q2 umgeschrieben werden. Die Transformationen B — C und D — A
sind nédmlich adiabatisch, so dass laut der Adiabatengleichung (II.24]) die Gleichungen

TeVy ' =ToVy™" und TpV) ' =TaV] ™!

gelten, wobei v den adiabatischen Index des Gases bezeichnet. Mit einerseits T4 = Tp = 17 und
andererseits To = Tp = 15 ergibt sich schnell

o _ U
Vo Vg
Das Einsetzen in Gl. (II.36) fithrt dann zu Q2 = nRTy In(Va/Vp) = —nRT2 In(Vp/Y4) und damit
zum Wirkungsgrad T
NCarmot = 1 — ?j (I1.38)
Dieses Ergebnis sieht auf erster Sicht sehr dhnlich der Gl. (IT.35)) aus. Diese Ahnlichkeit ist aber
den Notationen geschuldet, in denen schon ein nicht-triviales Ergebnis versteckt ist. In GI. (I1.35])
bezeichnet T' die thermodynamische Temperatur, die in der Formulierung (I1.27)) des zweiten Haupt-
satzes eingefiihrt wurde. Dagegen steht 7' in Gl. (IT.38) fiir die Temperatur 7@, die in der fiir das
ideale Gas angenommene thermischen Zustandsgleichung auftaucht.
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Es ist zuerst nicht klar, ob es einen einfachen Zusammenhang zwischen den beiden Tempera-
turskalen 7 und T(S) gibt. Eigentlich zeigt die Ubereinstimmung zwischen den Ausdriicken
und des Wirkungsgrads, dass die ideale Gastemperatur T(S) proportional zur thermody-
namischen Temperatur ist. Danach darf man annehmen, dass der Proportionalitatsfaktor gleich 1
ist.

Irreversibler Carnot-Prozess

Nehmen wir jetzt an, dass die isothermen und adiabatischen Prozesse, die durch die gleichen
Zusténde A, B C, D durchlaufen, beliebig — d.h. nicht unbedingt reversibel — sind. Dann fiihrt
die Ungleichung 6@ < T'dS fiir die isothermen Schritte A — B und C — D zu

Q1 <T\(Sp—S4) und Q2 <Ty(Sp—Sc)=—-T2(Sp—S4). (I1.39)
Da 1 positiv und Q)2 negativ ist, lassen sich diese Ungleichungen dquivalent als
1 1
—>————— und |Q2| >T2(Sp — Sa)

Q1 — Ti(Sp — Sa)
umschreiben. Jetzt sind alle Terme in diesen Ungleichungen positiv, so dass sie sich leicht mit
einander multiplizieren lassen, woraus

|Q2] S T(Sp—Sa) 1o

O ~Ti(Sp—Sa) T
folgt, d.h.

== <1- = (I1.40)

Somit sieht man, dass der Wirkungsgrad eines irreversiblen Carnot-Prozesses immer kleiner sein
wird, als jener ([I.35)) eines reversiblen Prozesses mit Reservoirs bei den gleichen Temperaturen.

I.2.2 c Alternative Formulierungen des zweiten Hauptsatzes

Eine erste partielle Formulierung des zweiten Hauptsatzes geht auf Carnot (1824) zuriick — und
wird manchmal Satz von Carnot genannt. Er hat ndmlich gezeigt, dass der nach ihm genannten
Kreisprozess den hochsten Wirkungsgrad unter allen periodisch zwischen zwei Wérmebéadern arbei-
tenden Maschinen hat. Zudem wird dieser maximale Wirkungsgrad nur bei Maschinen erreicht, die
einen reversiblen Kreisprozess durchlaufen, er wird aber durch alle solchen Maschinen erreicht.

Bemerkungen:

x Dabei erlaubt die Einfiihrung des maximalen Wirkungsgrades die Definition der absoluten
Temperatur jedes Warmereservoirs. Den Begriff der Entropie gibt es bei Carnot aber noch nicht.
In diesem Sinn erkennt man heute, dass die Behauptungen von Carnot ,nur eine Folgerung des
zweiten Hauptsatzes sind, obzwar sie den physikalischen Inhalt des Satzes bilden.

x Hs gibt andere reversiblen Kreisprozesse mit nur zwei Warmebédern, die den gleichen Wirkungs-
grad wie beim Carnot-Prozess haben. Ein Beispiel ist der Stirling ™} Prozess, der aus zwei isothermen
und zwei isochoren Transformationen besteht.

Dabei wird dem System wéahrend der isochoren Abkiihlung bzw. Verdichtung Wérme zugefithrt
bzw. entfernt, im Gegensatz zu den adiabatischen Schritten beim Carnot-Prozess. Diese Wérme-
mengen kompensieren sich aber genau, so dass der Wirkungsgrad nur von den Temperaturen der
isothermen Transformationen abhingt.

Die thermodynamische Entropie wurde durch Clausius eingefiihrt, der auch eine Version des
zweiten Hauptsatzes (1850-1854) formuliert hat, laut der es keine periodisch arbeitende Wérme-
kraftmaschine gibt, die weiter nichts macht, als Warme einem kélteren Warmebad zu entnehmen
und einem warmeren Reservoir abzugeben.

(WR. STIRLING, 1790-1878
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Dass die (infinitesimale) Clausius-Ungleichung §Q < T'dS &quivalent zur Formulierung von
Clausius ist, wurde — im Fall 7" > 0 — schon oben gezeigt, als argumentiert wurde, das T eine
Temperaturskala ist.

Dann hat Thomso mehrere dquivalente Formulierungen des zweiten Hauptsatzes gegeben,
die den Unterschied zwischen mechanischer Arbeit und Warme betonen. Beispielsweise hat er 1851
die Unmoglichkeit einer periodisch arbeitenden Maschine erklart, die Warme mit einem einzigen
Wirmebad austauscht und dabei Arbeit nach aufsen leistet — und dementsprechend kiihler als
das Warmebad wird. Dies entspricht der Unmdglichkeit eines perpetuum mobile zweiter Art, das
Wirme vollstdndig in Arbeit umwandeln wiirde. Diese Formulierung wird oft nach Kelvin und
Planck")| genannt.

Man kann zeigen, dass diese Formulierungen dquivalent zu einander sind, und auch zur in §[[1.2.1]
angegebenen Formulierung.

Die dem Autor bekannten Beweise sind oft Widerspruchsbeweise.

Nimmt man beispielsweise im Gegensatz zur Aussage von Clausius an, dass man eine Wir-
memenge ) einem kalten Reservoir entziehen und einem wérmeren Reservoir zufiihren kénnte.
Dann kénnte man einen (reversiblen) Carnot-Kreisprozess verwenden, um @ — jetzt in der Rolle
der dem warmen Wirmebad entzogenen Wéarme Q; — in Arbeit W und dem kalten Reservoir
abgegebene Wirme (Q2) wieder umzuwandeln. Netto wire Warme in Arbeit umgewandelt wor-
den, im Widerspruch zur Kelvin—Planck-Formulierung: aus der Richtigkeit der Letzteren folgt
also die Richtigkeit der Aussage von Clausius.

Umgekehrt kann man die Existenz eines perpetuum mobile zweiter Art annehmen. Man kénnte
es dann anwenden, um einem ersten kalten Reservoir Warme zu entziehen und in Arbeit um-
zuwandeln, die sich zur Erwérmung eines schon wirmeren Reservoirs benutzen liefe. Insgesamt
wére daher Warme vom kilteren ins wéarmere Bad iibertragen worden, im Widerspruch zur
Aussage von Clausius. Daher folgt die Richtigkeit der Kelvin—Planck-Formulierung aus jener
der Clausius-Formulierung.

Um den Zusammenhang mit dem Satz von Carnot zu erhalten, sollte man zuerst die im Carnot-
Prozess auftretenden Wérmen und Arbeit durch die dem warmen Reservoir entzogene Wérme
@1 > 0 und den Wirkungsgrad 7 ausdriicken: W = —n@Q; und Q2 = (n — 1)Q1. Betrachte man
nun zwei Maschinen mit den gleichen Warmebédern: eine (beliebige) erste Maschine mit Wir-
kungsgrad 74, und eine zweite reversible Carnot-Maschine mit Wirkungsgrad n_ < n4.. Ausge-
hend von einer zugefithrten Warme @)1 kann die erstere eine Arbeit |W| = Q1 leisten. Um die
gleiche Arbeit zu leisten, muss die zweite Maschine eine Warme (n4 /7—)@Q1 dem warmen Reser-
voir entziehen, und dabei dem kalten Reservoir die Warme (n——1)(n4/n-)Q1 = (n+—n+/1n-) @1
abgeben. Lisst man jetzt die reversible Carnot-Maschine in der umgekehrten Richtung lau-
fen, so kann sie die von der ersten Maschine geleistete Arbeit |W| benutzen, um die Warme
(n4+/n— —n4+) Q1 ihrem kalten Warmebad zu entziehen, und ihrem warmen Reservoir die Wirme
—(n4/n-) Q1 abzugeben. Insgesamt entzieht das System aus den beiden Maschinen eine Wérme
(e /N——n+)Q1+(n+ —1)Q1 = (n+/n— —1)Q1 > 0 dem kalten Wirmebad, und gibt diese Wir-
me dem warmen Reservoir ab — im Widerspruch mit der Clausius-Formulierung. Daraus folgt,
dass es keine Maschine mit einem héheren Wirkungsgrad als eine reversible Carnot-Maschine
geben kann.

I1.2.3 Einfache Folgerungen aus den ersten beiden Hauptsatzen

Bei reversiblen Prozessen ist ein System stdndig im mechanischen Gleichgewicht mit seiner
Umgebung, so dass die Arbeit der Druckkrafte durch 6W = —P d¥ gegeben ist, wahrend der
zweite Hauptsatz die ausgetauschte Wiarme mit der Anderung der Entropie verkniipft: 6Q = T'dS
[Gl. (II.27a)]. Insgesamt lautet dann der erste Hauptsatz (bei fester Teilchenzahl)

dU =TdS — Pdv. (I1.41)

OW. THomsoN lord KELVIN, 1824-1907 M. PLANCK, 1858-1947
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Aquivalent kommt nach einfachem Umschreiben
1 P
dS = —=dU + = d¥. 11.42
U+ (I1.42)

Daraus lassen sich einige Ergebnisse schnell folgern, die in den kommenden Paragraphen dargestellt
werden.

I.2.3 a Beziehung zwischen innerer Energie und thermischer Zustandsgleichun
Wenn man dU in Gl. (I1.42)) durch das totale Differential dU (T, ) der inneren Energie aufgefasst

durch die Temperatur und das Volumen ersetzt, kommt

1 /00U 1[/0U
= (=) ar+=|( =5 P |dv.
=7 (3r), 7 7 (59),, 7]

Da dS ein exaktes Differential ist, sind die Funktionen der Variablen (T, 9), die die Differentiale
dT und d9/ multiplizieren, miteinander verknipft:

SIS, )

Die Berechnung dieser partiellen Ableitungen fiihrt zur Beziehung

oU oP
(W>T,N_ T<5T>wv_ P. (11.43)

Daher findet man, dass die partielle Ableitung der inneren Energie nach dem Volumen nur von der
thermischen Zustandsgleichung abhéngt. Wenn die Letztere und die isochore Warmekapazitét sind,
kann im Prinzip die innere Energie gefunden werden.

Beispielsweise ist fiir ein einfaches klassisches ideales Gas die isochore Warmekapazitat Cgy
konstant, unabhangig von der Temperatur. Mit der thermischen Zustandsgleichung PV = nRT
kommt dann

ou 0P
dU = CopdT + | —5 dV =CpdT + |T| — —P|dV =CydT
oV TN T Jyn
wegen der partiellen Ableitung (0 /9Ty = nR/V = P /T — bei festen Volumen und Teilchenzahl
ist der Druck eines klassischen idealen Gases proportional zur Temperatur. Somit findet man wieder

U = CyT (bis auf eine additive Konstante).

11.2.3 b Entropie des einfachen klassischen idealen Gases

Fiir ein einfaches klassisches ideales Gas ist die innere Energie proportional zur Temperatur,
U = CyT, wihrend der Druck iiber die Zustandsgleichung durch P = nRT /Y gegeben ist. Setzt
man dann dU = CydT und 2P in die Gl ein, so kommt

ds = Cq/% + anq;V,
die sich als das Differential der Funktion S(7', %) interpretieren lasst. Dieses wird sofort integriert:
S(T, V)= kS’(To,‘Vo)—i—C'ernz4—;‘1RlnZ (I1.44)
To T

mit einer Integrationskonstante S(7p, 15).

Im Fall eines monoatomaren ideales Gases ist die isochore Warmekapazitit C'qy = %nR. Dann
kann man den Ausdruck der Entropie umschreiben:

TVN/? v
S(T, V)= S(Ty, V) + nRIn [() ] (I1.45)
Tn) W
Die Entropie nimmt mit Temperatur oder Volumen zu.
Mithilfe der Zustandsgleichung kann man das Produkt Tv%? durch T5/2 /P ersetzen, um
S(T,P) zu erhalten: dann findet man, dass die Entropie bei fester Temperatur mit wachsendem
Druck abnimmt.
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Bemerkung: Beim idealen Gas ist die Entropie extensiv. Somit kann man raten, dass die Konstante
S(Ty, V) proportional zur Molzahl # ist.

Dritter Hauptsatz

Wie beim zweiten Hauptsatz gibt es mehrere Formulierung des dritten Hauptsatzes, die von mehr
oder weniger allgemeiner Natur sind. Der physikalische Inhalt des dritten Hauptsatzes besteht darin,
dass die thermodynamische Entropie eines Systems beim absoluten Nullpunkt 7' — 0 nach einer
wohldefinierten Konstante Sy geht, die nicht von den charakteristischen intensiven Zustandsvaria-
blen des Systems abhéngt.

Bemerkung: Laut der Formulierung von Nerns auch nach ihm Nernst-Theorem genannt, ist der
absolute Nullpunkt 7" = 0 unerreichbar. Das ist eine Folgerung der Unabhéingigkeit von Sy von den
Parametern des Systems.

Da die Konstante universell ist, kann man Sy = 0 wahlen: somit ist die beliebige additive
Konstante in der Definition der thermodynamischen Entropie festgelegt.

Literatur zum Kapitel Il
e Fliekbach, Statistische Physik |3] Teil 111, Kap. 18-19.
e Greiner, Neise & Stocker Thermodynamik und statistische Mechanik [4], Kap. 2.

e Nolting, Thermodynamik [8] Kap. 2.

()W. NERNST, 1864-1941
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In.2.2

Eine wichtige Methode der Thermodynamik beruht auf den sog. thermodynamischen Potentia-
len. Dabei handelt es sich um Zustandsfunktionen, entsprechend (bei schwach gekoppelten Syste-
men) extensiven Grofen, die im thermodynamischen Gleichgewicht extremal sind. Die Variablen
dieser Funktionen sind unabhéngige Zustandsgrofen, wobei jedem Potential ein Satz von ,natiir-
lichen“ Variablen zugeordnet wird. Je nach den physikalischen Bedingungen sind unterschiedliche
Zustandsvariablen relevant, um das System zu beschreiben. Dementsprechend muss man dann das
betreffende thermodynamische Potential benutzen.

Bei isolierten Systemen ist der thermodynamische Gleichgewichtszustand vollstandig durch die
Angabe extensiver Variablen beschrieben: Entropie, innere Energie, Volumen, Teilchenzahl. .. Dem-
zugolge sind fiir solche Systeme entweder die innere Energie oder die Entropie die passenden ther-
modynamischen Potentiale, und die iiblichen intensiven Zustandsgréfen lassen sich einfach unter
Nutzung der ersten zwei Hauptsitze als Ableitungen dieser Potentiale nach den anderen extensiven
Zustandsgrofen erkennen (Abschn. [[IL1])).

Bei der Beschreibung von Systemen, die Wéarme, Arbeit oder Teilchen mit einem Reservoir
austauschen konnen, lohnt sich eine andere Wahl von Variablen, z.B. mit der Temperatur oder
dem Druck. Dementsprechend werden zusétzliche thermodynamische Potentiale eingefiihrt (Ab-

schn. |I11.2)).
SchlieRlich befasst sich Abschn. [T[.3]mit den partiellen Ableitungen der thermodynamischen Po-

tentiale nach ihren Zustandsvariablen. Diese beschreiben Gleichgewichtseigenschaften des Systems
mit einfachen physikalischen Bedeutungen.
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Fundamentalgleichungen der Thermodynamik

Wie im Kap.[[]| betrachten wir in diesem Abschnitt einfache einkomponentige thermodynamische
Systeme, die sich vollstdndig durch nur drei unabhéngige Zustandsvariablen charakterisieren lassen:
z.B. Volumen, Temperatur und Teilchenzahl, wobei die Temperatur zuerst dquivalent durch die

Entropie (§[III.1.1} und [[I1.1.2)) oder die innere Energie (§|III.1.3|) ersetzt werden kann. Die Verallge-
meinerung auf Systemen mit mehr notwendigen Zustandsvariablen wird im Abschn. [[IT.2] dargelegt.

lll.1.1 Gibbs-Fundamentalgleichungen in Energiedarstellung

Setzt man die reversiblen Ausdriicke §Ween = —Pd? und 6@ = T dS von mechanischer Arbeit
und Wérme in den ersten Hauptsatz ein, in dem wir jetzt auch die chemische Arbeit ([.8)) fiir ein
einkomponentiges System beriicksichtigen, so ergibt sich

dU = TdS — PdY + pdN. (111.1)

Diese Beziehung wird GibbFundamentalgleichung (in Energiedarstellung) genannt.

Dabei wird das Differential der inneren Energie U des Systems durch die Differentiale der Entro-
pie S, des Volumens ¥ und der Teilchenzahl N ausgedriickt. Bei schwach gekoppelten Systemen sind
alle diese Zustandsgrofen extensiv, was uns hiernach erlauben wird, diese Fundamentalgleichung zu
integrieren.

Trotz der Ahnlichkeit zwischen der differentiellen Form des ersten Hauptsatzes und der
Fundamentalgleichung unterscheiden sie sich wesentlich. Die Erstere ist eine Bilanzgleichung
fiir die innere Energie bei einer infinitesimalen Zustandsénderung, und bezieht sich auf Prozess-
grofen. Dagegen handelt es sich bei der Letzteren um den Ausdruck des totalen Differentials einer
Zustandsgrofe, ausgedriickt durch einen vollstdndigen Satz von Zustandsvariablen (S, 4, N). Die
Koeftizienten der Differentiale der Letzteren sind dann die partiellen Ableitungen der Funktion

Uis. 7. ) oU oU oU
T <> . p— () = <> , (IIL.2)
9S )y 0V ) N ).

x In einer alternativen Formulierung der klassischen Thermodynamik, die die extensiven Zustands-
grofen (bei schwach gekoppelten Systemen) zuerst einfiihrt, dienen die Relationen (III.2)) als defi-
nierende Gleichungen fiir die Grofen T, P und pu.

Bemerkungen:

* Die Paaren von Zustandsgrofen (S,7T), (V,—P), (N, u) werden konjugierte Variablen (in der
Energiedarstellung) genannt. Dabei ist die eine extensiv, die andere intensiv (s. auch unten).

Die Differentialform ([II.1]) stellt das totale Differential von U (S, ¥, N) dar. Da alle auftretenden
Zustandsgrofen — die Funktion und ihre Variablen — extensiv sind, hidngen sie alle linear von der
Teilchenzahl N ab. Dies bedeutet, dass fiir jede positive Zahl A

U(AS, AV, AN) = AU(S, V, N). (111.3)

Mathematisch gesehen ist daher U eine homogene Funktion ersten Grades ihrer Variablen Wie-
derum sind ihre partiellen Ableitungen ([11.2) homogene Funktion vom Grad 0, d.h. sie &ndern sich
nicht, wenn alle extensiven Zustandsgrofsen durch den gleichen Faktor multipliziert werden, z.B.

T(AS, AV, AN) = T(S, V, N). (111.4)

(UDje Definition und einige Eigenschaften von homogenen Funktionen sind in Anhang [C|zu finden.

). W. GiBss, 1839-1903
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Genauer kann man sich schnell iiberzeugen, dass die Temperatur, aufgefasst durch die extensiven
Variablen S, ¥, N), keine beliebige Funktion der drei Variablen sein kann, sondern nur von den
zwei ,intensiven“ Verhéltnissen S/N und ¥/N abhéngt:

S v
TAS, AV, AN) =T =, — . I11.5
(savan) =7(5. %) (15)
Das gleiche gilt natiirlich auch fiir den Druck P und das chemische Potential p, die ebenfalls
partielle Ableitungen der inneren Energie U(S, ¥, N) sind.

Da U(S, ¥, N) homogen ist, kann man den Satz von Eule fiir homogene Funktionen (|C.2))
anwenden, um U durch ihre partiellen Ableitungen und Variablen auszudriicken:

[ U(S, V,N) =TS — 9 + uN. ] (ITL6)

Diese Gleichung ist die integrale Formulierung der Fundamentalgleichung in Energiedarstellung,
oder manchmal Euler-Gleichung fiir die innere Energie.

Bemerkung: Dass sich die Differentialform so einfach integrieren lésst, ist nicht trivial, weil
die Koeffizienten T, P, . der Differentiale d.S, d¥/, dN selber Funktionen von (S, ¥, N) sind, wie an
den GIL. erkennbar ist. Das wichtige Argument hier ist die Homogenitét der Funktion
U(S, v, N), die auf der Extensivitét der Zustandsgrofen basiert, d.h. letztendlich wird das Argument
durch die Physik gepragt.

l11.1.2 Gibbs—Duhem-Gleichung

Lésst man alle Zustandsgrofsen — die extensiven und die intensiven — in der Fundamentalglei-
chung ([IIL.6|) infinitesimal variieren, so kommt mithilfe der Produktregel

dU =TdS+ SdT — PdVY — VdP + pdN + N dpu.
Nach Abziehen der differentiellen Fundamentalgleichung (I1I.1]) ergibt sich dann

SdT — VAP + Ndu = 0. (111.7)

Diese Gibbstuhe Gleichung genannte Beziehung zeigt, dass die intensiven Zustandsgrofen T
P, i nicht voneinander unabhéngig sein kénnen.

l11.1.3 Entropiedarstellung

Anstatt wie bisher in diesem Abschnitt in der sog. Energiedarstellung zu arbeiten, mit der
inneren Energie als Funktion anderer Zustandsvariablen, kann man die Thermodynamik in Entro-
piedarstellung formulieren, in der die Zustandsgrofe, die die gesamte Information iiber das System
enthélt, jetzt die Entropie ist.

lll.1.3 a Gibbs-Fundamentalgleichungen in Entropiedarstellun
Zuerst kann man aus Gl. (IIL.1]) sofort die Gibbs-Fundamentalgleichung in Entropiedarstellung

1 P "
dsS = TdU+ Td‘V— TdN, (IIL.8)

folgern, die das Differential der Funktion S(U, ¥, N) darstellt. Dies zeigt, dass die passenden Va-
riablen jetzt (U, 7, N) sind. Aus der Differentialform folgert man die Beziehungen

o5y _ 1 o5\ _ 2 o5\ _ _nm (111.9)
U )yy T 7 \oV)yy T ° \ON)y, T ‘

(], EULER, 1707-1783 (P, DuHEM, 1861-1916
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Wie im §|[11.1.1{14sst sich die Differentialform (I11.8]) anhand der gleichen Argumentation integrieren.

Dies fithrt zur integralen Form

S(U,V,N) = & + — — . (IT1.10)

der Fundamentalgleichung in Entropiedarstellung, die natiirlich dquivalent zur Gl. (IIL.6)) ist.

Schliefslich konnte man aus der Fundamentalgleichung ([11.8) und dem totalen Differential von
Gl. (IIL.10) eine Gibbs-Duhem-Gleichung in Entropiedarstellung herleiten, die zeigt, dass die in
Gl. ([II.9) angegebenen konjugierten intensiven Variablen nicht voneinander unabhéngig sind.

Bemerkung: Wie in der Energiedarstellung besteht jedes Paar (U,1/T), (v, ?/T), (N, u/T') von kon-
jugierten Variablen aus einer extensiven (U, %/, N) und einer intensiven (T, 2, x bzw. ihre Kehrwerte
und Verhéltnisse) Grofse.

111.1.3 b Entropie als thermodynamisches Potential

In einem isolierten thermodynamischen System sind die innere Energie U, das Volumen ¥ und
die Teilchenzahl N exakt bekannt. Somit stellen diese Zustandsgréfien die ,natiirlichen Variablen
dar, um ein solches System zu charakterisieren. Die geeignete (Zustands)Funktion dieser Variablen,
die die ganze Information iiber das System enthélt, das sog. thermodynamische Potential fiir diese
Variablen, ist selbstverstandlich die thermodynamische Entropie S(U, ¥, N).

In der Darlegung des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik wurde schon erwdhnt, dass die
Entropie eines isolierten Systems bei (spontanen) Anderungen nur zunehmen kann [Gl. (I1.29))].
Genauer nimmt sie zu (dS > 0), bis sie einen (Gleichgewichts)Zustand erreicht, in dem sie maximal
ist (dS =0).

Bemerkung: Bei isolierten Systemen kann man auch zeigen, dass die innere Energie im thermody-
namischen Gleichgewichtszustand ebenfalls extremal — wie aus der Fundamentalgleichung (I11.1))
mit dS = 0, d¥ = 0 und dN = 0 folgt —, in diesem Fall aber minimal ist. Dementsprechend
kénnte auch U als thermodynamisches Potential betrachtet werden, dessen Extremum beim Gleich-
gewichtszustand auftritt. In der Praxis ist die innere Energie aber weniger interessant, weil unter
ihren Variablen die Entropie ziemlich unterschiedlicher Natur als die anderen ist Eigentlich wer-
den wir sehen, dass sich U in keinem statistisch-mechanischen Ensemble einfach erhalten lasst.

I11.1.3 ¢ Mathematische Eigenschaften der Entropie

In der klassischen Thermodynamik nimmt man an, dass die Entropie S(U, ¥, N) eine iiberall
differenzierbare Funktion ihrer Variablen ist.

Bemerkung: Die Differenzierbarkeit der Entropie beziiglich der extensiven Zustandsgrofen U, ¥V, N
bedeutet aber nicht, dass S differenzierbar in den intensiven Zustandsvariablen ist.

Unter der Annahme der Extensivitiat der Entropie kann man zeigen, dass S(U, ¥, N) eine kon-
kave Funktion ihrer Variablen ist.

Betrachte man dazu ein isoliertes System i, das urspriinglich aus zwei getrennten Teilsystemen
¥y (innere Energie U], Volumen 44, Teilchenzahl N;) und ¥ (innere Energie U}, Volumen %,
Teilchenzahl N3) aus derselben Substanz besteht. Die Entropie des Gesamtsystems ist dann

S(UL, V{, N1) + S(Us, V5, Na),

wobei die Zustandsfunktion S(U, V, N) charakteristisch fiir die Substanz ist.

(2)Unter den extensiven Gréfen S, U, ¥ und N lassen sich die drei letzteren mit physikalischen Symmetrien asso-
zileren [I1], und zwar jeweils mit der Zeitinvarianz, der (verletzten) Translationsinvarianz und der Eichinvarianz.
Dagegen entspricht die Entropie keiner solchen Symmetrie.
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Nach Entfernung — ohne Zufuhr von Wérme oder Leistung von Arbeit — der Grenze zwischen
den beiden Systemen wird ¥ nach einem neuen Gleichgewichtszustand mit innerer Energie U] 4 U3,
Volumen ¥} 4 %5 und Teilchenzahl N} + N} streben. Dabei nimmt infolge des zweiten Hauptsatzes
die thermodynamische Entropie zu:

S(UL + U, Vi + V3, N + N3) > S(U{, Y/, N1) + S(Us, Yy, Na). (IL.11)
Fiir jeden Wert von Uy und Us, 74 und 7%, N1 und N, und fiir jedes 0 < A < 1 kann man
U=\, Uy=(1-=\NUy , Y/ =X, Yo=01-N% und Nj=AN;, Njy=(1-X\N,
definieren. Dann wird GI. zZu
S(AUL + (1=N)U2, AY; + (1=X) V5, ANy + (1=A)N2) > S(AUL, AV, AN)
+ S((1=A)Us, (1=X) ¥, (1-X)N2).
Unter Verwendung der Homogenitét von S(U, V, N) ergibt sich somit
S(AUL+ (1=XN)Uz, AYs + (1=-X) V5, AN1 + (1=-X\)No) > AS(Ur, Y1, N1)+ (1-X)S(Ua, V5, N2) (I11.12)

fiir alle Uy, Us, Vi, V5, N1, N und alle 0 < X\ < 1. Diese Ungleichung bedeutet, dass die Entropie
konkav in ihren natiirlichen Variablen U, ¥, N ist.

Thermodynamische Potentiale

In diesem Abschnitt werden extensive Zustandsgrofen eingefithrt — die freie Energie (§7
die freie Enthalpie (§ , das groftkanonische Potential (§[I11.2.5) — oder neu diskutiert — die
Enthalpie (§ —, die wie die innere Energie und die Entropie im Abschn. die Rolle des
thermodynamischen Potentials unter gegebenen Bedingungen spielen kénnen.

Der Allgemeinheit halber wird hiernach nicht mehr angenommen, dass sich der Gleichgewichts-
zustand des Systems nur durch innere Energie (oder Entropie), Volumen und Teilchenzahl charakte-
risieren lésst, sondern auch durch weitere zusétzliche extensive Zustandsvariablen {£,}, mit konju-
gierten intensiven Variablen {7,}. Dementsprechend nimmt die Fundamentalgleichung in Energie-

darstellung (III.1]) die Form
dU (S, V,N,{&}) =TdS — Pd¥ + pdN + ) 7, dé, (I11.13)

all.

ll1.2.1 Konstruktion neuer Darstellungen durch Legendre-Transformationen

Sei eine extensive Zustandsgrofse Y, die den Gleichgewichtszustand eines thermodynamischen
Systems vollsténdig charakterisiert. In der entsprechenden Y-Darstellung lautet die integrale Form
der Fundamentalgleichung der Thermodynamik Y = Y (X,...), wobei X eine der ,natiirlichen®
Zustandsvariablen von Y ist. Der Kiirze halber werden die anderen Variablen nicht geschrieben.

Um eine neue Darstellung zu erhalten, fiir welche die zu X konjugierte Variable P = (0Y/0X
(bei fest gehaltenen anderen Variablen) eine natiirliche Variable bildet, soll man die Legendr
Transformierte von Y beziiglich X betrachten (s. Anhang @ Dementsprechend definiert man kon-
ventionell die Zustandsgrofe

Z(P,..)=Y(X(P,...),...) = X(P,...)P,

wobei angenommen wird, dass die Abbildung X — P(X,...) bijektiv und damit invertierbar mit
der Umkehrfunktion P — X (P,...) ist. Die Gleichung Z = Z(P,...) ist dann die Fundamental-
gleichung in Z-Darstellung.

(©)A.-M. LEGENDRE, 1752-1833
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Umgekehrt kann man einfach von der Z- zur Y-Darstellung iibergehen, und zwar (mit verkiirzter
Notation):

oY

Y-Darstellung: Y(X)=2Z+PX dh. ——==P

0X

g (I11.14)
Z-Darstellung: Z(P)=Y — XP dh. 3P = -X

Dank den Eigenschaften der Legendre-Transformation erhélt man somit zwei dquivalente Dar-
stellungen ohne Informationsverlust. Wenn die Zustandsvariable X extensiv ist, dann ist P intensiv,
und umgekehrt: durch die Konstruktion findet man also alternative Darstellungen, deren natiirli-
che Variablen intensiv oder extensiv sein konnen, wahrend alle natiirlichen Variablen der Energie-
und Entropiedarstellungen des Abschn. [[TI.]] extensiv sind. Natiirlich kann man auch Legendre-
Transformationen beziiglich mehrerer Variablen betrachten, um weitere Darstellungen zu erhalten.

Sei allgemein eine ,Grunddarstellung“ — innere Energie oder Entropie — mit der Fundamen-
talgleichung Y = Y (Xy,..., X,) mit extensiven Variablen {X;}. Dies entspricht dem Differential
dY = PydX; + -+ + P;dX;s, wobei die Zustandsgrofen P; = (8Y/8Xj){xk}k# intensiv sind.

Mo6chte man eine Darstellung mit den natiirlichen Variablen Py, ..., P, X;41,... X5 benutzen, so
ist ist die neue Fundamentalgleichung gegeben durch
Z(Py,..., P, Xp11,..., X)) =Y —-P Xy —--— P X,, (IT1.15a)

mit dem Differential
dZ =dY —d(PA X1+ -+ P X,)

=-XydP, — -+ — X, dP, + Pry1d X, 41 + -+ - + Ps dX,. (IT1.15b)
Dann gelten in der neuen Darstellung
Z Z
P; = <§> und —X; = <§> . (I11.15¢)
Xj {P} A Xk ortj b {Pihizi A Xk}

In den folgenden Paragraphen werden Beispiele dieser Konstruktion dargelegt.

l1l.2.2 Freie Energie

Wenn ein thermodynamisches System mit exakt bekannten Teilchenzahl N und Volumen ¥
im thermischen Gleichgewicht mit einem Wérmebad ist, mit dem es Warme austauschen kann,
ist seine innere Energie U keine ,gute” Variable mehr, weil sie variieren kann. Dagegen legt das
Wirmereservoir die Temperatur T des Systems fest. Somit ersetzt die Letztere U in der Rolle der
natiirlichen Variablen fiir das System.

Dementsprechend fiihrt man in der Thermodynamik die freie Energie (auch Helmholtz- Potential
oder Helmholtz-Energie)

| PN, = U(s, v,6) - 75 | (I11.16a)

ein. Da T die partielle Ableitung der inneren Energie U nach der Entropie S ist, s. Gl. (I11.2)), ist
F' die Legendre-Transformierte von U beziiglich S.
Aus der Fundamentalgleichung ([II1.13) und der Definition ([II.16al) folgt sofort das Differential

der freien Energie:

dF = —SdT — PdV+ pdN + Y F,dé,. (II1.16b)

Auf diesem Differential liest man die partiellen Ableitungen der freien Energie nach ihren natiirlichen
Variablen:

8F> (8F) <8F> (8F>
il =-9 — =—7 |, (= =u , = F,. (II1.16¢)
<8T V,N£a OV )rne, IN)rwe, )10 N 610
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Da F eine Funktion von T, ¥, N und den {&,} ist, stellt die zweite dieser Ableitungen einen Zusam-
menhang zwischen Druck, Temperatur, Volumen und Teilchenzahl — oder genauer zwischen den
intensiven Grofen 2, T und Teilchendichte n = N/% — dar, d.h. es handelt sich um die thermische
Zustandsgleichung des Systems (s. § fiir ein Beispiel).

Extremalprinzip
Das Differential ([II.16b]) zeigt, dass die freie Energie F' eines (geschlossenen) Systems mit festen

T, Y, N und {{,} im thermodynamischen Gleichgewicht extremal ist: dF' = 0 Genauer ist die freie
Energie im Gleichgewichtszustand minimal.

Betrachtet man infinitesimale Prozesse, bei denen T, %, N und die {£,} fest bleiben, so dass
das System Energie nur in der Form von Wiarme austauschen kann, so lautet der erste Haupt-
satz dU = 6Q. Mit der differentiellen Clausius-Ungleichung 6@ < T'dS ergibt dies
dU < TdS, d.h.

dU —TdS <0.

Bei festen T, ¥, N und die {£,} ist der Term auf der linken Seite dieser Ungleichung genau
gleich dF' Somit sieht man, dass die freie Energie bei spontanen Prozessen in Systemen mit
festen T, ¥, N und die {&,} nur abnehmen kann: dF' < 0. Somit stellt der thermodynamische
Gleichgewichtszustand ein Minimum von F' dar. m|

Freie Energie und maximale Arbeit
Unter Nutzung der Clausius-Ungleichung 6Q) < T'dS gibt der erste Hauptsatz (II.1a)) bei einer

beliebigen infinitesimalen Anderung dU < T'dS 4 §W, oder #quivalent
oW >dU —TdS. (II1.17)
Bei isothermen Anderungen gilt wegen d7"' = 0
dF =d(U -TS)=dU —T'dS,

d.h. der Term auf der rechten Seite der Ungleichung ([I1.17) ist genau die Variation der freien
Energie in solchen Anderungen: W > dF. Somit ist die vom System dem Aufen geleistete Arbeit
bei isothermen Prozessen

—W < —AF, (111.18)

wobei AF die Variation der freien Energie im Prozess ist. Das Negative der Anderung der freien
Energie stellt also die maximale Arbeit dar, die vom System geleistet werden kann.

Bemerkungen:
* Diese Eigenschaft erklirt die Bezeichnung ,freie Energie”.

x Die Gleichheit in der Ungleichung (I11.18) gilt bei reversiblen Prozessen, bei denen §Q =T dS.

l11.2.3 Enthalpie
In §[[I.1.2 2l wurde schon die Enthalpie in Gl. (IL5]) definiert:
[HGs.2N.0)= UGS VN.€) + 29 (I1L.19)

entsprechend der Legendre-Transformierten der inneren Energie beziiglich des Volumens, da das
Negative des Drucks die partielle Ableitung von U nach ¥ ist. Wegen ihrer Variablen (S, P, N, &,)
eignet sich die Enthalpie fiir die Beschreibung von geschlossenen und thermisch isolierten Systemen,
die im Kontakt mit einem ,,Druckreservoir sind.

Aus dieser Definition und der Fundamentalgleichung ([I1.13)) folgt das Differential
dH =TdS+ VYdP+ pdN + > F,d&, (I11.19b)
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woraus sich die partiellen Ableitungen der Enthalpie nach ihren natiirlichen Variablen folgern lassen:

8H> <8H> (8H) (8H>
oL =T , (== =v , (Z= =u , (== =7, (II1.19c)
( 85 P,N&, 8? S,N,&q 8N S,P.Eq 85‘1 S,_‘P,N,ﬁb;,g

Physikalisch ist die Enthalpie die geeignete Zustandsgrofse zur Beschreibung der Wéarmeaus-
tausche eines Systems bei Prozessen unter konstantem Druck (sowie konstanten Teilchenzahl und
{&a}). Dies lésst sich insbesondere am Ausdruck der isobaren Warmekapazitét als partieller
Ableitung der Enthalpie nach der Temperatur erkennen.

Man kann zeigen, dass die Enthalpie eines (geschlossenen) Systems mit festen S, 2, N und {{,}
im thermodynamischen Gleichgewichtszustand minimal ist.

l1l.2.4 Freie Enthalpie

Betrachte man jetzt ein System mit fester Teilchenzahl N (und {&,}) im Kontakt mit einem
Warmebad bei der Temperatur T' sowie mit einem Druckreservoir beim Druck 2. Die natiirlichen
Variablen fiir ein solches System sind (7', P, N, &,).

Als thermodynamische Potential unter solchen Bedingungen wird die freie Enthalpie

G(T,P,N,&) = U(S, V. N, &) — TS + PV (111.20a)

eingefiihrt, die auch Gibbs-Energie genannt wird. Das zugehorige Differential ist dann

dG = —SdT + YdP+ pdN + > F, d&,. (I11.20b)

d.h. die partiellen Ableitungen der freien Enthalpie nach ihren natiirlichen Variablen sind

8G> (8G> <8G> <8G)
— =-S5 — =7 , — =u — = Fo. (II1.20c)
(8T PN, OP )1 N, ON Jrpe, 9&a T,?,N Epza

Offensichtlich gelten auch die Gleichungen
G(T,P,N,&) =F(T,V,N,&) + PV (I11.21)

und
G(T,P,N,¢) =H(T,V,N,&) —TS. (I11.22)

Das heifst, dass die freie Enthalpie gesehen werden kann entweder als Legendre-Transformierte der
freien Energie beziiglich des Volumens, oder als Legendre-Transformierte der Enthalpie beziiglich
der Entropie, oder auch als Legendre-Transformierte der inneren Energie beziiglich der Entropie
und des Volumens.

Wieder gilt ein Extremalprinzip: die freie Enthalpie eines Systems mit festen 7', P, N und {&,}
ist minimal im thermodynamischen Gleichgewichtszustand.

Im besonderen Fall eines Systems bei dem die extensiven Variablen {£,} nicht vorhanden sind,
wie z.B. fiir ein einkomponentiges nicht-magnetisierbares und nicht-polarisieertes Gas, hangt die
freie Enthalpie G nur von einer einzigen extensiven Zustandsvariable, und zwar der Teilchenzahl N.
Die einzige Moglichkeit dafiir ist eine lineare Abhéngigkeit zwischen G und N Variablen, wobei der
Proportionalitéatsfaktor durch die zugehorige partielle Ableitung gegeben ist:

oG
GT,P,N)=|—-—=) N=uwuT,P,N)N. (I11.23)
ON T.p
Dieses Ergebnis lasst sich auch aus der Definition ([II.20a)) der freien Enthalpie und der integralen
Form ([I1.6)) der Gibbs-Fundamentalgleichung in Energiedarstellung gewinnen. Laut der Gleichung
ist das chemische Potential p die freie Enthalpie pro Teilchen.



42 Thermodynamische Potentiale

Gleichung (II1.23)) enthélt auch Information {iber das chemische Potential: Als Ableitung einer
extensiven Zustandsgrofen nach einer anderen extensiven Variable ist u intensiv. Da es Funktion
einer einzigen natiirlichen Variablen (V) ist, kann es eigentlich nicht von jener abhéngen, sondern
nur von den intensiven Variablen 7" und P:

G(T,P,N
,U,(T, fP, N) = (]V)

Diese Eigenschaft kann an den Beispielen des néchsten Kapitels gepriift werden.

= u(T, P). (111.24)

111.2.5 GroBkanonisches Potential

In diesem Paragraphen betrachten wir den Fall eines Systems mit bekanntem Volumen ¥, das
im Kontakt mit einem Warmebad bei der Temperatur T steht, sowie mit einem Teilchenreservoir,
mit dem es Teilchen austauschen kann. Somit ist die Teilchenzahl des Systems nicht exakt bekannt:
im Gegensatz ist die dazu konjugierte Zustandsvariable, und zwar das chemische Potential, genau
bekannt.

Fiir solche Systeme sind die natiirlichen Variablen also (T, Y, u,&,). Dementsprechend defi-
niert man eine Funktion dieser Zustandsvariablen, das grofkanonische Potential — oder Landau ™)

Potential —, durc

[ T, V, 1, £2) = U(S, V, N, &) — TS — uN. ] (IT1.25a)

Sein Differential lautet

dQ=—SdT — PdV - Ndp+ ) F,dé, (I11.25b)

woran sich die partiellen Ableitungen

(8”) . <39> . <‘99> ~ N, <8”) — 7, (250
oT V€ 8'1/ Tps€a (“)u T,Y ¢ aéa T7[Vnu7§b7£a

ablesen lassen.

An der Definitionen und sieht man, dass sich das groffkanonische Potential
auch als

T, V,u,&) = F(T,V,N,&) — uN. (111.26)

schreiben lésst. Somit kann 2 entweder als Legendre-Transformierte von U beziiglich S und N, oder
als Legendre-Transformierte von F' beziiglich N gesehen werden.

In einem System mit festen 7', ¥V, p und {{,} ist  minimal im thermodynamischen Gleichge-
wichtszustand.

SchlieRlich kann man in einem System, das durch die extensiven Variablen S (oder U), % und
N vollstandig beschrieben ist, dhnliche Ergebnisse wie am Ende des §[[T.2.4] folgern. Da das grof-
kanonische Potential 2 dann nur von der einzigen extensiven Zustandsvariable 9’ abhéngt, soll es
prooportional dazu sein. Zum anderen héngt der Proportionalitdatsfaktor, und zwar das Negative
des Drucks, nicht vom Volumen ab:

T, V, p) = <m) V= —2(T, 1) V. (I11.27)

l11.2.6 Zusammenfassung

In der folgenden Tabelle werden die oben eingefiihrten thermodynamischen Potentiale mit ihren
Definitionen und jeweiligen natiirlichen Variablen aufgelistet.

()Statt Q wird das grofkanonische Potential auch oft mit ®¢ bezeichnet.
(®»)L. D. LANDAU, 1908-1968
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Thermodynamisches Potential Definition Variablen

Entropie S U, V,N,{&}
innere Energie U S, V,N,{&}
freie Energie F=U-TS T,V,N,{}
Enthalpie H=U+ PV S,P,N,{&}
freie Enthalpie G=U-TS+2PV T,P,N,{}
grokkanonisches Potential Q=U-TS—uN T, pn,{&}

Tabelle lll.1 — Ublichste thermodynamische Potentiale mit den zugehérigen natiirlichen Zu-
standsvariablen.

11.2.6 b Eigenschaften der thermodynamischen Potentiale
Alle thermodynamischen Potentiale der Tabelle sind extensive Groken, weil es sich um

Summen von Produkten von intensiven und extensiven Zustandsgrofsen handelt.

Aufter der Entropie, die das Verhéltnis aus einer Energie und einer Temperatur ist, haben alle
anderen (U, F, G, H, Q) die physikalische Dimension einer Energie — was eigentlich aus ihrer
Konstruktion als Legendre-Transformierten der inneren Energie folgt.

Da die Entropie S konkav und differenzierbar in U, ¥, N ist (§ , so ist ihre Riickkehr-
funktion die innere Energie U konvex und differenzierbar in S, 7, N.

Daraus folgen dank den Eigenschaften der Legendre-Transformation dhnliche Konvexitatseigen-
schaften fiir die thermodynamischen Potentiale. Allgemein sind somit F,G, H und €2 konvex und
differenzierbar in ihren jeweiligen extensiven Variablen, sowie konkav aber nicht unbedingt iiberall
differenzierbar in den intensiven Variablen.

Beispielsweise ist die freie Enthalpie G(T, P, N) konvex und differenzierbar in N — obwohl die
Konvexitdt hier ziemlich bedeutungslos ist, s. Gl. ([11.23)) und (I1I.24) — und konkav in 7" und 2.

Bemerkung: Die Stellen, an denen ein thermodynamisches Potential nicht differenzierbar ist, ent-
sprechen oft Phaseniibergéngen.

Statt die innere Energie als Anfangspunkt zu nehmen, kann man in &hnlicher Weise von der Fun-
damentalgleichung in Entropiedarstellung S = S(U, V, N, &,) ausgehen und zugehorige Legendre-
transformierte Zustandsgrofen definieren. Dadurch lassen sich neue Darstellungen gewinnen, die
seltener benutzt werden als die thermodynamischen Potentiale der Tabelle .

Die iiblichsten dieser Funktionen sind die Legendre-Transformierten von S entweder beziiglich
der inneren Energie U alleine, oder bezliglich U und des Volumens ¥, und werden in der T: abelle
angegeben.

Zustandsfunktion Definition Variablen
1 1
Massieu-Funktion(?| J =8 — TU T V,N,{&}

1 7 1 P
Pl Ol Funkti Y=8§_--__=_ — — N
anc&l unktion S T T‘V T T A&t

Tabelle 1.2 — Massieu- und Planck-Funktionen.

(D Diese Zustandsfunktionen kénnen aber in der Statistischen Physik einfach gefunden werden.

(DF. Massieu, 1832-1896 (M. PLANCK, 1858-1947
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Bemerkung: Man priift einfach die Identitdten
F G
J = —T und Y = 7

Die natiirlichen Variablen von J und F bzw. Y und G sind aber unterschiedlich.

Partielle Ableitungen der thermodynamischen Potentialen

In diesem Abschnitt wird der Kiirze halber nur der Fall eines einfachen Systems bestehend aus einem
einzigen Typ von Teilchen betrachtet, das durch die Angabe von nur drei extensiven Variablen S
oder U, ¥ und N beschrieben werden kann.

l11.3.1 Ableitungen erster Ordnung

Definitionsgeméf sind die Ableitungen erster Ordnung eines thermodynamischen Potentials nach
seinen natiirlichen Variablen die zugehorigen ,konjugierten” Zustandsvariablen. Wie wir in den Ab-
schn. und gesehen haben, bestehen Paare von konjugierten Variablen aus einer extensiven
und einer intensiven Variable, weil thermodynamische Potentiale selber extensiv sind.

Im besonderen Fall der Energiedarstellung — und gewissermafsen der Entropiedarstellung —
sind die intensiven partiellen Ableitungen erster Ordnung genau die Zustandsgréfen, die sich beim
Kontakt zwischen zwei Systemen im Gleichgewicht ausgleichen: Temperatur 7' (entsprechend dem
nullten Hauptsatz), Druck ? und chemisches Potential p.

Bemerkung: Diese Eigenschaft gilt nicht mehr im Fall weiterer charakteristischer extensiver Zu-
standsgrofen &,, wie in der Bemerkung im § schon gesagt wurde.

Aus den angegebenen Ausdriicken der partiellen Ableitungen erster Ordnung der verschiedenen
thermodynamischen Potentiale ergeben sich viele Identitdten wie z.B.

g _(2F)  __(9G) _ _(9%) | (I11.28)
T )y T Jp x aT )y,

[vgl. GL. (III.16d)), (III.20d) und (IIL.25d)|. Diese konnen benutzt werden, um Beziehungen zwischen
thermodynamischen Koeffizienten zu finden.

I11.3.2 Ableitungen zweiter Ordnung

Durch die zweifache Ableitung der thermodynamischen Potentialen nach ihren jeweiligen natiir-
lichen Variablen ergeben sich Grofsen, die sog. thermodynamischen Koeffizienten, die die Antwort
eines Systems auf Verdnderungen seiner charakteristischen Zustandsgrofien beschreiben.

Einige dieser Koeffizienten besitzen besondere Namen und werden in diesem Paragraphen ein-
gefiihrt. In allen Féllen wird hiernach angenommen, dass die Teilchenzahl des Systems konstant
bleibt, d.h. dass das System geschlossen ist.

Zum einen gibt es thermodynamische Koeffizienten zur Beschreibung der Antwort des Systems
auf Temperatur- oder Druckverédnderungen. Die iiblichsten sind

1
o Ausdehnungskoeffizient: o = 7% (g;{)ﬂpw (II1.29a)
1 /0P
o Spannungskoeffizient: = I <2T>q/,]v (II1.29b)

(®)Genauer handelt es sich um die Responsefunktionen fiir die lineare Antwort des Systems, d.h. es wird angenommen,
dass die Antwort proportional zur Ursache ist.
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1[0V
e isotherme Kompressibilitit: kp = 7 (C;P >T’N (III.29¢)
1
e adiabatische Kompressibilitat: ks = —— ov . (I11.29d)
V\OP )5y

Aufserdem kommen die thermodynamischen Koeffizienten zur Charakterisierung der Antwort des
Systems auf einen Wérmezufuhr, d.h. die uns schon in § [[T.1.3] begegneten Warmekapazitéten:

e isochore Wdrmekapazitit: Cy=T 95 = ou (II1.29e)
or)y,n \0T Jyn
: ) e oS
e isobare Wirmekapazitit: Cop=T| = . (I11.29f)
T )y N

Diese Koeffizienten lassen sich mithilfe der thermodynamischen Potentiale umschreiben. Somit
findet man beispielsweise

o= ;(;TQ;I))N (I11.30a)
8= _£1P<8?26F{V>N (IT1.30D)
p — — ql/ (gig)m (IT1.30c)
Ky = — 71/ (gig)w (I11.30d)
Cy = —T(Si}i)vw (I11.30e)
Cp = —T(?ﬁ)ﬂN (I1.30f)

Dank der Konkavitdt der thermodynamischen Potentiale beziiglich der intensiven Zustands-
variablen P und T sind die zwei Kompressibilitdten und die zwei Warmekapazitaten positiv.

Diese automatisch erfillten Bedingungen sind Beispiele der Forderungen, die aus dem Prinzip
von Le Chatelie (oder Prinzip von Le C’hatelz’ermeu Prinzip vom kleinsten Zwang), die die
Stabilitat des Systems ausdriickt:

Wenn sich ein System in einem stabilen thermodynamischen Gleichgewichts-
zustand befindet, dann fihren alle spontanen Anderungen seiner Zustandsgrofien | (111.31)
zu Prozessen, die das System zu einem Gleichgewicht zuriicktreiben.

Somit beschreibt kp, kg > 0 die mechanische Stabilitdt des Systems: Dann erhéht sich der Druck
bei einer Verringerung des Volumens: iibt man &ufiere Druckkréfte auf ein System, so dass sich dessen
Volumen verringert, dann wéchst der Druck des Systems, um die duferen Kréfte auszugleichen.

Zum anderen driicken Cyy, Cp > 0 die thermische Stabilitit des Systems aus: Wenn sich durch
irgendeine Fluktuation die Temperatur des Systems erhoht, so dass es wirmer wird als seine Um-
gebung, gibt es dem Aufsen Warme ab. Demzufolge nimmt laut dem ersten Hauptsatz seine innere
Energie ab, was mit einer positiven Warmekapazitiat zur Verminderung der Temperatur fiihrt.

111.3.2 b Beziehungen zwischen den zweiten Ableitungen

Sei G ein beliebiges thermodynamisches Potential, dessen natiirliche Variablen mit {X;} fiir
1 < j < r+ 2 bezeichnet werden. Die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von G sind nicht
unabhéngig voneinander.

)H. LE CHATELIER, 18501936 (YF. BRAUN, 1850-1918
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Da die Funktion von r + 2 Variablen abhiingt, gibt es (r + 2)? zweiten Ableitungen. r + 2 davon
sind des Typs 02 /8)(2 und (r + 1)(r + 2) sind gemischte Ableitungen, die geméafs dem Satz von

Schwartz (r + 1)(r + 2)/2 sog. Maxwel.—Relatwnen

G > < >*G > ,
7 fiir j # k (I11.32)
<0Xj 0% X iz 0X;, 0.; { Xk

geniigen.

Auferdem sind die r + 2 partiellen Ableitungen erster Ordnung 9G/0X; homogene Funktion
vom Grad 0, so dass ihre Ableitungen durch den Satz von Euler (C.2]) verkniipft sind:

Z X —2— axk 8)( =0, (I11.33)

entsprechend r + 2 zusétzlichen Beziehungen.

Insgesamt gibt es somit nur (r+1)(r+2)/2 unabhéngige Ableitungen zweiter Ordnung. Dement-
sprechend existieren oft Relationen zwischen thermodynamischen Koeffizienten. Es gibt auch Be-
ziehungen zwischen Koeffizienten, die Ableitungen unterschiedlicher thermodynamischer Potentiale
sind.

Beispielsweise lassen sich Beziehungen zwischen den thermodynamischen Koeffizienten (([11.29))
herleiten. Dabei erweist sich die Methode der Jacob.—Determinante (s. Anhang ' besonders
giinstig, um die partiellen Ableitungen unter verschiedenen Bedingungen auszudriicken )]

Die einfachste dieser Relationen ist
o = Brpe. (I11.34)

Dies folgt aus a — LOP) 1 0(V.2) 19V, 2) AV, T)

VoT.?) Va@T) Vaw.T) d@.1) .

Die isobare und isochore Warmekapazitaten hangen iiber die Mayer-Gleichung zusammen:
2
TV

RT

Cp—Cy = (111.35)

Aus dieser Beziehung und der Positivitat der isothermen Kompressibilitidt und der isochoren War-
mekapazitit folgt Cp > C'yy > 0, und daher v > 1 fiir den adiabatischen Index (II.15]).
Beweis der Mayer-Gleichung: Mithilfe von GI. wird Definition ([11.29¢)) zu
aS, V) T@(S, V) JO(T.V) T 9(S,7V)
orT,v) ~ oT,P)) OT,P)  Vkr O(T,P)

Die Jacobi-Determinante im rechten Glied lautet
08, V) _ (95 (OV\ _(OV (8S\ _ Cp (DS
o(T, ) \oT J,\o® ), \oT Jy\o® ).~ T "7 o ),

so dass
oS
Cop—Cp+ ( . T)

Die partielle Ableitung in dieser Gleichung kann noch mithilfe von Gl. (E.la) umgeschrieben
werden:

a8\ _ 98, T) _a(s,T)o(®,S) (9T ([0S

oP ). o(®,T) O(P,S)o(P,T)  \0P)\T Jp

Die Ableitung der Entropie im rechten Glied ist gleich Cp/T. Fiir die andere kann man die
Maxwell-Relation zwischen den zweiten Ableitungen der Enthalpie H(S, P, N)

O°H _ (0T _ (0¥
asor ~ \oe ), \ 95 )y

(“)Der Kiirze halber wird die feste Teilchenzahl in den folgenden Beweisen nicht geschrieben.

Cy=T

(W], C. MAXWELL, 1831-1879 (. G. Jacosl, 1804-1851
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benutzen. Mit Jacobi-Determinanten kommt

(5e )= (55) - 5o /e = () / (), e

woraus Gl. (II1.35]) schliefslich folgt. O

Ahnlich kann man eine analoge Beziehung fiir die Differenz der Wirmekapazitéten zeigen:
a?’TV

Cp
Dank der Positivitat der isobaren Warmekapazitat gilt dann kr > kg > 0.

Geméf den drei Beziehungen ([II.34)—(III.36]) sind (maximal) nur drei der sechs thermodyna-
mischen Koeffizienten ([11.29)) unabhingig voneinander. Ublicherweise withlt man «, k7 und Cop.

Bemerkung: Der Vergleich der Gl. ([I1.35) und ([11.36|) liefert die Gleichung

Ce Kt

KT — Kg = (111.36)

—r - 111.37
Ty " s (IL.37)

wobei das erste Verhéltnis genau die Definition ([I.15)) des adiabatischen Index ~y ist. Diese Relation
wird manchmal ReecBezz’ehung genannt.

Literatur zum Kapitel Il
e Fliekbach, Statistische Physik |3] Teil III, Kap. 17.
e Greiner, Neise & Stocker Thermodynamik und statistische Mechanik [4], Kap. 4.

e Nolting, Thermodynamik [8] Kap. 3.

(WF. ReecH, 18051884



KAPITEL IV

Beispiele von einfachen Systemen

IV.1 [Klassisches ideales Gas|48
IV.1.1 léllgemeines ideales Gas|48
IV.1.2 |Einfaches ideales Gas|49
IV.1.3 [Mehrkomponentiges ideales Gas|50

IV.2 Nicht-ideale Gase|51
IV.2.1 |Virialentwicklung|51
IV.2.2 |Van der Waals-Fluid|52

In diesem Kapitel wird die Thermodynamik einiger einfache Systeme dargestellt. Hier bezeichnet
n die Molzahl, d.h. n = N/N4 mit der AvogadrKonstante Ny, die definitionsgeméR gleich
6,02214076 - 102 mol ™! ist. Dazu wird N Molekiilanzahl statt Teilchenzahl genannt.

IV.1 Klassisches ideales Gas

Bei dem idealen Gas handelt es sich um ein Modell fiir reale Gase, das eine gute Beschreibung
unter den iiblichen Temperatur- und Druck-Bedingungen darstellt. Somit geniigt ein ideales Gas
den empirischen Gesetzen von BoylMariott(Bei konstanter Temperatur ist der Druck umge-
kehrt proportional zum Volumen) und von Avogadro (Bei gleichem Druck und gleicher Temperatur
enthalten gleiche Volumina von Gas gleich viele Molekiile).

IV.1.1 Allgemeines ideales Gas

Das allgemeine ideale Gas wird durch die zwei Beziehungen
PV = nRT
U = nf(T)

definiert, wobei f(7') eine beliebige monoton wachsende Funktion der Temperatur alleine bezeichnet,
wéhrend R eine universelle Konstante ist.

Aus diesen Definitionen folgen sofort der isobare Ausdehnungskoeffizient o [Gl. (II1I.29al)|, der

Spannungskoeffizient 5 [Gl. (II11.29b))] und die isotherme Kompressibilitdt xr [Gl. ([11.29¢)]:
1

1
az,@zf und und /<;T:§.

Somit priift man, dass «, 5 und k1 wieder die Beziehung ([11.34)) erfiillen. Dazu vereinfacht sich die
Mayer-Gleichung (I11.35)) zu

(IV.1)

Unabhéngig von der Wahl der Funktion f in der Definition der inneren Energie ldsst sich die
Gibbs—Duhem-Gleichung in Energiedarstellung (I11.7) N dy = —SdT + ¥ dP entlang einer Isother-

) A. AVOGADRO, 1776-1856 'R. BovLE, 1627-1691 “)E. MARIOTTE, 1620-1684



IV.1 Klassisches ideales Gas 49

me bei der Temperatur T einfach integrieren:

Ty RT
T,P) = uw(T, )+ | —dP= u(T,B)+ — In—.
(T, P) = pu(T, ) /%N w(T, Py) g
Nach Multiplikation mit der Molekiilanzahl N und unter Nutzung der Beziehung ([I1.23)) zwischen
dem chemischen Potential und der freien Enthalpie kommt

P
G(T,?)=G(T,P)+ nRT In 7
0
Um die weiteren thermodynamischen Potentiale bestimmen zu kénnen, muss die innere Energie
besser prazisiert werden.

IV.1.2 Einfaches ideales Gas

Das Modell eines einfachen idealen Gases entspricht dem des allgemeinen idealen Gases mit
einer zusétzlichen Bedingung, und zwar, dass die innere Energie U proportional zur Temperatur ist.
Anders gesagt wird das einfache ideale Gas durch

PV = nRT
{ (IV.3)

U = ncRT

definiert, mit der universellen Gaskonstant R ~ 8,314 Jmol~! K~! und einer dimensionslosen
Konstante ¢, die von der Natur des Gases abhéngt.

Aus diesen Definitionen kann man die Fundamentalgleichung in Entropiedarstellung S(U, vV, n)
herleiten, wobei die Molzahl 7 die Rolle der Molekiilanzahl unter den extensiven Zustandsvariablen
tibernimmt. Als Anfangspunkt lohnt es sich, die Gibbs—Duhem-Gleichung in Entropiedarstellung

1 U I
Ud<T>+‘Vd(T>—Nd<T> =0 (IV.4)
zu nehmen, die sich aus Gl. ([IL.8)) und dem totalen Differential der GI. ([11.10)) ableiten lasst. Unter
Nutzung dieser Gleichung und der Definition (IV.3]) ergibt sich

p\_ U (1\ ¥V (®\ _cR_ (1\ RT (2
d<T>‘ﬂNd<T)*iNd(T>'-NAT“<T>*2M4fd<T>'

Unter voriibergehender Vernachlédssigung der physikalischen Dimension von den Zustandsgrofsen
kommt

Py _ el R T\ _ R vy R YN__ R utv
d<T>— NAd(lnT) NAd(lan>— N,Ad(lnN) N,Ad<lnN)— NAd(lnNH_l).

Daraus folgt durch Integration von einem durch den Index 0 gekennzeichneten Bezugszustand

bis einem beliebigen Zustand (U, ¥, N)
B (B) LR [(UY 2 (NYT wv.s)
T T )y Na Us) M\ N
Dies ist die sog. chemische Zustandsgleichung fiir die intensive Zustandsgrofse pu/T.
Mit der integralen Form ([II.10)) der Fundamentalgleichung in Entropiedarstellung ergibt sich

dann
(Gymy v

mit einer Konstante Sy, die die Entropie des Bezugszustands darstellt.

(MSeit 2019 gilt definitionsgemiR R = 8,31446261815324 J mol ! K.
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Diese Funktion ist stetig, differenzierbar und konkav in U, ¥, N, entsprechend den in §
angegebenen Eigenschaften. Dagegen erfiillt diese Entropie nicht den dritten Hauptsatz: fiir T" — 0,
d.h. geméf Gl. wenn U/n — 0, divergiert Gl. (IV.6)): S — —oo. Da das klassische ideale Gas
ein Modell ist, und sogar ein klassisches Modell, ist diese Verletzung des dritten Hauptsatzes kein
wesentliches Problem und bedeutet nur, dass das Modell bei kleinen Temperatur nicht giiltig ist.

Die Ableitung der Entropie (IV.6) nach dem Molekiilanzahl liefert —u /T in Abhéngigkeit von
U/N und V/N, die mithilfe der Definitionen (IV.3|) durch die Temperatur und den Druck ausge-

druckt werden konnen. Somit erhalt man
RT P
T,P)=u(T, P In — Iv.7
W) = (1 20) + I g (v.7)
Na To

Man priift mithilfe der Definitionen (IV.3)), dass fiir den Bezugszustand gilt

1)RT T T
mit u(T, By) = ﬂ (1 —1In ) — FS’O, wobei Sy implizit von Py abhéngt.
0

Nop(To, Bo) = no(c+ 1)RTy — ToSo = Uy + PoW — ToSo = Go,

in Ubereinstimmung mit der allgemeinen Beziehung ([11.23)).

Aus der Fundamentalgleichung (IV.6)) kénnen alle thermodynamischen Eigenschaften des einfa-
chen idealen Gases hergeleitet werden Setzt man z.B. die innere Energie (IV.3) in GL - ein
und leitet man nach 1" ab, so ergibt sich die isochore Warmekapazitit. Die Mayer Gleichung (Il
gibt dann die isobare Warmekapazitét

Cy=nR , Cp=n(c+1)R. (IV.8)

Somit sind die molaren Warmekapazititen Cy o) = ¢R, Cpmol = (¢ + 1)R konstant, unabhéingig
von T, P oder V.

Fiir monoatomare ideale Gase — was eine gute Naherung fiir Edelgase (He, Ne, Ar...) bei
Temperaturen 102 <7 < 10* K darstell — ist ¢ = 3. Fiir diatomare Gase wie Oy oder NO gilt
c=23fiir 102<7 <10° K und ¢ = fiir 103 <7 < 10* K.

IV.1.3 Mehrkomponentiges ideales Gas

Sei jetzt in einem Volumen % ein Gemisch mehrerer einfacher idealer Gase mit jeweiligen Mo-
lekiilanzahlen N; bzw. Molzahlen n; und molaren Warmekapazititen Cypo1 5 = ¢j R.
Man kann zeigen, dass die Fundamentalgleichung in Entropiedarstellung in der Form

S(U,‘V,nl,...,n,«):Z:éSo’j—i—(ancj>Rln +anRln<%nj> (IV.9a)

Jj=1

mit der inneren Energie .,

U= (Z nj cj) RT (IV.9b)
j=1
umgeschrieben werden kann, wobei 1" die Rolle eines Parameters spielt, der sich mit der Temperatur
des Gasgemisches gleichstellen l&sst.

Der Vergleich dieser Gleichungen mit der Entropie eines einfachen idealen Gases zeigt,
dass die Entropie des Gasgemisches gleich der Summe der Entropien der einzelnen Gase ist, wenn
jedes Gas dasselbe Volumen bei derselben Temperatur alleine besetzt. Zudem ist die innere Energie
des Gemisches gleich der Summe der inneren Energien der einfachen Gase bei derselben Temperatur.

(8)Bei tieferen Temperaturen nihert sich der Fliissigkeitszustand, wihrend bei hoheren Temperaturen die Atome
ionisiert werden konnen, was zu einem Plasma fiihrt.
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Auferdem liefert die Ableitung der Beziehung (IV.9al) nach dem Volumen die Zustandsgleichung
P R
J

identisch der Zustandsgleichung eines einfachen idealen Gases. Ein ideales Gasgemisch verhélt sich
also wie ein einfaches ideales Gas, dessen Warmekapazitéit durch die Summe der gewichteten Warme-

kapazitdten der einzelnen Komponenten gegeben wird |Gl. (IV.9b))]:

r

T
nj .
c = —¢; mit n= ni.
E J E , J
n -
Jj=1

J=1

SchlieRlich findet man durch Ableitung der Entropie (IV.9a)) nach IV; bei konstanter U, konstan-
tem Volumen 9’ und konstanter Nj.; das chemische Potential des j-ten einfachen Gases

RT . P
(T, P) = u;(T, P, — In=
lu’]( ) ) /’LJ( ) 0)+NA nfp()7

ahnlich Gl. (IV.7)) mit dem partiellen Druck (oder Partialdruck)
”

anstelle des Gesamtdrucks P. Somit ist das chemische Potential eines Bestandteils eines idealen
Gasgemisches gleich dem chemischen Potential, das dieser Bestandteil hat, wenn er sich alleine bei
derselben Temperatur und unter dem partiellen Druck befindet.

Bemerkung: Offensichtlich ist die Summe aller partiellen Driicke gleich dem Gesamtdruck des Ge-
misches, entsprechend dem Dalto Gesetz.

Nicht-ideale Gase

Whiéhrend sich reale Gase im verdiinnten Regime in guter Naherung als ideale Gase verhalten, treten
bei hoheren Dichten wichtigere Abweichungen vom Modell auf. In diesem Abschnitt wird zunéchst
eine allgemeine Parametrisierung fiir die Beschreibung der Eigenschaften solcher realen Gase dar-

gelegt (§IV.2.1)). Dann wird in § (IV.2.2]) das Modell des van der WaalFluids eingefiihrt, das

sowohl den gasférmigen als auch den fliissigen Zustand beschreiben kann.

IV.2.1 Virialentwicklung

Fiir ein beliebiges thermodynamisches System mit Volumen 4 und Molzahl n wird das molare
Volumen durch v = V/n definiert. Mit dessen Hilfe ldsst sich die Zustandsgleichung des klassischen
idealen Gases als

P R
T o
umschreiben.

Im Fall eines realen klassischen Gases wird die Zustandsgleichung als eine Entwicklung in Po-
tenzen von 1/v geschrieben:

? R By (T Bs(T
LB 2()Jr 3(2)
T v v v

o, (IV.11)

Diese Reihenentwicklung wird Virialentwicklung genannt und Ba(T'), B3(T) ... werden jeweils als
zweiter, dritter. .. Virialkoeffizient bezeichnet. Diese Koeffizienten héngen von den mikroskopischen
Wechselwirkungen zwischen der Gasmolekiile ab, kénnen aber auf der makroskopischen Ebene phé-
nomenologisch ermittelt werden.

(a2) 3 DALTON, 1766-1844 *P)J. D. VAN DER WAaALS, 1837-1923
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IV.2.2 Van der Waals-Fluid

Anstatt die mechanische Zustandsgleichung durch eine Virialentwicklung zu bestimmen, wird sie
manchmal in geschlossener Form angegeben. Dabei kann die entsprechende Gleichung mikroskopisch
schlecht oder gar nicht begriindet sein, obwohl sie eine gute makroskopische Beschreibung darstellt.
Hier wird das durch van der Waals eingefiihrte einfache, jedoch fruchtbare Beispiel einer solchen
Zustandsgleichung dargelegt.

1V.2.2 a Allgemeines van der Waals-Fluid

Die van der Waals-Zustandsgleichung fiir nicht-ideale Gase sowie fiir Fliissigkeiten, die zusammen
als Fluide bezeichnet werden, lautet

nRT n2a - RT a

P = _ra_ e @
V—nb 2 v—->b 02

(IV.12)

Das ,Kovolumen“ b entspricht dem (molaren) Volumen, das durch die einzelnen Molekiile besetzt
wird, und stellt somit eine untere Schranke fiir das Volumen eines Mols des makroskopischen Systems
dar: » > b. Aufserdem beschreibt der ,Binnendruck” oder “Kohésionsdruck® a eine Verminderung
(im Vergleich zum Fall eines idealen Gases) des Drucks, die durch anziehende Wechselwirkungen
zwischen den Molekiilen verursacht wird. Dabei sind a und b nicht universell, sondern hangen vom
betrachteten Fluid ab.

Bemerkungen:

x Aus der Zustandsgleichung ([[V.12]) lassen sich die Virialkoeffizienten fiir das van der Waals-Fluid
einfach herleiten:

Bo(T) =b— Bi(T) = b*~1 fiir k> 3.

RT’
* Das Kovolumen b ist nicht unbedingt gleich N4 mal dem Eigenvolumen eines Molekiils, sondern
kann grofer sein, wenn ein Molekiil die Anwesenheit anderer Molekiile in sein Umgebung ausschlieft.

Die Gleichung (IV.12)) alleine reicht nicht aus, um das thermodynamische System vollstdndig zu
beschreiben. Dazu ist noch die Angabe einer kalorischen Zustandsgleichung

1 u v

——fl = = V.13

T / <N "N ) ( )
notig, um die Gibbs—Duhem-Gleichung (IV.4]) ohne unbekannte Konstante integrieren zu kénnen.

Die Funktion f kann nicht beliebig sein: um den Satz von Schwartz zu erfiillen, soll

(o), = Gow), = Golz)),.. -~ Gole),.

gelten, d.h. indem nach dem Ersetzen von T durch 1/f(U/N,V/N) in Gl. (IV.12)

‘qf (auaffm )WN B (a<3§N> )WN'

Dazu soll f noch positiv sein.

1V.2.2 b Isothermen und Theorem der korrespondierenden Zustande
Abbildung zeigt Isothermen P (v) der Zustandsgleichung (IV.12) fiir verschiedene Werte

der Temperatur T'. Fiir grofe T' sind diese Isothermen monoton abnehmend und somit injektiv:
einem gegebenen Druck P entspricht nur ein einziger reeller Wert von v.

Dagegen sind die Isothermen unter einer Temperatur 7. nicht mehr monoton bzw. injektiv:
unterschiedliche Werte des molaren Volumens entsprechen dem gleichen Druck. Tatséchlich lasst sich
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Abbildung IV.1 — Isothermen der van der Waals-Zustandsgleichung ([V.12]).

die Zustandsgleichung als eine (reelle) polynomiale Gleichung 3. Grades in v umschreiben,
die je nach den Werten von T und P entweder eine reelle und zwei komplexe oder drei reelle
Losungen hat. Im Grenzfall zwischen diesen Moglichkeiten, entsprechend einer Temperatur 7, hat
die Gleichung P = P(v) eine dreifache Nullstelle o, an der die erste und die zweite Ableitung von
P nach v verschwindet: bei 7. hat P(v) einen Wendepunkt mit einem verschwindenden Anstieg.
Diese zwei Bedingungen fiihren zu den Werten

8a . a

TC = m und Ue = 3b7 und damit Tc = fP(TC, ’Z/c) = 27?

Diese Werte definieren den kritischen Punkt, dessen physikalische Bedeutung, sowie die der unter-
schiedlichen reellen Losungen, in Kap. [V] diskutiert wird.

Mithilfe der kritischen Werten (IV.14)) konnen dimensionslose reduzierte Variablen T* = T /T,
V* = v/v, und P* = P/P. definiert werden. Die van der Waals-Gleichung (IV.12)) lisst sich dann

umschreiben als

(IV.14)

8T 3
3V -1 (V)T
Im Gegensatz zur urspriinglichen thermischen Zustandsgleichung héangt die letztere Gleichung von
keiner material-spezifischen Konstante ab. Somit verhalten sich die Zusténde verschiedener Systeme

ghnlich, wenn man deren Zustandsvariablen relativ zu den zugehorigen kritischen Groken betrachtet.
Dieses Ergebnis bildet das sog. Theorem der korrespondieren Zustdnde.

P =

(IV.15)

Bemerkung: Fiir 7% < 27/32 bzw. T' < 277T./32 kann der Druck P negativ werden, entsprechend
dem Vorherrschen der anziehenden Kréfte, d.h. des Terms mit dem Minus-Vorzeichen in Gl. (IV.12))
oder (IV.15)), gegeniiber den abstofsenden Kréften.

1V.2.2 ¢ Einfaches van der Waals-Fluid
Die mechanische Zustandsgleichung des idealen Gases stellt den Limes a — 0, b — 0 der van der

Waals-Gleichung (IV.12]) dar. Der Vergleich von Gl. (IV.3) und (IV.13) zeigt, dass die kalorische
Zustandsgleichung des einfachen idealen Gases der Wahl f(U/N,¥V/N) = ncR/U entspricht. In

Analogie dazu wird das ,einfache* van der Waals-Fluid durch die Annahme

s gg B nck
N'N) U+ n2a/V
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definiert. Somit lauten dessen Zustandsgleichungen in Entropiedarstellung

1

— = L kalorische Zustandsgleichung

T U-+nr?a/V (IV.16)
P nR macR '

Z = — thermische Zustandsgleichung.
T V- UVt 2V & &

Bemerkung: Das einfache van der Waals-Fluid wird manchmal (verwirrenderweise?) ,ideales” van

der Waals-Fluid genannt.

Die Integration der Gibbs—-Duhem-Gleichung in Entropiedarstellung mit diesen Funktionalfor-
men der intensiven Zustandsgroften fiihrt zur Fundamentalgleichung

U+na/V N[ V=nb\(m\ "
Uo+ Ba/ V) \ % —mb)\w) |
wobei der tiefgestellte 0 einen Bezugszustand bezeichnet.
Die Inversion dieser Beziehung liefert die Energiedarstellung der Fundamentalgleichung

~ (Up  moa Vo/my — b 1/¢ 1 /S Sy na
vis v =o( o5 ) () e [w (W) -

Aus der kalorischen Zustandsgleichung ([V.16) und dem Ausdruck der Entropie ldsst sich auch

di(f fI‘(fl(% En(il“gi(} h(il“l(fll(fn

Darauf kann man P% mithilfe des Ausdrucks (IV.12]) des Drucks addieren, woraus die freie Enthalpie

G als Funktion von T, (V, n folgl:

Dagegen ist es nicht moglich, einen analytischen Ausdruck fiir die freie Enthalpie in Abhéngigkeit
von deren natiirlichen Variablen T, P, n zu erhalten. Dies liegt daran, dass einer Temperatur und
einem Druck, die kleiner sind als die kritischen Werte T, und Z., mehr als ein physikalisch zulassiger

Wert des Volumens assoziiert werden kann (Abb. [IV.1)). Somit ist G(T, P, n) fiir solche Werte von
T, P mehrwertig.

S(U, Y, n) = %SO + nRIn

2
F(T,Y,n) = n(cR — SO)T Y WRTI
) v

vV SO 21120,
G(T,‘V,n)—an—I—W_nb)R—no]T— 7 — nRTIn
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Im § V222 wurde ein allgemeines Verhalten von Materialen am Beispiel des van der Waals-Fluids
illustriert: bei gegebenen Werten der Molekiilanzahl N (oder dquivalent der Molzahl n) und der
intensiven Zustandsvariablen 7' und P konnen das Volumen ¥ oder die freie Enthalpie G manchmal
nicht eindeutig bestimmt sein. Dieses Kapitel befasst sich mit der physikalischen Bedeutung dieses
Phénomens, und zwar der Existenz unterschiedlicher Phasen fiir das Material.

Zuerst wird in Abschn. [VI] die Stabilitiat von thermodynamischen Systemen unter der Ver-
anderung von intensiven, von aufen gesteuerten Zustandsgroffen diskutiert. Insbesondere wird die
Moglichkeit, dass das thermodynamische Potential den gleichen Wert fiir zwei unterschiedliche Werte
einer extensiven Zustandsgrofen annimmt, als Signal der Existenz zwei Phasen mit unterschiedli-
chen Eigenschaften anerkannt. Zwischen jenen Phasen kann dann ein Phaseniibergang stattfinden.
Je nachdem, ob einige extensiven Zustandsgroken beim Ubergang unstetig sind oder nicht, wer-
den Phaseniibergéinge als erster Ordnung (Abschn. und oder kontinuierlich (Abschn.
genannt, mit unterschiedlichen jeweiligen Eigenschaften.

Stabilitat eines thermodynamischen Systems

Im vorigen Kapitel wurde ausgefiihrt, wie sich der thermodynamische Gleichgewichtszustand eines
makroskopischen Systems durch ein Extremalprinzip charakterisieren ldsst: Je nach den von aufsen
vorgegebenen physikalischen Bedingungen ist das passende thermodynamische Potential (innere
Energie, freie Energie, freie Enthalpie. .. ) im Gleichgewicht minimal, wihrend die Entropie maximal
ist. Dieser Abschnitt befasst sich mit der Verschiebung des Gleichgewichtszustands, die aus einer
Verdnderung der von aufen gesteuerten Zustandsvariablen des Systems folgt.

V.1.1 Lokale Stabilitat und globale Stabilitat

Ein thermodynamisches System sei beschrieben durch Zustandsvariablen Xp, Xs,... und das
Potential G, wobei X; extensiv und X3 intensiv ist Hiernach bleiben die nicht-spezifizierten Zu-

Im yhatiirlichsten Fall ist i, konjugiert zu x,, dies spielt aber hier keine Rolle.
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Abbildung V.1 — Schematische Darstellungen des Verlaufs des thermodynamischen Potenti-
als eines Systems in Abhéngigkeit einer dessen Variablen X fiir verschiedene Werte einer
anderen Variablen.

standsvariablen Xj>3 fest, wihrend Xo die Rolle eines abstimmbaren ,Kontrollparameters* spielt:
bei gegebener Xy nimmt X; im Gleichgewicht den Wert X1 i, an, der das thermodynamische Po-
tential G minimiert. Dann fiihrt eine Verdnderung von Xo iiblicherweise zu einer entsprechenden
Verénderung der Minimumstelle X1 min von G und somit zu einer Verschiebung des Gleichgewichts-
zustands.

Dieses Verhalten wird in Abb. veranschaulicht, die den Verlauf von G in Abhéangigkeit von
X1 fiir verschiedene Werte der Kontrollvariablen X5 zeigt. Der linke Bereich der Abbildung zeigt
den einfachsten Fall, in dem @ fiir alle Werte von Xy, entsprechend den vier Kurven, iiberall konvex
in X7 ist: dann hat G eine einzige Minimumstelle X1 nin, die durch einen Punkt hervorgehoben wird,
und den Gleichgewichtszustand bestimmt. Dazu verschiebt sich diese Minimumstelle X1 in stetig,
wenn X9 kontinuierlich verandert wird.

Eine andere Moglichkeit wird im rechten Bereich der Abb. [V.I] dargestellt: dort ist das ther-
modynamische Potential G nicht iiberall konvex in X;. Je nach dem Wert der Kontrollvariable Xs
kann G(X1) in diesem Fall eine oder mehrere Minimumstellen haben. Somit hat G(X1) entweder ein
einziges Minimum bei groferem bzw. kleinerem X; (Kurve (1) bzw. (5)), oder ein mit einem gefiill-
ten Punkt dargestelltes globales Minimum bei groferem X7 und ein lokales (ungefiillter Punkt) bei
kleinerem X; (Kurve (2)) oder umgekehrt (Kurve (4)), oder gar zwei entartete Minima (Kurve (3)).

Physikalisch bestimmt das globale Minimum des thermodynamischen Potentials den (absolut)
stabilen Gleichgewichtszustand des Systems, in Ubereinstimmung mit dem Extremalprinzip. Ein
lokales Minimum von G hingegen entspricht einem metastabilen Zustand des Systems. Dabei handelt
es sich um einen Zustand, in dem das System moglicherweise lange (auf einer makroskopischen
Zeitskala) bleiben kann, der aber nicht absolut stabil ist und in einen stabileren Zustand des Systems
zerfallen kann.

Bemerkung: Mathematisch lasst sich das Extremalprinzip zur Bestimmung des Gleichgewichts des
Systems mithilfe der Beziechungen

2
(86) =0 und (3%) >0
9x1 {Xpz1} 0Xi { X1}
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bestimmen. Dabei ist aber zu bemerken, dass solche Bedingungen nur Auskunft {iber die Existenz
und Stelle eines lokalen Minimums geben, wiahrend der stabile Gleichgewichtszustand eines Systems
durch das globale Minimum des thermodynamischen Potentials G festgelegt wird. Die Ermittlung
dieses globalen Minimums erfordert also die Kenntnis des ganzen Verhaltens von G, was sich ziemlich
aufwendig gestalten kann.

V.1.2 Phasentrennung und Phaseniibergang

Dieses Paragraph befasst sich mit dem Verhalten eines einkomponentigen Systems beschrieben
durch das thermodynamische Potential G des rechten Bereichs der Abb. wenn die Kontrollva-
riable X kontinuierlich vom Wert entsprechend dem Verlauf (1) zu dem assoziiert mit der Kurve (5)
verdndert wird. Der Kiirze halber werden die verschiedenen Werte der betrachteten Zustandsgrofsen
als X;((@) mit j € {1,2} und i € {1,...,5} geschrieben.

Beginnt man mit dem Wert X5((1), so wird der Gleichgewichtszustand des Systems durch das
zugehorige Minimum von G(X;) gegeben, d.h. die extensive Zustandsgrofe Xi((1)) nimmt einen
»grofen Wert X in an. Die Verédnderung des Kontrollparameters Xo bis zum Wert assoziiert mit
Kurve (2) fiihrt zu einer Verschiebung des Gleichgewichts des Systems, und X; nimmt einen neuen,
etwa kleineren Gleichgewichtswert X1 min((2) an.

Wird die Kontrollvariable Xy weiter in die gleiche Richtung verdndert, so erreicht sie den Wert
entsprechend der Kurve 3) und das System weist den zugehdrigen grofen Wert von X7 aus, bei dem
G(X1) minimal ist. Jetzt wird aber moglich, dass sich das System spontan (mehr dazu in §[V.1.3)
in zwei Teile trennt, wobei ein Teilsystem durch den grofsen und das andere durch den kleineren
Wert von X charakterisiert ist, wihrend alle andere intensiven Zustandsgrofsen den gleichen Wert
in beiden Teilsystemen annehmen. Dabei handelt es sich um eine Phasentrennung bzw. ein Phasen-
gleichgewicht und die stabilen Teilsysteme mit unterschiedlichen X; bilden unterschiedliche Phasen
des Systems.

SchlieRlich wird bei weiteren Veréinderungen von Xo (Kurven (4) und (5)) das Gleichgewicht des
Systems so verschoben, dass die Variable X jetzt einen kleinen Wert X1 min hat.

Solange das globale Minimum des thermodynamischen Potentials nicht entartet ist, entspricht
der stabile Zustand einem Ein-Phasen-System, das homogen ist — alle intensiven Groéfsen sowie
alle Dichten der extensiven Grofen (Massendichte, Energiedichte...) nehmen den gleichen Wert
im ganzen System an. Dagegen fiihrt die Entartung von G in Abb. rechts zur Entstehung
eines stabilen heterogenen Zwei-Phasen-System, in dem die Dichten nicht iiberall den gleichen Wert
annehmen.

Bemerkung: In der Praxis ist es auch oft moglich, ein thermodynamisches System als Ein-Phasen-
System von Werten grofer als dem (Schwellen)Wert fiir einen Phaseniibergang zu Werten unterhalb
der Schwelle — oder umgekehrt — zu steuern. Dabei erreicht das System einen metastabilen Zu-
stand. Somit kénnte man mit dem System von Abb. rechts im Gleichgewichtszustand X 1,min(@)
anfangen und X so variieren lassen, dass, wenn die Kontrollvariable den Wert X5((2)) hat, das Sy-
stem noch den mit einem ungefiillten Kreis markierten Wert von X; annimmt, der dem lokalen
Minimum der Kurve.

Beispiele dieses Phanomens sind die Unterkiihlung einer Fliissigkeit, wobei deren Erstarrung
nicht bei der ,normalen” Temperatur stattfindet, oder deren Siedeverzug, wobei die Fliissigkeit iiber
die zugehorige Siedetemperatur erhitzt wird, ohne dass sich Dampfblasen bilden.

Klassifizierung der Phaseniibergiange

In der gerade diskutierten kontinuierlichen Verédnderung des Kontrollparameters X9 andert sich
der Gleichgewichtswert X1 min der Zustandsgrofe X; stetig von (D bis @) und dann von (@) bis
(®. Bei dem Phaseniibergang entsprechend Kurve (3) ,springt* Xi min von einem grofen zu einem
kleinen Wert, d.h. X1 in ist unstetig.
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Allgemeiner finden Phasentibergdnge in einem System dann statt, wenn das geeignete zugeho-
rige thermodynamische Potential, betrachtet als Funktionen der intensiven Zustandsgrofen, keine
analytische Funktion ist, so dass eine dessen Ableitungen von beliebiger Ordnung entweder einen
Sprung aufweist oder sogar unendlich wird.

Wenn die Singularitdt bei einer Ableitung erster Ordnung des thermodynamischen Potentials
auftritt, d.h. bei einer extensiven Zustandsgrofe, dann handelt es sich immer um einen Sprung.
Dabei spricht man von einem Phaseniibergang erster Ordnung.

Beim Sprung koexistieren zwei (oder mehr) Phasen mit unterschiedlichen Werten der unstetigen
extensiven Zustandsvariable. Dazu spiegelt sich die Diskontinuitdt in Spriinge der Entropie sowie
anderer thermodynamischer Potentiale wider. Diesem Entropiesprung wird eine latente Warme
zugeordnet [s. Gl. ], so dass Phaseniibergéinge erster Ordnung auch als solche, die mit latenter
Wiérme verkniipft sind, charakterisiert werden kénnen.

Die restlichen (thermodynamischen) Phaseniibergéinge werden als kontinuierliche Phaseniiber-
ginge bezeichnet.

Bemerkung: In der alten Klassifikation von Ehrenfes [13] waren Phaseniibergéinge beziiglich des
Verhaltens der partiellen Ableitungen der freien Enthalpie G eingeordnet: bei einem Phaseniibergang
n-ter Ordnung ist G und alle deren partiellen Ableitungen bis zur n— 1-ten Ordnung stetig, wahrend
(mindestens) eine der n-ten Ableitungen unstetig ist.

Dabei wird die Singularitit des thermodynamischen Potentials aber nicht prézis genug charak-
terisiert: insbesondere fallen divergente Ableitungen aufterhalb des Rahmens.

V.1.3 Rolle der Fluktuationen

Wie wir in der Statistischen Physik sehen werden, ist die in den vorigen Paragraphen betrachtete
extensive thermodynamische Zustandsgrofte X; in der Tat der Erwartungswert einer Observablen.
Somit kann der Wert von X fluktuieren und der Gleichgewichtswert X min entspricht dem wahr-
scheinlichsten Wert.

Die Fluktuationen der Grofle um diesen Gleichgewichtswert spielen eine wichtige physikalische
Rolle. Somit folgt das Erreichen eines (neuen) Gleichgewichtszustands aus deren Existenz, die dem
System ,erlaubt“, unterschiedliche Parametersétze zu ,probieren”, um das Minimum des thermody-
namischen Potentials zu finden. Dies gilt insbesondere, wenn das System sich in einem metastabilen
Zustand befindet. Dann sind es die Fluktuationen der thermodynamischen Zustandsgrofsen, die den
Zerfall in einen stabileren Zustand ermdglichen.

Wenn zwei (oder mehr) Minima des thermodynamischen Potentials entartet sind und das System
in einem davon, also in einer einzigen Phase, prapariert wird, dann sind die Fluktuationen verant-
wortlich fiir die Entstehung von Bereichen, wo das System sich im anderen Minimum befindet, d.h.
wo die andere Phase auftaucht.

Streng genommen koénnen aber die Fluktuationen der thermodynamischen Gréfien und somit
die Kinetik der Phaseniibergénge nur im Rahmen der Statistischen Mechanik beschrieben werden.

Phasenilibergange 1. Ordnung in Einkomponentensystemen

Im Rest dieses Kapitels werden nur Phaseniibergénge bei fester Molekiilanzahl N betrachtet. Dem-
zufolge konnen die extensiven Zustandsgrofen auf die (konstante) Molzahl n bezogen werden. Somit
werden hiernach ¥, S,U, H, F, G, u durch die folgenden Grofsen ersetzt:

e molares Volumen: v = —
n

2|0

e molare Entropie: s = —;

(5)P, EHRENFEST, 1880-1933
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. . U
e molare innere Energie: u = —;
n

H
e molare Enthalpie: A = —;
n
F
e molare freie Energie: f = —;
n
e chemisches Potential pro Mol p=Nap=—.
n
Das Letztere ist auch die molare freie Enthalpie, wie durch die zweite Gleichheit gezeigt wird. Diese
Variablen sind alle intensiv, deren Natur unterscheidet sich aber von der von intensiven Zustands-
variablen wie T oder P, die konjugiert zu extensiven Zustandsgrofsen sind und in jedem Punkt des

Systems definiert sind.

V.2.1 Beispiel: van der Waals-ahnliche Zustandsgleichung

Zur Illustration betrachtet man in diesem Paragraphen ein einkompentiges einfaches Fluid, be-
schrieben durch eine mechanische Zustandsgleichung ?(v) mit einem kritischen Punkt (7¢, 2., v.)
ghnlich jenem der van der Waals-Gleichung . Fiir Temperaturen T' < T, ist der Druck ei-
ne nicht-monotone Funktion des molaren Volumens, deshalb existieren Werte von P, denen drei
unterschiedliche Werte von v zugeordnet werden kénnen, wie in Abb. dargestellt ist.

P

v
Abbildung V.2 — Isotherme einer van der Waals-dhnlichen Zustandsgleichung unterhalb der
kritischen Temperatur.

Man sieht sofort, dass zwischen den Punkten J und E auf der Isotherme die Kompressibilitét

oy _L(PRY __1(0v
T o\oe? ), w\o?)p,

des Systems negativ ist. Dies kennzeichnet ein grundsédtzlich mechanisch instabiles System, so dass
die entsprechenden Werte des molaren Volumens — in der Abbildung in rot markiert — bei der
Temperatur nicht realisiert werden kénnen.

Umgekehrt stellt die Positivitdt von k7 nur eine notwendige Bedingung fiir die Stabilitéit des Sy-
stems dar, sie ist aber nicht ausreichend. Um die relative Stabilitit des Systems der Abbildung [V.2]
genauer zu diskutieren, muss man die molare freie Enthalpie (T, P) bei der betrachteten Tem-

(9 0ft wird das chemische Potential vom Anfang an als eine molare GroRe definiert, insbesondere in der Chemie.
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Py 7 7, P
Abbildung V.3 — Molare freie Enthalpie entlang einer Isotherme unterhalb der kritischen
Temperatur fiir eine van der Waals-dhnliche Zustandsgleichung.

peratur genauer untersuchen. Diese lasst sich aus der Gibbs—-Duhem-Gleichung fiir molare Groéfsen
dip = —s(T,P)dT + v(T, P) dP herleiten:

(T, P) :/v(T, P)dP + $(T), (V.1)

wobei ¢(T") eine Funktion der Temperatur alleine bezeichnet, die entlang einer Isotherme nur die
Rolle einer unwesentlichen Konstante spielt. Der Verlauf von f(?) wird in Abb. dargestellt.
Darauf lasst sich wieder erkennen, dass das System entlang des konvexen Zweigs JFE instabil ist.

Auferdem schneiden sich die konkaven Zweige AE und JM in der (fi, P)-Ebene in einem einzigen
Punkt D = K, in dem der Druck definitionsgeméf einen eindeutig definierten Wert annimmt. In
der (2, v)-Ebene (Abb. unterscheiden sich aber diese Punkte, entsprechend unterschiedlichen
Werten vp > v des molaren Volumens. Geméf der Diskussion des § [V.I.2]kann bei diesen Punkten
D und K ein Phaseniibergang 1. Ordnung stattfinden, so dass das Fluid als Ein-Phasen-System
zwischen D und K nicht absolut stabil ist.

Somit kann man auf der Isotherme der Abb. [V.2HV.3] die folgenden Bereichen identifizieren:

e Fiir P < Pp besteht das System aus einer stabilen einzigen Phase (,Phase II).
e Fir Pz < P< Pp:
— zwischen B und D ist das einphasige System stabil, in der Phase II;
— zwischen F' und J ist das System wegen x7 < 0 instabil;
— zwischen J und K kann das System als metastabiles Ein-Phasen-System in der bei hohen

Driicken stabilen ,Phase I existieren.

e Fiir P = Pp tritt der Phaseniibergang auf: der stabile Zustand entspricht einem zweiphasigen
System, wobei der relative Anteil der Phasen durch das durch dufere Bedingungen festgelegte

molare Volumen bestimmt ist, s. §[V.2.:2a]
e Fir Pp < P< Py

— zwischen D und F kann das System als metastabiles Ein-Phasen-System aus Phase 11
existieren;
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— zwischen F und F ist das System instabil (k7 < 0);

— zwischen K und L ist das System in der Form einer einzigen Phase (I) stabil.
e Fiir 2 > P ist das Ein-Phasen-System in der Phase I stabil.

Die oben als ,I“ bzw. II“ bezeichnete Phase ist diejenige mit einem kleineren bzw. gréfseren
molaren Volumen, d.h. mit einer groferen bzw. kleineren Massendichte. Auf Abb. [V 2] sicht man
zudem, dass der Betrag der Steigung der Isotherme P(v) deutlich grofer in Phase I als in Phase II ist.
Daraus folgt, dass die isotherme Kompressibilitiat k7 kleiner in Phase I ist. In Zusammenfassung
lasst sich Phase I bzw. II durch eine grofe bzw. kleine Massendichte und eine kleine bzw. grofie
Kompressibilitdt charakterisieren: Phase I entspricht einer Fliissigkeit und Phase II einem Gas.
Somit beschreibt die Kurve zwischen K und J eine dberhitzte Flissigkeit, wahrend die Strecke
zwischen D und F ein unterkiihltes Gas modelliert.

Bemerkung: Die sog. Mazwell-Konstruktion besteht darin, die ,theoretische{'!!)| Isotherme P(v)
der Abb. zwischen den Punkten D und K durch eine gerade Strecke, entsprechend den ,unter
normalen Umsténden“ [I4] physikalisch realisierten Zusténden, zu ersetzen.

Dabei ist aber zu bemerken, dass diese Konstruktion nicht nur die instabilen, sondern auch die
ebenfalls physikalisch realisierten metastabilen Zusténde weglasst. Aufserdem beschreibt die so
erhaltene Zustandsgleichung je nach dem Wert vom molaren Volumen v entweder ein einphasiges
oder ein zweiphasiges System.

Bestimmung des Phasenilibergangsdrucks
Um den Druck Pp = Pk beim Phaseniibergang fiir die Temperatur 7' entsprechend Abb.

und [V23] genau zu bestimmen, soll man nur die definierende Beziehung
(T, Pp) = (T’ P ) (V.2)

benutzen, wobei fi, das molare chemische Potential in Phase a bezeichnet. Mit Gl. (V.1)) und unter
Nutzung von kurzen Schreibweisen kommt

K E F J K
OzﬂK—ﬂD:/ z/(T,iP)diPz/ z/dfP+/ vd_’P+/ vdiP+/ vd?P
D D E F J

E E F K
/ vdfP—/ vdP / vdfP—/ v dP
D F J J

Geometrisch entspricht der erste Term in eckigen Klammern der Fliche A; des Bereichs abgegrenzt
durch den Kurvenbogen DEF und die gerade Strecke F'D, wahrend der zweite geklammerte Term
gleich der Fliache Ay des durch KJF und FK abgegrenzten Bereichs ist (s. Abb. . Somit gilt
die Gleichheit

-/41 = “427
die als Mazwell-Fldchenregel [14] bezeichnet wird.

V.2.2 Stetige und unstetige GroBen bei Phaseniubergangen 1. Ordnung

Allgemein sind die intensiven Zustandsvariablen (Temperatur, Druck, chemisches Potential) bei
einem Phaseniibergang erster Ordnung kontinuierlich — sie nehmen denselben Wert in allen koexi-
stierenden Phasen an —, wéihrend die extensiven Gréﬁe unstetig sein kénnen.

(DIn der Praxis kann die Zustandsgleichung ?(T, v) entweder aus einem theoretischen Modell hergeleitet werden

oder aus experimentellen Daten extrapoliert werden.

(12) Genauer gesagt, die auf die Molanzahl bezogenen extensiven Grofen.
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P
Abbildung V.4 — Isotherme einer van der Waals-dhnlichen Zustandsgleichung unterhalb der
kritischen Temperatur in der (7, ?)-Ebene.

Die Spriinge der Letzteren beim Phaseniibergang sind aber nicht unabhéngig voneinander, son-
dern kénnen alle in Abhéngigkeit von nur zwei davon ausgedriickt werden, z.B. mithilfe der Spriinge
des molaren Volumens v und der Entropie pro Mol s.

In Folgenden wird der Fall einer Substanz untersucht, die sich in zwei Phasen I und II befinden
kann, wobei der Ubergang zwischen den Phasen erster Ordnung ist. Dabei wird angenommen, dass
Phase I jene ist, die bei festem Druck bei den niedrigeren Temperaturen auftritt.

V.2.2 a Sprung des Volumens

Bei einem Phasentibergang bei Temperatur 7' und Druck 2) unterscheiden sich die molaren
Volumina v1, v1; der Phasen. Diese Diskontinuitdt des molaren Volumens fiir die einphasige Form
des Systems entspricht wegen der Gleichheit v = (9f1/0P)r dem in Abb. dargestellten Knick
der molaren freien Enthalpie beim Phaseniibergangsdruck.

Hiernach wird die Differenz der molaren Volumina der reinen Phasen beim Ubergang — der
Sprung des molaren Volumens — als Av = vy — vp bezeichnet.

Obwohl der Wert des molaren Volumens fiir ein stabiles einphasiges System einen Sprung beim
Phaseniibergang hat, jedoch springt das physikalische Volumen v eines Mols des Systems nicht von
71 nach v oder umgekehrt. Zwischen 1 und »1; kann v stetig variieren, indem ein Teil des Systems
mit dem Stoffmengenanteil z1 sich in der Phase I befindet, wihrend der Rest (Stoffmengenanteil
211 = 1 — 1) in der Phase II ist. Dann lautet das molare Volumen des Systems

v = x1?1 + 11711 = X171 + (1 — a:I)vH. (V.3)
Allgemeiner spaltet jede extensive Zustandsgréfe beim Phasengleichgewicht dhnlich auf, wie z.B.
s = xps1 + ansin = rs1 + (1 — x1)s11- (V.4)

In der Praxis wird oft das molare Volumen des Systems durch dufere Umstdnden bedingt,
woraus der Stoffmengenanteil jeder Phase folgt. Somit lasst sich die erste Gleichheit von GI.
als (z1 4+ x11)v = x191 + 217 umschreiben, so dass

e (V.5)
1 7 — VIl
Diese Gleichung wird als Hebelbeziehung bezeichnet.
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V.2.2 b Sprung der Entropie

Neben dem molaren Volumen nimmt ebenfalls die molare Entropie s unterschiedliche Werte in
den Phasen I und II an. Diesem Entropiesprung wird die (molare) latente Warme

LI—)II = T(SH — 51) (VG)

zugeordnet. Li_,17 stellt die Energie dar, die dem System zugefiihrt werden soll, um ein Mol von
Phase I in ein Mol von Phase II umzuwandeln Natiirlich gilt fiir die Phasenumwandlung in die
umgekehrte Richtung Ly, = —Li_11.

Mit der Wahl von Phase I als jene, die bei niedrigeren Temperaturen stabil ist, gilt normalerweise
s1 < $11, so dass der Ubergang von Phase I nach Phase II Energie erfordert: Ly > 0. Dies ist
insbesondere der Fall der Schmelzwirme, assoziiert mit dem Ubergang von der festen nach der
fliissigen Phase, und der Verdampfungswirme (Ubergang Fliissigkeit nach Gas).

Im Rahmen der Statistischen Mechanik ldsst sich s; < sy; daraus folgern, dass die bei niedri-
geren Temperaturen stabile Phase I iiblicherweise mehr geordnet als Phase II ist, so dass die
fehlende Information iiber den Makrozustand in Phase I kleiner als in Phase II ist. Dieser hohere
Ordnungsgrad entspricht oft einer Symmetrie, die in Phase I gebrochen aber in Phase II nicht
gebrochen ist.

Beispielsweise ist eine Fliissigkeit (Phase II) symmetrisch unter beliebige Raumtranslationen,
withrend ein Kristall (Phase I) nur unter Translationen um Vektoren proportional zu gewissen
Grundvektoren invariant bleibt.

Bemerkung: Alternativ zur Klassifikation des § [V.1.2lkann man die Phaseniibergénge erster Ordnung
definieren als solche, bei denen latente Warme ausgetauscht wird.

V.2.2c Spriinge der anderen extensiven ZustandsgroBen. Thermodynamische Koeffizienten
Mithilfe von [v] = vy — 1 und [s] = s;p — s1 = T'Li— 11 lassen sich die mit [ -] bezeichneten
Spriinge der anderen extensiven Variablen einfach ausdriicken.
Beispielsweise ist der Sprung der inneren Energie pro Mol u = T's — Pv + ji gegeben durch

[u] = T[] - o] + [7] = L — 2[],
weil das molare chemische Potential den gleichen Wert in den beiden Phasen annimmt [Gl. (V.2))].
Fiir die molare Enthalpie A= i + T's (vgl. Tabelle [[II.1)) erhélt man
(] = T[s] = L,

d.h. die latente Warme ist gleich dem Sprung der Enthalpie, deshalb sie auch Umwandlungsenthalpie
genannt wird

Gleichzeitig mit der Diskontinuitét der molaren Zustandsgrofen » und s bei einem Phaseniiber-
gang 1. Ordnung kommt die Divergenz verschiedener thermodynamischer Koeffizienten, die partielle
Ableitungen von Volumen oder Entropie sind (s. §[[I1.3.2), und zwar des Ausdehnungskoeffizienten

a |Gl (II1.29a)], der Kompressibilitdten xp und kg [Gl. (II11.29¢) und (I11.29d))] und der molaren
Wiarmekapazitéten Cyymer und Cpmer [Gl. (I11.29¢) und (II1.291)].

V.2.3 Phasendiagramm

Gemaf der Diskussion des §[V.2.1] besteht die Isotherme im P-v-Diagramm der Abb. aus
drei unterschiedlichen Bereichen: links von K ist das System in der Form der Phase I, zwischen K

(13)In der dlteren Literatur wird manchmal die latente Wirme mit dem umgekehrten Vorzeichen definiert. Dann ist
L die Warme, die beim Phasentlibergang Li_,11 freigesetzt wird.

(%) Dementsprechend findet man je nach Art des Phaseniibergangs die Bezeichnungen Schmelzenthalpie, Verdamp-
fungsenthalpie, Sublimationssenthalpie. . .
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I/ \ /ﬁ 11
] " \
I/\'\ |
. v
I : .
Spinodale \ Binodale
I ,-""-j:' e .

Abbildung V.5 — Binodale und Spinodale.

und D ist das System vorzugsweise in einem Zwei-Phasen-Zustand, rechts von D ist das System in
Phase II.

Die Menge der Punkte K und D fiir die verschiedenen Isothermen bildet eine Kurve in der
(P, v)-Ebene, die sog. Binodale oder Koexistenzkurve, die in Abb. dargestellt wird. Unterhalb
der Binodale liegt der (Koexistenz-)Bereich, wo Phasengemische existieren kénnen. Links davon
ist Phase I, rechts ist Phase II. Man sieht sofort, dass es moglich ist, ohne Phaseniibergang von
einem Punkt in der Phase I zu einem Punkt in der Phase II oder umgekehrt zu gehen, indem man
Zustandsanderungen mit variierender Temperatur betrachtet.

Dazu grenzen die Punkte J und E der Abb. eine Strecke ab, wo Ein-Phasen-Zusténde
wesentlich instabil sind. Die Menge dieser Punkte bildet in der (2, v)-Ebene die Spinodale, unterhalb
davon Ein-Phasen-Zusténde nicht existieren konnen. Oberhalb der Spinodale und unterhalb der
Binodale sind Ein-Phasen-Systeme metastabil.

Die Binodale und die Spinodale beriihren sich genau am kritischen Punkt (7%, ?., v.), wo der
Volumensprung verschwindet.

In der (2, T)-Ebene, d.h. im iiblichen Phasendz’agmm bei Einkomponentensystemen, redu-
ziert sich der Koexistenzbereich zu einer Koexistenzkurve P (7T'), die am kritischen Punkt endet. Auf
dieser Koexistenzkurve gilt [Gl. (V.2)]

(T, P(T)) = i (T, P(T)).

Die Ableitung des molaren chemischen Potentials nach der Temperatur entlang der Koexistenz-
kurve lautet in jeder Phase
diig  Oftq | Ofiq AP
dT — 9T ' 9P dT
mit a = I oder II. Dabei konnen die partiellen Ableitungen von fi, aus der (molaren) Gibbs—Duhem-
Gleichung dji, = v4 dP — s, dT gelesen werden.
Insgesamt folgt also aus den letzten zwei Gleichungen
diar  dpn de de

= = — — = — R
ar ar ST+ 71 a7 S11 + 711 ar

(1%)In der Kernphysik bezeichnet man als Phasendiagramm die (T, u)- oder die (T, n)-Ebene, wobei n die Dichte einer
erhaltenen (Quanten)Zahl ist.
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Die letztere Gleichung lasst sich in der Form der C’lausz‘ust’lapeym Gleichung umschreiben:

d? _sm—s1_  Lisn (V.7)
dT 711 — 71 T(T)H = 7/1) ’

die die Steigung der Koexistenzkurve P(T') zwischen Phase I und II gibt.

Wenn I die Phase bezeichnet, die bei niedrigeren Temperaturen auftritt bzw. die kleinere molare
Entropie besitzt, dann ist die latente Warme L1 positiv. Fiir die meisten Substanzen gilt v; < o1y,
so dass die Steigung d?/dT positiv ist.

Eine wichtige Ausnahme ist Wasser, dessen fliissige Phase dichter als die feste ist. Weitere
Beispiele jener Dichteanomalie sind Silicium, Gallium, Germanium oder Plutonium.

Abbildung zeigt schematische vereinfachte Phasendiagramme fiir eine einfache Substanz
ohne (links) und eine mit (rechts) Dichteanomalie. Dabei werden nur die drei klassischen Aggregat-
zustinde (fest, fliissig, gasformig) dargestellt — in der Tat entspricht der feste Zustand oft verschie-
denen Phasen mit unterschiedlichen kristallinen Strukturen, wahrend bei sehr tiefen Temperatur
einige gasférmige Substanzen zu einem Bose-Einstein-Kondensat iibergehen kénnen.

U U
fest fest
fllissig fliissig
C C
T gasformig T gasformig
T T

Abbildung V.6 — Phasendiagramm fiir eine Substanz ohne (links) und mit (rechts) Dichte-
anomalie.

Die Phasengrenzen zwischen Festkorper und Fliissigkeit, Fliissigkeit und Gas, und Festkorper
und Gas werden jeweils Schmelz-, Verdampfungs- (oder auch Siedepunkts-) und Sublimationskurve
genannt. Die drei Koexistenzkurven treffen sich in einem einzigen Punkt T, dem Tripelpunkt, wo
die drei Phasen koexistieren kénnen. Dazu endet die Verdampfungskurve am kritischen Punkt C:
oberhalb dieses Punkts kénnen Fliissigkeit und Gas nicht mehr voneinander unterschieden werden,
so dass man stattdessen von einem dberkritischen Fluid spricht. Schlieflich kann man bemerken,
dass die Sublimationskurve iiblicherweise vom Tripelpunkt bis zum Nullpunkt geht [15].

Bemerkung: Das Phasendiagramm von Helium unterscheidet sich wesentlich vom typischen Fall: fiir
T — 0, P — 0 ist Helium ist weder fest noch gasférmig, sondern suprafluid, entsprechend einer
quantenmechanischer Fliissigkeit mit verschwindender Entropie und Viskositét.

(=)E, CLAPEYRON, 1799-1834
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Phasenlibergange 1. Ordnung in Mehrkomponentensystemen

In diesem Abschnitt betrachten wir jetzt ein thermodynamisches System bestehend aus r unabhén-
gigen einfachen Komponenten — entsprechend unterschiedlichen nicht-magnetisierten und nicht-
polarisierten Substanzen, die sich ineinander nicht umwandeln kdnnen — mit relativen Anteilen
x1,...,Ty. Alle diese Komponenten kénnen sich in ¢ verschiedenen Phasen I, II... befinden. Insge-
samt sind also 2 4 ry intensiven Variablen (7', ¢ und Anteil x;, jeder Komponente j in der Phase
a) notig, um den Gleichgewichtszustand des Systems zu beschreiben.

Diese 2 + r¢ Variablen sind aber nicht unabhéngig voneinander. Erstens werden sie in jeder
Phase durch die Bedingung 1, + --- + =, = 1 verkniipft, entsprechend ¢ Beziehungen. Dazu
lasst sich fiir jede Komponente das Phasengleichgewicht (V.2)) als die Gleichheit der chemischen

Potentiale in den ¢ Phasen ausdriicken:
ﬂj,I(Tv -IP) = ﬁj,H(Ta EP) == ﬂj,tﬂ(Tv IP) firj=1,...,r

entsprechend r(¢ — 1) zusétzlichen Gleichungen zwischen den Variablen.
Somit bleiben nur

f=r+2—o (V.8)

Sfreie” Zustandsvariablen vorhanden: dieses Ergebnis bildet die Gibbs-Phasenregel.

Laut dieser Regel konnen nicht mehr als ¢ = r + 2 Phasen im Gleichgewicht koexistieren,
weil f > 0 gelten muss. Beispielsweise gibt es fiir ein Einkomponentensystem (r = 1) nur drei
Moglichkeiten:

e © =1 (einphasiges System): dann sind 7" und 2 unabhéngig.

e ¢ = 2: dann héngen T und 2 zusammen: dies bestimmt eine Koexistenzlinie in der (P, T)-
Ebene (Phasendiagramm), deren Steigung durch die Clausius—Clapeyron-Gleichung (V.7) ge-
geben ist.

e ¢ = 3: es gibt keine freie Variable, d.h. T und 2 kénnen nur einen Wert annehmen, entspre-
chend einem einzigen Punkt im Phasendiagramm, dem Tripelpunkt.

Kontinuierliche Phasentibergénge

In Abschn. wurde erwahnt, dass sich am Endpunkt der Fliissigkeit-Gas Koexistenzkurve der
kritische Punkt befindet, der am Beispiel des van der Waals-Fluids schon im §[[V.2.2] identifiziert
wurde.

An diesem Punkt ist der Phaseniibergang zwischen den fliissigen und gasférmigen Zusténden
nicht mehr erster Ordnung, weil der Volumensprung dort verschwindet, woraus geméfs der Clausius—
Clapeyron-Gleichung folgt, dass der Entropiesprung und damit die latente Warme ebenfalls
null sind. Der Phaseniibergang wird also kontinuierlich.

Experimentell findet man, dass verschiedene thermodynamische Grofsen in der Nahe des kriti-
schen Punkts Potenzgesetzen geniigen, die vom Pfad im (7, P, v)-Raum abhéngen:

o firv=v, T>T,: Comox(T'—T)" % ~kpro(T—-T,)" (V.9a)
o fiir v = vp oder vgas, T <Tp: Copmor X (T —T)"%, kroc(Te—T)" (V.9b)
o fir T<T.: vGas—vp, x (To—T)° (V.9¢)
o fir T=T.: (P—P)x|v—uov (V.9d)

Die Exponenten «, 3,7, dieser Potenzgesetze, die dank der Wahl der Vorzeichen in Gl. alle
positiv sind, werden kritische Fxponenten genannt.
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Bemerkung: Die hier definierten kritischen Exponenten «, 3, sollen nicht mit den thermodyna-
mischen Koeffizienten o und £ [Gl. (I11.29a)) und (II1.29b)| oder mit dem adiabatischen Index
[GL. (II.15))] verwechselt werden.

Laut Gl (V.9a)—(V.9b) beschreiben die Exponenten a und v das Verhalten von thermodyna-
mischen Koeflizienten entweder entlang der Isochore v = v, fiir T' > T, oder entlang der Binodale
v = vy, (links von v.) oder v = v, (rechts von v.) fiir T < T, Als T nach T, geht, divergieren

Cpmol und K, wie aus § Zu erwarten war.

Das Potenzgesetz ((V.9¢|) gibt das Verhalten von vgas — vy, in der Nahe des kritischen Punkts.
Dabei handelt es sich um eine Grofe, die nur dann definiert ist, wenn Gas und Fliissigkeit vor-
handen sind. Konventionell wird vg,s — g1 als Null im iiberkritischen Fluid angenommen. Eine
derartige Grofe, deren Verschwinden bzw. spontanes Auftreten den Phaseniibergang kiindigt, wird
Ordnungsparameter genannt.

Im Fall des Fliissigkeit-Gas-Ubergang ist die Bedeutung des Ordnungsparameters in der hoch-
Temperatur-Phase nur konventionell. In anderen Systemen ist der Ordnungsparameter sinnvoll in
den beiden Phasen definiert, wie z.B. die Magnetisierung in magnetischen Substanzen auf den beiden
Seiten des entsprechenden Ferromagnet-Paramagnet-Ubergangs. In der Phase, wo der Phasenpara-
meter normalerweise verschwindet, kann die Anwendung einer dufseren Quelle zur Entstehung eines
nicht-verschwindenden Ordnungsparameters fithren. Die kritischen Exponenten «, 3,y werden in
Abwesenheit einer solchen Quelle definiert. Dagegen beschreibt § das Verhalten des Ordnungspara-
meters in Abhéngigkeit dessen Quelle langs der kritischen Isotherme.

Experimentelle Messungen sowie die theoretische Behandlung unterschiedlicher Modelle fithren
zur Universalitdtshypothese, dass die kritischen Exponenten fast universell sind, d.h. héngen nur
von der rdumlichen Dimension des Systems, dessen Spindimensionalitit, und der Reichweite der
Wechselwirkungen im System ab [16].

Literatur zum Kapitel V

e Callen, Thermodynamics and an introduction to Thermostatistics [12], Kap. 13.

Fliekbach, Statistische Physik |3] Teil VI.

Greiner, Neise & Stocker Thermodynamik und statistische Mechanik [4], Kap. 3.

Huang, Statistical Mechanics 5], Kap. 2.1.

Nolting, Thermodynamik [8] Kap. 4.

Reif, Fundamentals of statistical and thermal physics [10], Kap. 8.5-8.6.

(16) Zur Beschreibung des Verhaltens entlang der Binodale fiir T < T, werden manchmal Koeffizienten o, 4" eingefiihrt,

die experimentell mit den fiir 7' > T, definierten «, v iibereinstimmen.
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Das Ziel der Statistischen Physik besteht darin, die Eigenschaften von makroskopischen phy-
sikalischen Systemen ausgehend von mikroskopischen Modellen und Grundgesetzen der Dynamik
herzuleiten. In diesem Kapitel wird zuerst argumentiert, dass eine solche Aufgabe eine Anderung
der Betrachtungsweise sowie den Einsatz von Wahrscheinlichkeiten erfordert (Abschn. [VLI]). Die
Modalitéten dieser Einfithrung der Wahrscheinlichkeiten in die Modellierung werden in Abschn. [VI.2]
fiir klassische und in Abschn. fiir quantenmechanische Modelle dargestellt. Schliefilich befasst
sich der Abschnitt [VI.4] mit einem quantitativen Maf fiir die fehlenden Information, die durch die
probabilistische Natur der Beschreibung bedingt wird.

Vom Mikroskopischen zum Makroskopischen

VI.1.1 GréBenordnungen und charakteristische Skalen

Unter dem Begriff eines makroskopischen Systems versteht man im {iblichen Fall ein System,
dessen charakteristische Skalen dem Alltag des Menschen entsprechen, d.h. typische Léngen von
1 mm — 1 m, typische Zeitdauern von 1 s, typische (kinetische) Energien von 1 J, usw.

Dagegen handelt es sich bei den mikroskopischen Skalen, bei denen die Gesetze der Dynamik
von Punktteilchen gelten, eher um atomare Skalen. Beispielsweise ist der typische Abstand zwischen
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Atomen oder Molekiilen (hiernach der Kiirze halber kollektiv als , Teilchen bezeichnet) in einem
Festkorper bzw. in einem Gas von etwa 10719 bzw. 1078 m — somit besteht 1 cm? Festkorper bzw.
Gas aus N ~ 10?4 bzw. 10'” Teilchen. Die typische mikroskopische Energieskala ist das Elektronen-
volt (1 eV = 1,6-1071Y J), und die typischen Zeitdauern sind von etwa 1071% s [= /(1 eV)] bis 107 s
(typische Zeit zwischen Kollisionen eines Molekiils in einem Gas unter normalen Bedingungen).

Bemerkungen:

x Fir die oben diskutierte gewthnliche Anwendung der Statistischen Physik ist die Wechselwir-
kung zwischen den mikroskopischen Teilchen meistens die elektromagnetische Wechselwirkung: zum
einen sind die typischen Abstédnde zwischen Teilchen zu grof, damit die starke und schwache Wech-
selwirkungen eine Rolle spielen. Zum anderen sind die Massen so klein, dass die Gravitationskraft
vernachléssigbar gegen elektromagnetische Krifte ist.

x Die Methoden der Statistischen Physik werden auch in anderen Zusammenhéngen benutzt, wobei
die Teilchenzahl ziemlich kleiner sein kann, als im ,,iiblichen” Fall. Beispielsweise wird das Modell des
Ferm{®“)}Gases (Kap. manchmal benutzt, um die Verteilung der etwa 10% Elektronen bzw.
Nukleonen in der Hiille schwerer Atomen bzw. in Atomkernen zu beschreiben. Die 103-10* Teil-
chen emittiert in hochenergetischen Schwerionenkollisionen werden auch als Teile eines statistischen
Systems betrachtet.

VI.1.2 Notwendigkeit einer probabilistischen Beschreibung

Das typische makroskopische System besteht also aus einer grofsen Anzahl von Teilchen, die
mikroskopischen Gesetzen geniigen. Man konnte hoffen, die Dynamik eines solchen Systems — von
z.B. etwa 10?3 Teilchen — mithilfe sehr aufwindiger jedoch noch machbarer Computersimulationen
zu bestimmen. Um die jeweiligen Orte und Impulse, kodiert als reellen Zahlen in einfacher Genau-
igkeit (4 Byte), zu einem Zeitpunkt tg von so vielen Teilchen nur zu speichern, werden schon 10'?
1 TB-Festplatten benutzt! Dazu sollten noch die Bewegungsgleichungen gelost werden...

Dariiber hinaus zeichnen sich die Gleichungen der Dynamik des Systems durch ihre sensitive Ab-
héngigkeit von den Anfangswerten, wenn die Teilchenzahl groft wird. So kénnen zwei Trajektorien im
Phasenraum entsprechend Anfangswerten, die um einen infinitesimal kleinen Abstand e voneinander
abweichen, nach einer Zeit ¢t um ee* mit A > 0 entfernt voneinander werden, d.h. die Entfernung
nimmt exponentiell zu: das System ist chaotisch, und Vorhersagen beziiglich individueller Teilchen
werden rasch unmoglich.

Deshalb muss man auf eine rein mikroskopische Beschreibung verzichten und eine neue Herange-
hensweise einsetzen. Statt den genauen mikroskopischen Zustand des Systems zu einem Zeitpunkt
ausfiihrlich zu beschreiben, sollte man eher nach der Wahrscheinlichkeit suchen, dass das System in
einem gegebenen mikroskopischen Zustand sei. Demnach sollen makroskopische Gréfsen verwandt
werden, um das System zu charakterisieren.

Eine solche Observable entsteht aus einer Summe {iber viele Teilchen von mikroskopischen Gro-
$en und wird sehr oft als der Erwartungswert der Summe definiert. Dann ist laut dem zentralem
Grenzwertsatz (Abschn. die Abweichung um den Erwartungswert von relativer Ordnung 1/v/N,
d.h. sehr gering fiir N > 10?°. Die makroskopische Observable ist somit mit einer sehr hohen Ge-
nauigkeit bekannt.

VI.1.3 “More is different”

In seinem Artikel von 1972 betonte Philip W. Anderso [17], dass es physikalische Phdnomene
gibt, die nur auftreten, wenn die Anzahl von Teilchen grofs wird, und deren Entstehung sich nicht
einfach von den mikroskopischen Gesetzen herleiten lasst. In diesem Sinne ist eine makroskopische
Beschreibung nicht nur nétig, sondern auch hilfreich.

(@) E. FErMI, 1901-1954 “OP. W. ANDERSON, 1923-2020
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Das Paradebeispiel eines kollektiven Phdnomens in der Physik ist der Phaseniibergang: wenn die
Temperatur einen kritischen Wert tiberschreitet, wird ein Festkorper plotzlich zu einer Fliissigkeit,
oder eine Fliissigkeit zu einem Gas, oder ein ferromagnetisches Material zu einem paramagnetischen,
obwohl die mikroskopischen Wechselwirkungen zwischen Atomen oder Molekiilen unverdndert ge-
blieben sind.

VI.1.4 Thermodynamischer Limes

Seien ¥ bzw. N das Volumen bzw. die Teilchenzahl fiir ein makroskopisches System. Um Phasen-
iibergidnge genau zu beschreiben, ist es notwendig, den sog. thermodynamischen Limes, entsprechend
den Grenzwerten ¥ — oo, N — oo bei konstanter Teilchendichte n = N/%/, zu untersuchen. In
diesem Limes werden Oberflacheneffekte verhdltnisméfig vernachléssigbar.

Dieser Limes kann manchmal nicht existieren, insbesondere wenn die Teilchen {iber ein anziehen-
des Potential miteinander wechselwirken, wie z.B. das Gravitationspotential. Dann verklumpen
die Teilchen, statt den ganzen zu Verfiigung stehenden Raum gleichférmig zu besetzen.

Die messbaren Grofen, mit denen der Zustand eines makroskopischen Systems charakterisiert
wird, lassen sich in zwei Klassen einteilen. FEine extensive Griffe ist eine Zustandsgrofie beschrieben
durch eine Observable O, deren Erwartungswert im Grenzfall ¥ — oo so divergiert, dass (O)/V
endlich bleibt. Beispiele sind die (innere) Energie des Systems, die Teilchenzahl, das Volumen(!),
usw. Jeder solchen extensiven Grofse kann man eine entsprechende Dichte zuordnen: Energiedichte,
Teilchendichte. . .

Als intensive (Zustands-)Variablen bezeichnet man Grofen, die auch im thermodynamischen
Limes endlich bleiben. Beispielsweise sind die Erwartungswerte von Dichten intensiver Variablen,
sowie Grofsen wie die Temperatur, der Druck oder das chemische Potential.

Probabilistische Beschreibung klassischer Vielteilchensysteme

Im vorigen Abschnitt wurde argumentiert, dass die Beschreibung von makroskopischen physika-
lischen Systemen aus vielen Freiheitsgrade mit Hilfe von Wahrscheinlichkeiten erfolgen soll. Wie
lassen sich diese Wahrscheinlichkeiten in die existierenden mikroskopischen Formalismen der klassi-
schen oder Quantenmechanik einfiihren? Dieser Abschnitt und der néchste werden dieser Aufgabe
gewidmet. Die Frage nach der Wahl der Wahrscheinlichkeitsverteilung wird aber nur im néchsten
Kapitel beantwortet.

Nach einer Wiederholung (§ zu den Grundlagen des HamiltoFormalismus fiir ge-
nau bekannte klassische mechanische Systeme wird der Begriff der Wahrscheinlichkeitsdichte iiber
den Phasenraum eingefiihrt, um die ungenaue Kenntnis des mikroskopischen Zustands eines sol-
chen Systems mit einer festen Anzahl von Freiheitsgraden zu beriicksichtigen (§[VI.2.2). In §|VI.2.3|
werden dann die Gleichungen fiir die Zeitentwicklung von dieser Wahrscheinlichkeitsdichte und von
Observablen hergeleitet. In §[VI.2.4] wird der Begriff der reduzierten Phasenraumdichte eingefiihrt,
der sich fiir die Beschreibung von Observablen eignet, die nur von wenigen Freiheitsgraden abhén-
gen. Schlieflich wird die Verallgemeinerung auf Systeme mit variierender Teilchenzahl diskutiert

(§[VI.2.5).
VI.2.1 Beschreibung klassischer Systeme und deren Zeitentwicklung

Sei ein isoliertes System aus N punktférmigen Teilchen im dreidimensionalen euklidischen Raum.

Der Zustand des Systems zu einem Zeitpunkt ¢ ist vollkommen durch die Angabe der 3N Ortskoordi-

naten ¢', ..., ¢*" und der zugehorigen konjugierten Impulse p1, . .., psn der Teilchen charakterisiert.

(22)W. R. HAMILTON, 1805-1865
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Zusammen bilden diese Positionen und Impulse einen Punkt in einem 6 N-dimensionalen Raum,
dem Phasenraum oder manchmal I'-Raum des Systems Umgekehrt entspricht jeder Punkt dieses
Phasenraums einem moglichen mikroskopischen Zustand (auch Mikrozustand genannt) des Systems.

Fiir ein solches System wird eine messbare Grofte oder (klassische) Observable als eine Funk-
tion On({q*},{pa}) der 6N Phasenraumvariablen definiert. Dabei werden wir im Folgenden nur
Observablen ohne explizite Zeitabhéngigkeit betrachten.

Bemerkungen:

*x Kine bessere Notation fiir den N-Teilchen-Phasenraum wére I'gy mit der Spezifizierung der
Dimension des Raums. Die Bezeichnung I'-Raum ist aber iiblich und wird daher im Folgenden
benutzt.

x Wenn die Teilchen nicht punktférmig sind, sondern besitzen interne Freiheitsgrade, die sich klas-
sisch beschreiben lassen, kann der Formalismus unter Beriicksichtigung dieser zuséatzlichen Frei-
heitsgrade verallgemeinert werden. Die {¢®} und {p,} sind dann verallgemeinerte Koordinaten und
Impulse.

VI.2.1 b Zeitentwicklung des Systems
Die Zeitentwicklung des Systems wird durch die Bahnkurve ({q(¢)}, {pa(t)}) des repréasentativen

Punkts im I'-Raum dargestellt, die eine Reihenfolge von Mikrozustdnden beschreibt. Die ,Geschwin-
digkeit“tangential zu dieser Bahnkurve ist der 6 N-dimensionale Vector u, dessen 6 N Komponenten
die Zeitableitungen {q%(¢)}, {pa(t)} sind.

Die Dynamik des Systems — bzw. des repriasentativen Punkts im I'-Raum — wird vollstéan-
dig durch eine zeitunabhéngige Hamilton-Funktion Hx({¢*}, {pa}) bestimmt. Genauer geniigt die
Bahnkurve ({q®(t)}, {ps(¢)}) den Hamilton-Gleichungen

) dg®(t O0H
qe(t) = Tl _ OHy _ {¢°, Hn},

e Opa (VL1)
. - dpa(t) . _8HN . . ’
pa(t) = & - o = {pa, Hn }, a=1,...,3N,

wobei die partiellen Ableitungen der Hamilton-Function, und dementsprechend die Poisso
Klammer, im Punkt ({¢® = q%(¢)}, {pa = pa(t)}) berechnet werden muss, entsprechend der Position
des Systems im ['-Raum zur Zeit ¢t. Die Poisson-Klammer zweier Funktionen f und g iiber den
Phaseraum ist selbst eine Funktion iiber I' definiert durcH%)]

Ko oag  of og
{f.9} = QZI <8qa8pa - (maqa), (VI.2)

wobei die Argumente der Poisson-Klammer und der Ableitungen der Kiirze halber nicht geschrieben
wurden.

Wichtig ist, dass die Hamilton-Bewegungsgleichungen vollkommen deterministisch sind: bei An-
gabe einer Anfangsbedingung ({q(to)}, {pa(t0)}) zu einer Zeit t) — egal ob in der Zukunft oder der
Vergangenheit von t — ist der Mikrozustand zu jeder Zeit ¢ eindeutig durch Gl. bestimmt.

Dementsprechend geht nur eine Bahnkurve durch jeden einzigen Punkt des I'-Raums, so dass
die Notation u({q®}, {pa}) eindeutig ist.

VI.2.2 Phasenraumdichte

Im Fall eines realen Vielteilchensystems ist der mikroskopische Zustand nicht genau bekannt.
Somit fiihrt man eine Wahrscheinlichkeitsdichte px (t, {¢*}, {pa}) auf dem Phasenraum I' (,,Phasen-

(") Genauer sind Phasenrdume Mannigfaltigkeiten.
(1%)Die Vorzeichen-Konvention bei Poisson-Klammern ist nicht universell. .. Hier wird die gleiche Konvention wie bei
Goldstein [I8] oder Arnold [19] gew&hlt, wihrend Landau & Lifschitz [20] die umgekehrte Konvention benutzen.

(ah) g Porsson, 1781-1840
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raumwahrscheinlichkeitsdichte®) ein, die wie iiblic nicht-negativ und normiert ist:

pn(t, {4}, {pa}) >0 Vt,q% p, und /pN({qa}v{pa})dﬁN“V=1 vt, (VL3)

wobei px(t, {q®}, {pa}) EN 4V die Wahrscheinlichkeit ist, dass sich der Mikrozustand zur Zeit ¢ in
einem infinitesimalen Volumenelement d®¥%/ des Phasenraums um den Punkt ({g®}, {p,}) befindet.
Hier soll dieses Volumenelement ein uniformes Maf auf dem Phasenraum bilden, d.h.
3N
ANy = Cy [ [ dg* dpa, (VL4)
i=1
mit einer Normierungskonstante Cly.

Der Wert dieser Konstante C'y wird iiblicher durch die Bedingung festgelegt, dass die klassische
Mechanik als Grenzfall der Quantenmechanik erhalten werden soll. Dann treten Betrachtungen auf,
die kein klassisches Pendant haben, insbesondere beziiglich der Unterscheidbarkeit der Teilchen. Fiir
ein System von N ununterscheidbaren Teilchen wird das infinitesimale Phasenraumvolumenelement
normiert geméfs -

dg; dp;

. 2h '
=1

1
6Ng)
Ny = — (VL5)

mit dem reduzierten Planck-Wirkungsquantum #. Somit ist dV9/ dimensionslos.

Bemerkung: Wenn die Teilchen unterscheidbar sind — beispielsweise, weil jedes davon in der N&-
he eines unterschiedlichen festen (Gitter)Punkts lokalisiert bleibt —, soll der Faktor 1/N! nicht
berticksichtigt werden.

Mit der Einfiihrung der Phasenraumdichte py wird die Position des Systems im I'-Raum zur
Zeit t zu einer Zufallsvariable. Dies gilt auch fiir den Wert einer Observable On({q®}, {p.}), deren
Momente durch die iblichen Formeln gegeben sind. Beispielsweise lauten der Erwartungswert

(On (1)) :/ON({q“}, {pa}) pn(t, {q"}, {pa}) ANV (V1.6a)

und die Varianz
b, (1) = (ON(1)?) = (On(1)*. (VLGb)

Bemerkungen:
*x Auch wenn die Observable keine explizite Zeitabhéngigkeit aufweist, kénnen deren Momente
zeitabhangig werden.

x Der Einsatz von Wahrscheinlichkeiten in der Beschreibung eines makroskopischen physikalischen
Systems basiert tatsdchlich auf einer Interpretation, die auf Gibbs zuriickgeht. Dabei stellt (Op)
(oder das quantenmechanische Pendant (O)) einen Schar- oder Ensemblemittelwert dar. Im zugrun-
deliegenden Bild betrachtet man ein Ensemble von aus makroskopischer Sicht gleich préaparierten
Systemen. Dann stellt die Wahrscheinlichkeit p({qg%}, {pa}) d®V% den relativen Anteil der Syste-
me dar, deren Mikrozustand sich im Volumenelement d’¥% um den Phasenraumpunkt {¢®}, {p,}

befindet.

VI.2.3 Zeitentwicklung

Streng genommen ist der Inhalt dieses Paragraphen im Rest des Skripts nie wieder genutzt, denn
die folgenden Kapitel nur Systeme im thermodynamischen Gleichgewicht behandeln, bei denen die
Phasenraumverteilung und die Observablen stationér ist. Ein Interesse des Paragraphen besteht
aber darin, die Parallele zwischen der klassischen und der in §[VI:3:2] dargelegten Beschreibung zu
betonen.

(9Tm Anhang [F|sind einige Begriffe und Ergebnisse iiber Zufallsvariablen zusammengefasst.
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VI.2.3 a Zeitentwicklung der Phasenraumdichte

Sei V ein festes Volumen im Phasenraum I', und A((¢) die Anzahl der Teilchen innerhalb dieses
Volumens zur Zeit ¢t. Die Anderungsrate dieser Anzahl ldsst sich auf zwei verschiedenen Weisen
berechnen.

Einerseits lasst sich die Anzahl von Teilchen mit Hilfe der Phasenraumdichte schreiben:

A(t) = N /q/ pn(t (g} {pa}) AV, (VL)

Dann dndert sich A((t), weil sich die Phasenraumdichte mit der Zeit &ndert:

8 t’ “ ) a
dN(t) _ N/ PN( {q } {p }) ANy,
dt ” ot

Andererseits dndert sich A((t) wegen des Stroms von Teilchen durch die Oberfliche 9% des Vo-
lumens V. Sei en({q®}, {pa}) der nach auen gerichtete (6 N-dimensionale) Einheitsvektor senkrecht

auf 07 in einem Punkt {¢®}, {p,} der Oberfliche. Mit dem schon frither eingefithrten Geschwindig-
keitsvektor u({q*}, {p.}) tangential zur Bahnkurve durch den Punkt ({¢®}, {p.}) gilt

d_‘?\[ - _N/ pN t {q¢°}, {pa}) w({q®}, {pa}) - en({q*}, {pa}) asVN-1g.

Dank der 6 N-dimensionalen Version des Gauﬁsche Integralsatzes transformiert sich das Ober-
flachenintegral iiber 9% in ein Volumenintegral iiber ¥:

dgﬁt - _N/V [o(t: {a"} {pa}) u({a"}, {pa})] A*MV., (VL.9)

wobei V den 6/N-dimensionalen Gradienten im I'-Raum bezeichnet.

Setzt man die rechten Glieder der Gl. (VL.8) und (VI.9) gleich, so kommt:

[ 2 AEE ) oy~ [ [ (00 ) () )] @

Da diese Gleichung fiir ein beliebiges Phasenraumvolumen %’ gilt, miissen die Integranden gleich
sein. Somit erhélt man die lokale Erhaltungsgleichung im I'-Raum (der Kiirze halber werden die
Argumente der Funktion ab jetzt nicht mehr geschrieben)

(VL8)

0
T4V (ovu) = 0. (V1.10a)
Unter Verwendung der Koordinaten des Gradienten und der Geschwindigkeit u lautet die Divergenz

+Za pra

3N .
_ 9PN .a , OpN . 9% | Opa
_a:1<aqa T o e +aZ oq" " opa )™

Mit den Hamilton-Gleichungen (VI.1|) ergibt sich die Liouvzll Gleichun

PNU 8

3N
0 Opn OH Opn OH 0
PN Z < PN OHN PN N> _ 9PN n {pN,HN} _0. (VI.10b)

ot 9q° Op,  Opa Oq° ot

(29 Hier wird angenommen, dass die Hamilton-Function Hy genug differenzierbar ist — und zwar, dass die zweifachen

partiellen Ableitungen kontinuierlich sind —, damit die Identitét
04" 0 OHy 0 OHn _ 0Opa
8¢ 9g* Opa  Opa 9¢°  Opa
gilt.

@) Q. F. Gauss, 1777-1855 ()], LiouVILLE, 18091882
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Bemerkung: Wenn die Phasenraumdichte py eine Funktion von der Hamilton-Funktion Hy alleine
ist, so dass die Poisson-Klammer { oN, H N} = 0, ist py laut der Liouville-Gleichung
zeitunabhéngig. Dies wird insbesondere der Fall sein, wenn sich das System im thermodynamischen
Gleichgewicht befindet.

VI.2.3 b Zeitentwicklung von makroskopischen Observablen

Wie frither erwihnt wurde, kénnen die Werte einer klassischen Observable eines dynamischen
Systems mit Bahnkurve ({q%(¢)}, {pa(t)}) im I'-Raum im Allgemeinen zeitabhéngig sein, auch wenn
die Observable selbst als eine zeitunabhéngige Funktion definiert wurde. Kurz kann man schreiben

On(t) = ON({a" (D)}, {pa(t)})- (VL11)

Die Ableitung dieser Funktion nach der Zeit gibt mithilfe der Kettenregel
3N

dovt) s [%(;N () + 5 mw} ,

a=1

wobei die partiellen Ableitungen nach den Phasenraumkoordinaten im Punkt ({q%(¢)}, {pa(t)}) der
Bahnkurve ausgewertet werden. Unter Beriicksichtigung der Hamilton-Gleichungen (VI.1|) ergibt
sich dann

Aoy 3ZN: <80N OHy 0Oy OHy

dt 8¢° Opa  Opa Og° ) = {Ow H} (V112)

a=1

mit der Poisson-Klammer (VI.2)).

Bemerkungen:
* Diese Gleichung sieht zwar dhnlich der Liouville-Gleichung (VI.10b)) aus, sie sind aber wegen der

Antisymmetrie der Poisson-Klammer unterschiedlich.

x Falls die Observable Oy explizit zeitabhéngig ist, kommt noch ihre partiellen Ableitung nach der
Zeit auf der rechten Seite der Gleichung (VI.12]).

VI.2.4 Reduzierte Phasenraumdichten

In diesem Paragraphen werden die Positionen bzw. Impulse der N Teilchen mit 7; bzw. p;
flir ¢ = 1,..., N bezeichnet. Dementsprechend wird das Argument einer Phasenraumfunktion als
71,P1,---, 7N, Dy statt {¢°}, {ps} geschrieben.

Viele makroskopische Observablen entsprechen mikroskopischen Groéfsen, die nur von wenigen—
oft nur 1 oder 2 — Teilchen (oder allgemeiner Freiheitsgraden) abhéngen. Beispielsweise ist die
Temperatur eines Systems ein Mafl fiir die kinetische Energie der Teilchen des Systems, wobei
diese kinetische Energie eine Einteilchen-Observable ist. Fiir eine solche Ein- bzw. Zweiteilchen-
Observable spielen die Werte der Orte und Impulse von den N — 1 bzw. N — 2 anderen Teilchen
keine Rolle und kénnen ausintegriert werden.

Somit lohnt es sich, reduzierte Phasenraumdichten zu definieren, mit denen die makroskopischen
Observablen durch Integration iiber nur die relevanten Freiheitsgrade erhalten werden kénnen. Zum
Beispiel fiihrt man die reduzierte Einteilchen-Phasenraumdichte

fl(ta’?7ﬁ) = QN1 /pN(t>?7ﬁ> 7727527 s 777N7ﬁN) dG(N_l)(V (V113a)

ein, wobei d®@W 19/ das infinitesimale Volumenelement im (Teilphasen-)Raum der Variablen 7y, ps,
..., TN, Py ist. Ahnlich definiert man die reduzierte Zweiteilchen-Dichte

fQ(ta Faﬁﬂ?/:ﬁ/) = QN2 /pN(ta FvﬁaFlyﬁ,7 _’371_7'37 s 7FN7ﬁN) dG(N_Q)(V' (VIl?’b)
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Allgemeiner erhdlt man die reduzierte n-Teilchen-Dichte f,, aus der N-Teilchen-Phasenraumdichte
PN, indem die Positionen und Impulse von N — n Teilchen ausintegriert werden.

In GL wurden Normierungskonstanten ay 1, ay 2 eingefithrt, damit die Normierungsbe-
dingungen der reduzierten Ein- und Zweiteilchendichten jeweils

(7P BPFBPF=N VI.14a
fi1(t,7,p) P

/ fo(t, 7, 5,7, p") 37 d3p 37" d®p’ = N(N — 1) (V1.14b)
zu jeder Zeit t lauten. Gleichung (VI1.14a]) zeigt, dass die reduzierte Einteilchen-Phasenraumdichte

als Teilchendichte im Einteilchen-Phasenraum interpretiert werden kann. Dann ist die iibliche Teil-
chendichte im Ortsraum

n(e.7) = [ 67D E. (VL15)
Der Erwartungswert einer Einteilchen-Observable O (7, p) lasst sich dann einfach als
(1) = [017.5) Flt,7. P &7 (VL1

ausdriicken, und &hnlich fiir Zweiteilchen-Observablen.

Bemerkung: Bis auf der Normierung [N!/(N — n)! statt 1| handelt es sich bei den reduzierten
Phasenraumdichten um Marginalverteilungen (vgl. Anhang |F.4.1)).

VI1.2.5 Variierende Teilchenzahl

Bisher wurde die Teilchenzahl N als bekannt angenommen. Oft is es aber nicht der Fall, und N
muss auch als eine Zufallsvariable betrachtet werden.

Der Formalismus lésst sich aber einfach verallgemeinern. Der neue Phasenraum ist die Vereini-
gung der individuellen N-Teilchen-Phasenrdume. Dann besteht die Wahrscheinlichkeitsdichte p auf
diesem Phasenraum aus den Dichten gy, jedoch so umnormiert, dass

/ v ({a®). {pa}) N0

jetzt gleich der Wahrscheinlichkeit sei, dass es im System genau NN Teilchen gibt.
Eine Observable O wird ebenfalls als eine Menge von Funktionen Oy auf jedem N-Teilchen-
Phasenraum definiert, und ihr Erwartungswert lautet im System

©) =3 [ontia} tpah (e} 1paH) 2,
N

Probabilistische Beschreibung quantenmechanischer Systeme

In diesem Abschnitt werden zuerst in §[VL.3.1] die Grundlagen des Dichteoperator-basierten For-
malismus fiir die Beschreibung von quantenmechanischen Systemen kurz dargelegt. Dann wird die
Zeitentwicklung vom Dichteoperator und von den Erwartungswerten von Observablen in §[VI.3.2]
diskutiert.

VI.3.1 Zufall in quantenmechanischen Systemen

Ein quantenmechanisches System ist in einem genau bestimmten mikroskopischen Zustand, also
in einem Mikrozustand, wenn es in einem reinem Zustand ist, beschrieben durch einen (normier-
ten) Zustandsvektor |¥) eines HilberRaums J€. Experimentell kann dieser Zustand festgelegt

(#9D. HILBERT, 1862-1943
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werden, indem Messungen entsprechend den Operatoren eines vollstdndigen Satzes kommutierender
Observablen durchgefiihrt werden.

Sei f die Dimension des Hilbert-Raums €, der also als endlich-dimensional angenommen wird,
und {|¢;)};=1,.. ¢ eine orthonormierte Basis von €.

Im Gegensatz zur Situation in der klassischen Mechanik kann eine Messung an einem quanten-
mechanischen System in einem reinen Zustand |¥) ein zufilliges Ergebnis geben, sofern |¥) kein
Eigenzustand der Observable o) ist, die mit der gemessenen Grofse assoziiert ist. Allgemein ist der
Erwartungswert der Observable durch das ,Matrixelement*

(0) = (v|0|®) (VL.17)
gegeben.
VL.3.1 b Zufall in Zustandsgemischen

In realistischen Fallen kann der Mikrozustand |¥) nicht exakt bekannt sein, und man soll eher
mehrere normierten (aber nicht unbedingt orthogonalen) mogliche Zusténde |¥1), ..., |[W,,),... mit
den jeweiligen Auftretenswahrscheinlichkeiten pi,...,pm,... in Betracht ziehen, wobei

Pm >0 ¥Ym und mezl.
m

Dann spricht man von einer statistischen Mischung von Zustdnden oder von einem Zustandsgemisch.

Bemerkung: Eine statistische Mischung von Zustianden unterscheidet sich von einer Linearkombi-
nation von Zustédnden. Im letzteren Fall befindet sich das System noch in einem reinen Zustand,
entsprechend einem einzigen Vektor des Hilbert-Raums.

Der Erwartungswert einer Observable in einem Zustandsgemisch ergibt sich dann durch die
gewichtete Summe der Erwartungswerte in jedem reinen Zustand:

(0) = pm (T |O|Ty). (VI.18a)

Um solche Erwartungswerte giinstig auszudriicken, fithrt man den Dichteoperator (auch stati-
stischer Operator oder Dichtematriz genannt) [21 Kap. 3.10]

D= pm|Tm) (Tl (VI.18b)

Dann gilt tatséchlich R R
(0) = Tr(f) O)7 (VI.18c)
wobei Tr die Spur bezeichnet.

Mithilfe von den Matrixelementen p;; bzw. O;; von p bzw. O in der Basis {l¢;)} und von zwei
Zerlegungen der Identitét ergibt sich

(0) =D oW [ 6:)(6:l016,)(6; | Tn) = > ;055 = Tr(p O). O
ij m ,J
Bemerkung: Die Wahrscheinlichkeiten p1,...,pm,... sind offensichtlich die Eigenwerte des assozi-

ierten Dichteoperators p.

Der Dichteoperator enthélt die ganze Information iiber das System. Seien p;; dessen Matrixele-
mente in einer beliebigen Basis {|¢;)}. Dann stellt jedes Diagonalelement p;; die Wahrscheinlichkeit
dar, dass sich das System im Zustand |¢;) befindet: p;; wird Population des Zustands |¢;) genannt.
Wiederum heifsen die Nichtdiagonalelemente p;; mit i # j Kohdrenzen: sie stellen eine rein quan-
tenmechanische Korrelation zwischen den méglichen Zusténden |¢;) und |¢;) dar, die in klassischen
Systemen nicht vorhanden ist.
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Eigenschaften des Dichteoperators
1. p ist hermitesch: pf = p.
Dies hat zur Folge, dass der Erwartungswert von jeder Obervable reell ist.

Der Beweis folgt aus der Hermitizitdt von O und der Invarianz der Spur unter zyklischen
Permutationen: (0)* = [Tr(pO)]" = Tr(Of p’) = Tr(0p) = Tr(pO) = (O). O

2. p ist positiv: V|¢) € H, (¢|p|¢) > 0.
Somit ist der Erwartungswert jedes positiven Operators eine positive Zahl.

3. p ist normiert: Trp = 1.

Bemerkung: Im Formalismus des Dichteoperators konnen sowohl Zustandsgemische als auch reine
Zustande beschrieben werden. Somit wird ein Mikrozustand |¥) € # durch den Dichteoperator
0 =|¥)(¥|auf dem Hilbert-Raum #¢ dargestellt.

VI.3.2 Zeitentwicklung

Ausgehend aus der SchrédingeGleichung
ov

iy = AW (VI.19)

zeigt man einfach, dass die Zeitentwicklung eines Dichteoperators p durch die sog. Liouwville-—von

N euman Gleichung
[H, p] (VI.20)

gegeben wird.
Infolgedessen lautet die Zeitentwicklung des Erwartungswerts einer Observable

10) _ < [1(p0)] = - 7x([1.]0) = - Tx([0. F]p). (VL.21)

VI.3.3 Reduzierte Dichteoperatoren

Sei ein System A + B bestehend aus zwei Teilsystemen A und B mit jeweiligen Hilbert-Réumen
J€4 und Fp, die jeweils durch Vektoren {]¢34>} und {|¢)?)} aufgespannt sind. Der Hilbert-Raum
flir das gesamte System ist das Tensorprodukt #€ = ¥4 ® Hp, aufgespannt durch die Vektoren
|d>34, PPy = ]¢A> ® [1bB). Sei p ein Dichteoperator auf FC.

Unter den Observablen O auf # gibt es einige, die Messungen auf das Teilsystem A alleine
beschreiben. Solche Observablen sind der Art O4 ® 1 B, wobei 15 den Identititsoperator auf #€p
bezeichnet. Dann kénnen ihre Erwartungswerte als Tr(pAO A) geschrieben werden, mit p4 dem
reduzierten Dichteoperator definiert durch

pa=Trp(p), (V1.22)
wobei die partielle Spur Trp(-) die Summe iiber die Freiheitsgrade des Teilsystems B alleine be-
zeichnet.

Der Beweis folgt aus den Gleichungen

Tr[f)(éA(XJ ip)] = Z( }47¢?\@(0A®1B)|¢ﬁ¢{3>

@,

= > (o vllples, vl (o0, vl (Oa® 1s)|ef, v F)
1,4 ,7,7"

= (ot 0P 1plos P ) (90 alert).
i,5,3"

(*)E. SCHRODINGER, 1887-1961 ™ J. voN NEUMANN, 1903-1957
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Denen zufolge spielen nur die Matrixelemente (pa);;» = > ( JA, wﬂf)\(bﬁ,wf) des reduzierten
Dichteoperators (VI.22|) eine Rolle in der Berechnung des Erwartungswerts. O

Somit werden die Freiheitsgrade von B ausintegriert, und brauchen in der Berechnung von
Erwartungswerten von Observablen auf A nicht mehr beriicksichtigt zu werden.

Statistische Entropie

Die probabilistische Herangehensweise wird durch einen Mangel an Kenntnisse iiber den mikroskopi-
schen Zustand des Systems verursacht. Man darf sich aber fragen, wie viel Information fehlt, indem
nur Wahrscheinlichkeiten {py} bzw. eine Wahrscheinlichkeitsdichte py bekannt sind?

Intuitiv ist die fehlende Information ,klein“, wenn die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir nur we-
nige Zustdnde erhebliche Werte annimmt. Dagegen ist die fehlende Information grofier, wenn sich
die Verteilung tiber viele Zustdnde erstreckt. Um dieser Intuition Sinn zu geben, wird ein Maf
fiir die fehlende Information in Wahrscheinlichkeitstheorie in §[VI.41] eingefiihrt. Dann wird dieses
Maf zu den Féllen der Wahrscheinlichkeitsverteilungen angewandt, die in der Beschreibung eines

quantenmechanischen (§[VI.4.2)) bzw. eines klassischen (§|VI.4.3) Systems eingefiihrt werden.

V1.4.1 Information und Wahrscheinlichkeiten

Der Einfachheit halber werden hiernach mit Ausnahme von Definition (VI.24)) nur diskrete Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen betrachtet. Die Verallgemeinerung auf den Fall einer stetigen Verteilung
ist ziemlich einfach.

VI.4.1 a Statistische Entropie in der Informationstheorie

Es seien M Ereignisse {wi,...,wyr} mit jeweiligen Wahrscheinlichkeiten pi,...,pa. Um die
fehlende Information (Ignoranz, Informationsdefizit, oder kurz — und ziemlich irrefithrend — ,In-
formation®) zu messen, die dem Einsatz dieser Wahrscheinlichkeitsverteilung entspricht, hat Claude
Shannon [22] die statistische Entropie

M
Setat(P1, -, PM) = =k Y P Inpm (VL1.23)
m=1
mit k einer zuerst beliebigen positiven Konstante eingefiihrt. Sgiat(p1, ..., par) ist somit genau der

Erwartungswert von —k In p,,.
In der Informationstheorie wird gewohnlich £ = 1/1n 2 angenommen, so dass

1
Sstat(plv ce ,pM) = <10g2 >
Pm
und die statistische Entropie dimensionslo ist.

Die Grofe I(pm) = —1ogy pm ist der Informationsgehalt oder auch Uberraschungswert asso-
ziiert mit dem FEreignis w,, (bei Shannon handelte es sich bei den Ereignissen um mogliche
Nachrichten). Umso unwahrscheinlicher w,, ist, desto aufschlussreich ist sein Auftreten.

Im Fall einer stetigen Wahrscheinlichkeitsverteilung, beschrieben durch eine Wahrscheinlichkeits-
dichte p(z), lautet die statistische Entropie

Sstat (p(a)) = —k/p(m) In p(z) dz. (VI.24)

Hier auch ist Sgat gleich dem Erwartungswert des Logarithmus der Verteilung.

(2DIn diesem Zusammenhang ist die Einheit der statistischen Entropie das Bit.
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V1.4.1 b Eigenschaften der statistischen Entropie
Die durch GI. (VI.23|) definierte statistische Entropie besitzt viele mathematische Eigenschaften,

die hiernach ohne Beweis aufgezéhlt werden.

Symmetrie

Die Funktion Sstat(p1,--.,par) ist eine symmetrische Funktion ihrer M Variablen.

Die statistische Entropie ist nicht-negativ
Fiir alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen py, ..., par gilt Sstat(P1, - -, par) > 0.

Minimum
Die statistische Entropie ist minimal, wenn eine der Wahrscheinlichkeiten gleich 1 ist, d.h. wenn
das entsprechende Ereignis sicher ist. Dann ist Sgat(0,...,1,...,0) = 0.

Maximum
Bei fester Zahl M von moglichen Ereignissen ist die statistische Entropie Sstat(p1, - - ., par) ma-
ximal fiir die diskrete Gleichverteilung p; = -+ = pyr = 1/M, d.h. wenn die Ereignisse gleich

wahrscheinlich sind. Dann ist Sgat(p1,...,p0m) = kIn M.

Im Fall gleich wahrscheinlicher Ereignisse nimmt die statistische Entropie Sgat(p1, - - -, par) mit
der Zahl M zu.

Unmdégliche Ereignisse
Wenn einige Ereignisse nicht stattfinden kénnen, d.h. eine Wahrscheinlichkeit p,, = 0 haben,
tragen sie zur statistischen Entropie nicht bei:

Sstat(pla ce 7pM7O7' . 70) - Sstat(ph tee 7PM)

Additivitat

Seien die M Ereignisse in zwei Gruppen A = {w1,...,wy} und B = {wp+1, .. .,wi} eingeteilt.
Dann ist p/y = p1 + -+ + pm bzw. plz = Pmi1 + -+ + pamr die Wahrscheinlichkeit, dass eines unter
den Ereignissen von A bzw. B auftritt. Die statistische Entropie kann dann als

M
Sstat(ph L )pM) = Sstat(p;laplB) +pi4'sstat <p/17 ceey p:n> + pIBSStat <p7n/+17 ceey p/> (VI25)
P4 D4 P Pp
umgeschrieben werden. Der erste Beitrag beschreibt die Auswahl zwischen A und B, die zwei néch-
sten die Auswahl innerhalb A bzw. B (z.B. ist p; /p/y die Wahrscheinlichkeit fir das Auftreten von
w1 unter der Bedingung, dass A auftritt). Somit beschreibt Gl. (VI.25)) den Gewinn von Information

in zwel Schritten.

Seien zwei Ereignismengen A = {wi,...,wy} und B = {w],...,w)}, und kombinierte Ereig-
nisse w!  bestehend aus der Vereinigung von einem Ereignis aus A und einem aus B, mit Wahr-
scheinlichkeiten p!/ . Dann gilt

Sstat(plllla s 7qu,n7 e 7p§(4N) S Sstat(pla s 7pM) + Sstat(plla s 7p§\7)7 (VI26)

N M
mit p,, = Z plr. bzw. pl = Z plr der Auftretenswahrscheinlichkeit fiir wy,, bzw. w/,.
n=1 m=1

Die Gleichheit findet nur dann statt, wenn A und B stochastisch unabhéngig sind, so dass
Pl = pmp), fur alle m,n: die fehlende Information iiber die kombinierten Ereignisse ist kleiner,
wenn die Ereignisse von A und solche von B nicht unabhéngig sind.
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Seien zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen pi,...,par und pf,...,p), fiir dieselben Ereignisse.
Wenn A eine reelle Zahl mit 0 < A < 1 ist, dann bilden die Ap,, + (1 — \)pl, fiir m = 1,..., M eine
neue Wahrscheinlichkeitsverteilung, und es gilt

Sstat ()\p1+(1_)\)p/17 cee ApM"i_(l_A)p/]\/[) > ASstat(plv s 7pM)+<1_)\)Sstat(p€[a s ap/]W)7 (VIQ7)

wobei die Gleichung nur dann gilt, wenn p,,, = pl,, fiir jedes m.

Die Ungleichung bedeutet, dass die Mischung zweier ,identischen“ Systeme mit unterschiedlichen
Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu einem System fiithrt, das weniger bekannt als die urspriinglichen
Systeme: der Informationsdefizit iber das dritte System ist grofser als der Mittelwert der Defizite
fiir die zwei Anfangssysteme.

V1.4.2 Statistische Entropie eines quantenmechanischen Systems

Der Begriff der statistischen Entropie kann jetzt zu den Wahrscheinlichkeitsverteilungen ange-
wandt werden, mit denen makroskopische quantenmechanische Systeme beschrieben werden.

VI1.4.2 a Statistische Entropie und Dichteoperator

Sei p der Dichteoperator zugeordnet einem quantenmechanischen Zustandsgemisch, mit den
Eigenwerten p1,...,pa. Die entsprechende statistische Entropie wird durch

S(f)) = —kp me Inp, = —kpg Tr(f)ln f)) (VI.28)

definiert, wobei sich die zweite Gleichung einfach in einer Basis priifen lésst, in der p diagonal ist.
Dabei bezeichnet kg die Boltzmchonstante, kp=1,38-107% J K1

Bemerkung: Die erste Gleichung entspricht der Definition der Entropie nach Gibbs (1878) und die
zweite, der von Neumann Entropie (1927).

V1.4.2 b Eigenschaften

Die allgemeinen mathematischen Eigenschaften der statistischen Entropie lassen sich auf § (f))
iibertragen.

Minimum

Die statistische Entropie (VI.28) ist minimal und gleich 0, wenn sich das System in einem reinem
Zustand befindet.
Dies bedeutet insbesondere, dass S (f)) immer nicht-negativ ist.

Maximum

Wenn die moglichen Mikrozusténde einen endlich-dimensionalen Hilbert-Raum € der Dimension
W aufspannen, dann ist die statistische Entropie (VI.28) maximal im Fall gleich wahrscheinlicher
Zusténde, mit

[ S(p) =kplnW, ] (VI.29)

entsprechend der Definition der Entropie nach Boltzmann.
Diese Eigenschaft, die der Charakterisierung des mikrokanonischen Ensembles zugrunde liegt,

wird im §[VIL.3.T] hiernach bewiesen.
Unter-)Additivitat

Sei ein physikalisches System bestehend aus zwei unabhéngigen Teilsystemen A und B, mit
den jeweiligen Dichteoperatoren p4 auf dem Hilbert-Raum #€4 und pp auf #€p. Die statistische

(an)],. BOLTZMANN, 1844-1906
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Entropie des Gesamtsystems ist die Summe der statistischen Entropien der Teilsysteme
S(p) = S(pa) + S (pn)- (VL.30)
Wenn die Teilsysteme korreliert sind, .S (()) <S8 (f) A) + S (f) B)i der Dichteoperator p beschreibt

die Korrelationen zwischen A und B, und somit enthélt mehr Information als p4 und pp zusammen.

Seien auf einem Hilbert-Raum #€ zwei Dichteoperatoren p 4, pp sowie eine reelle Zahl 0 < A < 1.
Dann ist

S(Apa+ (1 =X)pB) = AS(pa) + (1 —N)S(p5), (VL31)

mit Gleichung nur fiir p4 = pp. Die Vereinigung zweier makroskopischen gemischten Zusténde
in eine einzige Mischung fithrt zum Wachstum der ,Unordnung® gemessen durch die statistische
Entropie.

VI.4.3 Statistische Entropie eines klassischen Systems

Die fehlende Information entsprechend der Wahrscheinlichkeitsdichte auf dem Phasenraum, mit
der ein makroskopisches klassisches System beschrieben wird, kann ebenfalls mit der statistischen
Entropie gemessen werden. Im Fall eines klassischen System mit unbekannter Teilchenzahl N lautet
die statistische Entropie

S(p) = k5 Y. / px({ait i) In v ({ai}, {pi) V0, (VL32)
N

Diese statistische Entropie geniigt denselben Eigenschaften wie sein quantenmechanisches Pen-
dant , mit einer wichtigen Ausnahme. Da eine Wahrscheinlichkeitsdichte nicht unbedingt
nach oben durch 1 beschrénkt ist, kann S(p) negativ sein. Zudem hat S(p) kein Minimum: fir
bestimmte Phasenraumwahrscheinlichkeitsdichten kann S(p) gegen —oo gehen. Solche Dichten er-
fordern aber eine gleichzeitige Kenntnis von den Teilchenpositionen und -impulsen, die durch die
HeisenberUnschéirferelation der Quantenmechanik verboten ist.

Literatur zum Kapitel VI

e Landau & Lifschitz, Lehrbuch der Theoretischen Physik. Band V: Statistische Physik [7],
Kap. L

e Reif, Fundamentals of statistical and thermal physics [10], Kap. 2.1-2.5.

e Schwabl, Statistische Mechanik [23], Kap. 1.

(0)W. HEISENBERG, 1901-1976
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Im vorigen Kapitel wurde gezeigt, dass die Herleitung der Eigenschaften eines makroskopischen
Systems aus mikroskopischen Gesetzen probabilistischer Natur sein soll. Die Frage bleibt offen, wel-
che Wahrscheinlichkeitsverteilung unter gegeben Umsténden einzusetzen ist. In Abschn. und
wird diese Frage allgemein beantwortet im Fall makroskopischer Systeme im thermodyna-
mischen Gleichgewicht. Einige hdufige Gleichgewichtsverteilungen werden dann in Abschn. [VIL3]
ausfiihrlicher behandelt.

Wahl der Wahrscheinlichkeitsverteilung

Der ,Zustand* eines makroskopischen Systems wird durch die Angabe einiger makroskopischer Gro-
fen bestimmt, die auch Zustandsgrifien oder Zustandsvariablen genannt werden. Genau genommen
sind einige dieser makroskopischen Zustandsvariablen nur dann definiert, wenn sich das System
im thermodynamischen Gleichgewicht (§ befindet. In diesem Fall kann man eindeutig vom
makroskopischen Zustand, kurz Makrozustand, des Systems sprechen. Die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung fir die Mikrozusténde, die diesen Makrozustand bilden, wird dann durch die Bedingung
bestimmt, dass die zugehérige statistische Entropie maximal ist (§ .

Vil.1.1 Thermodynamisches Gleichgewicht

Wie im §[VI.2.2] angemerkt wurde beruht der Einsatz von Wahrscheinlichkeiten in die Beschrei-
bung eines physikalischen Systems auf der Interpretation der Erwartungswerte von Observablen als
Ensemblemittelwerte iiber ein Ensemble von gleich préaparierten Systemen.
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Dagegen entspricht ein Messprozess in der Physik keiner Ensemblemittelung {iber viele Systeme,
sondern einer Zeitmittelung iiber die zeitliche Reihenfolge der Mikrozustéande eines einzigen Systems,
die wéhrend der Dauer der Messung realisiert sind. Somit liefert die Messung einer klassischen
Observable O den Zeitmittelwert

. 1 t+7
0. =~ [ OUa" O} pul D)ol A1)} (1)) 0¥ (VILL)

entlang der Trajektorie {q*(t'),po(t')} im Phasenraum des Systems, wobei die mogliche Abhéngig-
keit der Wahrscheinlichkeitsdichte von der Zeit beriicksichtigt wurde. Beispielsweise unterliegt jedes
Molekiil eines Gases unter normalen Bedingungen in einer Messzeit von 1 us ca. 103 Stoke, die den
Impuls des Molekiils und somit den Mikrozustand des Systems dndern.

Um die zeitliche Anderung der Wahrscheinlichkeitsdichte zu vermeiden, kann man zunéichst nur
Systeme betrachten, deren makroskopischen Eigenschaften stationér sind, so dass das System im
gleichen Makrozustand bleibt. Wenn es zusétzlich keinen (stationédren) makroskopischen Strom im
System gibt, dann spricht man von einem thermodynamischen Gleichgewichtszustand oder kurz von
thermodynamischem Gleichgewicht.

Geméh der Quasi-Ergodenhypothese werden im Lauf der spontanen Zeitentwicklung eines Sy-
stems im thermodynamischen Gleichgewicht alle erlaubten Mikrozusténde beliebig na erreicht,
und zwar mit derselben relativen Haufigkeit, vorausgesetzt die Zeitspanne der Entwicklung lang ge-
nug ist. Anders gesagt ist im Limes 7 — oo der zeitliche Mittelwert fiir fast jede Observable
gleich dem Ensemblemittelwert (O).

VII.1.2 Prinzip der maximalen Entropie

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Mikrozusténde fiir ein makroskopisches System im ther-
modynamischen Gleichgewicht wird durch das folgende Prinzip der maximalen Entropie charakte-
risiert [24] 25]:

Unter allen Wahrscheinlichkeitsverteilungen — Dichteoperatoren p bei quan-
tenmechanischen Systemen oder Phasenraumwahrscheinlichkeitsdichten p bei
klassischen Systemen —, die mit dem vorhandenen Wissen ber das System | (VIL.2)
vertraglich sind, ist der eigentlich realisierte Makrozustand derjenige, dessen
statistische Entropie maximal ist.

\. J

Dieses Prinzip stellt eine Verallgemeinerung des Indifferenzprinzips oder Prinzips vom unzurei-
chenden Grund von Laplac dar, laut dem den unterscheidbaren Ereignissen eines Zufallsexperi-
ments in Abwesenheit von Information eine gleichférmige Wahrscheinlichkeitsverteilung zugeordnet
werden soll.

Bemerkung: Das Prinzip der maximalen Entropie ist sehr allgemein und wird in allen Wissen-
schaftsbereichen benutzt — beispielsweise in der Bildverarbeitung [26, 27], der Biologie [28] oder
der Linguistik [29] —, insbesondere wenn man eine stetige Verteilung aus einer endlichen Anzahl
von Datenpunkten ,ableiten mdéchte.

Gleichgewichtsverteilungen

In diesem Abschnitt wird das Prinzip der maximalen Entropie angewandt, um die Gleichgewichts-
verteilung im allgemeinen Fall zu bestimmen. Der Kiirze halber werden die Berechnungen nur fiir

(22)Bei der noch stérkeren Ergodenhypothese soll die Phasenraumtrajektorie des Systems jeden erlaubten Mikrozu-
stand genau durchlaufen.

(@P)P_S. LAPLACE, 1749-1827
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den Fall eines quantenmechanischen Systems dargestellt — ein klassisches System bildet aber einen
Grenzwertfall davon. Somit wird in § [VIL.2.1]der statistische Operator p untersucht, der die maxima-
le von Neumann-Entropie S(p) unter allgemeinen Nebenbedingungen liefert. Der Paragraph
befasst sich dann mit einer wichtigen Funktion, der Zustandssumme, die in der Berechnung auf-
taucht und einen einfachen Zugriff auf messbare Grofen gibt, insbesondere auf die Entropie des

Gleichgewichtszustands (§ [V1I.2.3]).

VIl.2.1 Maximierung der von Neumann-Entropie

VIl.2.1 a Beriicksichtigung der Kenntnisse liber das System

Eine erste Aufgabe, wenn man das Prinzip der maximalen Entropie anwenden will, ist das
Festellen und Ausdriicken der vorhandenen Kenntnisse iiber das System. Eine solche Kenntnis ent-
spricht im Allgemeinen dem Erwartungswert einer Observable, die den Makrozustand des Systems
im thermodynamischen Gleichgewicht charakterisiert. Unter diesen Observablen gibt es einerseits
die Erhaltungsgrofen — Energie, Impuls, Drehimpuls, sowie in nicht-relativistischen Systemen die
Teilchenzahl —, andererseits einige experimentell steuerbaren ,Parameter” wie das Volumen, ein
externes (elektromagnetisches) Feld, usw.

Dazu sind die Kenntnisse iiber diese physikalischen Gréfen von zwei Arten. Einige werden genau
oder fast genau bekannt. Beispielsweise ist die Teilchenzahl eines isolierten Systems genau bekannt,
oder dessen Energie fast genau, d.h. die Energie gehort einem Intervall [E, E + §E] mit 0F < E
an Solches Wissen wird durch die Wahl des geeigneten Hilbert-Raums F€ fiir die Beschreibung
beriicksichtigt, der als einen Unterraum des Hilbert-Raums aller moglichen Mikrozusténde des Sy-
stems zu wahlen ist.

Dagegen konnen die Kenntnisse iiber die physikalischen Grofien statistischer Natur sein: z.B.
kennt man nur den Erwartungswert der Energie (F) bzw. der Teilchenzahl (N). Fiir eine allgemeine

X

Messgrofe O;, entsprechend der Observable O;, gibt eine solche Kenntnis eine Nebenbedingung
(0;) = (0;) = Tr(ﬁoz'),
oder dquivalent R
TI'((A)OZ) — <Oz> =0. (VII.Sa)

Mathematisch soll der Dichteoperator noch weitere Bedingungen erfiillen, und zwar zuerst die
Normierungsbedingung Tr p = 1 bzw.
Trp—1=0, (VIL.3b)
die die gleiche Form wie bei den ,physikalischen Bedingungen (VII.3a}) mit 0, = 14 annimmt.
Dazu soll noch p hermitesch sein.

VII.2.1 b Herleitung der Gleichgewichtsverteilun
Zur Maximierung der von Neumann Entropie (VI.28)) unter den Nebenbedingungen (VII.3) lasst

sich die Methode der LagrangMultiplikatoren (s. Anhang glnstig einsetzen.
Dazu fiithrt man die (Lagrange-)Hilfsfunktion

F(p;do, {\i}) = —kp Tr(pInp) — Nokp[Trp — 1] — Z Aikp[Tr(pO;) — (O1)] (VIL4)

mit Lagrange-Multiplikatoren Ay fiir die Normierungsbedingung bzw. \; fiir jede Neben-
bedingung ein. Dabei wurden alle Nebenbedingungen mit kp multipliziert.

Betrachte man jetzt eine infinitesimale Variation dp des Dichteoperators um einen Wert pg
des Operators, d.h. infinitesimale Variationen dpj; der Matrixelementen um solche von pg. Diese

(29 Eine exakte Kenntnis der Energie eines Systems ist durch die Quantenmechanik verboten, weil sie gem&® der
Energie-Zeit-Unschérferelation eine unendlich grofse Messzeit erfordert.

(24) J _L. LAGRANGE, 1736-1813
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Variation fiihrt zu einer Variation der Hilfsfunktion um ihren Wert F (@0; A0, {)\1})

5F (po; Mo, {Ai}) = —kp Tr [5@ (1n po+ 1+l +> Ai(),-)] : (VIL5)

wobei die Identitét & [Tr f (X)] =Tr [55( 1 (X)] fiir eine differenzierbare Funktion f des Operators X
benutzt wurde.

Diese Identitét gilt nur dank der Invarianz der Spur unter zyklischen Transformationen! In der
Tat kommutiert im Allgemeinen die Variation 6X nicht mit X. Die Reihenentwicklung von f(X)
lautet also

n—1
X) = 5[2%507} =Y a4 3R XK £ 6K S na Xt = X f1(X).
n n m=0 n
Wenn man aber die Spur vom dritten Glied bildet, ist sie gleich der Spur des vierten.

Die Hilfsfunktion hat ein Extremum in py dann und nur dann, wenn 5F(f)0; Ao, {)\Z}) = 0 fir
jede infinitesimale Variation dp. Dies ist erfiillt, wenn der Term zwischen Klammern in Gl. (VIL.5]
verschwindet, d.h. wenn

f)ozexp[ (o + )i ZAO]

Léasst man der Kiirze halber den tiefgestellten Index von Py weg und fiihrt man die Bezeichnung
Z = et ein, so ergibt sich fiir den Dichteoperator, der die Hilfsfunktion F' extremal macht

1 ~
p=—e 220, (VIL6)

Man muss noch zeigen, dass p ein Maximum ist. Da das zweifache Differential von F(f)) gleich
dem von § (f)) ist, das wegen der Konkavitat von S [Gl. (VI.31))| iiberall negativ ist, ist dies garantiert.

Bemerkung: Wenn eine der Nebenbedingungen den Erwartungswert des Hamilton-Operators <|:|>
bzw. der Energie betrifft, wird der zugehorige Lagrange-Parameter traditionell als 8 bezeichnet.

VIil.2.2 Zustandssumme

Es bleibt noch, die Lagrange-Mu}tiplikatoren Ao (oder #quivalent Z = e**1) und ); in Abhin-
gigkeit von den Erwartungswerten (O;) zu bestimmen.

Die Normierungsbedingung (VIL.3b)) gibt

7 = Tr(e_ > Aif’i), (VILT)

wobei man sieht, dass Z tatsdchlich von den anderen Lagrange-Multiplikatoren abhéngt, was hier-
nach in der Schreibweise berticksichtigt wird. Z({\;}) wird Zustandssumme genannt.

In der Praxis spielt die Zustandssumme eine wichtige Rolle, denn mit deren Hilfe kénnen alle
thermodynamischen Grofsen berechnet werden, die den Makrozustand charakterisieren. Beispiels-
weise lauten die in den Nebenbedingungen auftretenden Erwartungswerte

A 8an
(0y) =

({A - (VIL8)

Dieses Ergebnis léasst sich wie folgt beweisen

(0,1 = (80 = gy T(e =49 0,) = — Sy [me(e =) |
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Ahnlich liefert die zweifache Ableitung der Zustandssumme die Varianz einer Observable

0?InZz A .
o (A = (03) — (07, (VILY)
J
oder allgemeiner die Kovarianz zweier kommutierenden Observablen
0?InZz A A
i) = \Yj —{U; - 1.1

Bemerkungen:

* Um die Lagrange-Multiplikatoren {\;} zu erhalten, muss man die GL fiir alle j als ein
System von Gleichungen betrachten und nach den {\;} 16sen. In der Praxis ist es nicht notig, und
ein Makrozustand wird durch die Angabe der Parameter {)\;} anstatt der Erwartungswerte (O;)
charakterisiert. Tatséchlich kann man den bisher als Hilfsparametern eingefiihrten {\;} physikalische
Deutungen zuordnen.

« Die Zustandssumme (VII.7)) hdngt nicht nur von den Parametern {\;} ab, sondern auch implizit
von den genau bekannten Grofen, durch die Definition der Spur im Hilbert-Raum #€ und durch die
Form der Operatoren O;.

Faktorisierung der Zustandssummen unabhéngiger Systeme
Sei jetzt ein System 3 bestehend aus nicht-wechselwirkenden Teilsystemen 3.,,. Der Hilbert-

Raum € fiir 3 1asst sich dann in das direkte Produkt # = #; ® - - - @ #,,, @ - - - von Teilrdumen €,
zerlegen, wihrend sich der Hamilton-Operator H als eine direkte Summe von Hamilton-Operatoren
H™) fiir die individuellen Teilsysteme umschreiben lasst, H=H®O@...H™ ... Ahnlich kénnen
andere Observablen fiir das gesamte System als direkte Summen von Observablen fiir die Teilsysteme

umgeschrieben Werden
0, = EB Oz(m)
m

Die Zustandssumme fiir ¥ lautet dann
Z{N™Y) = Tr [exp (— P> A§m>ogm>>} Tr(@ oY m>o<m>>

Mit der in §[VI.3.3] eingefiihrten reduzierten Spur Try,, lisst sich diese Spur eines Tensorprodukts
von Operatoren als das Produkt von reduzierten Spuren auf den jeweiligen Teilrdumen umschreiben:

Z({A1) H 20 (M) mie 20 (AM}) = Trs,, (e E Aim)@ﬁm)). (VIL11)

Ebenso faktorisiert sich der Dichteoperator p fiir das gesamte System als Tensorprodukt von Dich-
teoperatoren p(™ fiir die Teilsysteme.
Geméif Gl. (VIL.11) addieren sich die In Z(™ der Teilsysteme, d.h. man kann erwarten, dass In Z

sowie ihre Ableitungen nach den Lagrange-Parametern extensive Groéfsen sind.

Vlil.2.3 Gleichgewichtsentropie

Die statistische Entropie (VI.28) fir den Gleichgewichtsdichteoperator (VII.6)), die hiernach
Gleichgewichtsentropie genannt wird, ldsst sich einfach mithilfe der Zustandssumme (VIL.7)) aus-
driicken. Somit gilt

S=—kp(ln p) = kgln Z({\:}) + ks >_X; (O))
J

(29 Genauer sollte man 0; = @ i, ®@---@1s,_,® OE"” ® ]Alz;erl ® - mit ]Alzm, der Identitét auf %,/ schreiben.

m
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d.h.

S =kpln Z({\}) — kBZ)\Ja(;iZ ({N)). (VIL12)

Bemerkung: Wenn man ein System bestehend aus nicht-wechselwirkenden Systemen betrachtet,
folgt aus GI. unter Beriicksichtigung von Gl. (VIL1I]), dass die Gleichgewichtsentropie des
Gesamtsystems gleich der Summe aus den Gleichgewichtsentropien der Teilsysteme ist, entsprechend
der Additivitéats-Eigenschaft der statistischen Entropie.

Man kann jetzt untersuchen, was passiert, wenn der Gleichgewichtszustand verschoben wird.
Es seien also infinitesimale Verdanderungen d(O;) der Parameter (O;), die einen Makrozustand im
thermodynamischen Gleichgewicht charakterisieren. Diese Variationen fiihren allgemein zu einer
Verschiebung der Wahrscheinlichkeitsverteilung, die die statistische Entropie maximiert, d.h. zu
einer Verschiebung des Gleichgewichtszustands. Dies wiederum bedeutet, dass die Parameter A; fiir
den Gleichgewichtszustand um dA; verschoben werden.

Gemif Gl. gilt dann

dInZ({\i}) = = _(0;)d),, (VIL.13)
d.h. fiir die Variation der Gleichgewichtsentropie ||
dS =kp Y X d(0;), (VIL.14)
was sofort zum Ergebnis ]
- leafgﬂ (VIL15)

fithrt. Die Beziehungen (VII.13)) und (VII.14)) zeigen, dass die natiirlichen Variablen fiir In Z bzw. fiir
die Entropie S die Parameter \; bzw. die Erwartungswerte (O;) sind. Dann bedeutet Gl. (VILI5)),
dass die Lagrange-Multiplikatoren Mafe fiir die Variationen der statistischen Entropie bei einer
Verschiebung des Gleichgewichts bilden.

Schlieflich fithren Gl. (VIL8]), (VII.12)) und (VII.15)) insgesamt zu

In Z({A}) = - 5 - le )3 <oj>az9(‘)9]>. (VIL16)

Der Vergleich dieser Beziehung mit GI. zeigt die Existenz einer Symmetrie zwischen einer-
seits der Funktion S/kp der Variablen (O;) und andererseits der Funktion In Z der Variablen \;.
Je nachdem, ob die (O;) oder die \; experimentell einfacher zu kontrollieren sind, ist es einfacher
entweder mit S oder mit In Z zu arbeiten.

Bemerkung: Wenn man —S/kp anstatt S/kp betrachtet, werden Gl. (VIL8)) und (VII.15) ebenfalls
symmetrisch. Dann erkennt man, dass die Transformation, die —S({(0;)})/kp in In Z({\;}) oder
umgekehrt umwandelt, eine Legendre-Transformation ist.

Ubliche statistische Ensembles

In diesem Abschnitt werden einige oft vorkommende statistische Ensembles eingefiihrt zusammen
mit ihren Eigenschaften.

VII.3.1 Mikrokanonisches Ensemble

Sei zunéchst ein (quasi-)isoliertes System, dessen Gleichgewichtszustand durch genau bekannte
Teilchenzahl N und Volumen ¥/, sowie eine fast exakt bekannte Energie E charakterisiert ist. Diese
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Bedingungen beschrinken den Raum der moglichen Mikrozustéande fiir das System zu einem Hilbert-
Raum #€. Sei W(E, v, N) die Dimension von €.
GemiR Gl. (VIL6) und (VILT) lautet die Gleichgewichtsverteilung fiir dieses System
. 1 i
= WE v, N
mit der Identitit 1, auf dem Hilbert-Raum #€, wihrend die Zustandssumme Z hier gleich der
Dimension W (E, ¥, N) ist. Somit ist die Wahrscheinlichkeit fiir die Mikrozustéande gleichférmig:

1
PL=D2 =" = DPw(E¥Y,N) = m

(VIL17a)

(VIL17b)

Diese Wahrscheinlichkeitsverteilung wird traditionell mikrokanonische Verteilung genannt, und
die entsprechende Gesamtheit von gleich préiparierten Systemen mit bekannten N, 9 und E wird
als mikrokanonisches Ensemble bezeichnet.

Die statistische Entropie fiir die mikrokanonische Verteilung (VIL.17)) ist [vgl. Gl. (VIL.12)]
S=kplmW(E,V,N), (VIL.18)
in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis von Boltzmann.

Bemerkungen:
« Die Ergebnisse dieses Paragraphen zeigen (obgleich auf verwickelte Weise!), dass das Maximum
der statistischen Entropie tatsichlich fiir die gleichférmige Wahrscheinlichkeitsverteilung auftritt.

x Die statistische Entropie (VII.18)) kénnte auch von der Breite § ' der Unsicherheit auf die Energie
abhéngen, denn die Anzahl der Mikrozustdnde W (E, ¥V, N) ist fiir §E/E < 1 ungefédhr proportional
zu 0F. In der Tat ist diese Abhéngigkeit aber vernachlassigbar.

VIl.3.2 Kanonisches Ensemble

Dieses Paragraph befasst sich mit Systemen, deren Teilchenzahl N und Volumen ¥ genau be-
kannt sind, wihrend nur der Erwartungswert (E) = <|:| n) deren Energie angegeben ist. Dabei ist
Hy der Hamilton-Operator fiir das System, dessen Eigenwerte bzw. -zusténde als E,, bzw. [¢n, ;)
bezeichnet werden. Hier wurde der Index j eingefiihrt, um die weiteren Quantenzahlen darzustellen:
insbesondere konnen mehrere (linear unabhéngige) Eigenzustande die gleiche Energie F,, haben;
der entsprechende Entartungsgrad wird als g(F,,) bezeichnet.

Eine solche Anordnung ist deutlich mehr realistisch als die Situation des vorigen Paragraphen
und entspricht Systemen, die mit deren Umgebung gekoppelt sind. Dabei spielt die letztere die Rolle
eines Wirmebads, d.h. eines viel groferen Systems, dessen Energieinhalt sich durch die Austausche
mit dem kleinen System nicht dndert.

FEine Gesamtheit solcher Systeme wird kanonisches Ensemble oder Gibbs-Ensemble genannt.

Zunéchst liefert Gl. (VIL.6)) den Dichteoperator fiir den Gleichgewichtszustand

1 .

A —BHN AVa
N—=———"792-—8¢ I1.19a

P ZN(B, V) ( )

entsprechend fiir einen Mikrozustand |¢,, ;) der Wahrscheinlichkeit

1
_ —BEm
m € )
b Zn(B, V)

mit der kanonischen Zustandssumme (VIL.7))

(VIL.19b)

ZnN(B, V) = Tr(e_6HN> = Ze_BE’” S Zg(Em) e PEm (VIL.19¢)
m,j Em
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wobei sich die zweite Gleichung in der Energieeigenbasis einfach priifen ldsst, wihrend die dritte die
mogliche Entartung der Energieniveaus in Betracht zieht.

Bemerkung: Bei den zwei Ausdriicken der kanonischen Zustandssumme in Gl. (VII.19¢) muss man
aufpassen, dass es sich einerseits um eine Summe iiber Mikrozustéande, andererseits um eine Summe
iiber Energieniveaus handelt.

Gemaf Gl. (VIL.8) gibt eine partielle Ableitung von In Zy den Erwartungswert der Energie des
Systems:

InZ
(B = ~OBEIN 5 4 (VIL.20)
op
Dann lautet die statistische Entropie (VIL.12)) des Gleichgewichtszustands
S=kp IIIZN(,@, (V)—i-kB,@ <E>, (VH.Ql)
woraus sich der Lagrange-Multiplikator § herleiten lasst:
S
kpf = —— VII.22

wobei man aber nicht vergessen soll, dass § von (E) abhéngt.

In der Tat lautet die Ableitung der Gleichgewichtsentropie (VII.21))

oS Oln Zy op

— =k v E)| = +kpBS=k
9(E) B|: 95 (B8, ) +( >]8<E>+ BB =kgB,
wobei Gl. (VII.20) benutzt wurde.

Schlieflich kann man die Streuung der Fluktuationen der Energie um ihren Erwartungswert

durch die Varianz , Pz N
<(|:|N - <E>> > = %(@ V)= _Wng (VIL.23)

charakterisieren, wobei die erste Gleichung eine direkte Anwendung der allgemeinen Formel (VII.9)
ist, wihrend die zweite aus Gl. (VIL.20]), abgeleitet nach 8, und (VII.22]), abgeleitet nach (E), folgt.
Bemerkung: Laut Gl. (VII.23)) ist die zweifache Ableitung von In Zx nach 8 immer nicht-negativ,

d.h. In Zp ist eine konvexe Funktion von . Dann ist die mittlere Energie (VII.20) eine monoton
abnehmende Funktion von £.

VII.3.3 GroBkanonisches Ensemble

Schliefslich entspricht das sogenannte grof$kanonische Ensemble einer Gesamtheit von Systemen
mit exakt bekanntem Volumen % und im Durchschnitt bekannter Teilchenzahl (N) und Energie

Dieses Ensemble ist geeignet, um offene Systeme zu beschreiben, die Teilchen und Energie mit
ihrer Umgebung austauschen koénnen. Ein Beispiel davon ist ein durch eine immaterielle Fléche
abgegrenzter Teil eines Gases, wobei der Rest des Gases die Rolle der Umgebung spielt.

Um ein quantenmechanisches System mit variierender Teilchenzahl zu beschreiben, fithrt man
zunéchst den zugehdrigen FocRaum ein, der als die duflere direkte Summe der Hilbert-Rdume
fiir feste Teilchenzahlen definiert ist:

H=HDHH D - DIHND---. (VIL.24)

Insbesondere muss man einen eindimensionalen Raum €y beriicksichtigen, der die Abwesenheit von
Teilchen entspricht: ¥y wird durch das Vakuum |0) aufgespannt.

@V, A. Fock (oder Fok), 1898-1974



VI1.3 Ubliche statistische Ensembles 93

Auf dem Fock-Raum definiert man den Teilchenzahloperator N, dessen Eigenwerte bzw.
Eigenzusténde die natiirlichen Zahlen (einschlieflich Null) bzw. die Zustdnde mit fester Teilchenzahl
sind. Zudem wird angenommen, dass der Hamilton-Operator die Teilchenzahl nicht &ndert: dann ist
H die direkte Summe von Hamilton-Operatoren H ~ auf jedem Hilbert-Raum #€x, und H kommutiert
mit N. Die Nebenbedingungen auf den Dichteoperator p auf dem Fock-Raum € lauten dann

Tr(pN) = (N),  Tr(pH) = (E), (VII.25)
wobei der Lagrange-Multiplikator, der mit der Bedingung an den Erwartungswert der Teilchenzahl

assoziiert ist, gewohnlich als —a bezeichnet wird.

Mithilfe einer Basis aus Eigenzustdnden des Teilchenzahloperators N prift man einfach, dass

die Bedingungen (VIL.25) als
ZNTTN(FA)N> :<N>, ZTrN(@NHN) :<E>
N N
umgeschrieben werden koénnen, wobei py bzw. Try die Einschrinkung von p auf #€y bzw. die

partielle Spur (vgl. §[VL.3.3)) iiber #€n bezeichnet. Aukerdem ist Try (pn) die Wahrscheinlichkeit,
genau N Teilchen im System zu finden.

Bemerkung: Die angenommene Kommutativitdt von Teilchenzahloperator und Hamilton-Operator
bedeutet, dass die Teilchenzahl eine Erhaltungsgrifle ist.

Unter den oben diskutierten Voraussetzungen fithrt Gl. (VIL.6)) zum Dichteoperator im thermo-
dynamischen Gleichgewicht

1 N ~
p= e PN, VII1.26
=26V (VIL26
Dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines N-Teilchen-Energieeigenzustands |¢,(7]LVJ)> mit
der Energie Eq(nN) durch
1 (N)
N) = ¢ BEm +alN VIL26b
P 2B V)¢ (VIL26b)
gegeben. Die groffkanonische Zustandssumme lautet
Y ()
Z(8,V,0) = Tr(e™#HreN) — 37 ol 57 o~ Pom — §™ 2N 7y (8, ), (VIL.26c)
N Mpsj N

wobei bei fester N die Summe iiber m, bzw. j {iber alle Energieniveaus bzw. iiber alle entartete
Energieeigenzustinde jedes Niveaus lauft. In der letzten Gleichung wurde die kanonische Zustands-

summe ([VII.19¢]) eingefiihrt.
Die Erwartungswerte der Energie und der Teilchenzahl folgen aus dem partiellen Ableiten von
In Z nach dem jeweiligen Lagrange-Multiplikator [Gl. (VII.8))]
olnZz

E)y=—(8,Y VIIL.27
(E) = -5 (5.7.), (VIL27)
O0lnZ
(N) = %(5, v, q). (VIL.28)
Gleichung (VII.12)) gibt dann fiir die statistische Entropie des Gleichgewichtszustands
S=kpnZ(B,V,a)+ kpB(E) — kpa(N), (VIIL.29)
woraus sich die Lagrange-Multiplikatoren 8 und « herleiten lassen:
1 0S8
= = VIIL.30
1
o 95 (VIL31)

kB O(N)’
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Die Varianzen der Verteilungen von der Energie und der Teilchenzahl werden durch Gl. (VIIL.9))
gegeben:

~ 2 82 InZ kB a?jv‘S);
(A-®)) - Tt eva - —— Vi)
AEV AN (8<E> 0<N>>
N 2 921n 7 kp 8(?]2;;2
<(N - <N>> > = W(Bv V,a)=— 25 575 2g 5 (VIL.33)
A(E O(N)? <8<E>8<N>>

Der Vergleich von GIl. (VII.32) mit GI. (VIL.23) zeigt, dass die Fluktuation der Energie grofer im
grofskanonischen als im kanonischen Ensemble ist. Dies folgt aus der zusétzliche Unsicherheit iiber
die Teilchenzahl im ersteren Fall.

Bemerkungen:

* Wie im Fall des kanonischen Ensembles ist In Z bzw. (E) eine konvexe |Gl. (VIL.32))| bzw. eine
monoton fallende [Gl. (VIL.27))] Funktion von .

x Falls es unterschiedliche Arten von Teilchen gibt, mit jeweiligen im Durchschnitt bekannten
Zahlen Ng, Np..., muss fiir jede Art eine Nebenbedingung und dementsprechend ein Lagrange-
Multiplikator eingefiihrt werden. Dann lautet die Zustandssumme

28,9, a, . ..) = Tr(e—5“+aaNa+abNb+"’). (VIL34)

Hier muss man die mo6glichen mikroskopischen Prozesse prézis identifizieren, um festzustellen, wel-
chen Teilchenarten Lagrange-Multiplikatoren zuzuordnen sind. Wenn es sich bei a, b...um stabile
Molekiile handelt, dann kénnen ay, ... mit ihnen assoziiert werden. Wenn chemische Reaktionen
die Molekiile ineinander umwandeln kénnen, dann sind die Molekiilanzahlen keine Erhaltungsgrofsen.
Dementsprechend miissen die Lagrange-Multiplikatoren den Anzahlen der (nicht-umwandelbaren)
konstituierenden Atomen zugeordnet werden.

VII.3.4 Vergleich der unterschiedlichen statistischen Ensembles

In den §[VIT.3.THVIL.3.3] wurden drei unterschiedliche Beschreibungen eines physikalisches Sy-
stems eingefiihrt, mit fester oder fluktuierender Energie bzw. Teilchenzahl. In der Praxis ist es fiir
ein gegebenes System nicht immer deutlich, welche Bedingungen genau und welche im Durchschnitt
erfillt sind. Fiir ein makroskopisches System (N > 1) sind aber alle Ensembles in den meisten
Fillen dquivalent, so dass man tatsichlich die Beschreibung wéhlen kann, die zu den einfachsten
Berechnungen fiihrt.

Der erste, schwierige Schritt des Beweises besteht im Zeigen, dass InZ/% einen endlichen
Wert im Limes % — oo bei konstanter E/¥, konstanter N/ und konstanten Lagrange-
Multiplikatoren hat, d.h. dass In Z eine extensive Grofse ist. Dies ist nur dann méglich, wenn die
mikroskopischen Wechselwirkungen zum einen abstoffend bei kleinen Abstédnden, zum anderen
anziehend bei grofsen Entfernungen sind, mit einer zusétzlichen Bedingung iiber das Verhalten
im letzteren Fall.

Sei also In Z extensiv. Dagegen sind die Lagrange-Multiplikatoren A; intensive Grofen, so dass
die Ableitungen von In Z nach den A; noch extensiv sind, d.h. proportional zur Teilchenzahl N.
Dann zeigt z.B. Gl. , dass die relative Fluktuation von der Energie wie 1/ V/N abnimmt,
d.h. sie wird vernachléssigbar fiir grofe NN.
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Bemerkungen:
*x Die Berechnungen sind oft einfacher im grofkanonischen Ensemble.

x Wenn die Teilchenzahl nicht grof ist, kénnen die verschiedenen Ensembles zu unterschiedlichen
Ergebnissen fithren. Dann muss man die richtige Beschreibung identifizieren.

VII.3.5 Gleichgewichtsverteilungen der klassischen statistischen Mechanik
Im Rahmen der klassischen Mechanik ldsst sich der Formalismus der § (VIL1))—(VIL.2) relativ

einfach anpassen.

VII.3.5 a Gleichgewichtsverteilung und Zustandssumme
Dazu soll eine klassische Phasenraumwahrscheinlichkeitsdichte p (vgl. Abschn. [VIIL.2)) den quan-

tenmechanischen Dichteoperator p ersetzen. Dementsprechend geht man aus einer diskreten zu einer
kontinuierlichen Beschreibung iiber. Die Spur wird durch ein Integral {iber den Phasenraum ersetzt,
und die Entropie wird zu einem Funktional der Verteilung p, anstatt einer Funktion des endlich-

dimensionalen Operators p.
Der Dichteoperator fiir den Gleichgewichtszustand (VII.6)) wird durch die klassische Verteilung

1 0. (La: .
p({a:}, {pi}) = vl 35 %05 ({ai}{pi}) (VIL.35a)

ersetzt. Dabei sind die {O;} die im Durchschnitt bekannten Observablen auf dem Phasenraum, und
die Zustandssumme ist gegeben durch

zZ=>" / e~ 25 20iaikipid) g6Ng), (VIL35b)
N

Die Eigenschaften der Zustandssumme Z und deren Beziehungen mit den Erwartungswerten,
Varianzen, usw. bleiben dieselben wie in §[VII.2.2]
Beispielsweise gilt fiir das klassische kanonische bzw. grofkanonische Ensemble

_ e Zn(B) = / ~BHy 5Ng (VIL36)
pN - ZN(B, {V) mi N bl - € 9 .
bzw. p = {ﬁN}Ne]N mit
_ e PHnFaN . —BHN+aN 16N aN
= Sy Wit 26,0 =% / e BHNTaN qiNg) — § 0N 7 (5 ). (VIL3T)
s Yy N N

VIl.3.5 b Anwendung: Isotherm-isobares Ensemble

Ein wichtiges Anwendungsbeispiel des klassischen Formalismus ist der Fall eines Systems mit
genau bekannter Teilchenzahl N, wahrend dessen Energie und Volumen nur im Durchschnitt bekannt
sind. Dabei handelt es sich um das isotherm-isobare Ensemble, das beispielsweise ein System mit
beweglichen Wénden im Kontakt mit einem Warmebad beschreibt.

Dem Volumen wird ein Lagrange-Multiplikator A = [P zugeordnet, und die entsprechende
Gleichgewichtsverteilung lautet (der Kiirze halber werden die Phasenraum-Variablen {¢;}, {p;} nicht
geschrieben)

1
L o BHN—BPV VII.38
Pi Zii(/BuN7£P)e ’ ( a)

mit der Hamilton-Funktion Hy und dem (fluktuierenden) Volumen %. Die zugehorige Zustands-
summe lautet [vgl. die letzte Gleichung von Gl. (VII.26c])|

Zi(B,N,P) = ;0 / Zn(B, V) e PV qw. (VIL.38b)
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Dabei ist 1/ eine geeignete dimensionierte Normierungskonstante und Zy (53, 7’) die kanonische
Zustandssumme.

In GL wird iiber ein dreidimensionales Volumen integriert, wihrend das Integral in
der allgemeinen Formel iber ein 6/N-dimensionales Phasenraumvolumen lduft. Die
Herleitung der Ersteren aus der Letzteren besteht somit im Ausintegrieren der 3N Impulskoor-
dinaten — was prinzipiell ziemlich trivial ist — sowie von 3N — 3 Ortskoordinaten. Der letztere
Schritt ist nicht einfach, insbesondere wegen der nétigen richtigen Beriicksichtigung des durch
die Teilchen besetzten Volumens (s. z.B. Refs. [30, BT, B2]).
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Die im ersten Teil dieser Vorlesung dargelegte klassische Thermodynamik wurde vor der Sta-
tistischen Mechanik entwickelt, ausgehend aus phénomenologischen Betrachtungen von makrosko-
pischen Zustéinden und deren Anderungen. In dieser Herangehensweise wurden unterschiedliche
Begriffe — wie beispielsweise Temperatur, Druck, chemisches Potential, Warme, innere Energie,
Entropie, Enthalpie, ..., sowie thermodynamische Potentiale — und vier ,,Hauptsitze* eingefiihrt,
die die moglichen Verhalten makroskopischer Kérper bestimmen.

In diesem Kapitel werden zunéchst die statistisch-mechanischen Gegenstiicke zu diesen makro-
skopischen Grofien und Hauptsatzen identifiziert.

Hauptsitze Abschn. Potentiale Abschn.

quantenmechanisch beschriebenes System

Hauptsatze der Thermodynamik

In diesem Abschnitt werden die Hauptsitze der phdnomenologischen Thermodynamik im Rahmen
der Statistischen Mechanik wiederentdeckt. Zunéchst wird in §[VIILI.I] der nullte Hauptsatz der
Thermodynamik wiedergefunden, betreffend der Existenz einer relativen Temperaturskala.

VIIl.1.1 Thermischer Kontakt in der Statistischen Mechanik

Es seien zwei Systeme ¥ 4 und X g, die urspriinglich nicht miteinander wechselwirken. Insbeson-
dere sind ¥ 4 und X g thermisch isoliert voneinander. Der Hamilton-Operator fiir 4 bzw. ¥ g wird
als H A bzw. H B bezeichnet.

Es wird angenommen, dass 3 4 und ¥ p separat im kanonischen Gleichgewicht sind, mit mittleren
Energien F4 und Ep und zugehorigen Lagrange-Multiplikatoren 84 und Sp. Geméifs den Ergebnissen
des §[VII.3.2] lauten die Dichteoperatoren, die Zustandssummen und die Energie-Erwartungswerte
jeweils

aanA

Za(Ba) = Trge Pala Ey= 95

(Ba) , (VIIL1a)



98 Statistische Thermodynamik

und R
—BeHB . olnZ
N € _ nsZg
PB=——7~ Zp(Bp) = Trge PrHs Ep=—
Zp(BB) (Bs) 98B
Dabei bedeuten die tiefgestellten Indizes A, B bei den Spuren, dass jede Spur iiber den betreffenden
Hilbert-Raum betrachtet werden muss. Dann ist der Dichteoperator fiir das System X 4 +X g, dessen

Hamilton-Operator |:|A + |:|B ist2%)| durch

(Bg) - (VIIL1b)

e—ﬁAHA—ﬁB Hp

Z4(Ba) Z(BB)

gegeben, entsprechend der Faktorisierung der statistischen Operatoren fiir nicht-wechselwirkende
Systeme.

P=pa®pp = (VIIL.2)

Dabei wird das Kommutieren von H,4 und I:I B, die auf unterschiedlichen Hilbert-Rédumen ope-
rieren, benutzt, um e~ PaHae=PeHs = ¢=BaHa—BBHb gehreiben zu konnen.

Auf der mikroskopischen Ebene entspricht das Bringen in thermischen Kontakt der Kopplung
der beiden Systemen miteinander durch eine ,kleine* Wechselwirkung Der Hamilton-Operator
des gesamten Systems A + B ist dann H=Hs+ Hp + W, mit einem Wechselwirkungsterm W.
Der letztere soll langsame Energieaustausche zwischen ¥4 und X p erlauben, ohne ihre jeweiligen
Energieniveaus zu storen.

Wegen dieses Energieaustauschs wird ein neuer Gleichgewichtszustand erreicht. Dementspre-
chend bleiben E4 und Ep nicht separat erhalten, sondern dndern sich zu E/y und E’;. Somit sind
B4, Bp keine gute Lagrange-Multiplikatoren mehr.

Dank der angenommenen Kleinheit von W im Vergleich zu H4 und Hp bleibt die Gesamtenergie
des Systems erhalten, so dass E'y + El; = E4+ Ep. Der neue Gleichgewichtszustand wird also durch
die Angabe des Erwartungswerts <F|> der Gesamtenergie charakterisiert. Diesem Erwartungswert
kann man dann einen neuen Lagrange-Multiplikator 8 zuordnen. Dann lautet der Dichteoperator

e AH
p= Z08)" (VIIL.3)
Unter Vernachlassigung des Wechselwirkungsterms W darf dieser statistische Operator durch
o—B(HA+HB)
p 73 Z5(5) (VIIL.4)

angenédhert werden.

Der Vergleich mit GI. verdeutlicht den Effekt des thermischen Kontakts, der zur Aus-
gleichung der Lagrange-Multiplikatoren 84 und SBp fiihrt. Wenn die letzteren schon am Anfang
gleich sind, dann ist der Endgleichgewichtszustand gleich dem Anfangszustand, d.h. keine Energie
wird ausgetauscht. Somit bilden die Lagrange-Multiplikatoren 54, 8. .., die der mittleren Energie
zugeordnet werden, eine relative Temperaturskala, wie die des nullten Hauptsatzes.

Bemerkung: Die Interpretation von 8 als eine Temperaturskala ist tatséchlich unabhéngig von der
Wahl des Ensembles.

Wie schon in §[VIL.3.2] und [VIL.3.3] bemerkt wurde, ist die mittlere Energie E eine monoton
fallende Funktion von S. Somit liegt der Wert von S im neuen Gleichgewichtszustand zwischen
B4 und Bp, und die Gleichgewichtstemperatur des Verbundsystems liegt zwischen den Temperatu-
ren der Teilsysteme. Man sieht aber dass das Teilsystem, das Energie abgibt bzw. aufnimmt, den

(25) Genauer sollte der Hamilton-Operator als Hi@lp+1a®Hg geschrieben werden, mit den Identitdtsoperatoren
14 und 15 auf den jeweiligen Hilbert-Raumen 74, 5.

(26) Mathematisch sollen die diagonalen Matrixelemente des Wechselwirkungspotentials W in der Basis der Energie-
eigenzustidnde von A und B viel kleiner sein als die entsprechenden Matrixelemente des ungestorten Hamilton-
Operators I:|A + I:IB.
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kleineren bzw. den groferen Lagrange-Multiplikator S hat: die § bilden eine umgekehrt abgestufte
Temperaturskala.

Bemerkung: Dass das Energie abgebende System immer das mit dem kleinsten 3 ist, folgt also
sofort aus der Monotonie der Funktion E(f). Dabei wird schon eine Form des zweiten Hauptsatzes
wiedergefunden, laut der das Warme abgebende System immer das wérmere ist.

VIII.1.2 Erster Hauptsatz

Jetzt wird das makroskopische System unter Betrachtung, wie es iiblicherweise der Fall in der
Gleichgewichtsthermodynamik ist, in seinem Ruhesystem untersucht. Dementsprechend wird der
Term fiir seine (makroskopische) kinetische Energie vom Hamilton-Operator und von dessen Gesam-
tenergie weggelassen. Zudem wird angenommen, dass sich das System in keinem &uferen langreich-
weitigen Feld befindet, um ebenfalls einen moglichen Beitrag der potentiellen Energie zu vermeiden.
Insgesamt enthélt der Hamilton-Operator also nur die Summe aus den mikroskopischen kinetischen
und potentiellen Energien, die zusammen die innere Energie U des Systems bilden.

VIIl.1.2 a Innere Energie

Es liegt nahe, die innere Energie U der phdnomenologischen Thermodynamik mit dem Erwar-
tungswert des Hamilton-Operators bzw. der Hamilton-Funktion gleichzusetzen:

U= (H)=Tr(pH) = > pmEm. (VIIL5)

Die Erhaltung der inneren Energie fiir ein isoliertes System, die teil des ersten Hauptsatzes (1.1al)
der Thermodynamik bildet, folgt dann aus der allgemeinen Formel (VI.21) fiir die Zeitentwicklung
des Erwartungswerts einer Observable:

AU d(H) 1 A A

— =—>=_—Tr(|H,H|p) =0 VIIIL.6

i~ a (M) =0, (VIILG)
weil der Hamilton-Operator offensichtlich mit sich selbst kommutiert.

Im Fall eines nicht-isolierten Systems, das mit seiner Umgebung mechanische Arbeit und Wéarme
austauschen kann, betrachtet man einfach das Gesamtsystem bestehend aus System und Umgebung
als ein einziges, isoliertes System, das dem Energiesatz geniigt.

Es bleibt also nur, die statistisch-mechanischen Ausdriicke der mechanischen Arbeit und der
Warme festzustellen, um den zweiten Teil des ersten Hauptsatzes der Thermodynamik wie-
derzuentdecken.

Der Austausch mechanischer Arbeit zwischen einem System und seiner Umgebung wird durch
die Wirkung einer Kraft — entweder von auffen am System oder umgekehrt — verursacht, und
entspricht einer Anderung des Hamilton-Operators H des Systems. Um dies genauer zu beschreiben,
soll man die Parameter betrachten, die in der Definition von H auftreten und durch eine dufere
Wirkung gedndert werden kénnen.

Sei £ ein solcher von aufien steuerbarer Parameter. Definitionsgeméfs ist die wverallgemeinerte
Kraft konjugiert zum Parameter £ durch

Fe=—— (VIILT7)

definiert.
Sei beispielsweise ein in einem Behélter eingeschlossenes Gas, wobei der Austausch mechanischer
Arbeit durch die Verschiebung eines Kolbens verursacht wird. Die Einschréankung des Volumens wird
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durch einen Potentialterm im Hamilton-Operator modelliert und die Energieniveaus der Teilchen
im Behélter hangen von dessen Volumen % ab, das die Rolle des steuerbaren Parameters spielt.
Dann ist die zum Volumen konjugierte verallgemeinerte Kraft 'E:V: —OH JOV.

Ein zweites Beispiel ist ein System magnetischer Dipolmomente in einem abstimmbaren aufe-
ren Magnetfeld B. Die verallgemeinerte Kraft konjugiert zu B ist das gesamte Dipolmoment des
Systems.

Bemerkungen:

* Die Dimension der verallgemeinerten Krifte weicht im Allgemeinen von der einer mechanischen
Kraft ab.

x Das Minus-Vorzeichen in der Definition (VIII.7)) entspricht keiner allgemeinen Konvention.

Sei jetzt eine infinitesimale Verdnderung d¢ des Parameters &. Dementsprechend verdndert sich
der Hamilton-Operator von H auf H + dH mit

. H .
dH = oH d = —F¢d¢. (VIIL8)
23
Dies fiihrt zu einer Verschiebung der Energieniveaus des Systems von E,, zu E,, + dE,, mit
Em,
dE,, = OEn dg, (VIIL.9)

23

die sich z.B. im Rahmen der quantenmechanischen Stérungsrechnung berechnen lasst: Zur ersten
Ordnung im kleinen Parameter d¢ gilt fiir die Verschiebung eines nicht-entarteten Energieniveaus

dEy = —(dm|Fe|dm) dE,

wobei |¢y,) den nicht-gestorten Eigenzustand mit Energie E,, bezeichnet.

Die Energieverschiebung ist die durch das Aufsen geleistete mechanische Arbeit, um den
Parameter £ um d¢ zu verédndern, wenn das System im Eigenzustand mit Energie E,, prépariert ist.
Falls der Mikrozustand des Systems nicht genau bekannt ist, so dass das System als Zustandsgemisch
beschrieben wird, lautet diese Arbeit

OW = pmdE, = Tr(pdH), (VIIL10)

wobei dE,, bzw. dH die durch die Verinderung von ¢ verursachte Variation der Energie bzw. des
Hamilton-Operators ist.

Die mechanische Arbeit entspricht also der Verschiebung der Energieniveaus des Systems bei
der Transformation, ohne Anderung der Population {p,,} der Niveaus.

Wenn mehrere Parameter &,, &. .. verandert werden, wird dH bzw. dFE,, durch eine Summe von
Beitrdgen der Art (VIIL.8)) bzw. (VIIL.9) gegeben. Mit dem Erwartungswert ¥, von F, ergibt sich

W = Tr (— pY Fa d§a> =-) Fde, (VIIL.11)

Bemerkung: Gleichung ([VIII.11)) zeigt, dass der Austausch mechanischer Arbeit im Prinzip reversibel
ist. Somit ist die Arbeit bei einer Transformation, die durch die Variation d¢ eines dufseren Parame-
ters bei festem Dichteoperator verursacht wird, gleich dem Negativen der Arbeit entsprechend der
Riicktransformation mit der Variation —d¢.
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Wairmeaustausche wurden schon stillschweigend in §[VIIT.I1] erwihnt, im Rahmen der Ein-
stellung des thermischen Gleichgewichts bei der Kopplung von zwei Systemen miteinander. Dann
bleiben die Energieniveaus F,, jedes einzigen Systems unverdndert, entsprechend der Unverén-
derlichkeit des Hamilton-Operators. Im Gegensatz dazu dndert sich der Dichteoperator bzw. die
Wahrscheinlichkeit fiir die Besetzung des m-ten Energieniveaus von p auf p + dp bzw. von p,, auf
DPm + dpp,. Die in dieser Transformation ausgetauschte Energie wird mit Wdarme gleichgestellt und
es gilt

6Q = Tr(dpH) = Z Ep dpm, (VIIL12)

Somit entspricht Warmeaustausch der Umverteilung der Wahrscheinlichkeiten fiir die Besetzung
der unterschiedlichen Energieniveaus des Systems.

Bemerkung: Im Gegensatz zum Austausch mechanischer Arbeit wird Warmeaustausch in der Regel
nicht durch die Veranderung eines aufkeren (Kontroll-)Parameters verursacht. Dementsprechend sind
Transformationen mit einem Warmeaustausch nicht immer reversibel.

VIIl.1.2 d Wiederentdeckung des ersten Hauptsatzes
Betrachtet man Gl. (VIILE), (VIIL10) und (VIIL.12)) zusammen, dann ergibt sich sofort

SW+6Q = pndEn+ > Endpm = d(meEm) —au, (VIIL13)

entsprechend dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik.

Bemerkungen:

* Die Ausdriicke (VIII.10) und (VIIL.12)) zeigen nochmals, dass 6 und 0@ im Gegensatz zu ihrer
Summe keine totale Differentiale sind.

x In der obigen Herleitung des ersten Hauptsatzes wurde der genaue Ausdruck der Wahrschein-
lichkeiten p,, nie benutzt. Insbesondere wurde nirgendwo angenommen, dass es sich um die Wahr-
scheinlichkeiten einer Gleichgewichtsverteilung handelt. Somit bleiben Gl. und
sowie der erste Hauptsatz (VIII.13]) noch giiltig, wenn die Transformation auch Nicht-Gleichgewicht
Zustéande durchlauft.

x Der Ausdruck der mechanischen Arbeit bedeutet nicht, dass in einer adiabatischen
Transformation (d.h. 60Q = 0) die Wahrscheinlichkeiten p,, unbedingt unveriandert bleiben. Die p,,
kénnen verdndert werden, die individuellen Variationen dp,, gleichen sich aber so aus, dass die
Summe aller F,, dp,, verschwindet.

VIII.1.3 Zweiter Hauptsatz

Im vorigen Abschnitt wurde schon erwéhnt, dass Transformationen, in denen nur mechanische
Arbeit ausgetauscht wird, immer reversibel sind, wihrend Warmeaustausche zur Irreversibilitit
von Transformationen fiihren kénnen. Dieser Unterschied wird durch den zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik mathematisch verdeutlicht.

VIIl.1.3 a Quasistatische Zustandsanderungen in der Statistischen Mechanik

Zur Erinnerung wurde in §[[.37] ein Prozess zwischen Gleichgewichtszustédnden eines Systems
quasistatisch genannt, wenn das System bei der Zustandsdnderung eine Folge von Gleichgewichts-
zustdnden durchlauft.

Betrachte man zuerst eine solche quasistatische Transformation zwischen infinitesimal benach-
barten Zustédnden im kanonischen Gleichgewicht, wobei die Folge von Zwischenzustianden durch
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einen Parameter ¢ gekennzeichnet wird: Seien E,,(t) die Energieniveaus der sukzessiven Gleichge-
wichtszustédnde und p,,(t) die zugehorigen Besetzungswahrscheinlichkeiten, mit

0B En(?)
Z(t)

Bei jedem Schritt der Transformation soll das System im Zustand mit der maximalen statisti-
schen Entropie bleiben. Mit S = —kg ), pm Inpy, lautet die Variation dieser statistischen Entropie

lautet
dS(t) = —kp Y [1+npu(t)] dppm = —kp > npm(t) dpm,

Pm (t) =

wobei die zweite Gleichung aus ) dp,, = 0 folgt, entsprechend der Variation der Normierungs-
bedingung > pm = 1. Mit dem Einsetzen des kanonischen Ausdrucks der Wahrscheinlichkeiten

kommt
dS(t) = —kp > [= BO)En(t) —In Z(t)] dpm = kpB(t) Y Em(t) dpm,

wobei ) dp,, = 0 wieder benutzt wurde. Dabei erkennt man im rechten Glied die ausgetauschte

Wiérme 6Q), Gl. (VIIL.12)). Bei jedem Schritt ¢ der quasistatistischen Zustandsdnderung gilt also
dS = kpp(t) 6Q. (VIIL.14)

Vergleicht man jetzt dieses Ergebnis mit der Formulierung des zweiten Hauptsatzes fiir
eine reversible infinitesimale Anderung, und identifiziert man jetzt die statistische Entropie S der
Gleichgewichtszustinde mit der thermodynamischen Entropie, so druckt Gl. genau den
zweiten Hauptsatz aus, wenn kpf gleich dem Kehrwert der absoluten Temperatur ist:

(VIIL15)

Bemerkungen:

x Im Gegensatz zur Herleitung des ersten Hauptsatzes wurde die Gleichgewichtsform der Wahr-
scheinlichkeiten p,, in jedem Zwischenzustand explizit benutzt, im Einklang mit dem Begriff einer
quasistatischen Transformation.

* Beim ,nullten Hauptsatz® in § [VIIL.1.1|spielten nur S-Unterschiede eine Rolle. Die entsprechende
beliebige additive Konstante wird durch Gl. (VIIL.15)) festgelegt.

* Streng genommen wurde in § [[T.2.T]die thermodynamische Entropie nur fiir Gleichgewichtszustan-
de definiert, wihrend die in Abschn. [VI.4] eingefiihrte statistische Entropie S allen makroskopischen
Zusténden zugeordnet werden kann, d.h. auch Nicht-Gleichgewicht-Zustdnden. Unter der Annahme,
dass die Letzteren ebenfalls durch die iiblichen Zustandsgrofen (Temperatur, Volumen. . . ) charakte-
risiert werden kbnnen stellt die thermodynamische Entropie das Maximum von der statistischen
Entropie unter gegebenen ,,Bedingungen“ dar.

VIIL1.3 b Irreversible Transformationen

(2" Das ist nicht garantiert! Statt dieser GroRen kionnen die dazu konjugierten Grofen bedeutungsvoller sein, wie z.B.
(E) statt T
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VIIl.1.4 Dritter Hauptsatz

Laut dem dritten Hauptsatz strebt die thermodynamische Entropie im Limes T — 0 nach einem
universellen Wert Sy. Da die Entropie in der klassischen Thermodynamik nur bis auf eine additive
Konstante definiert ist, kann man dann Sy = 0 annehmen

Im Gegensatz zur thermodynamischen Entropie héngt die statistische Entropie S nicht von
einer beliebigen additiven Konstante ab. Im Limes 7' — 0 bzw.  — oo gehen die (kanonischen)
Besetzungswahrscheinlichkeiten der Energieniveaus

efﬁEm e*ﬁ(Em*EO)

Pm = — = — —
S, e 0B S o—B(En—En)

fiir alle angeregten Zustiande (E,, > Ep) nach 0. Wahrenddessen geht die Wahrscheinlichkeit py des
tiefsten Energieniveaus nach 1/gg, wobei gg den Entartungsgrad dieses Grundzustands bezeichnet.
Wenn der Grundzustand nicht entartet ist, dann gilt sofort S — 0 fiir 7" — 0, und der dritte
Hauptsatz wird somit wiedergefunden.

Um den Fall entarteter Grundzusténde genau zu behandeln, soll man sich daran erinnern, dass
der dritte Hauptsatz sich auf Systeme im thermodynamischen Limes bezieht. Somit muss man
zunéchst den Limes eines unendlichen grofen Volumens betrachten, dann den Grenzwert einer
unendlich kleinen Temperatur, d.h.

lim lim 5

TIL% Voo V'
In der Natur geht dieser doppelte Limes immer nach 0, entsprechend dem dritten Hauptsatz, obwohl
man Systeme theoretisch konzipieren kann, fiir die der Limes einen endlichen Wert annimmt.

Bemerkung: In der Statistischen Mechanik folgt der dritte Hauptsatz aus der Quantenmechanik.
Tatséchlich ist S nicht-negativ nur fiir quantenmechanische Systeme, wihrend die klassische Mecha-
nik zu negativen statistischen Entropien fithren kann. Bei sehr kleinen Temperatur ist die klassische
Néaherung aber keine gute Naherung.

Thermodynamische Potentiale

In Kap. [[T]] wurden die thermodynamischen Potentiale eingefiihrt, die sich eignen, um Systeme mit
unterschiedlichen Sétzen von ,natiirlichen Variablen zu beschreiben. In diesem Abschnitt

Vlil.2.1 Entropie als thermodynamisches Potential

Bei einem isolierten System sind die innere Energie U, das Volumen ¥, die Teilchenzahl N und
die weiteren Parameter £, exakt bekannt Somit stellen diese Zustandsgrofen die natiirlichen
Variablen dar, um ein solches System zu charakterisieren. Das geeignete thermodynamische Potential
fiir diese Variablen ist (thermodynamische) Entropie S(U, ¥, N, &,), s. §

In der Statistischen Mechanik eines isolierten Systems ist die Entropie (VII.18)) verkniipft mit
der mikrokanonischen Zustandssumme:

S(U,V,N,&) = kgInW(U, ¥, N, &). (VIIL16)

Diese Proportionalitdt zwischen zum einen dem thermodynamischen Potential, das fiir einen Satz
von Zustandsvariablen geeignet ist, und zum anderen dem Logarithmus der Zustandssumme des
statistisch-mechanischen Ensembles, das der Angabe dieser Variablen entspricht, wird hiernach all-
gemein gelten.

(2%) Genauer ist die innere Energie U nur fast genau bekannt.
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VIIl.2.2 Freie Energie

Sei jetzt ein System mit exakt bekannter Teilchenzahl N und exakt bekanntem Volumen 7 im
thermischen Kontakt mit einem Warmebad bei der Temperatur T'. Die letztere ersetzt dann die
innere Energie U in der Rolle einer natiirlichen Variablen fiir das System.

In der klassischen Thermodynamik wurde die freie Energie

F(T,V,N,&)=U(S,V,N,&)—TS (VIIL.17a)
mit dem totalen Differential

dF = —=8dT — PdV + pdN - ) F,d&, (VIIL.17D)

eingefiihrt (§|111.2.2]).

In der Statistischen Mechanik lautet die Entropie eines Ensembles im kanonischen Gleichgewicht

E,, U
S =kp melnpm =kp me [_ kBiT - anN(Ta (Vaga):| = _T —kp anN(Tv ‘Vaga)a

wobei Gl. (VIIL.5)) und die Normierung der Wahrscheinlichkeit benutzt wurden. Daraus folgt

[ F(T, V,N,&,) = —kgTn Z (T, V, ), ] (VIIL.18a)

ahnlich dem Zusammenhang (VIII.16)) zwischen Entropie und mikrokanonischer Zustandssumme.
Diese Gleichung lasst sich auch in der Form

ZN(T, V,&,) = e FIVNL)/kpT — =BF(T,VN8a) (VIII.18b)

umschreiben.

VIIl.2.3 GroBkanonisches Potential

Es seien zwei urspriinglich unabhéngige Systeme ¥4 und Xp. Zu einem Zeitpunkt werden sie
in Kontakt gebracht, so dass sie Warme und Teilchen austauschen kénnen. Dann erreicht das Ge-
samtsystem X4 + X p einen neuen Gleichgewichtszustand: laut dem Ergebnis des § [VIIT.1.1] gleichen
sich die Lagrange-Multiplikatoren B4, Bp zu einem gemeinsamen (3 aus. Indem man die Systeme
jetzt mithilfe des grofkanonischen Ensembles beschreibt, findet man &hnlich, dass sich die Lagrange-
Multiplikatoren a4, ap ausgleichen. Somit verallgemeinert sich hier der nullte Hauptsatz auf den
Austausch von Teilchen. Dann misst « die Fahigkeit eines Systems, Teilchen abzugeben, wihrend
0B seine Fahigkeit misst, Warme aufzunehmen.

Um Systeme mit genau bekannten Volumen ¥, fluktuierender inneren Energie und fluktuierender
Teilchenzahl wurde in § [[I1.2.5] das grofikanonische Potential eingefiihrt, dessen natiirliche Variablen
v, die Temperatur 7' und das chemische Potential p sind:

NT, V,u, &) =U(S,V,N,&,) —TS —uN = F(T,V,N,&) — uN. (VIIL.19a)
Dessen totales Differential lautet

dQ = —SdT — PdV — Ndp— > Fodé,, (VIIL.19b)

Andererseits lautet in der Statistischen Mechanik die Gleichgewichtsentropie eines Systems im
groftkanonischen Ensemble

En
~S=kp > pmnp, = kBme[— . +aN - Z(T,V,a,&)

— _% + kBa <N> — ]{)Bh’lZ(T, V,avfa)a
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mit der grofkanonischen Zustandssumme Z (T, V, o, &,). Das Gleichsetzen

=" (VIIL.20)
g
fiihrt daher fiir das grofkanonische Potential (VIII.19a}) zur Gleichung
UT,V,p, &) = —kpTInZ(T,V, p, &), (VIII.21a)

analog der Beziehung (VIII.18a]) zwischen der freien Energie und der kanonischen Zustandssumme.

Bemerkung: Neben dem chemischen Potential fithrt man auch die Fugazitdt
2= et/kBT — ofr (VIIIL.22)

ein. Mit deren Hilfe lautet beispielsweise der Zusammenhang zwischen kanonischer und groftkano-

nischer Zustandssumme [vgl. Gl. (VII.26c))]

Z(T,V,2) =Y 2NZn(T, V), (VIII.23)
N=0
wahrend sich die mittlere Teilchenzahl (VII.28]) im groftkanonischen Ensemble als
InZ
Ny = 22 an (T, v, 2) (VIIL.24)
z

umschreiben lasst.

VIIl.2.4 Freie Enthalpie

Sei zuletzt ein System mit fester Teilchenzahl im thermischen Kontakt mit einem Warmebad
bei der Temperatur T sowie mit einem ,Druckreservoir beim Druck 2. Die natiirlichen Variablen
fiir dieses System sind (7, P, N, &,).

Fiir solche Systeme ist das geeignete thermodynamische Potential die Gibbs freie Enthalpie
(§[I11.2.4])

G(T,P,N,&,) =U(S,V,N,&) — TS + PV = F(T, V, N, &) + PV (VIIIL.25a)

mit dem Differential

dG = —SdT + VdP+ pdN - F,d&,. (VIIL.25D)

Man kann zeigen, dass bis auf eine additive Konstante
G(T,P,N,&,) =—kpTInZi(T,P,N,&,) (VIIIL.26)

wobei Zj die isotherm-isobare Zustandssumme (VII.38b|) ist. Dies gilt, vorausgesetzt der dem Vo-
lumen zugeordnete Lagrange-Multiplikator mit S mal dem Druck gleichgestellt ist, was dessen Be-

zeichnung in §[VIL.3:51] im Nachhinein begriindet.
Bemerkung: In der Thermodynamik wird noch die Enthalpie als eine Funktion
H(S,P,N,&)=U(S,V,N,&)+ PV =G(T,P,N,&)+ TS (VIIL.27)

mit der natiirlichen Variablen (S, P, N, &,) definiert, entsprechend einem thermisch isolierten System
mit fester Teilchenzahl im Kontakt mit einem Druckreservoir. Wie bei der inneren Energie entspricht
die Enthalpie keinem statistisch-mechanischen Ensemble.
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VIIl.2.5 Zusammenfassung

Variablen Ensemble Zustandssumme Thermodynamisches Potential
S, V,N - - innere Energie U
U,Y,N mikrokanonisch WU, V,N) Entropie S = kgIn W
T,vV,N kanonisch ZN(B, V) freie Energiec F' = —kgT'In Zy

T, Y u groftkanonisch Z(B,V,«a) groftkanonisches Potential Q = —kgT'In Z
S, P, N - - Enthalpie H
T,P,N isotherm-isobar Zi(B,P,N) freie Enthalpie G = —kgT In Zj;

Tabelle VIII.1 — Thermodynamische Potentiale mit den zugehorigen natiirlichen Zustands-
variablen und gegebenenfalls dem entsprechenden statistisch-mechanischen Ensemble mit
dessen Zustandssumme.
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Ein sehr verdiinntes Gas aus neutralen monoatomaren Molekiilen kann in erster Ndherung model-
liert werden als ein System aus strukturlosen klassischen Teilchen, deren Wechselwirkungen vernach-
lassigt werden (Abschn. . Im thermodynamischen Gleichgewicht ist das resultierende klassische
Modell ziemlich einfach und exakt l6sbar: ausgehend aus der Zustandssumme (Abschn. lassen
sich die schon Abschn. dargestellten thermodynamischen Zustandsgroffen durch Anwendung
der Ideen des Kap. wiederfinden (Abschn. . Dazu liefert das mikroskopische Modell auch
eine anschauliche Interpretation fiir manche makroskopischen Zustandsgrofen (Abschn. .

IX.1 Das Modell des klassischen idealen Gases

Bei einem Gas aus neutralen monoatomaren Molekiilen unter normalen Bedingungen (7" ~ 300 K,
P ~ 10° Pa) kann man verschiedene mikroskopische Lingenskalen identifizieren:

e Der Atomradius liegt bei etwa a ~1 A = 10710 m.

e Da die Atome elektrisch neutral sind, konnen sie nur dann miteinander wechselwirken, wenn
deren Abstand klein genug ist, damit das eine die Details der Atomhiille des anderen auflésen
kann. Somit ist die Reichweite der Wechselwirkung zwischen Atomen auch rg ~ 1 A.

e Aus dem molaren Volume Vol = 22,4-1073 m? folgt fiir den typischen Abstand zwischen
Atomen d ~ 33 A.

(29 Hier ist der Wert fiir eine Temperatur T = 273,15K, d.h. 0°C, und den Druck P = 1,013 - 10° Pa = 1atm
angegeben.
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e Die thermische de Broglz' Wellenldnge definiert durc
2mh
vV 27ka'BT

ist fiir ein Atom mit der relativen Atommasse m der Ordnung Ay, ~ 1/m A.

Ath = (IX.1)

e Die mittlere freie Weglinge — d.h. die durchschnittliche Wegstrecke, die ein Teilchen ohne
Wechselwirkung mit anderen Teilchen zurticklegt, s. §[IX.4.1| — ist £y, ~ 102-10° A.

Aus diesen Skalen kann man verschiedene Annahmen folgern, die zur Konstruktion eines verein-
fachten Modells fiir das Gas benutzt werden konnen.
Erstens konnen wegen der Trennung der Langenskalen

a<d (IX.2a)

die Atome in guter Naherung als punkitférmig betrachtet werden, so dass sie kein Eigenvolumen
haben. Dazu kénnen dank

Ath K d, (IX.2b)

die quantenmechanischen Effekte, die typischerweise auf der Skala Ay auftreten vernachlassigt
werden. Somit darf man den Formalismus der klassischen Statistischen Mechanik der Abschn. [VI.2]
und [VIL.3.5] benutzen. Deshalb spricht man hier von einem klassischen Gas.

Schlieflich ist die Reichweite der Wechselwirkungen viel kleiner als der typische Abstand zwi-
schen Atomen und als die mittlere freie Weglédnge

ro <L d <K fmfp. (IX.QC)

Anders gesagt sind die Atome die meiste Zeit so entfernt von einander, dass sie nicht miteinander
wechselwirken. In erster Ndherung kann man also die Wechselwirkungen zwischen den Atomen
vernachldssigen.

In Zusammenfassung bezeichnet man als klassisches ideales Gas eine Menge von freien (d.h.
nicht-wechselwirkenden) punktformigen Teilchen, deren Bewegungen durch die klassische Mechanik
beschrieben werden.

Genau genommen kann das ideale Gas aber nicht vollig wechselwirkungsfrei sein, sonst kénnte
kein thermisches Gleichgewicht entstehen. Auf der makroskopischen Skala fithren die Zahlenwer-
te der mittleren freien Weglinge und der typischen Atomgeschwindigkeit v ~ (3kgT/m)'/? [vgl.
Gl (X14)] d.h. v ~ 10*-10° ms™! zu etwa 10’ Atom-Atom-Stdfe pro Sekunde — was hinrei-
chend ist, um das Einstellen des Gleichgewichts zu gewahrleisten.

Bemerkungen:

x HFine kleinere Dichte des Gases entspricht einem groferen typischen Abstand d sowie einer grofe-
ren mittleren freien Weglange /,,r,, wihrend die Reichweite der Wechselwirkungen zwischen Atomen
unverandert bleibt. Dann sind die Wechselwirkungen umso mehr vernachléssigbar, d.h. die Model-
lierung als ein ideales Gases wird besser mit wachsender Verdiinnung des Gases.

* Wenn die Temperatur um einen Faktor 10 kleiner ist, dann ist die thermische Wellenléinge /10
groRer, wihrend der interatomare Abstand d um einen Faktor 10/3 kleiner ist — vorausgesetzt, die
Substanz noch gasformig ist. Deshalb gilt Ay, < d auch bei T' ~ 30 K. Bei den meisten Gasen (im
tiblichen Sinne) spielen quantenmechanische Effekte keine bedeutende Rolle — mit der Ausnahme
von Helium, das noch bei ein paar Kelvin gasférmig bleibt.

B9Die aus erster Sicht willkiirlich eingefiihrten Faktoren 27 fiihren spiter zu einem einfachen Ausdruck fiir die
kanonische oder groffkanonische Zustandssummen, Gl. (IX.8)) und (IX.9b)).
U Dag Kriterium (IX.2D) wird spiter begriindet.

(#9)],. pE BROGLIE, 1892-1987
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x Die Bedingungen werden auch durch Gase aus diatomaren Molekiilen wie Ng, Oo, NO,
CO... erfilllt, sowie durch Gase aus mehratomigen Molekiilen (COg, HoO, CHy...). Bei diesen
Gasen spielt aber die innere Struktur der Molekiile, insbesondere deren Rotationsmoden, unter
normalen Temperatur- und Druck-Bedingungen eine Rolle. Somit sollen solche Molekiile noch als
ausdehnungslos, nicht aber als strukturlos betrachtet werden. Dementsprechend tauchen weitere
Terme in der Hamilton-Funktion bzw. im entsprechenden Hamilton-Operator auf.

x Dagegen sind monoatomare Molekiile unter normalen Temperatur-Bedingungen in sehr guter
Néherung strukturlos: die typische atomare Anregungsenergie ist etwa 10 eV, entsprechend einer
Temperatur T ~ 10* K, so dass die angeregten Energieniveaus bei 300 K nicht auftreten. Die inneren
Freiheitsgrade der Atome sind ,eingefroren‘.

Zustandssumme. Maxwell-Boltzmann-Verteilung

Geméf der im vorigen Abschnitt dargestellten Annahmen des Modells des klassischen ideales Gases
kann man fiir die Hamilton-Funktion fiir ein Gas aus N nicht-relativistischen Atomen mit den
Positionen {7;} und Impulsen {p;} die Form

52

N
Hy ({51451 = Y | 5% + V() (1X.3)
j=1

annehmen, wobei V' ein Impuls-unabhéngiges dufteres Potential bezeichnet, in dem sich die Atome
befinden. Teil dieses Potentials soll ein Kastenpotential V, sein, das dazu dient, die Atome in einem
Volumen ¥ einzuschliefen: Vo = 0 innerhalb des Volumens und +o0o auierhalb.

IX.2.1 Kanonische und groBkanonische Zustandssumme

Das Modell des klassischen idealen Gases ist einfach genug, um in jedem statistischen Ensemble
behandelt werden zu konnen. Hiernach werden die kanonische und die grofkanonische Behandlung

dargelegt
1X.2.1.a Kanonische Zustandssumme des klassischen idealen Gases
Die kanonische Phasenraum-Wahrscheinlichkeitsdichte lautet |Gl. (VII.19a))]

S (e 1 _ L5
pn ({75} APi}) = Ee PHN (s Ps)) (IX.4)

mit der kanonischen Zustandssumme

BB Ny — L [T 2 d’7; d°p
Z V) = [ e PENWTPIE) PPN = — —B| == 7 IX.
N(Bv ) /e N,/Jl:[l eXp( /B|:2m + V(T]):|> (27Th)3 ’ ( 5)
wobei das Phasenraum-Volumenelement (VI.5) mit dem ,,Ununterscheidbarkeitsfaktor 1/N! einge-
flihrt wurde.

Das Produkt kann aus dem Integral herausgezogen werden. Dann lasst sich die Zustandssumme

(2.8, V)]~

Zn(B, V) = TN (IX.6a)

als

mit

=2 37 337
D . d°7 d°p 1 BV 13- [ —B85%2m 13—
16, Y) _/eXp< ﬂ[Qm (r)]> (2mh)3 B (27rh)3/e ’ ()d3r/e T (IX6)

umschreiben.

2)Dje mikrokanonische Behandlung kann z.B. in Ref. [3], Kap. 25 oder Ref. [9] Kap. 1.3.7 gefunden werden.
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Bemerkung: Die Faktorisierung der Exponentialfunktionen in GI. beruht stillschweigend
auf der Kommutativitat der kinetischen und der potentiellen Energien. In der Quantenmechanik
kommutieren die Impuls- und Ortsoperatoren aber nicht, so dass sich der Operator e #"~ nicht so
einfach faktorisieren lésst.

Wenn das Potential V' nur dem Kastenpotential V., entspricht, dann ist das Integral {iber die
Ortskoordinaten trivial und gibt einen Faktor 9. Aufserdem ist das Integral {iber die Impulsko-
ordinaten ebenfalls einfach, da es sich fiir jede Komponente p,, py,p. um ein Gaufsches Integral
|GL. (A.1a)] handelt. Letztendlich findet man

Z(B,V

% <27Tm>3/2 % (X7

e\ s ) T

wobei die thermische Wellenlénge (IX.1)) und die Beziehung (VIII.15)) § = 1/kpT benutzt wurden.
Somit lautet die kanonische Zustandssumme eines klassischen idealen Gases aus N Teilchen in einem

Volumen ¥ bei der Temperatur 7' in Abwesenheit eines dufteren Potentials

rVN B rVN (kaT>3N/2

INIY) = Naew = N\ 22

(IX.8)

Bemerkung: In Anwesenheit eines dufseren Potentials V() muss man nur das Volumen %’ durch das
Integral von e #V () {iber die Ortskoordinaten ersetzen. Auch in diesem zusétzlichen Term spielt
die Temperatur eine Rolle.

1X.2.1 b GroBanonische Zustandssumme des klassischen idealen Gases

Aus dieser kanonischen Zustandssumme und der allgemeinen Beziehung zwischen der
grofkanonischen und der kanonischen Zustandssumme folgt sofort die grofkanonische Zustandssum-
me des klassischen idealen Gases:

Z(B,Y, ) Z ZyeN = exp (Zle ) (IX.9a)
N=0 N=0
d.h.
Z(T, YV, ) = exp< v eﬂ/’fBT), (IX.9D)
Ao

mit der thermischen Wellenldnge (IX.1)). Die entsprechende Wahrscheinlichkeitsverteilung besteht
aus einer Menge von Dichten py auf jedem N-Teilchen-Phasenraum fiir alle V € IN.

1X.2.2 Einteilchendichten in einem klassischen ideales Gas

Ausgehend aus der Phasenraumwahrscheinlichkeitsdichte (IX.4) fir N Atome kann man alle
reduzierten Phasenraumdichten (§[VI.2.4)) durch Integration der nicht beobachteten Freiheitsgrade
berechnen.

Wenn man nur die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Position eines einzigen Atoms erhalten
will, soll man iiber die Ortskoordinaten der N —1 anderen Atome sowie {iber die Impulskoordinaten
aller N Atome integrieren.

Dank der Symmetrie der Wahrscheinlichkeitsdichte beziiglich der N Atome ist es nicht
notig, die Berechnung explizit durchzufiihren. Stattdessen kann man sofort schreiben, dass die Wahr-
scheinlichkeitsdichte fiir die Position eines Atoms proportional zu e #YV (™ sein soll, wobei der Pro-
portionalitdtsfaktor durch die Normierung bestimmt wird. Statt der auf 1 normierten Wahrschein-
lichkeitsdichte fiir die Position benutzt man iiblicherweise die auf N normierte Atomdichte, die somit
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durch N
n(7) = 0BV (IX.10)
/e—ﬂV(F') d3F/

gegeben ist.
Wenn sich das Potential V (7) auf das unendliche Kastenpotential V, reduziert, gilt

N

- fu — 6 ‘V,
n@ = v ur 7

0  sonst,

entsprechend einer konstanten Atomdichte im Volumen /.

Befindet sich das ideale Gas in einem Gravitationsfeld mit der potentiellen Energie V (¥) = mgz,
wobei z die nach oben gerichtete vertikale Koordinatenachse bezeichnet, so fiihrt GI. zur
Teilchendichte

n(7) o e 9%/ kBT (IX.11)
entsprechend einer exponentiellen Abnahme mit der Hohe. Diese Teilchendichte stellt den isother-
men Fall der barometrischen Hohenformel dar.

1X.2.2 b Einteilchen-Wahrscheinlichkeitsdichte im Impulsraum

Interessiert man sich fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir den Impuls eines Atoms, so soll
man die Impulse der N — 1 anderen Atome sowie die Ortskoordinaten aller N Atome ausintegrieren.
Aus der Symmetrie der N-Teilchen-Phasenraumwahrscheinlichkeitsdichte folgt sofort, dass die
Wahrscheinlichkeit, dass ein Atom einen Impuls zwischen § und 7 + d?p hat, durch
p5(P) d°p oc e~ FP°/2m 4
gegeben ist. Hier auch liefert die Normierung auf 1 der Wahrscheinlichkeitsdichte den Proportiona-
litatsfaktor. Somit erhélt man die Mazwell-Boltzmann- Verteilung

2mmkpT)3/2

p5(P) = (1 o P2l ] (IX.12)

Aus der Letzteren folgert man die durchschnittliche kinetische Energie eines Atoms

~9 )

p p o 3. O

— )= | —yp.(p)d’p= =kpT. I1X.13

(5= [ o) a5 = i (1X.13)

Dabei liefert jede (quadrierte) Komponente des Impulses einen Beitrag %kBT, unabhéngig von
der Masse der Atome, in Ubereinstimmung mit dem hiernach diskutierten Gleichverteilungssatz
(§IX.2.3). Dementsprechend ist der quadratische Mittelwert der Geschwindigkeit

3kgT
v2) = . 1X.14
@2) =/ = (IX.14)
Bemerkungen:

x Dank der Unabhéngigkeit der potentiellen Energien von den Impulsen der Atome héngt die
Maxwell-Boltzmann-Verteilung nicht vom Potential V' ab.

x Statt der Wahrscheinlichkeit fiir den Impuls kann man die Wahrscheinlichkeit fiir eine andere
kinematische Grofe brauchen, wie z.B. die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Betrag v = [v| der
Geschwindigkeit zwischen v und v + dv ist Bei einer solchen Variablendnderung soll die Wahr-
scheinlichkeit invariant bleiben, wie beispielsweise p, (v)dv = pﬁ(ﬁ) d3p. Dementsprechend muss
pﬁ(ﬁ) mit der Jacobi-Determinante der Variablendnderung multipliziert werden, hier z.B.

. Arm3v? —mw?/2kpT _ 2 m 5/2 2 —mv?/2kgT IX
p’U(/U) = We = ; 7]{;BT vTe . ( 15)

(33 Diese Geschwindigkeitsverteilung wurde durch Otto Ster gemessen [35] [36], der somit eine indirekte Messung
der Maxwell-Boltzmann-Verteilung durchgefiihrt hat.

(@Y. STERN, 1888-1969
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Aus dieser Wahrscheinlichkeitsverteilung und der Gl. (A.1d) folgt die mittlere Geschwindigkeit

(v) = /Ooovpv(v) dv =1/ %kBWT,

die leicht vom quadratischen Mittelwert ([X.14]) abweicht.

Alternative Herleitung der Wahrscheinlichkeitsdichte (IX.15): Man schreibe
_ = |ﬁ | 3 - 'Y 2
p,(v) —/pﬁ(p)(5<v . d°p = pﬁ(p)é v 47rp” dp,

mit einer DiraVerteilung, die die Beziehung zwischen der neuen Variable v und dem Impuls
darstellt. Mit

§<U - p) =md(p — mv)
m
und der Form (IX.12)) der Maxwell-Boltzmann-Verteilung kommt

4mm 4mm

_ 7p2/2kaT6 . 2 dqp — —m2v?/2mkgT 2
p,(v) (%kaT)s/z/e (p —mv)p*dp 7(277kaT)3/2 (mv)
und somit Gl. (IX.15) nach Vereinfachung. O

* Die Maxwell-Boltzmann-Verteilung ([X.12)) beschreibt tatséchlich die Verteilung der Impulse in
einem idealen Gas nur im thermodynamischen Limes. In Gleichgewichtssystemen mit einer kleinen
Teilchenzahl N ist die Impulsverteilung unterschiedlich [37].

Im mikrokanonischen Ensemble fur ein klassisches ideales Gas aus N Atomen mit der Gesamt-
energie (in Abwesenheit eines dufieren Potentials)

N Z—)»_Q
E — g
Z 2m
j=1
ist die Wahrscheinlichkeitsdichte pﬁ(f)’) proportional zum Bruchteil des N-Teilchen-Phasenraums,
in dem sich der Mikrozustand befinden kann, wenn einer der Impulse auf p festgelegt ist. Dabei

kann man die Ortskoordinaten weglassen und nur die Impulskoordinaten betrachten, so dass dieser
Teilbereich des Phasenraums gerade der (3N — 4)-dimensionalen Kugel entspricht, die durch

definiert ist, d.h. mit dem Radius r = (2mE — $2?)/2. Deren Volumen ist aus dimensionalen
Griinden proportional zu 73V =4 so dass

b

2mE

(3N—4)/2 P2 (BN-1)/2
pﬁ(ﬁ) x (2mE — p?) x (1 - )

was tatséchlich von der Maxwell-Boltzmann-Verteilung abweicht.

k

_anR2 =2
e 3Np°/AmE _ e /kaBT’

k
Fiir N > 1 fiihrt die Aquivalenz (1 + x) kwlem zu
>

p;(P)
wobei E = 3NkgT [s. Gl. (IX.26))] benutzt wurde. Somit findet man die Maxwell-Boltzmann-
Verteilung ([X.12) wieder.

x Ideale Gase relativistischer Teilchen geniigen nicht der Maxwell-Boltzmann-Verteilung, sondern
die sog. MaxwellfJﬁttne Verteilung [38]. Hier wurde die Annahme eines nicht-relativistischen
Systems vom Anfang an in der Form der Hamilton-Funktion (IX.3)) gemacht.

(WP A. M. DIrAc, 1902-1984 Y)F. JUTTNER, 1878-1958
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Das Ausintegrieren der Orts- und Impulskoordinaten von N — 1 Teilchen liefert die Einteilchen-
Phasenraumdichte (VI.13a)). Die Letztere faktorisiert sich einfach zum Produkt aus der Atomdichte

im Ortsraum ([X.10) mit der Maxwell-Boltzmann-Verteilung ([X.12)):
N1(7,p) = n(7) ps(D)- (IX.16)

Diese Faktorisierung bedeutet, dass die Position und der Impuls eines Atoms eines klassischen
idealen Gases nicht miteinander korreliert sind.

Bemerkung: Statt aus der kanonischen Zustandssumme auszugehen, kann man die Einteilchendich-
ten aus der grofkanonischen Zustandssumme ([X.9b)) berechnen. Dann findet man die faktorisierte
Form ([X.16]) wieder, mit einer unverdnderten Impulsverteilungen und der Atomdichte

1
n(7) = oln=V(®)]/kpT (IX.17)
Ath
Dank der Gl. (IX.31) unten ist dieser Ausdruck dquivalent zu Gl. ([X.10]).

IX.2.3 Gleichverteilungssatz

Unter GIL. wurde schon erwéhnt, dass jede Komponente des Impulses eines Atoms einen
Beitrag %k:BT zur durchschnittlichen kinetischen Energie gibt, die hier wegen der Abwesenheit von
bedeutender potentieller Energie gleich der mittleren Gesamtenergie ist. Dies stellt ein besonderer
Fall des Gleichverteilungssatzes (auch Aquipartitionstheorem gennant) dar:

Im thermischen Gleichgewicht bei der Temperatur T besitzt jeder Freiheitsgrad
eines klassischen thermodynamischen Systems, wovon die Hamilton-Funktion

des Systems quadratisch abhdngt, im Mittel die gleiche Energie ( )
IX.18

1
— ZkgT
<6> 237

vorausgesetzt der Freiheitsgrad bei der Temperatur tatsdachlich relevant ist.

\. J

Wenn f Freiheitsgrade bei der Temperatur relevant sind, d.h. sie kénnen tatséchlich angeregt
werden, dann ist die gesamte innere Energie des Systems

f

U= =kpT.
o B

Fiir den Beweis dieses Satzes muss man nur die kanonische Zustandssumme entsprechend der

Hamilton-Funktion
Hy ({2,}) Z e
fiir die f Freiheitsgrade x,, ..., x; berechnen, Wobel k1,...,ky positive Konstanten sind, und

zwar
Zp(B) = C/e_ﬂHf({?Cj}) dxy -~ day,

mit einer unwesentlichen Konstante C'. Die Gaufsschen Integrale fithren sofort zu

Dann ist die durchschnittliche Energie fiir den Freiheitsgrad j durch
8 In Zf 1
= k. il
= (348) =555 - 3
wobei Gl. (VILg]) [bzw. Gl. (VIL.20) mit einem konstanten Faktor k; in der Variablen, um den
Beitrag von x; zu vereinzeln| benutzt wurde. O
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Bemerkungen:
% Ahnlich kann man zeigen, dass die Varianz der inneren Energie ebenfalls die gleiche fiir jeden
relevanten Freiheitsgrad ist: 1

(e — (e)?) = 5(kBT)2 =2(e)?. (IX.19)

Daraus folgt fiir f Freiheitsgrade

(m2-0?)

f 2
— == IX.20
U2 f’ ( )
d.h. im Fall der Maxwell-Boltzmann-Verteilung ist die relative Fluktuation der kinetischen Energie
um deren Erwartungswert 1/2/3.

*x Wichtig ist, dass der Gleichverteilungssatz nur fiir klassische Freiheitsgrade giiltig ist, nicht aber
fiir quantenmechanische Freiheitsgrade. Tatséchlich beruht der obige Beweis auf der Annahme, dass
die (innere) Energie eine kontinuierliche Funktion auf dem Raum der Variablen {x;} ist, was in der
Quantenmechanik natiirlich nicht gilt.

* Beim klassischen monoatomaren idealen Gases im dreidimensionalen Raum sind die Freiheits-
grade die drei Translationsfreiheitsgrade.

Wiederentdeckung der Thermodynamik des klassischen idealen

Gases

Durch die Anwendung der allgemeinen Ergebnisse des Abschn. [VIIL.2] konnen die thermodynami-
schen Eigenschaften des klassischen idealen Gases hergeleitet werden, die in Abschn. aus der
postulierten — weil empirisch motivierten — thermischen Zustandsgleichung und der Beziehung
zwischen inneren Energie und Temperatur gefunden wurden.

IX.3.1 Kanonisches Formalismus

Im kanonischen Formalismus sind die natiirlichen Variablen die Temperatur 7', das Volumen
7 und die Teilchenzahl N. Das entsprechende geeignete thermodynamische Potential ist die freie
Energie, die mit der kanonischen Zustandssumme durch Gl. (VIII.18a)) verkniipft ist:

kaT
2mh2

Der letzte Term im rechten Glied dieses Ausdrucks kommt aus dem Faktor 1/N!in GI. , der
wiederum aus der Form des Volumenelements auf dem N-Teilchen-Phasenraum folgt. Ohne
diesen Faktor wiirde man fiir das ideale Gas eine freie Energie F*(T, ¥, N) = F(T,V,N)—kpgT In N!
erhalten, die aber unzufriedenstellend ist, da F* nicht extensiv ist. In der Tat divergiert F™* im
thermodynamischen Limes N — oo bei festem N/ wie —NkpT In ¥, d.h. schneller als N. Dieses
Verhalten stellt eine Form vom Gibbs-Paradozon dar.

Mit dem Term kgTIn N! = NkgT(In N — 1)+ O(In N) [vgl. die StirlinFormel (A2a)] gilt

unter Vernachlissigung von Termen der Ordnung O(In N') oder kleiner

F(T,V,N)=—kgTlnZnN(T,V) = —;NkBTln( > — NkgTInv + kgTIn NI, (IX.21)

3

F(T,V,N) = _2NkBTln<kaT

2mh?

) = NkBTanq\/[ — NEkpT. (IX.22)

Dieser Ausdruck der freien Energie divergiert wie N im thermodynamischen Limes, d.h. entspricht
einer extensiven Grofe, was den Faktor 1/N!in Gl. (IX.5) motivieren kann.

(%) J. STIRLING, 1692-1770



IX.3 Wiederentdeckung der Thermodynamik des klassischen idealen Gases 117

Mithilfe dieser Form der freien Energie und der thermodynamischen Beziehungen (I11.16¢)) lassen
sich verschiedene thermodynamische Zustandsgrofien fiir das klassische ideale Gas im thermodyna-
mischen Gleichgewicht berechnen, und zwar

e die Entropie

+ gNkB; (IX.23)

OF V [ mkpT\?

)

e den Druck
(IX.24)

P(T,V,N) = _(aF) _ NkgT

oV )py V'
entsprechend der tiblichen (thermischen) Zustandsgleichung des idealen Gases [vgl. Gl. (IV.1))],
wobei die Identifizierung Nkg = nR den Ausdruck R = Nkp fiir die Gaskonstante liefert;

e sowie das chemische Potential

OF v (mkpT\*?
T,V N)=|— =—kpTlh | = . IX.25

Dazu folgt aus der kanonischen Zustandssumme ([X.8]) die innere Energie
g iy 3N 3y p (IX.26)

o3 28 2
und deren Varianz |Gl. (VII.23)]

8*InZy 3N 3 )

o} =

in Ubereinstimmung mit dem Gleichverteilungssatz angewandt auf die 3N relevanten Freiheitsgrade
der Hamilton-Funktion ([X.3]).
Driickt man die Temperatur durch die innere Energie pro Teilchen U/N aus, dann lasst sich die

Entropie (IX.23) in der Form der Sacku—T etrodGleichung [39, [40]

W/ UN2
*(v)
umschreiben [vgl. auch Gl ([V.6) mit ¢ = 3|.

Schlieflich kann man die isochore Warmekapazitat des klassischen idealen Gases erhalten:

3 5 m
_ 2 S 1X.2
S(U,Y,N)= Nkgpln +2NkB<3+37rh2> ( 8)

oU 3
- = = _Nkp. I1X.2
o (8T>MN Nk (IX.29)

Bemerkung: Die Entropie ([X.23)) lasst sich auch mithilfe der thermischen Wellenlénge als

v )
S(T,V,N)=Nkgln | ——= —NEk
( y» Yy ) BN (NAg’h) + 2 B
umschreiben. Dann sieht man, dass fiir Volumina kleiner als N )\;?h, d.h. wenn das Kriterium ([X.2b]
nicht erfiillt ist, die Entropie negativ wird, im Widerspruch zum dritten Hauptsatz der Thermody-
namik. Dies bedeutet natiirlich, dass das Modell des klassischen idealen Gases fiir solche Volumina
nicht mehr gilt, weil quantenmechanische Effekte wichtig werden.

(#90. SACKUR, 1880-1914 *)H. TETRODE, 1895-1931
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1X.3.2 GroBkanonischer Formalismus

Das grofskanonische Potential entsprechend den natiirlichen Variablen T, ¥, u des groftkanoni-

schen Formalismus ist gegeben durch [Gl. (VIII.21al)]

vV
T, V,p) = —kpTIn Z(T,V, i) = —kBT/\—g o/ kBT (IX.30)
th
wobei die Zustandssumme ([X.9b)) benutzt wurde.

Die mittlere Teilchenzahl wird dann durch GI. (I1.25¢|) gegeben, d.h.

No_ (39) AT (IX.31)
op T, A kpT

wobei die letzte Gleichheit aus dem Vergleich mit Gl. (IX.30) folgt. Mit der allgemeinen Beziehung

[GL. (III1.27)] Q@ = —P¥ kommt somit wieder
v=2
kgT
Die thermische Zustandsgleichung des idealen Gases kann also auch im Rahmen des grofskanonischen
Formalismus hergeleitet werden.

IX.4 Kinetische Theorie des klassischen idealen Gases

Dieser Abschnitt befasst sich mit einer mikroskopischen Beschreibung des idealen Gases, die einen
Einblick in einige der Zustandsgrofsen des Gases ermoglicht. Dazu kénnen mit dieser Herangehens-
weise Probleme behandelt werden, bei denen das Gas nicht im Gleichgewicht ist.

IX.4.1 Wirkungsquerschnitt und mittlere freie Weglange

1X.4.1 a Wirkungsguerschnitt

In einem Streuexperiment stofen einlaufende Teilchen — beschrieben durch eine (Teilchen-)
Stromdichte Jein, entsprechend der Anzahl der pro Flachen- und Zeiteinheit einfallenden Teilchen —
auf einem ,Ziel“. Dann misst man die Anzahl der Teilchen, die pro Zeiteinheit in einem elementaren
Raumwinkel d©2 — entsprechend einer um r entfernten Fléche d4 (s. Abb. — um die Richtung
(0, ) gestreut werden, wobei 6 bzw. ¢ den Polar- bzw. Azimutwinkel bezeichnet.

5
Jaus

da=r2dQ

Jein d
4
Einhoitsﬂéichc/
Abbildung IX.1 — Darstellung einiger Grofsen fiir die Definition des differentiellen
Wirkungsquerschnitts.

Die Wahrscheinlichkeit fir diesen Prozess wird charakterisiert durch den durch

q Anzahl der pro Zeiteinheit in d.4 gestreuten Teilchen
o

~ Anzahl der einlaufenden Teilchen pro Flichen- und Zeiteinheit

d
definierten differentiellen Wirkungsquerschnitt é(@,cp).
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Mit der einlaufenden Teilchenstromdichte 7., und der in das betrachtete Raumwinkelelement
auslaufenden Teilchenstromdichte 7,.s ergibt sich

do |faus(9a90)| 2
—(0,p) = —————r". 1X.32a
dQ( SO) |]ein| ( )
Die Integration iiber den Raumwinkel liefert den totalen Wirkungsquerschnitt
do

Damit stellt o die Flache dar, an der die einlaufende Stromdichte 7, effektiv gestreut wird.

Bemerkungen:

x Per Annahme werden die kollidierenden Teilchen als punktférmig modelliert: im klassischen Fall
wird deren Ausdehnung im Wirkungsquerschnitt berticksichtigt.

Somit ist o bei ,harten Kugeln“ mit dem Radius R, die elastisch an einender stofien, gleich 7(2R)?,
entsprechend der Streuung eines Punktteilchens an einem kreisférmigen Ziel mit Radius 2R.

* Der Wirkungsquerschnitt hat die Dimension einer Flache.

* Betrachtet man den Stof eines Teilchens auf ein anderes, entspricht dies im Schwerpunktssystem
der beiden Teilchen der Streuung eines Punktteilchens an einem punktférmigen Streuzentrum, das
die Rolle des Ziels spielt.

1X.4.1 b Mittlere freie Wegldange, mittlere StoBzeit

Wendet man den Begriff des Wirkungsquerschnitts auf die Atome bzw. Molekiile eines Gases
an, dann kénnen charakteristische mikroskopische Skalen fiir dieses Gas festgelegt werden.

Somit stoft ein Atom, das in der Zeit 7 eine Weglinge ¢ in einem Gas zuriicklegt, an allen
Atomen, die sich in einem Volumen o/ befinden. Wenn n die Atomdichte bezeichnet, unterliegt das
Atom also im Mittel Ny, = nof Stoken auf diesem Weg.

Sei v die mittlere Geschwindigkeit eines Atoms im Gas. Dann gilt im Durchschnitt ¢ = o7 und
somit Neon. = noo7. In dieser Schlussfolgerung wurde aber angenommen, dass sich die ,,Ziel-Atome*
nicht bewegen. Beriicksichtigt man ihre Bewegung, dann muss v durch die durchschnittliche relative
Geschwindigkeit U, zweier Atome ersetzt werden: Neol. = notpel. 7.

Die mittlere Stof$zeit Ty ist die durchschnittliche Zeitdauer, in der ein Atom nur einem einzigen
Stofs unterliegt — oder dquivalent die durchschnittliche Zeit zwischen zwei sukzessiven Stofen. Somit
gilt 1

NOUrel. .

(IX.33)

Tmfp =

Dann ist die mittlere freie Weglinge {yg, die Weglénge, die in dieser Zeit durch ein Atom im Mittel
zuriickgelegt wird, entsprechend auch der durchschnittlichen Weglédnge zwischen zwei sukzessiven
Stofen eines Atoms: 1 @ 1

rel.

Fiir die Maxwell-Boltzmann-Verteilung ([X.12]), d.h. in einem klassischen idealen Gas im ther-
mischen Gleichgewicht, gilt vy = V2% und somit

1

by = ——— IX.35
fp \/§n0 ( )

Bemerkung: Der Begriff der mittleren freien Weglénge macht nur dann Sinn, wenn sie grofer als
die typische Grofse der Atome ist.
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1X.4.2 Effusion

Ein Gas im thermischen Gleichgewicht aus N Atomen der Masse m befinde sich in einem Geféfs
mit dem Volumen 7. Es wird angenommen, dass die Teilchendichte n = N/% in diesem Gas
konstant ist, entsprechend der Abwesenheit eines dufseren Potentials. Sei A4 ein Fldchenelement
der Wand des Geféfses und x die Koordinatenachse senkrecht zu A 4.

Die ANz Atome mit einem Impuls zwischen p und p + d3p, die zwischen t und t + At auf
AA einfallen, sind solche, die zur Zeit ¢ — At in einem (moglicherweise schiefen) Zylinder mit der
Grundfliche A4 und der Léange |p/m|At entlang der Richtung von P, entsprechend einer Hohe
pzAt/m, waren. Das Volumen dieses Zylinders betragt A4 p,At/m, so dass er im Durchschnitt

N

Aal® At =nAaal® A
1% m m

Atome beinhaltet. Von diesen Atomen besitzen ein Bruchteil pﬁ(ﬁ) d3p einen Impuls im geeigneten
Intervall, wobei PZCpz die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Impuls bezeichnet. Somit ist die
Anzahl ANy durch

p - 13
ANz =mn A,‘Zli At pﬁ(p) d3p (IX.36)
gegeben.
Durch Integration dieser Anzahl iiber den Impuls, eingeschrankt auf p, > 0, erhilt man die

gesamte Anzahl AN der auf A4 einfallenden Atome. Diese Berechnung lésst sich mit der Maxwell—
Boltztmann-Verteilung ([X.12)) einfach durchfiihren und gibt

AN =nAAAt/ kBl
2mm

Somit lautet die Anzahl der Atome, die pro Zeiteinheit auf A4 einfallen

AN (kT
— =nA —. IX.
At A 2mm (IX.37)

Wenn das Flachenelement A4 ein kleines Loch in der Wand des Geféfses ist dann ist AN/At
die Anzahl der Atome, die pro Zeiteinheit das Geféfs verlassen. Dieser Prozess wird Effusion genannt.

Gleichung zeigt, dass bei einem Effusionsprozess verhéltnisméfig mehr schnelle als lang-
same Atome das Geféls verlassen, so dass sich das restliche Gas nach dem Einstellen eines neuen
thermischen Gleichgewichts abkiihlt.

Bei einem Gasgemisch verlassen geméf der Rate die leichteren Atome das Gefifs schneller
als die schwereren.

IX.4.3 Kinetische Berechnung des Drucks

Im Rahmen der kinetischen Theorie des Gases resultiert der Druck 2 aus den Stofsen der Atome
gegen die Wande des Geféfses. Bei jedem Stof wird einem Fléchenelement A4 der Wand Impuls
iibertragen und die Mittelung {iber die vielen St&fse in einem makroskopischen Zeitintervall At fithrt
zu Druckkréften, die proportional zu A4 sind.

Sei ein Atom mit dem Impuls p, das gegen A4 prallt und mit einem Impuls p’ zuriickspringt
(Abb. . Bei diesem Stof wird der Wand der Impuls p — p’ iibertragen.

Im Zeitintervall At ist der gesamte Impuls, der dem Flachenelement iibertragen wird, die Summe
dieses Impulsiibertrags pro Stof iiber alle Stofle, die in At stattfinden. Fiir den Term in 7, entspre-
chend der mit dem Impuls P einfallenden Atomen, wird die Anzahl der letzteren durch Gl.

4 Die typische Langenskala des Lochs A4'/2 soll klein gegen die mittlere freie Weglénge sein, damit die Effusion

das Gleichgewicht des Gases im Gefaft nur geringfiigig beeinflusst.
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Abbildung IX.2 — Stofs eines Atoms auf eine Wand.

gegeben. Damit das Gas im Gleichgewicht bleibt, soll die Impulsverteilung der Atome vor und nach
dem Stofs unverandert bleiben, so dass die Anzahl der zuriickprallenden Atome durch

[Pz
m

n AZ L At p (F) A5

gegeben ist. Somit lautet der gesamte Impulsiibertrag auf A4 in At:

/
5 Pz ~ /o 13- }px} —1 = 3= T / = =\ 13-
AP = AQ—= Atpp-(p)d°p — Aq—= Atp'p- d°p’ = — A4 At _(p)d
/won - Atpp(p)dp /pgc<0n o At () = Pz P py(P) A°,
wobei das letzte Integral iiber alle Werte von p, lauft. Dieser Impulsiibertrag entspricht einer Kraft
pro Fldchenelement

1 AP =n o o 13-

A AL m/PxpPﬁ(P) d*p.
Wenn sich das Gas im Gleichgewicht befindet, ist pﬁ(ﬁ) isotrop. Dann ist das Integrand ungerade

in py und p., und die Kraft ist gerichtet entlang der Richtung x:

1 AP o n o, T S P
aaar =7 = & [RBO = L6 &
wobei €, den Einheitsvektor in die Richtung x bezeichnet, wihrend P der Druck ist.
Die Isotropie der Eigenschaften des Gases gibt dann <p920> = % <]5’ 2>, d.h.

2n / p? 2U
P=—(—)=—-—. 1X.38

3 < 2m> 3V ( )
Somit ist der Druck proportional zur Dichte und zur mittleren kinetischen Energie der Atome. Dieser
Ausdruck kann auch als

P=-nm <v2> (IX.39)
umgeschrieben werden.

Bemerkungen:

x Die Herleitung des Ausdrucks des kinetischen Drucks beruht nur auf der Isotropie der Im-
pulsverteilung, deren explizite Form (die Maxwell-Boltzmann-Verteilung) wurde aber nicht benutzt.
Somit gilt Gl. auch in einem isotropen klassischen Gas aufier thermischen Gleichgewicht.
Das Gas muss aber noch in einem stationiren Zustand sein, wie angenommen wurde, um die Ver-
teilungen vor und nach einem Stoft gleichzumachen.

x Aufserdem war es in der Herleitung ebenfalls nicht nétig, einen gegebenen Zusammenhang zwi-
schen den Impulsen vor und nach einem Stofs an der Wand anzunehmen — z.B. sollen die Impulse
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nicht unbedingt dem (SnelliuDescarte) Gesetz der optischen Reflexion geniigen. Dies lasst
Raum fiir irgendeine Rauigkeit der Wand auf der mikroskopischen Skala.

IX.4.4 Kinetische Interpretation der Temperatur
Der Vergleich des kinetischen Drucks ([X.38]

2N /p?
P=——(—
3V \2m
mit der empirisch bekannten Zustandsgleichung P = NkpT /¥ des klassischen idealen Gases fiihrt
zur Identifizierung
)
P 3R 3
—Y=—-—"T==kpT
<2m> AN, 2P

d.h. Temperatur bildet ein Maf fiir die mittlere kinetische Energie der Atome. Die letztere Gleichung
entspricht natiirlich dem Ergebnis, das im Rahmen der Statistischen Mechanik gefunden wird.

Literatur zum Kapitel IX
e Feynman, Mechanik [33], Kap. 39.
e Fliekbach, Statistische Physik [3], Kap. 24-25.
e Huang, Statistical Mechanics [5], Kap. 6.4-6.6.

e Landau & Lifschitz, Lehrbuch der Theoretischen Physik. Band V: Statistische Physik [7], Kap.
IV §37-38, 41-45.

e Nolting, Statistische Physik [9], Kap. 1.3.6-1.3.7.
e Reif, Fundamentals of statistical and thermal physics [10], Kap. 7.2-7.6, 7.9-7.13.

e Schwabl, Statistische Mechanik [23], Kap. 2.2.2, 2.5.1, 2.6.2, 2.6.4, 2.7.4.

(@2)W. SNELL, 15801626 ("®P. DEBYE, 1884-1966
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Dieses Kapitel befasst sich mit den ,Korrekturen“ zu den thermodynamischen Eigenschaften
eines klassischen idealen Gases, die auftreten, wenn Wechselwirkungen zwischen dessen Molekiilen
beriicksichtigt werden. Der Einfachheit halber werden hiernach nur Zwei-Kérper-Wechselwirkungen
in Betracht gezogen, entsprechend dem Fall eines verdiinnten Gases, in dem Drei- oder Mehr-Ko6rper-
Stofe dulserst selten stattfinden und daher vernachlissigbar bleiben.

Dazu wird angenommen, dass das Gas monoatomar ist: dann sind die Molekiile in deren Grund-
zustand kugelsymmetrisch, was zu einer Vereinfachung der Wechselwirkung fithrt. Somit kann die
mogliche Abhéngigkeit der letzteren von der relativen Orientierung der Gasmolekiile weggelassen
werden, so dass die Wechselwirkung nur von deren Entfernung abhéngt. Ein Beispiel einer solchen
Wechselwirkung ist das Lennard—JonePotential [41]

RER
Wis(r) = WO<T,12 - ), (X.1)

das stark abstofsend bei Entfernungen r < rg/ 21/6 und anziehend fiir gréfere Entfernungen ist.
Unter diesen Annahmen lautet die Hamilton-Funktion fiir ein Gas aus N Molekiilen

N =2

- - D; - S o

Hx () ) = 3 [ 32 + V)| + S wallm -7

j=1 i<k

) (X.2)

wobei das Potential V teilweise zum Einschluss der Molekiile in einem Volumen ¥ dient. Der Kurze
halber wird hiernach manchmal die Schreibweise W), = W2(|Fk — Fjl) benutzt.

GroBkanonisches Potential des verdunnten Gases

Wihrend das Modell des klassischen idealen Gases in allen statistischen Ensembles behandelt werden
kann, ist es nicht mehr der Fall des wechselwirkenden Gases. Dies liegt daran, dass Wechselwirkungen
Korrelationen zwischen den Gasmolekiilen erzeugen: die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Molekiil
in einem Ort befindet, hdngt von der Position jedes anderen Molekiils ab. Umgekehrt kénnte man
erwarten, dass die Korrelationen in Abwesenheit von Wechselwirkungen verschwinden. Dies gilt aber
nur im groftkanonischen Formalismus (§ , das somit einen besseren Rahmen darstellt, um die
Eigenschaften des wechselwirkenden Gases zu untersuchen (§[X.1.2)).

Der Einfachheit halber wird hiernach angenommen, dass das &ufsere Potential V' nur aus dem
unendlichen Kastenpotential V, (s. Abschn. besteht.

(*b) . LENNARD-JONES, 1894-1954
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X.1.1 Triviale Korrelationen im kanonischen Ensemble

In GL wurden die reduzierten Ein- und Zweiteilchen-Phasenraumdichten f; und f> ein-
gefiihrt, die aus der Integration der N-Teilchen-Phasenraumdichte py {iber nicht-beobachtete Frei-
heitsgrade folgen. Intuitiv erwartet man, dass sich die Zweiteilchendichte bei unabhéngigen Teilchen
als Produkt zweier Einteilchendichten umschreiben lasst, insbesondere weil sie nicht miteinander

wechselwirken; . L
f2(77757777ﬁ):f1(Faﬁ>fl(’?7ﬁ ) <X3>

Sei zunéachst py = e PHN /Zn die kanonische Phasenraumdichte. Fiir nicht-wechselwirkende
Teilchen gilt Hy = h(1) + --- + h(N) mit der Einteilchen-Hamilton-Funktion h, und die ka-
nonische Zustandssumme geniigt der Beziehung Zy = (Z1)"V/N!. Dann nimmt die Einteilchen-

Phasenraumdichte (VI.13a]) die Form

1 1 1
7o) = | = oA +h(N)] g6(N-1) gy = = " [ =BR(2)++h(N)] 46(N-1)
f1(71,P1) (27‘(71)3/21\76 d v (2wh)3  Zy /e d v

Iy e N =B

f1(F1,p1) = Zn @rh)P 7y @rh) (X.4a)

Ahnlichfindet man
Zn_g e P+ N(N — 1) e B +R2)]

o _ X 4b
f2(7ﬂ17pl:’r27p2) ZN (27Th)6 (Z1)2 (27Th)6 ’ ( )

so dass Gl. (X.3)) nicht erfiillt wird.

Im groftkanonischen Ensemble ist die Einschriankung der Phasenraumdichte auf dem N-Teilchen-
Phasenraum durch py = e #Hn+eN/7 segeben, mit Z = exp(Z1e®) bei nicht miteinander wechsel-
wirkenden Teilchen [Gl. (IX.9al)]. Der Beitrag des N-Teilchen-Phasenraums zur Einteilchendichte
ist dann

—Bh N
e PMY g2 / o= B +-+h(N)] 46(N-1) )
(2mh)3 Z
o—Bh(1) gaN (Z)N-1 o—Bh(1) g (Zlea)N*I
T @rh)3 Z (N—=1)  (27h)3 Z (N-1)

Nach Summierung iiber N von 1 bis co gibt dies die Einteilchen-Phasenraumdichte

1 / =B A+-—+h(N)] 4O(N=1) g/ _
(2mh)3 Z

L epn)
f1(F1,p1) = We . (X.5a)
Ahnlich findet man
B N o\ N—2
L e [0l ey © AR e (Z17)
@rh)f 7 @Y Z (N-2)

und damit
e—BlR(1)+h(2)] )

) e (X.5b)

fiir die grokkanonische Zweiteilchen-Phasenraumdichte. In diesem Fall gentigen die Dichten (X.5a)
und der Gl. .

Anders gesehen bedeuten die Gl , dass die Bedingung einer festen gesamten Teilchen-
zahl eine Korrelation zwischen zwei Teilchen induziert die verschwindet, wenn die Teilchenzahl
variieren kann.

f2(71,D1,72, Do) =

(%) Man kann einfach priifen, dass diese Korrelation der Ordnung 1/N ist, und somit vernachléssigbar fiir N > 1 ist.
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X.1.2 GroBkanonischer Formalismus flir das verdiinnte Gas
Im Ausdruck der groftkanonischen Zustandssumme (VII.26¢))
Z(8,v,a) Z aN/ —BHN ({7} AP;}) 46Nq) (X.6)

N=0

mit der Hamilton-Funktion 1) konnen die Integrale iber Positionen und Impulse separiert
werden, wobei sich die Letzteren einfach berechnen lassen

e =2 aep 1V
2 : —Bp2/2m p E W 32 ... 337
Z(57 ‘V, a) N! |:/e ’ (27“L)3:| /"Vexp < /8]<k: Jk) d " d '

N=0
o mkT 5/2 XN kT PN/ S .
St < 2k ) V2 o /f"p =B Wik | &7y dFy.
N=2 i<k (X?)
Dabei wird fiir jedes N > 2 das Integra
1 - -
QN(ﬂ, rV) = rVN/,/eXp <—5Z ij> d37"1 cee dSTN (XS)
Jj<k

Konfigurationsintegral genannt, da es nur von den ,Konfigurationen* (d.h. den Positionen) der Mo-
lekiile abhéngt. In Abwesenheit von Wechselwirkungen zwischen Molekiilen, d.h. wenn Wj;, = 0 fiir
alle 7 und k, gilt Qn = 1.

Mithilfe dieser Konﬁgurationsintegrale und der thermischen Wellenldnge lasst sich die
grofkanonische Zustandssumme als

> eaN rVN 00 1N
26W0 =14 3 G B =1+ Iy
N= N=1 ’
umschreiben, mit
_

Der Vergleich mit Gl. (IX.17)) zeigt, dass ng die Teilchendichte eines klassischen idealen Gases bei
der gleichen Temperatur und dem gleichen chemischen Potential ist.
Aus der Zustandssumme (X.9) folgt das grofkanonische Potential

Q(T, V,p) = —kpTIn 1+Z ”“‘V) QN(T, V) (X.11)

und dadurch die ganzen thermodynamischen Elgenschaften des verdiinnten klassischen Gases. Da-
bei muss man aber die Konfigurationsintegrale berechnen, was im allgemeinen Fall auch mit
einem vereinfachten Potential W5 nicht moglich ist. Somit sollen N&herungsverfahren benutzt wer-
den, um die groffkanonische Zustandssumme bzw. das grofskanonische Potential zZu
approximieren.

Cluster-Entwicklung

Ein solches Verfahren — das prinzipiell systematisch verwendet werden kann, um die Zustands-
summe bis zu einer gegebenen Ordnung in der Teilchendichte zu berechnen — ist die (Ursel

Yvo) Maye Cluster-Entwicklung.

GIm Fall N = 1 gibt es keinen Wechselwirkungsterm in der Hamilton-Funktion, denn sie beschreibt ein einziges
Teilchen.

(7 Unter der Konvention, dass das Argument der Exponentialfunktion im Integranden im Fall N = 1 Null ist — weil
es kein Teilchenpaar j < k gibt —, definiert man auch @; = 1.

(b9)H. URSELL, 1907-1969 (*9J. Yvon, 1903-1979 ("9)J. MavER, 1904-1983
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Das Konfigurationsintegral m ) kann trivial umgeschrieben werden als

Qn(B, 'VN/fV H e AWik @37, ... A3y, (X.12)

Paare

In Anwesenheit von Wechselwirkungen weicht QQn von dessen Wert 1 fiir den Fall eines idealen
Gases ab. Dementsprechend lohnt es sich, die Abweichung jedes Faktors e #Wik
Dazu fiihrt man die Mayer-f-Funktion

F(7) = e P27 g (X.13)
ein, mit der Notation f;, = e AWir — 1. Das Integrand in Gl. (X.12) wird dann zu

H(1+fjk):1+ ijk:+ Z Jiefa+ .. (X.14)

Paare Paare unterschiedliche
Paare

von 1 zu isolieren.

Setzt man den ersten Term dieser Entwicklung in das Integral (X.8) ein, so erhdlt man einfach 1.
Fiir die Terme mit einer einzigen f-Funktion, z.B. fis, tragen die N — 2 andere Teilchen triviale
Faktoren von ¥ zum Konfigurationsintegral bei:

1 / S 1 3. 13
12d7‘1 dY’N:/ 12d7’1d7’2.
N / V? q/f
Tatséchlich gibt jeder Term mit einer einzigen f-Funktion diesen gleichen Beitrag, weil die N Teil-
chen identisch sind und daher symmetrische Rolle spielen. Da es N (N —1)/2 unterschiedliche Paare

gibt, gilt somit
3= N-1 L 3o
/ ijkd r- N (27/2 )/f12 d37“1 d37“2.
vV

Paare

Fiir die Diskussion der néchsten Terme in der Entwicklung (X.14)) lohnt es sich, eine bildliche
Darstellung einzufiihren, die die Molekiile durch Punkte und deren Wechselwirkungen durch Linien
darstellt:

N(N -1 S
I = (Q‘VZ)[VJIH d37“1 d37“2. (X.15a)
Die Ubersetzung zwischen Formeln und Diagrammen erfolgt gemif den folgenden Regeln:

1. Die Punkte sollen ab 1 nummeriert werden. Jedem Punkt j entspricht ein Integral [(-)d®7;,
wobei das Integrand (.) durch die zweite Regel hiernach bestimmt ist, multipliziert mit einem
Faktor (N +1—j5)/%.

2. Einer Linie zwischen zwei Punkten j und k entspricht ein Beitrag f;; zum Integranden.

3. Schlieflich soll durch den Symmetriefaktor des Diagramms geteilt werden, d.h. durch die
Anzahl der Permutationen von Punkten, die das Diagramm unveréndert lassen. Fiir das Dia-
gramm der Gl. (X.15a)) ist dieser Symmetriefaktor 2, entsprechend fio = fa;.

Solche Diagramme haben eine direkte physikalische Bedeutung: z.B. beschreibt Gl. (X.15al) die
Konfigurationen, in den nur zwei Molekiile miteinander wechselwirken.

Im néchsten Term der Entwicklung (X.14)) treten zwei f-Funktionen auf, d.h. zwei Paare von
Molekiile. Dabei konnen diese zwei Paare entweder ein gemeinsames Molekiil (,,1) besitzen oder
nicht. Im ersten Fall ist der Beitrag zum Konfigurationsintegral durch

A = N(N 2‘1;3 /f12f13 d37”1 d37'2 d37'3 (X.15b)

gegeben, wobei der Symmetriefaktor dem Austausch von den Molekiilen 2 und 3 entspricht. Hier
wechselwirkt ein Molekiil gleichzeitig mit zwei anderen, die aber nicht miteinander wechselwirken.
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Wenn die zwei Paare kein gemeinsames Molekiil haben, d.h. aus vier unterschiedlichen Molekiilen
bestehen, kommt

( I I) = it 1)(53\;/; AW ~3) /Vf12f34 a*7y d*y d37s d37y. (X.15c¢)

Dies entspricht zwei gleichzeitigen Wechselwirkungen zwischen Molekiilpaaren.

Insgesamt tritt jedes mogliche Diagram, das mit den obigen Regeln konstruiert werden kann, in
der Konfigurationsintegral gerade einmal auf. Bis zur Ordnung f3 gilt

ousn=is] A (] Do A TT0
(AT D

Als néchster Schritt soll dieses Konfigurationsintegral in den Ausdruck der grofskanoni-
schen Zustandssumme eingesetzt werden. Durch sorgfiltige Berticksichtigung der kombinatorischen
Faktoren kann man zeigen dass die Letztere gleich dem Exponential einer Summe ist, und zwar
der Summe iiber k > 1 von (ng¥)* multipliziert fiir £ > 2 mit dem Beitrag der zusammenhéngenden
Diagramme mit k Punkten, die nach Entfernung eines beliebigen Punktes noch zusammenhéngend
bleiben:

Z(B,‘V,oz):exp{no‘V—f—I(no‘I/)Q—FAno‘V <Ij N m> (no V)" ]

(X.17)
Daraus folgt dann durch Anwendung der Gl. (VIII.21al) das grofkanonische Potential des ver-

diinnten klassischen Gases. Nach ein paar Berechnungen kommt nach Division durch das Volumen
Q
a = —kBT[ng—i-n%bQ—f-n%(ng—l-bg) —f—-"}, (X.lg)

wobei ng in Gl (X.10]) definiert wurde, wihrend die Temperatur-abhéngigen Koeffizienten bg, b3

durch
by = % / f(7) &7 = % / e W kRT 1] @i

by = 6/f(F1) f(#) f (7o — 711) d37) 37,

gegeben sind. Da das Verhéltnis /¥ gleich dem Negativen des Drucks ist |Gl. (II1.27))], wihrend ng
mit der Teilchendichte verkniipft ist, stellt Gl. (X.18) eine Virialentwicklung dhnlich der empirischen

Form ([V.11) dar.

Literatur zum Kapitel X

e Domb, Graph theory and embeddings [42].

%) ygl. z.B. Ref. [42], in der die Cluster-Entwicklung nach einer Einfithrung in die Graphentheorie dargestellt wird.
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Das Modell des klass

ischen idealen Gases scheitert nicht nur in Anwesenheit von Wechselwir-

kungen zwischen den Bestandteilen des Gases, sondern auch, wenn der Abstand zwischen Teilchen

derselben Ordnung wird

als die zugehorige thermische Wellenldnge. Quantenmechanische Effekte

konnen dann nicht mehr vernachléssigt werden, die wie eine Art Wechselwirkung zwischen den Teil-
chen wirken, auch in Abwesenheit von expliziten Wechselwirkungstermen im Hamilton-Operator fiir

das Gas.

Nach einer Wiederholung zur Behandlung von identischen Teilchen in der Quantenmechanik (Ab-
schn. [XI.1)) wird der grofskanonische Formalismus fiir wechselwirkungsfreie Quantengase dargestellt,
erstens im allgemeinen Fall (Abschn. [XI.2)), dann anhand Beispiele von Gasen aus Fermionen (Ab-

X1.4)

schn. und Bosone (Abschn.

(3. N. Bosk, 1894-1974
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Identische Teilchen in der Quantenmechanik

Sei ein System aus N identischen Teilchen, d.h. aus Teilchen, die durch keine Messung vonein-
ander unterschieden werden kénnen. Zur Behandlung dieses Systems soll neben den allgemeinen
Grundpostulaten der Quantenmechanik ein zusédtzliches Postulat eingefiihrt werden.

XI.1.1 Symmetrisierungspostulat

Die N Teilchen seien durch 1,..., N gekennzeichnet. Der Transpositionsoperator T;; wird als
der Operator definiert, der die Zustdnde der Teilchen ¢ und j austauscht:

A5U(L, . iy gy N)=U(L, . iy N, (X1.1)

wobei U die Wellenfunktion des Systems ist.

Den Grundpostulaten der nicht-relativistischen Quantenmechanik wird das Symmetrisierungs-
postulat hinzugefiigt [43 [44]:

Die einzigen erlaubten Zustandsvektoren fir ein System aus N ununterscheidbaren
Teilchen sind entweder total symmetrisch oder total antisymmetrisch unter der
Permutation unterschiedlicher Teilchen. Im ersteren bzw. letzteren Fall werden
die Teilchen Bosonen bzw. Fermionen genannt.

(XL.2)

Wenn |¥) einen zuléssigen N-Teilchen-Zustand bezeichnet, gilt fir beliebige ¢, j € {1,..., N}
Ti5| V) = €| ¥), (XL.3)
mit € = +1 bzw. —1 fiir Bosonen bzw. Fermionen.

Bemerkung: Dem Spin-Statistik-Theorem [45] nach sind die sich in drei Raumdimensionen bewe-
genden Teilchen mit einem ganzzahligen bzw. halbzahligen Spin Bosonen bzw. Fermionen

In weniger als drei Raumdimensionen wurde dazu noch die Moéglichkeit von Anyonen theoretisch
vorgeschlagen [47, 48], bei denen der Faktor e in Gl. durch einen Phasenfaktor e'? mit
einem beliebigen Winkel 0 ersetzt wird — dann ist § = 0 bzw. 7 flir Bosonen bzw. Fermionen.
Die experimentelle Realisierung solcher Anyonen (in zwei Raumdimensionen) wurde in 2020
durch zwei Gruppen angekundigt [49, [50].

Kompatibilitit des Symmetrisierungspostulats mit der Schrodinger-Gleichun

Damit die Teilchen ¢ und j ununterscheidbar bleiben, muss jeder beliebige Transpositionsope-
rator T;; mit dem Hamilton-Operator Hy kommutieren: [T;;, Hy] = 0. Es sei dann zur Zeit ¢ ein
(anti)symmetrischer Zustandsvektor |¥(t)). Geméf der Schrodinger-Gleichung lautet der Zustands-

vektor zur Zeit t + dt 4
idt -
| (t 4 dt)) = (1 - HN> (1)),

so dass
1| U (t 4 dt)) = <1 - i?%)@ﬂxp(t» = (1 - if:HN>e|\1z(t)> = €|W(t + dt)),

wobei die Kommutationseigenschaft T;; Hy = H NTi; in der ersten Gleichung benutzt wurde. Laut
dieses Ergebnisses ist der Zustandsvektor zur Zeit t+dt ebenfalls symmetrisch oder antisymmetrisch
unter dem Austausch der Teilchen ¢ und j.

B9 Laut Feynman [46]: “It appears to be one of the few places in physics where there is a rule which can be stated
very simply, but for which no one has found a simple and easy explanation. (...) This probably means that we do
not have a complete understanding of the fundamental principle involved.”
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XI.1.2 Konstruktion von physikalischen Zustanden

Das System aus N wechselwirkungsfreien ununterscheidbaren Teilchen sei beschrieben durch
einen Hamilton-Operator . . . .

Hy =h(1) +h(2) +---+h(N), (XIL.4)
wobei h ein Ein-Teilchen-Hamilton-Operator auf einem Hilbert-Raum #; ist. h enthélt einen kine-
tischen Anteil, sowie moglicherweise eine potentielle Energie.

Sei {|a), |B), ...} eine orthonormierte Basis von #;. Mit deren Hilfe wird der Hilbert-Raum #€x
der N-Teilchen-Zustéinde aufgespannt durch die Zustdnde

‘1:(11;2:0[2;...;N:OJN> = ]a1)®\a2>®...®\a1\;>

Wenn die N Teilchen identisch sind, bilden deren erlaubte physikalische Zustandsvektoren einen
Unterraum von Sy .

Bei einem System aus zwei ununterscheidbaren Bosonen, die jeweils mit 1 bzw. 2 gekennzeichnet
werden, sind die erlaubten Zusténde der Form

¥) = |1:052: 1) (XI.5a)

wenn die zwei Bosonen in demselben Zustand |«) sind. Falls sie sich in unterschiedlichen Zusténden
befinden, ist der Zwei-Teilchen-Zustand der Form

1
E(|1:a;2:5)+|1:ﬁ;2:a>), la) # |5). (XI.5b)

Fiir ein System aus zwei Fermionen ist die einzige Moglichkeit

1
|\IJ):E(|1:a;2zﬁ>—|1:ﬁ;2:a>), (X1.6)

mit unterschiedlichen Ein-Teilchen-Zustanden |a) # |3). Dies stellt ein Beispiel von Anwendung des
PaulPrinzips dar: zwei identische Fermionen diirfen nicht in demselben Zustand sein.

W) =

Fiir zwei nicht-relativistische Teilchen mit Spin, z.B. mit dem Spin %, entkoppeln die Orts- und
Spinfreiheitsgrade voneinander, so sich dass die Ein-Teilchen-Zusténde als |¥) = |¥)or @ |X)Spin
faktorisieren lassen. Wenn die zwei Teilchen identisch sind, kann ein erlaubter Zwei-Teilchen-Zustand
geschrieben werden als

- entweder das Produkt einer symmetrischen Ortsfunktion und einer antisymmetrischen Spin-
funktion;

- oder das Produkt einer antisymmetrischen Ortsfunktion und einer symmetrischen Spinfunktion.
Es seien dann [1,) und |¢) die Ein-Teilchen-Ortsfunktionen der beiden Teilchen.

o Falls |1p,) = |¢p) ist der Ortsteil des Zwei-Teilchen-Zustands symmetrisch, und der Gesamt-

zustand lautet ]

V2
o Falls [¢)), # |¥)p ist der Zwei-Teilchen-Zustand entweder der Singulett-Zustand

\}i(urwa;z:ww L 2:0) @ Jli(rm;z:w Cneli2et)) (XL8a)

oder der Triplett-Zustand

= ;5(\12%;2:11)0 — 11405 2:900)) ®\2(

entsprechend jeweils den zwei oben erwdhnten Moglichkeiten.

[0) = [Lip0; 2:080) © —= (1:152:4) — [1:452:1)). (XL7)
) =

¥) [1:452:4) +[1:452:1), (XI.8b)

(>2)W. PAuULI, 1900-1958
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Symmetrische Gruppe

Definitionsgemaéfs ist die symmetrische Gruppe &y die Gruppe der Permutationen von N Ob-
jekten, mit den folgenden Figenschaften:

e Sy ist eine Gruppe mit N! Elementen.

e Jede Permutation 7 kann dargestellt werden als Produkt von Transpositionen 7;;, die dem
Austausch von zwei Objekten beschreiben: 7;;(i) = j, 7;;(j) = 4, 745;(k) = k wenn k & {4, j}.
Obwohl diese Faktorisierung nicht eindeutig ist, ist aber die Paritdt der Anzahl der Transpo-
sitionen eindeutig.

e Jeder Permutation 7 kann eine Zahl e, € {—1,+1} zugeordnet werden, deren Paritit (auch
Signatur oder Signum genannt), mit €, = €€, fiir das Produkt aus zwei Permutationen.
Dann ist die Paritédt der Identitat bzw. einer beliebigen Transposition eg = 1 bzw. ¢, = —1.

Die symmetrische Gruppe G besitzt eine lineare Darstellung auf dem Hilbert-Raum ¥y der
N-Teilchen-Zusténde, die der Permutation 7 den unitédren Operator 7t mit

fAlliar; 2. Nian) = [Liaga); 2:aq(2); - -3 N o)) (X1.9)

assoziiert. Man priift einfach nach, dass Ty = 7o fiir das Produkt beliebiger Permutationen 7y,
T € OpN.

Bemerkung: Wenn VU eine N-Teilchen-Wellenfunktion bezeichnet, z.B. in der Darstellung, die mit
den Ein-Teilchen-Zustdnden {|a;)} assoziiert wird, gilt

7%\11(051, ag, ..., OéN) = \If(aﬂ_1(1), Oéﬂ.—l(z), ce ,Ozﬂ.—l(N)). (XIlO)
Dann stellt Gl. (XL.1)) einen besonderen Fall der Gl. (XI.10) mit 7 = 7;; = Tigl dar.
Gleichung folgt aus

W (ag,...,an) = (liag;...; N:ay|7| )
= (l:ay;...; N:ay|7| Z I1:a;.. s Ny (L:ad;. . s Ny |¥)

’ ’
al,.aly

= Z (Liags.. s Nian|lial qy; . s Niag o) W(ad, ..., aly)
afsenaly
= Z (Lians.. s Nian[l:afs . s Nialy) W(agoa gy, - @i )

Dabei wurde Gl (XL.9) in der dritten Zeile benutzt, und die Umbenennung o/ ;) — « in der
vierten Zeile.

Diese Operatoren auf dem Hilbert-Raum #€x werden jeweils durch

A 1 .
Sv=m1 27 (XL11a)
TeESN
und X 1
AN =17 D et (XL.11b)
TEG N

definiert. Sie geniigen den einfach nachzupriifenden folgenden Eigenschaften:

oS ~ und Ay sind hermitesch;

e fiir eine beliebige Permutation m € S gelten ﬁSN = gN und 7AAy = Eﬂ—AN;
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° éN und AN sind Projektoren: g?\, = éN und A?\, = AN;
L] éNAN = ANéN =0.
Es seien dann 37‘65\]})’) =im (éN) und 3‘65\1? =im (AN) die jeweiligen Bilder von Sy und Ay.

Bemerkungen:

+ Im Fall N = 2 lauten die Definitionen (XL.1I) Sy = 3 (1 +412) und Ay = 1(1 — 412), wobei 1
der Identitatsoperator auf #; ist.

% Sy und Ay sind fiir N > 2 nicht orthogonal.

Total symmetrische und total antisymmetrische Zustandsvektoren

Mithilfe des Symmetrisierungs- bzw. Antisymmetrisierungsoperators lassen sich die erlaubten
Zusténde eines Systems mit /N identischen Bosonen bzw. Fermionen sofort schreiben.

Sei |[¥) =[1:a1;2:a9;...; N:ay) € #n. Dank den Eigenschaften des Operators Sy bzw. Ay
ist der Vektor Sy|¥) e 3675\],3) bzw. Ay|¥) € 3/65\1;) total symmetrisch bzw. antisymmetrisch unter
dem Austausch zweier beliebiger Teilchen, und geniigt deshalb dem Symmetrisierungspostulat.

Umgekehrt ist jeder N-Bosonen-Zustand bzw. N-Fermionen-Zustand, der die Bedingung

mit € = 4+1 bzw. € = —1 erfiillt, ein Vektor des Unterraums %5\]]3) bzw. 3‘65\1?). Es gilt also

D = {|x11> € Sy | 7|W) = | W) ¥r € Sy, (XL122)
75 = {\xp) € Sy | 7|W) = | W) Vr € Gy}, (XL.12b)

d.h. %5\1,3) bzw. %S\I;) ist genau der Hilbert-Raum der physikalischen Zustédnde fiir N ununterscheid-
bare Bosonen bzw. Fermionen.

Wenn der Zustand |¥) auf 1 normiert ist, denn ist das nicht der Fall der Vektoren Sx|¥) und
Apn|¥). Normierte Zustidnde lassen sich dann aus kombinatorischen Betrachtungen erhalten. Fiir
Fermionen gilt dank der Hermitizitat des Projektors AN

P 1
(WAL Ax|w) = (B]A]0) = 1 3 exlwlil®) =
TeES N

weil alle |o;) unterschiedlich sind (sonst wire Ay|¥) null), so dass nur die Identitéit zur Summe
beitragt. Deshalb wird ein normierter N-Fermionen-Zustand durch

VNIAn|1:a1;2:a0;...; N:ay) (XI.13)

gegeben, wobei die Ein-Teilchen-Zusténde |a;) unterschiedlich voneinander sind.

Bei einem System aus identischen Bosonen ist es mdglich, dass sich n,, davon im Zustand
|ai1) befinden, ng, im Zustand |ag), usw., mit ny, + 7, + -+ = N. Dann gilt unter Nutzung der
Hermitizitdt des Symmetrisierungsoperators Sy

(U|S|SN|T) = (T|Sy|T) = N,Z

TESN

Zur Summe tragen nur die Permutationen bei, die die unterschiedlichen Untermengen von Bosonen
in einem gegebenen Zustand |o;) invariant lassen. Dann findet man (\IJ|S}rVS N|¥) =ng ! na,) ..., s0O
dass ein normierter N-Bosonen-Zustand durch

N! A
ﬁSNH:al;Q:al; e Mg 00 Ny L My ), (XI.14)
\/ Ny Ny - - -

gegeben wird, wobei die N Teilchen nach dem jeweiligen Ein-Teilchen-Zustand geordnet wurden.
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Bemerkungen:

s Der N-Fermionen-Zustand (XI.13) wird oft als eine (normierte) sog. Slater| "™} Determinante [51]
umgeschrieben, und zwar als die Determinante der Matrix, deren (i, j)-Element durch M;; = [i : o)
gegeben ist:

1:0[1 2:0{1 NZOél
. 1 l:as 2:c9 ... N:ag 1
VN'An|l:a1;2:09;...; N:ay) = ~ : : : : = Wdet M;;. (XI.15)
l:ay 2:ay ... N:ay

Auf dieser Schreibweise sicht man sofort, dass zwei unterschiedliche Fermionen nicht in demselben
Zustand |«;) sein konnen (Pauli-Prinzip): sonst wiren zwei Zeilen identisch und die Determinante
verschwéande.

x In Gl (XI.14) wurde die Reihenfolge der Teilchen vertauscht, damit sie nach dem Ein-Teilchen-
Zustand |«a;) zugeordnet werden. Dies ist fiir Bosonen moglich, fiir Fermionen aber nicht.

XI.1.2 ¢ Darstellung der \V-Teilchen-Zustande mithilfe der Besetzungszahl

Die Energieeigenzustiande des Ein-Teilchen-Hamilton-Operators H, die eine Basis des Hilbert-
Raums € bilden, seien nach der zugehorigen Energie g1 < 9 < --- < ¢gp < ... geordnet, wobei jede
Eigenenergie ¢, einem einzigen Eigenzustand (bis auf einer Phase) entspricht. Dabei kennzeichnet
der Index a somit alle Quantenzahlen, und nicht nur das Energieniveau.

Eine giinstige Schreibweise fiir einen Zustand |¥) aus N identischen Bosonen oder Fermionen,
beschrieben durch den Hamilton-Operator , beruht auf den Anzahlen der Teilchen, die sich
in den jeweiligen Ein-Teilchen-Eigenzustédnden befinden. Somit wird jedem Eigenzustand eine ganze
Zahl ng, die Besetzungszahl, mit folgenden Eigenschaften zugeordnet:

o Z n, = N (alle Teilchen befinden sich in irgendeinem Zustand);

e n, =0 oder 1 fiir Fermionen (Pauli-Prinzip);
e fiir Bosonen kann n, kann eine beliebige ganze Zahl (einschlieflich 0) sein.
Mit Hilfe dieser Besetzungszahlen kann der N-Teilchen-Zustand als
|¥) = |ni,n2,...,Ng,...) (XI.16)

bezeichnet werden. Man priift einfach nach, dass dieser Zustand ein Eigenzustand des N-Teilchen-
Hamilton-Operators Hy mit der Energie

E({n1,n2,...,na,...}) = > 7ata (XI.17)
ist.

XI.1.3 Folgerungen des Symmetrisierungspostulats

Bei einer elastischen Streuung haben zwei Teilchen 1 und 2 die jeweiligen Impulse im Schwer-
punktssystem p; und —p; vor dem Stofs. Es seien p; und —p; die Impulse nach dem Stof. Diesem
Prozess tragen zwei Wahrscheinlichkeitsamplituden bei: A(p; — P¢, —P; — —P¢), entsprechend der
Detektion des Teilchens 1 bzw. 2 mit dem Impuls g; bzw. —p;; und A(p, — —p;, —0; — D) (Detek-
tion von Teilchen 1 bzw. 2 mit —p; bzw. p).

(®h) 3. C. SLATER, 1900-1976
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Wenn die zwei Teilchen unterscheidbar sind, wird die Wahrscheinlichkeit, dass im Endzustand
ein Teilchen den Impuls p; und das andere den Impuls —p; hat, durch die Summe der Betrags-
quadrate der beiden obigen Amplituden gegeben, da die zwei moglichen Endzusténde orthogonal
zueinander sind. Wenn die Teilchen identisch sind, hat die Unterscheidung in zwei Endzusténden
keine sinnvolle Bedeutung, weil es sich um denselben Endzustand handelt. Dann lésst sich fragen,
was in diesem Fall mit der Amplitude zu tun sei.

Mithilfe des Symmetrisierungspostulats ldsst sich das Problem des elastischen Stofses zweier
identischer Teilchen beantworten. Fiir eine korrekte Beschreibung des Systems miissen der Anfangs-
und der Endzustand (anti)symmetrisiert werden:

1 . . R =
7(]1 + 6T12)|1 :Pgs 21 —Py),

V2

\2(]1%%12)]1;@;2:—@), |Wg) =
mit € = +1 bzw. —1 fiir Bosonen bzw. Fermionen.

Sei U der Entwicklungsoperator zwischen dem Anfangszeitpunkt — lange vor dem Stoft — und
dem Endzeitpunkt — als die Teilchen detektiert werden. Die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir den
Ubergang vom Anfangs- in den Endzustand wird gegeben durch

W) =

i + €T19 ~ il + €T19
U |1:D¢; 2: —P)-
V2 V2

Wegen der Ununterscheidbarkeit der kollidierenden Teilchen kommutiert der Transpositionsoperator
mit dem Hamilton-Operator und daher mit dem Entwicklungsoperator U. So kann die Amplitude
als

A(|3) = [r) = (| O[;) = (125 2: |

A(W3) — [ W) = (1:5; 20 —F¢| (1 + et12) UJL1:5p; 2: )
= A(ﬁi — Dg, —P; — —ﬁf> + €~A(1—5i — —Pg, —P; — ﬁf)

umgeschrieben werden. Je nachdem, ob die Teilchen Bosonen oder Fermionen sind, miissen die
(Teil-) Amplituden entweder addiert oder subtrahiert werden.

Sei 0 der Winkel zwischen p; und p;. Wegen der Rotationssymmetrie um die Achse der Streuung
héngt die Amplitude A(p; — P, —P; — —DP¢) nur von 6 ab, und kann daher als f(#) bezeichnet
werden. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Teilchen mit dem Winkel 6 bzw. m — 8 gestreut

werden, gegeben durch [52] )
JA@)|” = | £(0) + ef(m —0)".

Fiir den besonderen Fall # = 7/2 verschwindet diese Wahrscheinlichkeit fiir Fermionen! Dagegen
ist |A(7r/2)|? fiir identische Bosonen zweimal groker als die entsprechende Wahrscheinlichkeit fiir
unterscheidbare Teilchen[™]

Bemerkung: Fiir eine genauere Berechnung miissen die Orientierungen der Spins der Teilchen bertick-
sichtigt werden: die Teilchen sind nur dann ununterscheidbar, wenn die Spins dieselbe Orientierung
haben.

X1.1.3 b Stimulierte Emission

Als zweites Beispiel kann man den Ubergang eines Teilchens aus einem Anfangszustand |;) in
einen Endzustand |¢¢) unter dem Einfluss eines Potentials betrachten. Diesem Ubergang wird eine
Wahrscheinlichkeitsamplitude zugeordnet. Die Frage ist, wie sich diese Amplitude &ndert, wenn sich
N weitere identische Teilchen schon im Zustand |¢f) befinden, d.h. fiir den Prozess

1 Teilchen in |p;) + N Teilchen in |pf) — N + 1 Teilchen in |¢f).

Sei .A@ ¢ die Amplitude in Abwesenheit von anderen Teilchen (N = 0) und AwN_Jféf die Ampli-

tude in Anwesenheit von N zusitzlichen identischen Teilchen. Fiir N > 1 ist der Ubergang nur dann

(“0)Ein Beispiel von experimentellen Ergebnissen fiir die StoRe der Atomkernen der Kohlenstoff-Isotopen 2C (Boso-
nen) und *C (Fermionen) findet sich in Ref. [53].
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moglich, wenn die Teilchen Bosonen sind — bei Fermionen ist es durch das Pauli-Prinzip verboten.
Man kann die Bosonen nummerieren, und die Anfangs- und Endzustand symmetrisieren:

1
i) = \/ﬁ(ll:@iﬂ:w;...;]\f—kl:@f)+---+|1:gpf;2:g0f;...;N+1:<pi>),

[We) = [1:6;2: 0853 N + Ligpp).
Die Amplitude wird gegeben durch <\11f|U|\I'i>, wobei U den Entwicklungsoperator fiir das System
von N +1 Teilchen bezeichnet. Fiir nicht-wechselwirkende Teilchen ist U = UD @U@ . ..o W +1),
mit einem Ein-Teilchen-Entwicklungsoperator U®) k € {1,..., N + 1}. Die N + 1 Komponenten
von | ;) tragen identisch zur Amplitude bei, die damit durch

AT = VN +TACL,,

gegeben wird, wobei .Ag,lf)ﬁw = 1 angenommen wurde.

Die Wahrscheinlichkeit fiir den Ubergang ¢; — ¢¢ wird also mit dem Faktor N + 1 multipliziert,
d.h. sie wird durch die Anwesenheit N identischer Bosonen erhéht. Dieses Phdnomen liegt zugrunde
dem Betrieb eines Lasers, worin die Anwesenheit von N Photonen in einer Mode des elektromagne-
tischen Feldes die Wahrscheinlichkeit fiir die Emission eines zuséatzlichen Photons in dieselbe Mode
erhoht.

Bemerkung: Fiir Fermionen kann man &hnlich (aber kiinstlich?) Agiv_—ti,z =(1-N) Agpli)_wf mit
N = 0 oder 1 schreiben.

Literatur zum Abschnitt XI.1

e Cohen-Tannoudji, Diu & Laloé, Quantenmechanik, Band 2 [62], Kap. XIV.

e Feynman, Quantenmechanik [63], Kap. 3.4, 4.1-4.4.

e Fliekbach, Quantenmechanik [64], Kap. 46.

o Greiner, Neise & Stocker Thermodynamik und statistische Mechanik [4], Kap. 13.1.

e Landau & Lifschitz, Lehrbuch der Theoretischen Physik. Band III: Quantenmechanik [65],
Kap. IX §61-63.

e Nolting, Quantenmechanik. Methoden und Anwendungen [66], Kap. 8.1-8.2.
e Schwabl, Quantenmechanik [67], Kap. 13.1.

Gleichgewicht idealer Quantengase
Ein System aus N Teilchen sei durch den Hamilton-Operator beschrieben:

Hy = h(1) + h(2) +--- + h(N). (XT4)
Wie im § werden die Eigenenergien des Ein-Teilchen-Hamilton-Operators h als e, bezeich-

net, wobei a fiir alle Quantenzahlen steht. Daher kénnen unterschiedliche Werte a # b mit unab-
héngigen Eigenzustanden assoziiert sein, die die gleiche Energie €, = ¢, haben.

Xl.2.1 Kanonische Zustandssumme zweier identischer Teilchen

Um den Unterschied zu illustrieren, der durch das Symmetrisierungspostulat bedingt ist, kann
man mit dem einfachen Fall N = 2 anfangen.

Fiir unterscheidbare Teilchen und eine beliebige Teilchenzahl N priift man schnell, dass die
kanonische Zustandssumme faktorisiert

Zn(B, V) = [Z1(8,V)]".
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Hier gilt das natiirlich auch im besonderen Fall N = 2.

Fiir identische Teilchen, entweder Fermionen oder Bosonen, sind weniger Zwei-Teilchen-Zusténde
vorhanden als fiir unterscheidbare Teilchen: Wenn ai, as die Zusténde der einzelnen Teilchen be-
zeichnen, dann

e fiir Fermionen ist der Zwei-Teilchen-Zustand mit a; = ag verboten (Pauli-Prinzip);

e fiir Bosonen sowie Fermionen gibt es nur einen Zwei-Teilchen-Eigenzustand charakterisiert
durch aj,ay, entsprechend jeweils Gl. (XI.5b|) und (XI.6), statt zwei Zusténde bei unter-
scheidbaren Teilchen.

Somit lassen sich die kanonischen Zustandssummen fiir zwei Fermionen oder fiir zwei Bosonen
einfach berechnen.

Fiir Fermionen gilt

Z(F (8,9 Z e BParay — % Z o B(earteay) _ ;[ Z o BFajay _ Ze_gﬁga:|’
a

alyﬁag al;éag ai,a2
d.h.
F) 1 2 1

In diesem Ausdruck wurde benutzt, dass die Ein-Teilchen-Zustandssumme die gleiche bleibt, egal
ob das Teilchen ein Fermion, ein Boson, oder ein ,unterscheidbares* klassisches Teilchen ist.

Fiir Bosonen findet man ahnlich

ASA(: Z L +Zefzﬁsa S Z o~ Bleayteay) 4 Zefzﬁea‘
a

a1 #az a1¢a2

Der erste Term im rechten Glied ist die oben berechnete Zustandssumme ZéF) (8, V), wihrend der
zweite gleich Z1(20, V) ist. Insgesamt erhélt man somit

(5, v) = 5 ([2:(8. )] + 2128, )).

In Zusammenfassung findet man, dass schon in einem System aus nur zwei Teilchen die kanoni-
sche Zustandssumme — und mithin alle thermodynamischen Eigenschaften — unterschiedlich fiir
unterscheidbare Teilchen, Fermionen und Bosonen ist.

Xl.2.2 GroBkanonische Zustandssumme eines idealen Quantengases

Waéhrend die kanonische Zustandssumme fiir N ununterscheidbare Teilchen keinen einfachen
Ausdruck besitzt, ldsst sich dagegen die grofkanonische Zustandssumme einfach berechnen.

X1.2.2 a Faktorisierung der groBkanonischen Zustandssumme

Der Anfangspunkt fiir die Berechnung der grofkanonischen Zustandssumme ist die allgemeine

Beziehung [vgl. Gl. (VII.26¢)|
o
(N)
Z(B,V,a) = Z eNZn (B, V) = Z O‘NZe_BE v (XI.18)
N=0 N=0

wobei die Ey(nN) die Eigenwerte des N-Teilchen-Hamilton-Operators Hy sind. Unter Verwendung der
Besetzungszahlen {ne} der unterschiedlichen Eigenzustédnde des Ein-Teilchen-Hamilton-Operators
h nimmt ein solcher Eigenwert die Form
=DMz
a
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an, s. Gl. (XI.17)). Somit lautet die groffkanonische Zustandssumme

,8,‘1/ a Z aN Z 5;naea _ Zea;na—ﬁ;na&l’

N=0 za: ng= {na}

wobei die Summe im rechten Glied iiber alle méglichen Werte der Besetzungszahlen fiir alle Ein-
Teilchen-Zusténde lauft. Im Exponenten konnen die Terme mit gegebenem Index a gruppiert werden.
Somit findet man, dass die Beitriage der Besetzungszahlen entsprechend unterschiedlichen Zusténden

faktorisieren:
Z(8,V,a) = H[Ze —Bea)n ] (XI1.19)

Diese Formel gilt sowohl fiir Fermionen als auch fiir Bosonen: der Unterschied betrifft nur die
moglichen Werte von n,.
Gemil der allgemeinen Beziehung (VII.26al]) lautet der entsprechende Dichteoperator

1 ~ ~
A —BH+aN
p 70, 7.a) e , (XI.20)

wobei H die direkte Summe von den Hamilton-Operatoren Hy ist und N der Teilchenzahloperator.

Dabei sind H, N und p Operatoren auf dem Fock-Raum (VII.24]).

Bosonischer und fermionischer Fock-Raum
Genauer wirken diese Operatoren wegen des Symmetrisierungspostulats auf einem Unterraum
des allgemeinen Fock-Raums, der aus der dufseren direkten Summe der Hilbert-Rdume fiir N Boso-

nen (XI.12al) bzw. N Fermionen (XI.12b|) besteht

#® =P oV e o e. .. (XI.21a)

F F F
H0 =P oD oA @ (XI.21b)
Fiir feste Bosonen- bzw. Fermionenzahl N iiberzeugt sich man schnell, dass eine Basis des
Hilbert-Raums 37’65\],3) bzw. 37’655) aus den Zusténden |nq,...,ng,...) fir alle moglichen Mengen {n,}
von ganzen Zahlen n, € IN bzw. n, € {0,1} mit der Bedingung >, n, = NN besteht. Somit bilden
die Zusténde |nq,...,ng,...) ohne Beschrankung der Summe eine Basis (,Fock-Basis“) des entspre-

chenden bosonischen oder fermionischen Fock-Raums.

Auf #6%3) und 36’55) kann man Besetzungszahl-Operatoren f, definieren. Deren Eigenzustdnde
sind die N-Teilchen-Zustédnde mit Teilchen nur im Ein-Teilchen-Zustand a, wihrend die Eigenwerte
jede ganze Zahl bei Bosonen bzw. entweder 0 oder 1 bei Fermionen sein konnen. Dazu kommutieren
zwei Operatoren fi, und n, miteinander. Mithilfe dieser Operatoren lautet der Teilchenzahloperator

N=>fa. (XI1.22)
a
Wiederum nimmt der Hamilton-Operator die Form [vgl. Gl. (XI.17)]
H=>caha (X1.23)
a

an. Somit wird der Dichteoperator (XI.20)) zu

R 1 =2 (Bea—a) fia 1 —(Bea—a) h
_ ) - a=0)fa_ X1.24
PTZ26.7.a)¢ Z(8.7,q) 1]6 (X1.24
Bemerkungen:
« Entsprechend der Fock-Basis {|n1,...,nq4,...)} kann ?7‘65\],3) bzw. 3‘655) als direkte Summe von

Hilbert-Rdumen €, betrachtet werden, jeder davon mit einem einzelnen Ein-Teilchen-Zustand a
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assoziiert ist. Fiir Bosonen ist jeder Raum #€, durch die abzéhlbar unendlich vielen Vektoren ent-
sprechend n, = 0,1,2... Teilchen im Zustand a aufgespannt; dagegen ist fiir Fermionen jeder €,
zweidimensional.

Der Dichteoperator wirkt separat auf jedem #€,, in Ubereinstimmung mit der Faktorisierung
der grofskanonischen Zustandssumme:

(Bea—a) fig (Bea—a) fig

HZG (Bea—a)ng HZ 577/ a)

(X1.25)

Physikalisch sind die Ein-Teilchen-Zusténde unabhéngig voneinander, auch wenn die Teilchen iiber
das Symmetrisierungspostulat korreliert sind.

x Aus dem letzteren Ausdruck folgt sofort die Wahrscheinlichkeit fiir die Besetzungszahl n,,

p(na) = Zi (e’&”a)na. (X1.26)

a

Fiir Fermionen kann wegen des Pauli-Prinzips die Besetzungszahl n, jedes Zustands nur die
Werte 0 oder 1 annehmen, d.h. jede Summe in GI. besteht aus nur zwei Termen.
Daher lautet die grofkanonische Zustandssumme fiir ein ideales Gas aus Fermionen

ZE (B, V,0) =[] @ +e*F), (XL.27a)

a

d.h.
In Z® (B, V, ) Zln 1+ e Fea), (X1.27b)

Dabei lauft die Summe iiber die durch a gekennzelchneten Ein-Teilchen-Eigenzusténde. Die letzteren
konnen teilweise entartet sein, so dass jedes Energieniveau moglicherweise mehrmals auftritt.

Bei Bosonen kann die Besetzungszahl eine beliebige ganze Zahl sein. Dann ist e®(#—ce)na ip
Gl der ny-te Glied einer geometrischen Folge mit dem Anfangsglied 1 und dem Quotient
eP(h=ea) Wenn der Letztere kleiner als 1 ist, dann konvergiert die geometrische Reihe. Dies fiihrt
zur grofskanonischen Zustandssumme fiir ein ideales Gas aus Bosonen

1
Z(B)(/B, {V, Oé) = H m, (XI28a)

d.h.
InZ®) (B, vV, a) Zln e hea), (X1.28b)

Damit die geometrische Reihe fiir jedes Energieniveau konvergent ist, soll e* %%« < 1 fiir jede
Eigenenergie ¢, gelten, d.h. « soll kleiner als 8 mal der Grundzustandsenergie €1 des Ein-Teilchen-
Hamilton-Operators h sein

a < Pey. (XI.28¢)

Bemerkungen:
x Oft wird die Bedingung (XI.28¢) einfach als o < 0 geschrieben unter der impliziten Annahme,
dass die Grundzustandsenergie €1 als Nullpunkt der Energieskala genommen wird.

x Bei Fermionen existiert keine dhnliche Bedingung.
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Xl.2.2 d Thermodynamik
Gleichungen (XI.27b|) und (XI.28b|) lassen sich zusammenfassen als

nZ(B, ¥, a) =+ In(1£e* ), (X1.29)

a

mit dem oberen bzw. unteren Vorzeichen fiir Fermionen bzw. fiir Bosonen.

Aus der allgemeinen Formel ([VIII.21a}) folgt das grofkanonisches Potential

Q8,7,a) = —; InZ(8,7,a) :F; S n (14 602 (X1.30)

des idealen Quantengases. Die Beziehungen (VIL.27) und (VIL.28) liefern dann jeweils die (mittlere)

innere Energie

~ olnZz €a
U= (A = - E e XI.31
(H) op - efra—a 41 ( )
und den Erwartungswert der Teilchenzahl
. 0lnZ 1
N)y=(Ny=——= E _. X1.32
(V) =(N) Oa efea—a 41 (XT.32)

a

X1.2.3 Verteilung der Besetzungszahl

Jede Besetzungszahl n, stellt eine Zufallsvariable mit der Wahrscheinlichkeit p(n,) dar. Dank der
Faktorisierung der groftkanonischen Zustandssumme und des zugehorigen Dichteoperators (XI.25))
sind die Besetzungszahlen fiir unterschiedliche Zusténde unabhéngig voneinander.

Die mittlere Besetzungszahl des Zustands a lautet definitionsgemaf

<na> = Z nap(na)a (XI33)

wobei die Wahrscheinlichkeit durch GIl. (X1.26) gegeben ist. Mithilfe des Ausdrucks (XI.19) der
Zustandssumme folgt die niitzliche Relation
10lnZz

(na) = B Oey
die fiir Fermionen und Bosonen gilt. Unter Nutzung der Formel (XI.29)) kommt sofort

1
) = e a1

(X1.34)

(XI.35)
mit nochmals dem oberen Vorzeichen fiir Fermionen und dem unteren fiir Bosonen.

Xl.2.3 a Mittlere Besetzungszahl bei Fermionen
Im Fall von Fermionen gibt die allgemeine Formel (XI.35]

1
F)y— -
(ng’) = = (XI.36)

(F

Somit ist (ng )> immer zwischen 0 und 1, was fiir den Erwartungswert einer Zufallsvariablen, die
nur die Werte 0 oder 1 annehmen kann, zu erwarten war.

Bemerkung: Fiir Fermionen kann die mittlere Besetzungszahl auch direkt aus Definition (XI.33])
berechnet werden, da die Summe nur tber die zwei Werte n, = 0 oder 1 lduft, wobei der Beitrag
des ersteren Null ist, so dass <n,(1F)> = p(ng,=1).
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X1.2.3 b Mittlere Besetzungszahl bei Bosonen
Fiir Bosonen fithrt Gl. (XI.35)) zu

1
By___*
(na”) = Bz 1 (X1.37)

Dank GI. (XI.28c) ist dies automatisch eine positive Zahl.

XI.2.3 c Fluktuationen der Besetzungszahl
Tatséchlich reicht der Ausdruck (XI.35) der mittleren Besetzungszahl aus, um die ganze Wahr-

scheinlichkeitsverteilung von n, zu charakterisieren.

1 18°Z
Beispielsweise findet man mithilfe der Beziehungen (XI.34) und (n2) = 27 (?9 2 die Varianz
2 1 °InZ 1 8(ng)
((na = (0)") = 202 T B 0e,

der Verteilung p(n,), und zwar
2
((n0 = (na)*) = () (1 (na). (XI.38)
Allgemeiner gilt [vgl. Gl. (XI.26) und (XI.35)]

p(na) =

(ng)"e ‘
(1F (ng))"™

Somit kann man erwarten, dass die ganzen thermodynamischen Groéfen durch die mittleren
Besetzungszahlen der unterschiedlichen Zustande ausgedriickt werden kann.

XI.2.3 d Thermodynamik
Die Beziehung (X1.35)) zwischen der mittleren Besetzungszahl (n,) und dem Faktor e”®¢~® kann

auch in der Form

1 1
1 = & lfefuteo__—
F (na) 1+ ePeata ¢ 1 F (ng)
umgeschrieben werden. Somit wird die grofskanonische Zustandssumme (XI.29)) zu
InZ(B,V,a)=T Z In ( (X1.39)
woraus das grofskanonische Potential
Q(B, Y, a) Zln 1 (ng)) (XI.40)

sofort folgt.
Auflerdem kénnen GI. (XI1.31)) und (XI.32) dank der Formel (XI.35|) einfach als

U= Z(na)aa (XI.41)

(V) = 3" (na), (X142)

a

ausgedriickt werden. Da (ng) offensichtlich der Erwartungswert des Besetzungszahl-Operators g,
ist, kénnen diese Beziehungen auch aus Gl. (XI.22) und (XI.23)) gewonnen werden.

SchlieRlich erhiilt man aus Gl. mithilfe der obigen Gl. (XI.39)), (XT.41)) und (XT.42)) und
der Gleichung |vgl. Gl (XL.37))

Bea —a =1In < T 1) =In (1 F (na)) — In{ng)

1
(1)
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die Entropie

S =kp(InZ + AU — a(N)) = kg Z [ )In (1 F (n4)) — (ng) In (na>] (X1.43)
des idealen Quantengases im grofskanonischen Gleichgewicht.

Xl.2.4 Limes groBer Volumina

Die thermodynamischen Zustandsgrofen (XI.30)) m X1.31)) bzw. (XI.40) m héngen vom Kin-
Teilchen-Zustand a nur iiber dessen Energie €, ab. Somit lohnt es sich, die Verteilung dieser Energie

zu charakterisieren. Fiir freie Teilchen in einem makroskopischen Kasten mit dem Volumen % hiangt
die entsprechende Zustandsdichte nur vom Teilchenspin und von ¥ ab.

Xl.2.4 a Zustandsdichte. Fermi—Dirac und Bose—Einstein-Verteilungen

Zur Charakterisierung der Verteilung der Ein-Teilchen-Energieniveaus wird eine Zustandsdichte
9(e) eingefiihrt. Diese ist so definiert, dass 9(e)de die Anzahl der Ein-Teilchen-Zustédnde angibt,
deren Energie zwischen € und € + de ist. Genauer definiert man

= Z 5(e — €4). (XT.44)

Dann gilt fiir jede beliebige kontinuierliche Funktion %, der Energie die Gleichung

S F(ea) = / F.(5) D(e) de. (XI.45)

Beispielsweise werden die innere Energie (XI.31) und die mittlere Teilchenzahl (XI.32)) jeweils

zu

U—/ (€) e (e) de, (XI.46)
/f (XL47)

wobei die Verteilungsdichte f(g) durch
1

&)= gemapy (XI.48)

mit dem oberen bzw. unteren Vorzeichen fiir Fermionen bzw. Bosonen definiert ist, entsprechend

der mittleren Besetzungszahl (XI.35]).
Im ersteren Fall handelt es sich um die in Abb. dargestellte Fermi—Dirac- Verteilung

[f(F) = ] (XI.49)

efe—a 4 1

Fiir Bosonen wird die entsprechende Dichte (Abb. [X1.2|) Bose—FEinstein- Verteilung genannt

[f<B><e> =

m. (XI.50)

Bemerkung: Die Fermi-Dirac oder Bose-Einstein-Verteilung f und die Zustands-
dichte (XI.44) sind unterschiedlicher Natur. Wahrend %(e) die quantenmechanischen Eigenschaften
des Systems, und zwar das Spektrum der Schrédinger-Gleichung fiir ein einziges Teilchen, charak-
terisiert, spiegeln dagegen f(F)(g) oder f(B)(e) die statistischen Eigenschaften der Teilchen wider.
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0.5 f=mmmmrmemme e ‘

0 a//@ €
Abbildung XI.1 — Fermi-Dirac-Verteilung.

FP(e)

o / B €
Abbildung XI.2 — Bose—Einstein-Verteilung

X1.2.4 b Zustandsdichte eines freien Teilchens im Limes groBer Volumina

Ein freies Teilchen mit der Masse m und dem Spin s sei eingeschlossen in einem quaderférmigen
Volumen ¥ = L, L,L,. Der zugehtrige Hamilton-Operator lautet
. B2
h=—+ V(7F),

2m
wobei das Kastenpotential Vi (7) die Bewegung des Teilchens auf dem Volumen ¥ beschrénkt. Die
Losungen der Schrodinger-Gleichung, die an den Wéanden des Volumens verschwinden, sind

W5(7) = C'sin 222 gin P2 i P22

sin —= sin
h h h’
wobei der Spinanteil weggelassen wurde. Dabei ist C = 1/8/% eine im Folgenden unwesentliche
Normierungskonstante, wihrend die Komponenten von g = (p, py,p.) der Form

7h 7h 7h

= fxnxv Py = fynyv Dz = fz

(XI.51a)
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mit drei positiven ganzen Zahlen n,ny,n. sind. Die Eigenenergie fiir den Zustand Wj(7) ist

=2 212 /.2 2 2
P mht fng My | ng
R -z XI.51
PTom " 2m <L§ TR (XL.51c)
Dem Ortsanteil (XI.51al) konnen 2s+1 linear unabhéngige Eigenzusténde assoziiert werden, entspre-
chend den moglichen Projektionen Ao des Spins mit ¢ = —s, —s+1,...,s—1, s auf einer gegebenen

Achse. Somit tragt jeder Wert § des Impulses (2s + 1)-mal zur Summe iiber Zustédnde bei:

0 r2h2 n2 n2
> Flea) = (25 +1) Z%( ) 2s+1) Y g€<2m [L2+L2+L2D

_ z
Ng,Ny,Nz=1

Wenn L, Ly, L, grof werden, wéhrend F eine langsam variierende Funktion ist, darf man die
Summe als ein Integral umschreiben. Tatséchlich wird das Intervall 7h/ L, zwischen zwei sukzessiven
Werten von p, so klein, dass das Ersetzen

= 7h Ly [
nzlgﬁp <anz> — 7rh/0 Fp(pz) dp

fiir eine gegebene Funktion %, dem Ersetzen einer Rieman Summe durch das entsprechende
Integral entspricht. In drei Dimensionen lautet dies

ZJ% €a) 28+1)(7rh) /va o ) P,

wobei 0 den 1. Oktanten p, > 0, p, > 0, p, > 0 im Impulsraum bezeichnet. Da das Integrand
gerade in p, ist, ist das Integral iiber p, von 0 bis co gleich der Hélfte des Integrals iiber p, € R.
Das gleiche gilt auch fiir die zwei anderen Richtungen, so dass das Integral {iber den 1. Oktanten
gleich 1/8 mal dem Integral {iber den ganzen Impulsraum ist

v P2\ 3.
ZJ«’E (q) = (25 + 1)(27Th)3/%<2m> 4°p. (X1.52)

Das Integral kann dann elnfach durch eine Transformation in Kugelkoordinaten gefolgt durch
eine Substitution des Impulsbetrags durch die kinetische Energie berechnet werden:

=9 00 2 9m)3/2 [0
/% 7 d3ﬁ:47r/ 7.( 22 pap = an 2 / F. ()2 de.
2m 0 2m 2 0

Mit GL. (XI.45) und (XI.52)) fithrt die letztere Gleichung zur Zustandsdichte

( )3/2

D) =(2s+ 1)V 1273

Ve O(e), (X1.53)

mit der Heavisidd")} Funktion ©(¢).

Die Zustandsdichte %(¢) ist proportional zum Volumen 9. Dann ist es auch der Fall der inneren
Energie (XI.46)) und der Teilchenzahl (XI.47]), die somit extensive Groflen sind, wie zu erwarten war.

Bemerkungen:

* Statt ,stationdrer Randbedingungen” Vi(L,,y, 2) = ¥5(0,y, 2) = 0 usw. zu benutzen, hitte man
Bornﬂvon Karmarﬂ-Randbedmgungen

Ui(x + Ly, y, 2) = Y,y + Ly, 2) = Vs(x,y, 2 + L) = Uy(x,y, 2)
annehmen koénnen. Die entsprechenden Losungen der Schrédinger-Gleichung sind dann

\I,I_j(?) — C/eipaﬂf/h eipyy/ﬁ eipzz/h’ (XI.54a)

(*)B. RIEMANN, 1826-1866 ("VO. HeAvISIDE, 1850-1925 (M. Born 1882-1970 "V T. von KARMAN, 1881-1963
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mit ¢/ = /1/%. In diesem Fall werden die Komponenten von p = (pg, py, p») gegeben durch

2mh 2mh 27h
Px = Tznx, py = Tyny, Dz = Tznz (X154b)
mit drei beliebigen ganzen Zahlen ng,, ny,n., entsprechend der Eigenenergie
42h? (n? ng n?
L Do, Y o, Tz ) XI1.54
T Tom (Lg Tt Lg> (X1.54c)

Der Abstand zwischen zwei sukzessiven Werten von p,, p, oder p, ist zwar zweimal grofer als
im Fall stationirer Randbedingungen, entsprechend einem achtmal gréferen Volumen 8 x (7h)3 /4
besetzt durch jeden Eigenzustand im Impulsraum. Da die Zahlen n, n,, n, positiv oder negativ sein
konnen, entspricht aber die Summe iiber diese Zahlen dem ganzen Impulsraum, statt nur dessen
ersten Oktanten, d.h. die ganzen Zustdnde mit einer Energie zwischen ¢ und ¢ 4+ de besetzen ein
ebenfalls achtmal groferes Volumen als frither. Insgesamt gilt also wieder das Ersetzen und

somit die Zustandsdichte (XI.53)).

* Die obige Berechnung mit periodischen Randbedingungen und einem Integral iiber den ganzen
Impulsraum liefert eine niitzliche Gedéachtnisstiitze, indem man die Dichte 95(p), die die Anzahl
D5(D) d3p der Zustiande mit einem Impuls zwischen 5 und 7+ d3p gibt, einfiihrt. Dann gilt fiir eine
ausreichend reguldare Funktion & das Ersetzen

S5+ [FDIPF it D) = G, (X1.55)

woraus die Summe iiber Zustédnde, d.h. {iber Impulse und Spins, einfach folgt:

za: Fe,) = pz; Fez) = (25 + 1) / F(ey) (27;’;)3 435

2 3/2 oo
G /0 J<2m> mdp = s+ )V [ vEae,

entsprechend wieder der Zustandsdichte (XI.53]).

=(2s+1)

* Die Zustandsdichte 9(e) hingt von der Dimension des Raums ab, sowie von der relativistischen
Natur der Teilchen — fiir relativistische Teilchen lautet die Beziehung zwischen Energie und Impuls
g5 = (P22 + m2c")V/? statt e5 = p2/2m.

Beispielsweise gilt fiir nicht-relativistische Teilchen in 2 Dimensionen
m

D(e) = (2s+ 1)‘V27rh2 O(e), (XI.56)
und in einer Dimension
D) = (25 + NP2 L g0, (XL57)

2wh /e
In §XI.4.2b| wird die Zustandsdichte von masselosen (und daher relativistischen) Teilchen in 3
Raumdimensionen berechnet.

XI.2.5 Klassischer Limes eines idealen Quantengases
Mithilfe der Zustandsdichte (XI.53) lautet die mittlere Teilchenzahl (XI.47)) eines idealen drei-

dimensionalen Quantengases aus Fermionen oder Bosonen

(2m)3/2 00 \/g
Am2h3 fy ePfera 41

(N) = / L Ge)de= @5+ 1)¥ de (XL58)

efe—a £+ 1
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d.h. nach der Substitution von € durch x = e als Integrationsvariable

3/2 00
<N> B 2S+ 1 (ka’BT) Ui(a) mit ’U,i(Oé) = i \F dx. (XI59)

[ K2 et~ 4 1

Unter Verwendung der thermischen de Broglie-Wellenlédnge (IX.1) nimmt die (mittlere) Teilchen-

dichte die Form
(N) 2 2s5+1
K72 ﬁ 3 u+(a)
an. Bei den Funktionen w4 («) handelt es sich um positive — das Integrand ist positiv — monoton
wachsende Funktionen von a bzw. von der Fugazitdt e®, mit u_(«a) > u4(a) bei gegebenem .

Wenn a nach —oo geht, gilt fiir Fermionen sowie fiir Bosonen

3 NZS
—X o (03
ujz eo‘<<1 / f dv = F( > N 2 ¢
In diesem Limes gilt somit geméfs Gl. m

(N) A

V 2s4+1
d.h. der typische Abstand zwischen Teilchen (¥/(N))'/3 ist viel grofer als die thermische Wellen-
lange, entsprechend der Bedingung ([X.2b) fir die Giiltigkeit des Modells des klassischen idealen
Gases.

Fiir @ — —oo gilt fM(e) ~ fB)(e) ~ e¥ P <« 1, dh. (n,) < 1 fiir alle Ein-Teilchen-
Zustande. Jeder Zustand ist also mit einer sehr hohen Wahrscheinlichkeit nicht besetzt, dann werden
einige Zustédnde durch ein einziges Teilchen besetzt, und die Anzahl von Zustdnden mit n, > 1 ist
vernachléssigbar, so dass das quantenmechanische Symmetrisierungspostulat tatséchlich keine Rolle
spielt: @ — —oo entspricht dem klassischen Limes.

Aus der Fugazitat (XI.61]) folgt das chemische Potential 1 = «/3. Wenn man den durch den
Spin bedingten Entartungsgrad 2s + 1 weglésst, ergibt sich

N
p=kgTln <<q/> A§h>, (X1.62)
in Ubereinstimmung mit dem Ausdruck (IX.25) des chemischen Potentials des klassischen idealen

Gases.
Im Limes e* < 1 lautet das grofskanonische Potential (XI.30))

QB, VY, «a) Zln 1 +e*” *85”) ~ —;eaZe&” = —;eo‘ Z1(B, V), (XI1.63)

(XL60)

@ <1, (XL.61)

mit der kanonischen Zustandssumme Z;(3, V) fiir ein Teilchen. Der Vergleich mit der allgemeinen
Beziehung (VIII.21a)) zwischen ) und der grofkanonischen Zustandssumme fiihrt zu

N
mZ(3,V,0) ~ e Zi(3,V) Z<k1>(5,v,a)zzeaNM,

<1 N!
N

wobei Z(®) die klassische grokkanonische Zustandssumme bezeichnet. Da die letztere durch mit der

(kI)

kanonischen Zustandssumme Z,; "’ iiber die allgemeine Beziehung

7(Kl) (B, V,a) = Z eV ZJ(\l,d) (8, 7)
N

verkniipft wird, findet man fiir die letztere in Ubereinstimmung mit Gl. (TX.6al)

(z8, ] [z,
Z](\lfd)(67 rV) = - N = ' NI ?

mit dem aus dem Symmetrisierungspostulat folgenden Faktor 1/N!.
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X1.3 Ideales Fermi-Gas

Dieser Abschnitt befasst sich mit der Thermodynamik eines dreidimensionalen idealen Fermi-Gases,
d.h. eines Gases aus nicht-wechselwirkenden identischen Fermionen, insbesondere bei tiefer Tempe-
ratur, wobei die quantenmechanischen Effekte, verkniipft mit dem Pauli-Prinzip, eine wichtige Rolle
spielen.

Der Einfachheit halber werden nur Teilchen mit der Masse m und dem Spin s = % betrachtet,
so dass der Spin-Entartungsfaktor 2s 4+ 1 = 2 ist. Dann lautet die Zustandsdichte

(2m)3/2
Die Verallgemeinerung der folgenden Ergebnisse zum Fall eines beliebigen halbzahligen Spins ist

einfach.

XI.3.1 Ideales Fermi-Gas bei Temperatur Null

Einige wichtigen Begriffe fiir Fermi-Gase lassen sich am einfachsten im Grenzfall einer verschwin-
denden Temperatur definieren.

X1.3.1 a Kanonische Beschreibung. Fermi-Energie und Fermi-Temperatur

Das Verhiltnis der Wahrscheinlichkeit fiir einen angeregten Zustand €, zu der Wahrscheinlichkeit
fiir den Grundzustand 1 ist p,/p1 = e~Alea=21) Tm mathematischen Grenzfall einer Temperatur
Null bzw. 8 — oo gilt ps/p1 — 0 fiir ¢, > £1. Somit wird nur der Zustand niedrigster Energie
besetzt.

Im kanonischen Gleichgewicht bei Temperatur Null befindet sich also ein System aus N iden-
tischen Fermionen im Grundzustand des IN-Teilchen-Hamilton-Operators. Dabei besetzen die Fer-
mionen die sukzessiven Eigenzustdnde des Ein-Teilchen-Hamilton-Operators, beginnend mit den
Zustanden niedrigster Energien, mit 2s 4 1 = 2 Teilchen pro Energieniveau ¢,.

Die Energie des letzten besetzten Ein-Teilchen-Zustands heifst Fermi-FEnergie und wird als ep
bezeichnet. Definitionsgeméaft wird jeder Zustand mit einer Energie ¢, < ep besetzt, so dass die
Teilchenzahl durch

N= > 1 (X1.65)
a;€qa<€F

gegeben ist. Mithilfe der Zustandsdichte kann man auch

N= / " 9e) de. (X1.66)
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schreiben. Daraus leitet man unter Nutzung des Ausdrucks (XI.64]) die Fermi-Energie her:

B2 (N \/3
_ 2\2/3 I [V
er = (372) %n(qz> . (XL.67)

Dieses wichtige Ergebnis kann anders wiedergefunden werden, mithilfe einer Berechnung im
Impuls-Raum. Im Letzteren werden alle Ein-Teilchen-Zustdnde besetzt, deren Impulsbetrag kleiner
ist als der Fermi-Impuls

pr = V2mer, (XI.68)

wobei jeder Zustand das Volumen (27h)3/% besetzt. Unter Verwendung der Zustandsdichte im
Impulsraum (XI.55) lautet das Integral iiber die Fermi-Kugel |p| < pp

vV 4r
N =2 (AP =2——— XI.
[ a@ =2 gk (X169

wobei der Faktor 2 den Spin-Entartungsfaktor darstellt. Zusammen fithren Gl. (XI.68)) und (XI.69))
sofort zur Fermi-Energie (XI1.67)).

Schlieflich kann man ausgehend aus der Fermi-Energie die zugehdrige Fermi- Temperatur Ty
definieren:

EF — k:BTF. (XI.?O)

Bemerkung: 77 hat zwar die Dimension einer Temperatur, wird aber nur durch die Teilchendichte
(N)/%V bestimmt.

Als Anwendungsbeispiel kann man das Elektronengas der Leitungselektronen eines Metalls be-
trachten. Im Fall von Natrium (Ordnungszahl Z = 11, Massenzahl A = 23) triagt nur eines der
Elektronen jedes Atoms zur elektrischen Leitfihigkeit bei, das ohne weitere Begriindung als ,frei”
angenommen wird. Somit kénnen die Leitungselektronen eines Natriumstiicks modelliert werden als
ein Fermi-Gas aus nicht-wechselwirkenden Teilchen, die in einem Kasten entsprechend dem Volumen
des Stiicks eingeschlossen sind.

Aus der Massendichte 0,97-10% kg m—3 und der atomaren Masse 23 x 1,66-10~27 kg von Natrium
folgt die Teilchendichte, die gleich der Anzahl N/% der Leitungselektronen pro Volumeneinheit
ist. Damit kann man den Zahlenwert er ~ 3 eV der Fermi-Energie berechnen, sowie die
entsprechende Fermi-Temperatur Ty ~ 35-10% K.

X1.3.1 b GroBkanonische Beschreibun

Bei Temperatur Null kénnen die Eigenschaften des idealen Fermi-Gases im Rahmen des kanoni-
schen Ensembles, entsprechend einer festen Teilchenzahl, hergeleitet werden. Wenn die Temperatur
endlich ist, soll man aber die grofikanonische Beschreibung benutzen.

Fermi-Energie und chemisches Potential

Damit die mittlere Teilchenzahl konstant bleibt, wenn die Temperatur verandert wird, soll gleich-
zeitig das chemische Potential geindert werden. Sei angenommen, dass das chemische Potential im
Limes T" — 0 nach einem endlichen Wert (7" = 0) konvergiert. Dementsprechend konvergiert die
Fermi-Dirac-Verteilung f()(¢) nach einer Stufen-Funktion O(u(T =0) —¢), so dass die mittlere

Teilchenzahl (X1.47) durch
m(T=0)
(N) = / D(e)de (XI.71)

—00

gegeben wird. Der Vergleich dieser Beziehung mit Gl. (XI.66|) zeigt, dass die Fermi-Energie den
Grenzwert des chemischen Potentials fiir 7' — 0 ist:
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lim u(T) = ep. (X1.72)
T—0
(N)/9 fest

Dann gilt fiir die Fermi—Dirac-Verteilung im Limes verschwindender Temperatur

Jim FF(e) = O(er — ). (XL.73)

Innere Energie und Druck
Mithilfe des vereinfachten Ausdrucks (XI.73)) der Fermi—Dirac-Verteilung wird die innere Ener-

gie (XI.46)) des idealen Fermi-Gases zu

U(T=0) = / " e a(e) de. (XL.74)

Aus 9(e) = CV\/e©O(e) — wobei der bekannte Ausdruck des Vorfaktors C' keine Rolle spielt —
folgen die innere Energie U(T =0) = %C ‘Veg/ % und die durch GL (XI1.47)) gegebene Teilchenzahl
(N) = 20932, Somit gilt

U(T=0) = > (N)ep, (XL.75)

9
5

d.h. die mittlere kinetische Energie pro Teilchen betragt %ap.
Im Gegensatz zur inneren Energie des klassischen idealen Gases verschwindet die innere Energie
eines Fermi-Gases also nicht im Limes einer verschwindenden Temperatur. Dies folgt aus dem Pauli-
Prinzip, geméf dem alle Fermionen nicht im Ein-Teilchen-Grundzustand sein kénnen und deshalb
die angeregten Energieniveaus ausfiillen sollen.
Beispielsweise ist fiir Natrium die mittlere kinetische Energie eines Leitungselektrons

entsprechend einer typischen Geschwindigkeit von ca. 800 km s.

Die Definition = U —T'S — uN des grofkanonischen Potentials und die Beziehung |Gl. (II1.27))]
Q = — PV fithren zu

3

sep ~ 26V,

U-TS—uN
7
d.h. fiir ein Fermi-Gas bei Temperatur 7' = 0 mit dem chemischen Potential und der inneren
Energie

P=—

2 (N) 2\ oz B2 (NY?
PT=0)=—-—rcp=-(3 — =] . XI1.76
A R T 7 (XL.76)
Hier auch verschwindet dieser Fermi-Druck nicht fiir T'— 0, im Gegensatz zum Druck eines klassi-

schen idealen Gases.

X1.3.2 Ideales Fermi-Gas bei endlicher Temperatur

Bei endlicher Temperatur ist die Fermi—Dirac-Verteilung nicht mehr eine Stufen-Funktion, son-
dern nimmt Werte wesentlich unterschiedlich von 0 oder 1 in einem Bereich der Breite ca. kgT
um den Wert ¢ = p an. Teilchen mit einer Energie nah am chemischen Potential — das jetzt von
der Fermi-Energie abweicht — werden angeregt, mit einer typischen Anregungsenergie der Ordnung
kpT.

Vorausgesetzt die Temperatur klein genug ist, kann man die Eigenschaften des idealen Fermi-
Gases berechnen, wobei der Unterschied mit den Eigenschaften bei T' = 0 in Potenzreihen von kT
ausgedriickt werden kann.

Fiir Teilchen mit dem Spin % nimmt die in Gl. (XI.59)) definierte Funktion w4 («) die Form

NG B 2@ B2 3/2
wila) = 0 e$_a+1dx—27r vV \2mkgT
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an. Driickt man die Teilchendichte (N)/¥ durch die Fermi-Energie aus [vgl. Gl. (XI.67))], so wird
die rechte Seite dieser Gleichung zu

3/2
us(a) = g(gT) . (XL.77)

Somit héngt «, und dabei die ganze Thermodynamik des Fermi-Gases, nur vom Zahlenwert des
Verhéltnisses ep/kpT = Ty /T ab:

e Fir 7" > T ist der rechte Glied von GI. viel kleiner als 1, woraus a — —oo folgt.
Dies entspricht dem im § [XI.2.5| betrachteten klassischen Limes. Das Kriterium eines Abstands
zwischen Teilchen viel grofler als die thermische Wellenlénge kann also durch die dquivalen-
te Formulierung mit Hilfe des Verhaltnisses der Temperatur zur Fermi-Temperatur ersetzt
werden:

1/3
klassischer Limes: <<N>) >My & T >Tr. (XIL.78)

e Der Fall T <« Ty entspricht einem groffen Wert von «, so dass man den Grenzfall einer
Temperatur Null wieder findet und anwenden darf.

Im obigen Beispiel der Leitungselektronen von Natrium war Ty ~ 35 - 10° K, so dass die-
se Elektronen auch unter normalen Temperatur-Bedingungen als ein Fermi-Gas bei T = 0
beschrieben werden kénnen.

Ahnlich kénnen die Neutronen eines Neutronensterns (Masse M = 1,4-3 M, entsprechend
ca. 1057 Teilchen) trotz dessen Temperatur T =~ 10% K als ein nicht-relativistisches Fermi-Gas
bei Temperatur Null beschrieben werden, weil die entsprechende Fermi-Temperatur 3 bis 4
Zehnerpotenzen grofer ist.

Somit kénnen quantenmechanische Effekte auch in makroskopischen Kérpern bei nicht unend-
lich kleinen Temperaturen auftreten.

Schlieflich konnen auch grofse Atomkerne als ein ideales Zweikomponenten-Fermi-Gas aus
Protonen und Neutronen, eingeschlossen in jeweiligen Potentialen, bei Temperatur Null be-
schrieben werden. Dabei betrégt die Fermi-Energie ep =~ 40 MeV. In diesem Modell lasst
sich einfach erkliren, warum die Gesamtenergie eines Kerns einen Beitrag enthélt (,Asym-
metrieterm®), der minimal ist, wenn die Protonen- und Neutronenzahl des Kerns gleich grof
sind.

Bemerkung: Wenn quantenmechanische Effekte nicht vernachléssigbar sind, d.h. wenn das Kriteri-
um (XI.78)) nicht gilt, T < T, spricht man von einem entarteten (Fermi-)Gas. Wenn e®# > 1 ist
das Gas ,stark entarteten; bei Fermionen ist dies der Fall wenn T' < TF.

X1.3.2 b Quantitative Eigenschaften eines idealen Fermi-Gases bei niedriger Temperatur

Die Untersuchung der Eigenschaften eines stark entarteten Fermi-Gases beruht auf der Som-
merfelEntwicklung der Fermi-Dirac-Verteilung bei kleiner Temperatur. Im Sinne der Distri-
butionen gilt

fP(e) =

d.h. fiir eine beliebige Test-Funktion F(¢) gilt die Entwicklung

1 72
6

s . 251/ 4
ele=nm)/keT 11 720 @(,U, 6) (kBT) 0 (5 M) + O(T ), (XI79a)

F(e 1 2
/e(e—u)/(kB)T_i_l de o /009(6) de + F(kBT)Qg'ﬂ(u) +O(TY). (XI.79b)

(bm) A SOMMERFELD, 1868-1951
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Beweis: Sei F(¢) eine Test-Funktion. Zieht man von der Fermi-Dirac-Verteilung deren Limes fiir
T — 0 bei festem chemischem Potential ©(p — ¢) ab, so erhélt man

_ Gr o " 1 > 9:(5)
A :/J’(&') [f(F)(g) — @(u —8)] de —[mg(S) [MW - 1:| de +[L md&‘.

Das Integrand des ersten Integrals im rechten Glied kann als —1/[e~(¢=#)/k27 1 1] umgeschrieben
werden. Mit der Substitutionen = —(e—pu)/kpT in diesem ersten Integral und « = (e—pu)/kpT
im zweiten ergibt sich

(o] __ Of _
A= kBT/ F(u+ zkpT) — Fpu — xkpT) e
0 e’ +1

Dann fiihrt eine Taylor-Entwicklung des Zéhlers im Integrand zu

St 2 OOzZnJrl
A =S "(kgT)>" 25V () T it 7, / d
;( sT) W In mit In =G | w1

wobei F) die k-te Ableitung von ¥ bezeichnet.
1 —x
Anhand der Taylor-Entwicklung von - _° in Potenzen von e~ findet man
e?+1 1+4e*

o~ (=DF
In = 22 (k+ 1)2nt2°
k=0
Wenn man die Summe der geraden und die der ungeraden Terme trennt, und die Erstere als
27272 mal der Summe aller Terme umschreibt, findet man

= —1)% 1)20+1 > 1 > 1
1—2Y | | 2 3
= (2] + 1)2n+2 (2j + 2)2n+2 = (2] + 1)2n+2 pre 22n+2(k + 1)2n+2

Z 1)2n+2 o Z ; 2n+2  92n+2 Z 2n+2:|
iz (25 +2) 2 = (k+1)

k:O

> 2 1 1) — 1

—_ = 2 —_——_— .15
Z k + 2n+2 22n+2 Z k + 1)2n+2 22n kzo (k + 1)2n+2
k=0 —

d.h. Z, = (2—272") ¢(2n + 2) mit der Riemann-Funktion ¢, die bei den geraden ganzen Zahlen
einfache Werte annimmt: ¢(2) = 72/6, ((4) = 71/90, .... Insgesamt gilt somit

Il
)

F(e H > n —on n
[ = T ST =27 o0 205 ), (X179

woraus Gl. (XI1.79af) durch Trunkierung folgt. O

Mit der Sommerfeld-Entwicklung erhélt man beispielsweise die mittlere Teilchenzahl (XI1.47]) bei
gegebenen chemischem Potential und Temperatur

o 2
(N} ~ / Do) de + " (kpT)2P (1) + O(T"). (XT.80a)
70 J_ o 6
Unter Berticksichtigung des Ausdrucks (XI1.64) der dreidimensionalen Zustandsdichte wird dies zu
(2m)3/ 3/2 (4 kT’ 4
(N) ~ 0 a2z Vu s\ +0O(T%)]. (XI.80Db)
Fiir die innere Energie (XI.46|) ergibt sich
I 2
U~ / c9(e) de + (ks T)2 1% () + D)) + O(T, (XI.81a)

d.h. mit der Zustandsdichte (XI.64))
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(2m) 32 5/2 11 k'BT 4
o 52 Vi 8 . +0(T%)]. (XI.81b)
Durch partielle Integration findet man fiir das grofkanonische Potential
Q= —kpT / In [1 + e®=2)/45T)gy(e) de = — / Ne) £ () de (XL.82)
mit der Anzahl .
- / P(') de’ (X1.83)

der Ein-Teilchen-Zustdnde mit einer Energie kleiner als €. Im Grenzfall T < Ty erhdlt man mit der
Sommerfeld-Entwicklung

/ N(e)de — —(kBT)QQD( ) +O(TY). (X1.84a)
T—>0
. . . 2m)*? ., .
Mit der Zustandsdichte (XI.64)) gilt A(e) = 3273 V%2 und somit
T
2(2m)3/? kpT'\’
~ =S 4 T XI.84b
50 15m2h2 M 8 ,u +O(T7) |- (X1.84b)
Der Vergleich mit der inneren Energie (XI.81h|) gibt
2 2
_ —?U o Y- ?U (XL.85)

Dieses Ergebnis gilt in der Tat nicht nur bei kleiner Temperatur, sondern allgemeiner bei beliebiger
Temperatur insbesondere im Regime, wo das entartete Fermi-Gas durch das klassische ideale

Gas ersetzt wird [vgl. (IX.24) und (IX.26])].

Schliefslich kann man aus der inneren Energie U, der Teilchenzahl (V) und dem grofkanonischen
Potential €2 die Entropie folgern:

1
s- Lo -9
Zusammen fithren Gl. (XI.80b)), (XI.81b)) und (XI.84b)) zu

(2m)3/2
6h?
Diese Entropie — und genauer das Verhiltnis S/(N) — verschwindet im Limes 7' — 0, in Uber-

einstimmung mit dem dritten Hauptsatz der Thermodynamik, und im Gegensatz zur Entropie des
klassischen idealen Gases.

S = VukET. (X1.86)

Bemerkung: S und (N) konnen auch aus dem grofkanonischen Potential (XI.84b)) mittels partieller
Ableitungen gewonnen werden.

Die Beziehungen (XI.80), (XI.81)), (XI.84) und (XI.86|) gelten fiir ein Fermi-Gas mit festem
chemischem Potential, entsprechend einer variierenden mittleren Teilchenzahl wenn T veradndert
wird. Um die Eigenschaften eines idealen Fermi-Gases mit fester mittlerer Teilchenzahl (N) zu
erhalten, muss man g durch (N) und somit durch die Temperatur ausdriicken. Die Inversion der

Gl (XI.80a)) und der Grenzwert (XI.72)) liefern

nos (37r2)2/3;;<wq/>>2/3 {1 12(k T> +O(T4)]

d.h. mit dem Ausdruck (XI.67) der Fermi-Energie

(“D'Man kann einfach zeigen, dass G1. (XI.85) durch die Dimension des Raums (hier 3) und die Potenz (2) des Impulses
im Ausdruck £ = #%/2m der Energie vollig bestimmt ist.
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2 (T 4
~ 1——|( = ). XI.
FrZo gF[ 12 <TF) +0l )] (X1.87)
Setzt man diesen Ausdruck in die innere Energie (XI.81b)) ein, dann erhélt man
3 572 (T Y
~ (N 1+ —(=— T]. XI.
o5 >5F[ LD <TF> +0l )] (X1.88)

Daraus folgert man die isochore Warmekapazitét bei Temperaturen T' < Tx

2 T
~ —{(N)Ykp—. XI.
C(VT—>O 2 (V) BTF (XI.89)

Dies weicht vom Temperatur-unabhéngigen Ausdruck der Warmekapazitét eines klassischen idealen
Gases ab.

Bemerkung: Zusammen mit der Beziehung (XI.85)) gibt Gl. (XI.88)) einen Zusammenhang zwischen
Druck, Volumen, (mittlerer) Teilchenzahl und Temperatur, entsprechend der thermischen Zustands-
gleichung des stark entarteten Fermi-Gases.

Literatur zum Abschnitt XI.3

e Fliekbach, Statistische Physik 3], Kap. 32.

e Greiner, Neise & Stocker, Thermodynamik und statistische Mechanik [4], Kap. 14.3.

Huang, Statistical Mechanics 5], Kap. 11.1-11.2.

Landau & Lifschitz, Lehrbuch der Theoretischen Physik. Band V: Statistische Physik [7], Kap.
V §56-58.

Nolting, Statistische Physik [9], Kap. 3.2.

Schwabl, Statistische Mechanik [23], Kap. 4.3.

Ideales Bose-Gas

In diesem Abschnitt werden die thermodynamischen Eigenschaften eines idealen Gases aus Bosonen
untersucht, zundchst im Fall nicht-relativistischer massiver Teilchen (§[XI.4.1)), dann fiir Bosonen,
deren Anzahl nicht erhalten ist (§[XI.4.2)).

Xl.4.1 Ideales Gas massiver Bosonen

Gemiéf Gl. (XI.53|) lautet die Zustandsdichte eines idealen Gases aus Bosonen mit der Masse m
und dem Spin s
(2m)3/ 2
125 VeOB(e). (XT.53))
Dabei hat der Grundzustand die Energie €; = 0. Wiederum wird die mittlere Besetzungszahl eines
Energieniveaus durch die Bose—Einstein-Verteilung

1
By
FNE) = et 1

PD(e) = (25 + 1)V

mit 1 < 0 (X1.90)

gegeben.
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Abbildung X1.3 — Verlauf des Polylogarithmus Lis /5(2)

Xl.4.1 a Massive Bosonen bei tiefer Temperatur. Bose-Kondensation
Geméf Gl. (XI.59)—(XI.60) kann die Teilchendichte n = (N)/% eines idealen Bose-Gases in der

Form
~ 2(2s+1) (mkpT

/2 p 2s+ 1 o keT
n = ﬁ 27‘(‘752 U_— ijT = )\th(T)?’ L13/2 (e ) (XIQla)

umgeschrieben werden, wobei Ay, (7') die thermische Wellenlédnge bei der Temperatur 7" ist. Dabei
bezeichnet Liz/, den Abb. dargestellten Polylogarithmus [54, Kap. 25.12(ii)| der Ordnung %

' B 2 %) \/E B > o

n=1

Im Limes z = e#/k8T — ( gilt Li, /2(2) ~ 2, entsprechend dem Grenzfall kleiner Teilchendichten
oder hoher Temperaturen.
Wenn die Temperatur sinkt, wihrend die Teilchendichte fest bleibt, dann nimmt der Betrag von
w ab. Fiir z — 1 konvergiert der Polylogarithmus nach einem endlichen Wert
oo
. 1 3
Ligjp(1) = > —7 = g(2> ~2612...,
n=1
mit der Riemann-Funktion (. Somit wird der Grenzwert p = 0 fiir einen endlichen Wert des Ver-
héltnisses n/ )\g’h erreicht, d.h. bei fester Teilchendichte fiir eine positive Temperatur Ty gegeben

durch 32 ) 2/3
mkpTy 3 2h 1 n
e=een() o3) ¢ n= 2] (X192)

Diese Temperatur Ty héngt nur von einer einzigen thermodynamischen Zustandsgrofte, der Teil-
chendichte n, ab.

Fiir eine Temperatur T > Ty und eine feste Teilchendichte n hat Gl. eine einzige
negative Losung in p. Die thermodynamischen Eigenschaften des entsprechenden idealen Bose-Gases
in diesem Regime werden hiernach in § [XT.4.1 D] untersucht.

Fiir T < T wird nAqn(T)3/(2s + 1) > ¢(3), so dass Gl (XL91a) keine Losung mit p < 0 hat.
Dies bedeutet, dass Gl. (XI.91al) fiir solche Temperaturen nicht gilt.
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Physikalisch erwartet man, dass sich die Teilchen bei tiefen Temperaturen auf den niedrige-
ren Energieniveaus befinden. Nimmt man beispielsweise an, dass die Teilchen in einem quaderfor-
migen Volumen mit periodischen Randbedingungen eingeschlossen sind, so sind die Ein-Teilchen-
Energieniveaus durch Gl. gegeben, mit einem (2s + 1)-mal entarteten Grundzustand mit
Energie e1 = 0. Da die Teilchen Bosonen sind, kénnen auf einem niedrigen IN-Teilchen-Energieniveau
viele Teilchen im Ein-Teilchen-Grundzustand sein.

Sei (No(T")) die durchschnittliche Anzahl von Teilchen in diesem Grundzustand. Dann gilt

1 1
(N) =) Gosiar 1 — (MNo(T) + EZ;E Gy (X1.93)
a a;€q>€1
mit o5t 1
S
(No(T)) = e—n/ksT _ 1

Wenn |p|/kgT der Ordnung 1/(N) o 1/9 ist, wobei eine feste Teilchendichte angenommen wird,
dann ist (No(T")) ,makroskopisch®, d.h. proportional zum Volumen bzw. zur mittleren Teilchenzahl
(N(T)) ~ (254 1)L ~ (N, (X1.94)

=0~ |l

Fiir das erste angeregte Energieniveau gilt £, o< 1/L?, wobei L eine der Kantenlingen des
Volumens ¥ bezeichnet. Aus L & V3 ~ (N)'/3 folgt e, % (N)~2/3. Dann ist die mittlere Be-
setzungszahl (n,) der Ordnung (N)%?, d.h. viel kleiner als (No(T')). In einem solchen Fall ist die
mittlere Besetzungszahl keine langsam variierende Funktion der Energie fiir ¢ — 0, so dass das
Ersetzen einer diskreten Summe durch ein Integral nicht zuléssig ist.

Dagegen wird die Besetzungszahl regulér fiir ¢, > €1, so dass die Summe iiber die angeregten
Niveaus durch ein Integral ersetzt werden kann. Dazu gilt fiir diese Energieniveaus p < &4, S0
dass man g = 0 im entsprechenden Integral annehmen kann. Insgesamt lautet also die mittlere
Teilchenzahl fir T < T}

(N) = (No(T))+/0°°e€/Z(TE)_1dg: (NO(T))+(23+1))€(<;>, (X1.95)

wobei (No(T)) durch Gl. (XI.94) gegeben ist.
Mithilfe der Definition (XI1.92)) der Temperatur Ty kann man diese Gleichung noch in der Form

{(No(T)) TN

=1 = fir T < Tq XI1.96
(N) i ur £ < 1o ( )

schreiben. Darauf sieht man, dass sich ein makroskopischer Anteil der Bosonen im Grundzustand

befindet, der mit abnehmender Temperatur zunimmt. Im Grenzfall T' = 0 sind alle Bosonen im

Ein-Teilchen-Grundzustand, (No(T'=0)) = (N), wie zu erwarten war.

Dieses Phdnomen einer makroskopischen Besetzung des Ein-Teilchen-Grundzustands wird als
Bose-Einstein-Kondensation bezeichnet, und T ist die Temperatur des Phaseniibergangs zwischen
dem ,normalen Bose-Gas und dem Bose—Finstein-Kondensats.

Bei dieser Kondensation muss man beriicksichtigen, dass sie nicht — wie beispielsweise im Fall
der Kondensation eines Dampfs — im Ortsraum, sondern im Impulsraum stattfindet: Im Kondensat
befinden sich Teilchen im Zustand mit dem minimalen Impuls — hier entspricht € = 0 tatséchlich
7 =0, d.h. mit der maximalen Delokalisierung — A\, geht nach oo wenn 7" — 0 — im Ortsraum.

Um das Verhalten bei fester Temperatur T' < Ty zu finden, kann man GI. als

n= 0 _ ) o 1)4(3> (”;:23)3/2 (X1.97)

v v 2

umschreiben. Der zweite Term im rechten Glied héngt nur von der Temperatur ab, und bleibt
somit konstant bei fester Temperatur. Erhoht man die Teilchendichte n, so &ndert sich nur der erste
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Term, d.h. die Besetzung des Grundzustands. Dagegen bleiben die mittleren Besetzungszahlen der
angeregten Ein-Teilchen-Zustdnde unverdndert.

Bemerkungen:
* Bei der Beziehung (XI.96)) muss man verstehen, dass fiir 7" — T;;” und in der Tat auch fiir T' > Tp
die mittlere Anzahl der Teilchen im Grundzustand vernachléssigbar gegen (V) ist.

x Der Abstand zwischen der Energien des Grundzustands und des ersten angeregten Niveaus ist
bis auf Faktoren der Ordnung 1

R R on NP R
NAer~v — ~ | — f2/3N]CT.
€ L2 m<<N>> < mn BL0
Die Bose-Kondensation findet bei Temperaturen viel hoher als Ae/kp statt. Jedoch bleibt der erste
angeregte Niveau viel weniger besetzt als der Grundzustand.

x Der Ein-Teilchen-Grundzustand — d.h. der Zustand, in dem die Bosonen unterhalb Tj kondensie-
ren — héngt von der Wahl der Randbedingungen ab. Wahlt man z.B. stationédre Randbedingungen,
wobei die Wellenfunktion an den Wénden des Volumens Null ist, dann entspricht der Grundzustand
einem endlichen Impuls, statt 7 = 0. Diese Sensitivitiit beziiglich der Randbedingungen fiir Systeme
von nicht-wechselwirkenden massiven Bosonen bei tiefen Temperaturen stellt eine Verletzung der
Extensivitat dar, da Oberflacheneffekte einen Einfluss auf Volumen-Eigenschaften haben.

x Das Auftreten eines Phaseniibergangs zwischen Bose-Gas und -Kondensat folgt aus der Existenz
eines endlichen Grenzwerts fir Lig /2(z) im Limes z — 17, so dass die Temperatur nicht unendlich
klein werden kann.

In einem D-dimensionalen Raum ist die Zustandsdichte massiver Teilchen proportional zu e(P—2)/2,
vgl. z.B. GL und fir D = 2 bzw. D = 1. Dann wird der Zusammenhang
zwischen Teilchendichte, thermischer Wellenldnge und chemischem Potential durch eine &hnliche
Beziehung mit dem Polylogarithmus Lig(e®) der Ordnung s = D/ 2 Dieser Polylogarithmus
hat einen endlichen Grenzwert fiir e* — 17 nur fiir s > 1, divergiert aber nach +o0o wenn s <
1. Dementsprechend findet in einem ein- oder zweidimensionalen idealen Gas aus Bosonen kein
Phaseniibergang statt, da die thermische Wellenlédnge in GI. unendlich grofs werden kann.
Diese Abhéngigkeit der Eigenschaften eines Phaseniibergangs von der Raumdimension ist in der
Tat ein allgemeines Phanomen.

X1.4.1 b Thermodynamik des idealen Bose-Gases oberhalb der Ubergangstemperatur

Die thermodynamischen Eigenschaften der beiden Phasen konnen jetzt hergeleitet werden. Der
Kurze halber wird s = 0 angenommen: dann vereinfacht sich der Spin-Entartungsfaktor zu 1.
Ausgehend aus dem groﬁkanonisehen Potential | m erhalt man den Druck

fP—— — kBTZln[ elh— €a>/kBT] (X1.99)

d.h. nach dem Ersetzen der diskreten Summe durch ein Integral

kT kT
P=—"22 [In(1 — e/keTee/ksT) G(c) de = Lis o (e/k87T XT1.100
P, /n( e e ) ( ) )\th( ) 15/2(e ) ( )
mit dem Polylogarithmus der Ordnung %
4 00 x3/2 X .n
. . o -

Lis/s(2) = f \f In(1-ze™®)de = Sﬁ/o = nzl 7 (XL.101)

(42) Aus dimensionalen Griinden soll diese Bezichung
N~ < Lipa(e®) (X1.98)

Ath

sein, wobei die beiden Seiten die Dimension [Lénge] ™" haben.
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Mithilfe der Beziehung (XI1.91al) kann man die thermische Wellenldnge durch die Teilchendichte

in Gl. (XI.100)) ersetzen:
P Li5/2(eu/kBT)

kgT -n Li3/2 (eﬂ/kBT)
wobei das chemische Potential y mithilfe der Beziehung n\g, (7)% = Lis /2 (e“/ kBT) durch die Tem-

peratur und die Teilchendichte ausgedriickt werden kann.
Im Limes kleiner Fugazititen z = e*/k87T <« 1 gilt Liz/o(2) ~ Lis/s(2) ~ 2, und somit

U
W ~
entsprechend der thermischen Zustandsgleichung eines klassischen idealen Gases — und der Ver-
nachlassigbarkeit der Quanteneffekte.

Durch partielle Integration findet man einfach, dass die innere Energie [Gl. (XI1.46))]

15
U= / e D) e

mit dem Druck und dem Volumen tiber

fiir T > Ty, (X1.102)

n,

Li5/2 (eu/kBT)

— = kT fir T > T; XI.103
Li3/2(eﬂ/’fBT) B ur 0 ( )

3 3
U=32v="3(N)

verkniipft ist. Dieser Ausdruck reduziert sich zur inneren Energie U = %(N YkpT eines klassischen
idealen Gases im Limes kleiner Fugazitéten.

Die Ableitung dieser inneren Energie nach der Temperatur bei festem Volumen und fester Teil-
chenzahl gibt die isochore Warmekapazitat

Cy _ 15Li5p(2) 9 Ligp(2)
(N)kp 4 Ligj(z) 4 Lijj(2)
Aus Gl folgt zuerst

Co= SN ka2 4 Sk [ Liw(ﬂ(dz)w S o

fiir T > Ty, (X1.104)

2 BLig/Q(Z) 2 & L13/2(Z) ﬁ
Die Beziehung (XI1.91af) mit 2s + 1 = 1 fithrt zu

AL dLi
.13/2(2) _ d)\th(T) _ _§£ o M = —i L13/2(Z)
Liap(x) o) 27T ar T
Dies gibt
& dLiz/p(z)  dLigp(z)dT —iLi (2) ar
dz  dar dz 21 VWi
d.h. & By /e
ar =~ o1 8V dz

Dann gibt die einfach zu priifende Formel

d Li; .
Pt (2) =Lis_1(2) VY|z|<lunds>1
dz
zum einen dz 3 Liz/o(2) B
dT 2T Lijjs(z)
und zum anderen
ZiLl5/2<Z) _ z dL15/2(2> _ ZL15/2<Z) dLl3/2(Z) _ _ Lll/Q(Z) L15/2(Z)
dz Ligja(z)  Ligje(z) dz [Lig/2(2)]*  dz [Liz/2(2)]2

Das Einsetzen der zwei letzteren Gleichungen in Gl. (XI.105)) liefert die isochore Wéarmekapazi-
tat (XI1.104]). m|
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Fiir z <« 1 wird die isochore Warmekapazitét zu Cy ~ 3(N)kp, in Ubereinstimmung
mit dem entsprechenden Limes fiir die innere Energie — und mit dem klassischen Wert.

Wenn z — 17, entsprechend T — T, konvergieren Lis /2(2) und Liz j5(2) nach endlichen Werten,
withrend Lij /5(2) nach oo divergiert. Insgesamt konvergiert Cyp/(N)kp nach dem endlichen Wert

15¢(5)/4¢(2) ~ 1,925.

Schlieflich kann man die Entropie erhalten

_U+2V—p(N) _ |5Lisp(e™sT)  p

5 T | 2Ligjp(en/ksT)  kpT

(NYkg fiir T > To. (X1.106)

Im klassischen Limes /%87 < 1 gibt die Beziehung (XI.91a) mit 25+ 1 =1
1

NY\n(T)3
T (T & kpT i rt;( )’>

so dass sich die Entropie (XI.106)) zur Sackur—Tetrode-Entropie ([X.28)) des klassischen idealen Gases
reduziert.
Fiir T — T, geht u nach 0, und die Entropie konvergiert nach 5((%)/2@(%) ~ 1,284(N)kp.

X1.4.1 ¢ Thermodynamik des Bose-Kondensats

Der Anfangspunkt fiir das grofkanonische Potential bzw. den Druck unter der Ubergangstempe-
ratur Ty ist die Beziehung (XI.99)). Jetzt soll aber der Betrag des Grundzustands separat betrachtet
werden:

P— _kBTT In(1 — eu/kBT) _ kB{VT/ln(l — e“/kBTe_E/kBT) D(e)de

Im ersten Term ist 1 — e#/k8T ~ r1/_1, d.h., der Beitrag dieses Terms ist vernachlassigbar im
thermodynamischen Limes. Dies bedeutet, dass das Bose-Kondensat nicht zum Druck beitragt.

Dazu kann man im zweiten Term p = 0 annehmen, weil das chemische Potential vernachléssigbar
gegen die Energien der angeregten Niveaus ist. Schliefslich lautet der Druck fiir T < Tj

3/2
P— g(i)Ath(T)?’ kpT = g(i) (2:;2) (kpT)*? fir T < T (XL.107)

mit ¢(5) ~ 1,342.
Daraus folgert man die innere Energie

3 3.(5 m /2 5
-2 e /2
U=32V 2(<2) (27%2) V(kpT)>?.

Wenn man das Volumen mithilfe der Gl. (XI1.97) fiir " — T}, durch die thermische Wellenlénge bei
Tp und die mittlere Teilchenzahl (N) ausdriickt, dann ergibt sich

_3¢(3) Aa(To) ] 3¢(5)
BERE A [/\th(T)] - 2¢(3)

d.h. U wichst wie T5/2 unterhalb Tp.
Der letztere Ausdruck lésst sich einfach nach der Temperatur bei fester Teilchenzahl ableiten;
dies gibt die isochore Wérmekapazitat

Cy _15¢(3) (T
(NYkp 4 ¢(3)\To
Wenn T — T, konvergiert Cy/(N)kp nach dem gleichen Wert 15((3)/4¢(3) wie fiir T — Ti'.

Die isochore Warmekapazitéit ist also stetig in T = Tjy. Dagegen ist deren Ableitung nach der
Temperatur unstetig in T = Tj.

T \3/2
(N)kBT<T> fiir T < Ty, (X1.108)
0

U

3/2
> fiir T < Tp. (X1.109)
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Py U
(N)kpT (N)YkpTy
1 61—
47
0.5 L
2_
% ] > 3 i - /TOOOK i > 3 i ‘T T
S Cy
N)kp (N)kp
27
37
1.5
27
17
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. S I ‘T/TO% S E R — ‘T/TO

Abbildung Xl.4 — Thermische Zustandsgleichung (oben links), innere Energie (oben
rechts), Entropie (unten links) und isochore Wiarmekapazitiat (unten rechts) eines drei-
dimensionalen idealen Bose-Systems. Die gestrichten blauen Linien entsprechen den klassi-
schen Werten.

Schlieflich ist die Entropie des Kondensats Null — der Mikrozustand ist genau bekannt —, so
dass die Entropie unterhalb T nur von den (N) — (Ny(T")) nicht-kondensierten Teilchen kommt.
Unter Nutzung der Gl. (XI1.96) und (XI.106|) fir p = 0 erhdlt man

5¢(3) (T )3/2

S=- — (N)kp fir T < Tp. (XI.110)
2¢(3) \To

Dies verschwindet fiir T — 0, entsprechend der Kondensation aller Teilchen im Grundzustand, und

wird zusammen mit anderen thermodynamischen Zustandsgrofen des Bose-Systems in Abb. [XL.4]

dargestellt.

Bemerkung: Die Entropie und ist zwar kontinuierlich in T" = Tj, weil die nicht-
kondensierte Phase auch unterhalb Tj existiert. Betrachtet man aber die spezifische Entropie S/N
jeder Phase, mit N der Anzahl von Teilchen in der zugehorigen Phase, dann findet man S/N =
5¢(2)kp/2¢(3) in der nicht-kondensierten Phase und S/N = 0 im Kondensat, d.h. die spezifische
Entropie ist unstetig, entsprechend der Existenz einer latenten Wérme. Somit kann man die Bose—
Einstein-Kondensation als ein Phaseniibergang 1. Ordnung betrachten.
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X1.4.2 Photonen und Phononen

Dieser Abschnitt befasst sich mit einem weiten Anwendungsbereich der Bose—Einstein-Statistik,
und zwar mit der Beschreibung von Systemen, deren angeregte Zustinde als harmonische Oszilla-
toren modelliert werden kénnen.

X1.4.2 a Anregungen eines Systems. Bosonen mit nicht erhaltener Anzahl

Betrachte man ein physikalisches System, das quantenmechanisch behandelt wird. Es wird an-
genommen, dass sich dessen angeregte Zustdnde verhalten wie solche von M unabhéngigen, d.h.
nicht-wechselwirkenden, harmonischen Oszillatoren mit jeweiligen Kreisfrequenzen w,,. Dabei fasst
der Index m die notigen Quantenzahlen zusammen, die einen angeregten Zustand charakterisieren,
wahrend M als die Anzahl der Moden bezeichnet wird. Im Allgemeinen ist M nicht gleich der An-
zahl N von Bestandteilen des Systems, jedoch M ist proportional zu N bzw. zum Volumen ¥ des
Systems.

Unter dieser Annahme lautet die Energie eines Figenzustands des Systems

M
E=Ey+ Z N B, (XL.111)
m=1
mit ganzen Zahlen n,, € IN fir m = 1,..., M. Jeder angeregte Zustand des Systems wird ein-

deutig durch eine Menge {n,,} solcher Zahlen charakterisiert. In Gl. (XI.111)) ist Ey die Energie
des Grundzustands des Systems, die insbesondere die Nullpunktenergie > . %hwm der Oszillatoren
enthalt.

Da die Anzahl der Moden genau bekannt ist, kann man den kanonischen Formalismus anwenden.
Ausgehend aus dem Ausdruck der Energie der angeregten Zusténde lasst sich die kanonische
Zustandssumme des Systems einfach berechnen, indem man die Summe des Boltzmann-Faktors e #¥
iiber alle Mengen {n,,} € N™ bildet:

Zu(B,V) =) exp
{nm}

M
_5<E0 +) nmhwm>]
m=1
M 00 M 1
e ] < > e_nmgmm> = ] o (XL.112)

m=1 “ny,=0 m=1

Somit lautet die freie Energie des Systems
1 1
F(B,7) = ~5 I Zu(5, V) = Eo + 5 I1 ln<1 - e*ﬂmm). (XL.113)
m=1

Im Folgenden wird die Grundzustandsenergie Ey weggelassen, entsprechend der Wahl des Nullpunkts
fiir die Energie.

Diese freie Energie F' ist genau gleich dem grofskanonischen Potential eines idealen Gases aus
identischen Bosonen bei der gleichen Temperatur und beim chemischen Potential © = 0, wobei jedes
Boson M Ein-Teilchen-Zustdnde mit Energien

Em = lwnm (X1.114)

besitzt. Wegen des verschwindenden chemischen Potentials ist das grofkanonische Potential dieses
Bose-Gases gleich dessen freier Energie. Hiernach wird der tiefgestellte Index M in der kanonischen
Zustandssumme (XI.112|) nicht weiter geschrieben.

Physikalisch stellen diese Bosonen Anregungsquanten dar. Wenn sich das System in einem durch
die Zahlen {n,,} charakterisierten angeregten Zustand befindet, kann man dquivalent betrachten,
dass jeder Zustand mit der Energie €, mit n,, Bosonen besetzt wird. Je nach dem System werden
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die Anregungsquanten unterschiedlich bezeichnet: Photonen im Fall der Anregungen des elektroma-
gnetischen Feldes, Phononen fiir die Vibrationsmoden eines Festkorpers, Magnonen fiir die Moden
assoziiert mit den Spinwellen in einem magnetischen Material, usw.

Das verschwindende chemische Potential p = 0 bedeutet, dass die gesamte Anzahl von Bosonen
>~ nyy, nicht festgelegt ist, auch im Mittel, sondern frei fluktuieren kann. Tatséchlich hangt > n,, vom
angeregten Zustand ab, in dem sich das System befindet. Im kanonischen Ensemble kann aber das
System in jedem Zustand sein, mit einer durch den Boltzmann-Faktor gegebenen Wahrscheinlichkeit.
Beim Ubergang zwischen zwei Eigenzustéinden kann man betrachten, dass einige Bosonen in einigen
Ein-Teilchen-Zusténden vernichtet werden, wiahrend eine im Allgemeinen unterschiedliche Anzahl
anderer Bosonen in anderen Zustdnden erzeugt werden.

Die durchschnittliche Besetzung einer gegebenen Mode m, d.h. die mittlere Anzahl von Anre-

gungsquanten in der Mode m, wird durch [Gl. (XI.33[)—(XI.34))]
1 Oz 1
B Oey  ePem —1

gegeben, entsprechend dem Bose-Faktor (X1.37) mit = 0 bzw. o = 0.

(M) = (X1.115)

Fiir makroskopische Systeme wird die Anzahl M der Moden grof, wihrend deren Abstand
abnimmt. Somit kann man eine zugehorige kontinuierliche Zustandsdichte %(¢) einfithren. Die freie

Energie (XI1.113)) des Systems wird dann zu

1
F=3 / (1 — %) 9(e) de. (XL.116)
Sukzessive Ableitungen liefern dann die innere Energie
dlnZ €
U=- 5 —/eﬂg_l@(s)ds (XI.117)
und die isochore Warmekapazitit
oU ou g2 efe
Cyo=|==) =-kpp?( =) =k 2/ de. XI.118
v <8T)q/ s0 <85 >q/ B0 (e —1)2 e)de ( )

Aus der freien und der inneren Energie folgt die Entropie S = (U — F')/T. Schliefslich lautet die
durchschnittliche Anzahl angeregter Quanten

<Z nm> :/eﬁfl—l PD(e) de. (XI.119)

X1.4.2 b Photonen im thermischen Gleichgewicht

Ein historisch wichtiges Beispiel von Anwendung der obigen Ergebnisse betrifft das elektroma-
gnetische Feld in einem leeren abgeschlossenen Hohlraum. Wenn die Wéande des Hohlraums erhitzt
werden, dann geben sie Warmestrahlung ab — beispielsweise weil die angeregten Atome der Wénde
in niedrigere Energieniveaus i{ibergehen. Dieses abgestrahlte elektromagnetische Feld kann wieder
absorbiert werden, bis sich ein Gleichgewicht zwischen dem Feld und den Wénden einstellt.

In diesem Abschnitt werden die Eigenschaften des elektromagnetischen Felds in diesem Gleichge-
wicht untersucht. Somit erhilt man die Eigenschaften der Strahlung eines erhitzten Kérpers. Neben
der reduzierten Planck-Konstante i wird auch die Planck-Konstante h = 27h benutzt.

Moden des elektromagnetischen Felds in einem Hohlraum. Photonen

Klassisch kann man die Maxwell-Gleichungen der Elektrodynamik im Vakuum gel6st werden,
um das elektromagnetische Feld im Hohlraum zu erhalten. Eine genauere Behandlung sollte auf der
quantisierten Version der Elektrodynamik beruhen, deren Ergebnisse hiernach mithilfe intuitiver
Argumente dargelegt werden.
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Im Vakuum sind die Lésungen der Maxwell-Gleichungen Uberlagerungen von monochromati-
schen ebenen Wellen mit Wellenvektor k und Kreisfrequenz w bzw. Frequenz v, wobei diese Grofen
iiber die Dispersionsrelation

w = 2mv = c|k| (XI.120)

verkniipft sind.

Bei der Quantisierung der Elektrodynamik wird jeder solchen Mode (w,%) ein harmonischer
Oszillator mit derselben Kreisfrequenz assoziiert. Ein gegebener Eigenzustand der Oszillatoren fiir
das elektromagnetische Feld in einem Hohlraum kann als eine Menge von Anregungsquanten, den
sog. Photonen, beschrieben werden. Der Impuls eines Photons mit dem Wellenvektor k wird gegeben
durch die de Broglie-Gleichung

7= hk (XI.121a)

und dessen Energie durch
e = hwE = helk| = |P|e. (XI.121b)

Der Vergleich der letzteren Beziehung mit dem dem relativistischen Ausdruck e = /p2c2 + m2ct
der Energie zeigt, dass das Photon als ein masseloses Teilchen betrachten werden soll.

Bisher wurde die Polarisation, d.h. die Richtung des elektrischen Feldes einer ebenen Welle, nicht
beriicksichtigt: aus der Maxwell-Gauk-Gleichung V - E(7*) = 0 folgt im Impulsraum & - E(k) = 0,
so dass die Polarisation senkrecht zum Wellenvektor ist. Somit gibt es zwei unabhéngige Polarisa-
tionsmoden fiir jeden Wellenvektor k. Dementsprechend kénnen Photonen mit einem gegebenen k
zwei unterschiedliche Spin-Zustdnde annehmen.

In der Quantenelektrodynamik sind die Photonen eigentlich Teilchen mit dem Spin 1. Daher
konnte man drei mogliche Spinzustédnde (Spinprojektionen mgh mit m, € {—1,0,1} auf ei-
ner Achse) erwarten. Wegen der Masselosigkeit konnen aber nur die Zustdnde mit my, = +1
existieren.

Zustandsdichte fir Photonen in einem Kasten

In einem Hohlraum mit einem endlichen Volumen sollen die erlaubten Moden einer durch die
Randbedingungen festgestellten Quantisierungsbedingung geniigen.

Sei der Einfachheit halber ein quaderférmiges Volumen ¥ = L,LyL., in dem die Wellen peri-
odische Born—von Karman-Randbedingungen erfiillen sollen. Dann sind die moéglichen Wellenvektor
der Form

— Ny, k.= —"nz, nNgny,n, €. (XI1.122)

Im Limes eines groffen Volumens kann die Summe iiber diese Wellenvektoren durch ein Integral
ersetzt werden. Unter Nutzung der Dichte von Zustdnden im Impulsraum (XI.55)) kommt fiir eine
beliebige ausreichend reguldre Funktion &

v 29V o vV &
2 X EE Fer) 2/9(51,) )’ d°p (271'71)3/0 FH(pc) 4mp” dp 7r2c3h3/0 F(e) e de,

wobei der Faktor 2 dem Spin-Entartungsgrad der Photonen entspricht.
Somit lautet die Zustandsdichte fiir masselose Spin-1-Teilchen in drei Dimensionen

v

=—" ¢
w233

20(e) = "2 6(e). (XT.123)

%(e) = 313

Es lohnt sich, diese Zustandsdichte in Abhéngigkeit von der Frequenz v = ¢/h des Photons zu
schreiben. Aus 9(¢) de = 9, (v) dv folgt

P, (v) = %Tq/y? o). (XT.124)
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In dieser Formel tritt & bzw. h nicht auf: es handelt sich um eine klassische Formel, die auch im
Rahmen der klassischen Elektrodynamik hergeleitet werden kann.

Bemerkung: Nimmt man nach Rayleig [56] an, dass jeder Oszillator mit der Frequenz v zwei
Moden besitzt — eine Mode fiir die kinetische Energie und eine fiir die potentielle Energie —, deren
Energie durch den Gleichverteilungssatz gegeben ist, dann ist die Energiedichte der Moden
im Frequenzintervall zwischen v und v + dv durch

Dy(v)dv  8mkpT
A dv

gegeben. Diese Energiedichte wichst mit der Frequenz v (,Ultraviolett-Katastrophe) und fiihrt
somit zu einer physikalisch unzufriedenstellenden unendlich grofen Gesamtenergie, wenn man iiber
alle Frequenzen integriert.

Thermodynamische Eigenschaften eines Photonengases
Mithilfe der Zustandsdichte (XI.123|) konnen jetzt die thermodynamischen Eigenschaften des

Photonen-Gases gewonnen werden.

1
u(v)dr =2 x Ek:BT

Das geeignete thermodynamische Potential ist hier die freie Energie F, die auch gleich dem
groftkanonischen Potential €2 ist. Der Ausdruck (XI.116|) mit der Substitution z = e = ¢/kpT im

Integral gib

(kpT)* /OO ) . 72 (kpT)*
F=-—+—"5=% In(l—e*)de=—— XI.125
w2hop L, ¢l me)de =~ g ( )
Aus F = Q = —PVfolgt dann der Strahlungsdruck
F  n?(kgT)*
=——=— : XI.12
vV 45 (he)? ( 6)

Dieser Druck kann auch mit Hilfe von Ubel;legungen aus der kinetischen Gastheorie [vgl. §|[X.4.3]
gefunden werden, indem man den Impuls Ak der Photonen benutzt.

Die freie Energie (XI1.125)) gibt auch Zugang zur Entropie

oF 472 (kpT)?
S (aTL_ R (XL.127)

die im Limes verschwindender Temperatur Null wird. Durch Ableiten der freien Energie ergibt sich
auch die innere Energie

OBF) 7 (kgT)*
U=—"F—~=— —V XI.128
ap 15 (hc)? ( )
des Photonen-Gases, die auch aus der Beziehung U = F' + T'S hergeleitet werden kann.
Man sieht, dass die innere Energie bzw. die Energiedichte e = U/4 mit dem Druck iiber

U=3PV &  e¢—3P=0 (X1.129)

verkniipft ist. Dieser Zusammenhang unterscheidet sich von der schon mehrmals gefundenen Bezie-
hung U = %iP‘V fiir massive Teilchen in drei Dimensionen.

Planck-Strahlungsverteilun

(43)Mit einer Taylor-Entwicklung und partiellen Integrationen findet man fiir das Integral

2

/ x2ln(1—efx)dx:—2/ dx:—QZ%:—Q{M),
0 n=10 n n=1 n

4

mit ¢(4) = %.

()3 W. STRUTT, Lord RAYLEIGH, 1842-1919
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Statt der iber die Frequenz integrierten Energiedichte lohnt es sich, die spektrale Verteilung
der Energiedichte u(v) zu betrachten, die den Beitrag der Photonen mit einer Frequenz im Inter-
vall [v,v + dv| zur gesamten Energiedichte beschreibt. Indem man die auf das Volumen bezogene
Zustandsdichte im Frequenzraum mit der durchschnittliche Besetzungszahl der Photonen bei der
entsprechenden Frequenz und mit der Energie eines Photons multipliziert, ergibt sich

(ny)hv, (XI.130a)

d.h. mithilfe der G1. (XL.114), (XT.115) und (XI.124)

_ 87h V3
u(v) = B ohw/kpT _ 1

(X1.130b)

Diese spektrale Verteilung von Photonen im thermodynamischen Gleichgewicht wird als Planck-
Strahlungsverteilung bezeichnet, und stellt die durch Planck gefundene Losung zum Problem der
Ultraviolett-Katastrophe dar [57], da u(v) jetzt fiir groke Frequenzen exponentiell mit v abnimmt,
wie in Abb. [XT.5] gezeigt wird.

u(v)

— T
— T

Vmax v
Abbildung XI.5 — Verlauf der Planck-Strahlungsverteilung fiir zwei Temperaturen 77 und
T, = 2Ty.

Die spektrale Verteilung ist gleich 7% mal einer Funktion von v/T. Daraus folgert
man einerseits, dass deren Integral iiber v proportional zu T% ist — vgl. , und andererseits,
dass fiir eine gegebene Temperatur 1" die Verteilung ihr Maximum fiir eine Frequenz vy erreicht,
die proportional zu T ist. Die Ableitung der Planck-Strahlungsverteilung fiihrt zu

kT
Vinax = 2, 821%, (X1.131)

wobei 2,821 die approximative Losung der Gleichung 3(1 — e™%) = x ist.

Bemerkungen:

x Fiir Frequenzen v < vy wichst die Planck-Strahlungsverteilung (XI1.130b) quadratisch mit v,
entsprechend dem Ergebnis von Rayleigh.
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* Die spektrale Verteilung ist unabhéngig von der Richtung des Impulses des Photons, und somit
isotrop im Raum.
% Statt einer Verteilung in v kann man die Verteilung in w schreiben. Aus u(v) dv = u(w) dw folgt

h w3
72¢3 ohw/kpT _ 1"

u(w) = (X1.132)

* Das Universum wird durch eine kosmische Hintergrundstrahlung erfiillt, deren spektrale Vertei-
lun im Mikrowellenbereich in ausgezeichneter Ubereinstimmung mit der Planck-Verteilung fiir
eine Temperatur von 2,725 4 0,002 K ist.

Strahlung eines schwarzen Korpers
Wie am Anfang des Abschnitts schon erwdhnt wurde, stellt die spektrale Verteilung (XI.130Db))

auch die Verteilung der Strahlung eines erhitzten Korpers dar. Tatséchlich soll dieser Korper die auf
ihn treffende Strahlung véllig absorbieren, damit es ein vollstdndiges thermodynamisches Gleichge-
wicht zwischen ihm und dem elektromagnetischen Feld geben kann. Dabei handelt es sich somit um
einen idealisierten Korper, der als schwarzer Korper bezeichnet wird.

Beispielsweise sind Sterne in guter Naherung schwarze Korper, mit einer Temperatur von ca.
5800 K fiir unsere Sonne.

Die durch einen schwarzen Korper abgestrahlte Leistung 22 ldsst sich im Rahmen der kinetischen
Theorie einfach berechnen. Sei ein kleines Loch mit der Oberfliche d4 in einer Wand des oben
betrachteten Hohlraums bei der Temperatur 1. Photonen kénnen den Hohlraum durch dieses Loch
verlassen. Diejenigen, die im Zeitintervall [¢,¢ + d¢] mit einem Impuls im Raumwinkelelement d(2
um die Richtung (6, ¢) beziiglich der Normalen zum Loch auf d4 einfallen, waren zur Zeit ¢t — dt
in einem Zylinder mit der Grundfliche d4 und der Héhe cdt cos @ — entsprechend einem Volumen
cdtdA cos . Diese Photonen stellen nur einen Bruchteil d2/47 der ganzen Photonen im Volumen
dar. Somit ist die durch das Loch abgestrahlte Energie pro Zeiteinheit

dE  dQ
— = —u(v)dred4 cosé. (XI.133)
dt 4

Die Integration iiber den Halbraum 0 < 6 < 7, 0 < ¢ < 27 entsprechend dem Aufen des Hohlraums

gibt die gesamte abgestrahlte Leistung. Pro Flicheneinheit*>)| erhilt man

dop 1 27 o) d2E c 1 oo
aa "), d(cos@)/o dgp/o dv A 2/0 cos@d(cos@)/o u(v) dv.

Unter Nutzung der spektralen Verteilung (XI.130b), deren Integral gleich 1/9 mal der inneren
Energie (XI.128) ist, findet man das Stefan|"®|-Boltzmann-Gesetz

d%» 4. _w
ﬁ =oT mit o= @h3c2 (X1134)

der Stefan—Boltzmann-Konstante, o = 5,67 - 1078 W m=2 K=,

Bemerkung: Gleichung zeigt, dass die in die Richtung 6 abgestrahlte Energie nur von
dA4 cosf abhéngt, entsprechend der Projektion von dA4 auf die Beobachtungsrichtung. Somit ist
die Leistung pro sichtbare Oberflicheneinheit konstant — dies bildet das Lambert "P)|(-Kosinus-)
Gesetz —, was erklart, warum die Oberfliche der Sonne als eine Kreisscheibe mit gleichférmiger
Intensitéat aussieht

(44>Vgl. z.B. die Messungen des COBE Satelliten [58].
(“5)Dann spricht man von spezifischer Ausstrahlung, Ausstrahlungsstromdichte, oder auch Abstrahlungsstairke.

(bo) 7. STEFAN, 1835-1893 (PP)J. H. LAMBERT, 17281777
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X1.4.2 c Phononen in Festkorpern

Dieser Abschnitt befasst sich mit den Gitterschwingungen in einem Festkorper und mit deren
Thermodynamik.

Vibrationsmoden von FestkGrpern. Phononen
Die Kristallstruktur des Festkorpers wird durch ein (Bravais—)itter im Ortsraum dargestellt,

wobei jeder Gitterpunkt die Ruhelage eines Atoms darstellt. In erster Naherung kann man betrach-
ten, dass die N Atome des Festkorpers miteinander iiber harmonische Kréfte gekoppelt werden;
diese neigen dazu, die Atome zu ihren jeweiligen Ruhelagen zuriickzubringen.

Somit handelt es sich um ein Problem mit N gekoppelten harmonischen Oszillatoren. Die Lo-

sungen sind elastische Deformationswellen, wobei die Auslenkung #,, des n-ten Atoms von dessen
Ruhelage R, der Art

Tn(t) = AeiER-wt) g (XI.135)

Dabei sollen zwei Bedingungen erfiillt werden:

- Der Wellenvektor k£ und die Kreisfrequenz w sollen iiber eine Dispersionsrelation w = w(E)
verkniipft werden, die vom Festkorper abhéngt.

- Die moglichen Wellenvektoren nehmen nur gegebene diskrete Werte an, die durch die Rand-
bedingungen bestimmt werden.
A ist die Amplitude — die klein bleiben soll, damit die harmonische Naherung giiltig bleibt — der
Auslenkung, wiahrend der Einheitsvektor € deren Richtung gibt. In einem dreidimensionalen Fest-
korper existieren drei unabhéngige Richtungen fiir €: die erste entspricht Auslenkungen entlang der
Ausbreitungsrichtung der Welle, d.h. einer Druckwelle, und wird als Longitudinalwelle bezeichnet.
Die zwei anderen sind Transversalwellen, senkrecht zu dieser Ausbreitungsrichtung. Im Allgemeinen
héngt die Beziehung zischen w und & auch von & ab, so dass w = w(%, €).
Bemerkung: Die Dispersionsrelation w = w(E,é’) kann experimentell gemessen werden, z.B. durch
Streuexperimente.

Sei beispielsweise ein wiirfelformiges Stiick eines Festkorpers, mit dem Volumen ¥ = L3, dessen
Atome sich auf den Punkten eines kubisch-primitiven Gitters mit der Gitterkonstante a befinden.
Lings einer Seite des Gitters sind L/a Atome, so dass L/a = N'/3. Wenn man periodische Born—von
Kéarman-Randbedingungen fordert, dann soll der Wellenvektor der Art

2T 2 ny 2 _2m my 2 2T n,

kx:fnx—

o N3 W T W T N BT e T T N

(XI1.136)

mit ng,ny,n, € Z. Tatsichlich erhélt man die gleiche Anzahl von unabhéngigen Losungen, wenn
ng, ny und n, nur ganzzahlige Werte zwischen 1 und L/a = N 1/3 annehmen, entsprechen N
unterschiedlichen Werten von k. Unter Beriicksichtigung der drei Polarisationsmoden — einer lon-
gitudinalen und zwei transversalen — fiir jeden moglichen k gibt es insgesamt M = 3N unabhingige
Vibrationsmoden.

Quantenmechanisch wird jedem dieser Moden ein harmonischer Oszillator mit der gleichen Fre-
quenz zugeordnet, woraus Energieniveaus (n + 3)hw(k, €) folgen. Jeder Vibrationsmode wird somit

ein Anregungsquantum, das Phonon, assoziiert, das durch die Quantenzahlen (%, €) gekennzeichnet
ist. Um den Beitrag der Phononen zu den thermodynamischen Eigenschaften des Festkorpers zu
berechnen, soll man die Zustandsdichte

D) =Y 8(e—hwyy) (X1.137)
ke

kennen, die von den Details des betrachteten Festkérpers abhéngt.

(ba) A Bravals, 1811-1863
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Unabhéngig von dieser Zustandsdichte kann man schon das Verhalten bei hoher Temperatur
abschétzen. In diesem Regime gilt fiir die innere Energie (XI.117))

€
in Ubereinstimmung mit dem Gleichverteilungssatz ([X.18) fiir die 6N Freiheitsgrade (3N fiir die
Positionen, 3N fiir die Impulse) des Festkorpers, sowie mit dem Dulon—Petz’ Gesetz fir die
isochore Warmekapazitét

Cy =~ 3Nkp << Cymo ~3Nakp =3R=24,9 Jmol ' K" (X1.138b)

T—o00

In dem durch Einstein eingefiihrten Modell [59, [60] sind alle 3N harmonischen Oszillatoren
identisch, d.h. die Zustandsdichte (XI.137)) reduziert sich zu

P(e) =3No(e — hw). (XI.139)
Daraus folgert man sofort die innere Energie
hw

und mithilfe von Gl. (XI.118)) die Warmekapazitét
h&) )2 ehl,d/kBT

XI1.141
kT ) (ehw/kpT _ 1)2. ( )

CrV:3NkB<

Wenn man die Einstein-Temperatur Ty = hw/kp einfithrt, dann findet man
e das Dulong—Petit-Gesetz Cy ~ 3Nkp fir T > Tg;

T 2
e Cy~3Nkp <;> e Te/T fir T <« T%.

Wegen der Abwesenheit von Moden niedriger Frequenz, d.h. grofer Wellenlénge, passiert fast nichts
bei tiefen Temperaturen.

Debye-Modell

Um das fehlerhafte Verhalten des Einstein-Modells bei tiefen Temperaturen zu korrigieren, hat
Debyorgeschlagen [61], die einzige Frequenz durch eine Verteilung zu ersetzen, mit der Disper-
sionsrelation

w(k,€) =

" cp|k|  fiir longitudinale Moden,
(X1.142)

crlk| fiir transversale Moden.

Dabei héngen die (Schall-)Geschwindigkeiten cr,, ¢y vom Festkorper ab.
Diese linearen Abhéngigkeiten sind dhnlich der Dispersionsrelation (XI.120)) von Photonen. Die
entsprechende Zustandsdichte im Limes eines grofsen Volumens lésst sich einfach berechnen:
v
(2m)?
wobei der Faktor 2 vor dem ersten J-Distribution den zwei mdglichen transversalen Moden ent-

spricht. Dabei soll sich das Integral auf den Bereich B der Wellenvektoren mit &, ky, k. € [0, 27”]
beschrénken. Dies fithrt zu

9(e) = /8[25(5— herlE)) + 8(c — hey [B)] &F,

P(e) = v < 2 +13> e20(e). (X1.143)

253\ 3
2m2h cp o

(1P, L. DuLona, 1785-1838 (™ A. PrriT, 1791-1820 ("YJ. DALTON, 1766-1844
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Um die Einschrankung auf den Bereich B zu beriicksichtigen, kann man einfach annehmen, dass
die Zustandsdichte oberhalb einer Energie ep — entsprechend einer Temperatur Tp = ep/kp —
verschwindet. Diese Energie ldsst sich bestimmen, indem man die Zustandsdichte mithilfe der Anzahl
der Moden normiert, d.h. wenn man

€D
/ 9(e)de = 3N (X1.144)
0

1872 N3

fordert. Dies fiithrt zu ep = h(H) , so dass die Zustandsdichte des Debye-Modells als
2c;” +¢f vV
9N .

D) = — <€> ©(c) O(ep — &) (X1.145)

€p \ €D

umgeschrieben werden kann.

Das Einsetzen dieser Zustandsdichte in die innere Energie (XI.117)) und die Warmekapazi-
tat (XI.118)) mit der Substitution x = Be gibt jeweils

INkpT* /TD/T o’
0

U =
3

dz (X1.146)

und
(X1.147)

O 1 I 1
0 1 T/

Abbildung XI.6 — Isochore Warmekapazitit von Phononen im Debye-Modell.

e Fiir T > Tp bleibt x im Integral immer viel kleiner als 1, so dass das Integrand durch z?
approximiert werden kann. Somit findet man wieder das Dulong—Petit-Gesetz.

e Fir 7" <« Tp kann man die obere Grenze des Integrals durch +o0o ersetzen. Dann ist das
Integral im Ausdruck der inneren Energie gleich 6¢(4):

ANEgT* 1274 /T \?
3m*Nkp N 7T< )Nk:B.

~ v =
T<1p 5T T<Tp 5

XI.14
T (XL148)

Somit wichst die Warmekapazitit der Phononen wie 72 bei tiefer Temperatur.
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Bemerkungen:

x Die Debye-Temperatur gibt die typische Temperatur, unterhalb deren die Vibrationsfreiheitsgra-
de allmé&hlich gefroren werden. Man kann also erwarten, dass sie fiir ,,hartere” Festkorper grofer sein
sollte. Tatséchlich gilt fiir Diamant Tp =~ 1860 K, wahrend fiir Blei Tp =~ 88 K.

x Bei sehr tiefen Temperaturen sinkt die Warmekapazitit der Phononen mit der dritten Potenz
der Temperatur, d.h. schneller als diejenige der Leitungselektronen, die linear in 7" ist [Gl. (XI.89))].
Somit wird gibt die letztere den dominierenden Beitrag zur gesamten Warmekapazitét.

Literatur zum Abschnitt X1.4

e Fliekbach, Statistische Physik 3], Kap. 31, 33-34.

e Greiner, Neise & Stocker, Thermodynamik und statistische Mechanik [4], Kap. 14.1-14.2.

Huang, Statistical Mechanics 5], Kap. 12.1-12.3.

Landau & Lifschitz, Lehrbuch der Theoretischen Physik. Band V: Statistische Physik [7], Kap.
V §62, 63, 71.

Nolting, Statistische Physik [9], Kap. 3.3.

Reif, Fundamentals of statistical and thermal physics [10], Kap. 9.13-9.15.

Schwabl, Statistische Mechanik |23, Kap. 4.4-4.7.
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ANHANG A

Einige nutzliche Formeln

J
Gaufssche Integrale: fiir a € C, Re a > 0
/ e % dy = \/j, (A.la)
woraus durch n-malige Ableitung nach a
> 2n —ax? _ ™ (2n)'
/oox e de =4/ PRSI v (A.1b)
folgt.
Verwandte Integrale sind
> 2n —ax? _ ™ (2n)'
wie sich aus der Paritét des Integrands aus Gl. ({A.1b) folgern lésst, und
o0 I
A $2n+1 e—(le dl‘ _ #' (A_ld)
Stirling-Formel
1 1 1
lnn!:n(lnn—1)+2lnn—l—21n27r+(9<n>, (A.2a)
d.h.
n n
n! ~V2mn <e> . (A.2b)



ANHANG B

Totales Differential

In diesem Anhang werden einige Definitionen und Resultate betreffend totale Differentiale dargelegt,
die in der Thermodynamik iiberall auftauchen. Dabei werden die Ergebnisse ohne mathematische
Herleitung angegeben.

Definition: Sei f eine mindestens einmal differenzierbare Funktion von n Variablen x1, o, ..., .
Sein (totales, vollstindiges) Differential ist definiert als
0 0 0
df = <(9f) dri + <8f> dro + -+ + <6f> dz,,. (B.1)
L1 a3 L2 M{aiYigo In JeiYisn
Dabei bezeichnet die Notation of
<a$k ){xi}i;ﬁk
die partielle Ableitung nach der k-ten Variablen xj, wobei die konstant gehaltenen Variablen {x;}
mit ¢ # k explizit geschrieben werden. Dagegen ist der Punkt (z1,z2,...,2,), in welchem die

partiellen Ableitungen und damit das Differential berechnet sind, nicht spezifiziert.

Bemerkung: Mathematisch gesehen sind Differentiale (sowohl totale als inexakte) sog. Differential-
forme vom Grad 1, oder kurz 1-Forme.

Das Differential stellt die (infinitesimal kleine) Anderung der Funktion f dar, wenn sich die
Variablen {x;} infinitesimal &ndern. Bezeichnet man mit de den n-dimensionalen Vektor mit Kom-
ponenten (dzi,...,dz,), der die kleine Anderung im Raum der Variablen darstellt, und mit V
den n-dimensionalen Gradienten mit Komponenten (9/0z1,...,0/0x,) — in der Praxis sollte der
differentielle V-Operator auf eine differenzierbare Funktion angewandt werden —, dann ldsst sich
die Definition [B]in der kiirzeren Form

df =dx - Vf, (B.2)
umschreiben, wobei - das euklidische Skalarprodukt im n-dimensionalen Variablenraum bezeichnet.

Seien A = (ay,...,ay) und B = (by,...,by,) zwei Punkte im Raum der Variablen (x1,...,zy,).
Dann ist das (Linien)Integral

B
/A df = £(B) — £(4) (B.3)

unabhéngig vom Weg, entlang dessen integriert wird. Daraus folgt, dass fiir jeden geschlossenen
Weg 6 (im Raum der Variablen)

7{@ df = 0. (B.4)
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Integrabilitatsbedingungen

Es seien n differenzierbare Funktionen ¢4, ..., ¢, der Variablen z1, ..., x,,. Mit den Differen-
tialen {dz;} der letzteren kann man dann die Differentialform
O1(x1, .. mp)day + -+ On(z1, ..y 2p) Aoy, = 0P(21, ..y 2y) (B.5)

definieren. Man kann zeigen, dass 6® genau dann ein totales Differential ist, wenn die n(n — 1)/2

Integrabilititsbedingungen
(g%) = (?) fir alle j < k (B.6)
Tk Haiign Ti Maitins

iiber die partiellen Ableitungen der Funktionen {¢;} erfiillt sind. Dann heifst 6@ integrabel oder
exakt. Sonst wird d® inexaktes Differential genannt.

Dass die Bedingungen notwendig sind, folgt sofort aus dem Satz von Schwar

Falls es nur zwei (unabhéngige) Variablen z und y gibt, wird oft Gl. (B.5)) in der Form

60(x,y) = ¢u(x,y) dz + ¢y (z,y) dy (B.7)

geschrieben. Dann gibt es nur eine einzige Integrabilitatsbedingung:

(88?)36 - (‘Zy)y (B3)

Betrachte man jetzt ¢, ¢, als die 2- und y-Komponenten eines Vektorfeldes 5(3:, y), dann ist diese

Bedingung dquivalent zur Aussage, dass die z-Komponente der Rotation von q_5 Null ist: (@ X qz) ,=0.

(PWH. A. ScHWARZ, 1843-1921



ANHANG C

Homogene Funktionen

Definition: Eine reelle oder komplexe Funktion f von n reellen Variablen wird als (positiv) homogen
vom Grad k bezeichnet, wenn fiir alle x1,...,x, € R und alle positiven reellen Zahlen A > 0 gilt

FOz1, .. Azn) = Nof(zr, ... 20). (C.1)

k wird auch Homogenitdtsgrad genannt.

Aus der Definition der (partiellen) Ableitung folgt sofort, dass wenn eine homogene Funktion f
vom Grad k differenzierbar ist, dann ist jede partielle Ableitung 0 f/0z; homogen vom Grad k — 1.
Theorem (Satz von Euler): Eine stetig differenzierbare Funktion f ist homogen vom Grad k genau
dann, wenn sie der Identitét

Of (x) Of (x)
e =k C.2
R e 9 (©2)

fiir alle x4, ..., x, geniigt, wobei die kiirzere Notation & = (x1,...,x,) benutzt wurde.

x1



ANHANG D

Legendre-Transformation

D.1 Legendre-Transformation einer Funktion einer Variable

Sei f(x) eine strikt konvexe reelle Funktion einer reellen Variable z auf einem Definitionsintervall
Z, d.h. fiir alle 21,22 € Z mit 21 # x2 und A\ €10, 1] gilt

FAz1 + (1= Nag) < Af(x1) + (1= N)f(a2). (D.1)

Sei zudem angenommen, dass f zweimal stetig differenzierbar ist.

Dann ist die erste Ableitung f’ streng monoton wachsend und die zweite Ableitung f”(z) dement-
sprechend nicht-negativ fiir alle € Z. Die Funktion y auf Z definiert durch y(z) = f/(z) fir alle
x € 7 bildet bijektiv nach ihrer Wertemenge J ab, und ist somit invertierbar. Hiernach wird die
Umkehrfunktion als x(y) bezeichnet.

Die Legendre-Transformierte der Funktion f ist eine Funktion g auf J definiert fiir alle y € J
durch

[ o) = y2(y) — F(=0)- ] (D.2)

Da die Ableitung von g nach der Variable y gleich x(y) ist, findet man, dass die Riicktransfor-
mierte von g genau f ist.

Die Riicktransformierte wird definiert durch h(z) = zy(z) — g(y(2)) mit z(y) = ¢'(y). Die
Anwendung der Kettenregel an Gl. (D.2)) gibt

9'(y) = z(y) +yz'(y) - f'(z(y) «'(y) = x(y),
so dass z(y) = x(y): die Riicktransformierte ist durch h(z) = zy(x) — g(y(z)) = f(z) gegeben,
wobei Gl. (D.2)) benutzt wurde. |

Zudem gelten Beziehungen zwischen den Ableitungen von f und g nach ihren jeweiligen Variablen
ab der zweiten Ordnung, insbesondere

(@) g" (y(@)) = " (2(v)) g"(y) =1 (D.3)
an den Punkten, wo f”(x) positiv ist. Somit ist g ebenfalls konvex.

Bemerkungen:

« Falls f strikt konkav ist — d.h. wenn das Kleiner-als-Zeichen in Gl. (D.1)) durch ein Grofer-als-
Zeichen ersetzt wird —, kann man auch die Legendre-Transformierte mit Gl. (D.2)) definieren: g ist
dann auch konkav.

x Hier wurde die Definition mit der in der Mathematik und der analytischen Mechanik {iblichen
Konvention ¢g(y) = yx— f(x) dargelegt. In der Thermodynamik und der Statistischen Physik — und
insbesondere in diesem Skript — nennt man oft ,Legendre-Transformierte deren Negative f(x)—yzx.
Dann ist die Legendre-Transformierte g konkav bzw. konvex, wenn f konvex bzw. konkav ist.
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Legendre-Transformation einer Funktion mehrerer Variablen

Sei jetzt eine Funktion f(z1,...,2Zp,t1,...,tp) von n + p reellen Variablen, mit
82
/ >0
al‘j 81}k
fiir alle j,k = 1,...n und in jedem Punkt des Definitionsbereich. Fir jedes j = 1,...,n wird eine

Funktion y; durch
yi (L} () = gj;_({xi}, ()

definiert, wobei die Funktionen z;({y;}, {tx}) die Umkehrfunktionen bezeichnen.
Die Legendre-Transformierte g von f beziiglich der Variablen {z;} wird definiert durch

91, Yty tp) = Zijj — flx1,. .., a0, t1, .. tp), (D.4)

wobei die (y1,...,Yn,t1,...,tp)-Abhéngigkeit der Funktionen z; nicht geschrieben wurde. Hier auch
ist die Riicktransformierte von g genau f.
Man sieht sofort, dass die ersten Ableitungen von f und g nach t; negativ zueinander sind:

§g<{y,-}, () = —gquxi},{tm (D.5)

Fiir die zweiten Ableitungen von f und g nach ihren jeweiligen natiirlichen Variablen ergeben
sich mehrere Beziehungen

" 9% 0% f
Oip, = (D.6a)
j; 8yi 8yj 8.Tj 8:ck
analog zur Gl. , sowie
g _ z”: &g  f (D.6b)
y; Oty Ay; 8yj Ox;j oty

82 n 2 82
g n Z 9% f
815,- 8tk 8t Btk : 8t 837] 8y] 8yl 895; 6tk

(D.6¢)

Literatur zum Anhang D
e Greiner, Neise & Stocker Thermodynamik und statistische Mechanik [4], Kap. 4.3.

e Nolting, Analytische Mechanik [68] Kap. 2.1.



ANHANG E

Jacobi-Determinanten

muss verbessert werden...

Wenn vy, ..., y, Funktionen der n Variablen z,...,x, sind, dann ist die Jacobi-Determinante
fiir die Variablendnderung {z;} — {y;} durch
e Jy;
AR D) = det ( yl) (E.1a)
O(w1,...,7p) 0xj ) i1, .m

definiert. Diese Determinanten gentigen

8(y1,...,yn) _ [8(1’1,...,.%71)]_1 _ a(yla--wyn) d(zla-'wzn) ) (Elb)
d(z1, ..., 20) d(y1, .-, yn) d(z1,...,2n) O(z1,...,2p)

Dann gilt

oy Oy, .. 20)
o = : E.2
(8x1>127. e, OT1,22,...,70) (E-2)
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ANHANG F

Zufallsvariablen

F.1 |Definition|[ 178

F.2 [Erwartungswerte und Momente| 180

F.3 [Spezielle WahrscheinlichkeitsverteiIungen| 181
F.3.1 |Diskrete Gleichverteilung| 18
F.3.2 |Bernoulli-Verteilung 181
F.3.3 |Binomialverteilung| 181
F.3.4 Poisson-VerteiIung|182
F.3.5 [Stetige Gleichverteilung] 182
F.3.6 |GauB-Verteilung| 182
F.3.7 [Exponentialverteilung] 182
F.3.8 [Cauchy—Lorentz-Verteilung| 182
F.4 |Mehrdimensionale WahrscheinlichkeitsverteiIungen| 183
F4.1 [Definitionen| 183
F4.2 Stochastischg Unabhéngigkeit| 184
F.4.3 [Summe von Zufallsvariablen| 184
F.4.4 [Mehrdimensionale GauB-Verteilung| 185

F.5 [Zentraler Grenzwertsatz| 185

In diesem Anhang werden einige Elemente der Wahrscheinlichkeitstheorie dargestellt, insbe-
sondere der Theorie der Zufallsvariablen, unter dem Gesichtspunkt eines an praktischen Fakten
interessierten Physikers.

Definition
Der Begriff der Zufallsvariable (auch stochastische Variable oder Zufallsgrifie genannt) X beruht
auf zwei Elementen:

a) Die Menge (Ergebnismenge, Zustandsmenge) Q0 der moglichen Werten (Realisationen) x der
Ergebnisse eines Zufallsexperiments.

Diese Menge kann diskret oder kontinuierlich sein, oder teilweise diskret und teilweise kontinu-
ierlich. Aufterdem kann die Zustandsmenge mehrdimensional sein. Dementsprechend spricht
man jeweils von einer diskreten, kontinuierlichen (oder stetigen), oder mehrdimensionalen
Zufallsvariable. Die Letzteren werden hiernach als Vektoren X bezeichnet.

Ein Beispiel einer diskreten bzw. stetigen eindimensionalen Zufallsvariable ist die Projektion
des Spins eines Teilchens auf eine gegebene Achse bzw. die kinetische Energie eines freien
Teilchens. Die drei Komponenten der Geschwindigkeit eines Brown’sche eilchens bilden
eine kontinuierliche dreidimensionale Zufallsvariable. In der statistischen Feldtheorie sind die
Zufallsgrofen Felder, die kontinuierliche unendlich dimensionale Zufallsvariablen bilden.

(™R, BROwN, 17731858
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b) Die Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber dieser Menge.

Im Fall einer eindimensionalen kontinuierlichen Zufallsvariable mit Werten in einem Intervall
(oder einer Vereinigung von Intervallen) Z wird diese Verteilung durch eine Wahrscheinlich-
keitsdichte(funktion) gegeben. Dabei handelt es sich um eine nicht-negative Funktion p,.

px(r) >0 Vel (F.1a)
die auf 1 normiert ist:

/pX(x) dz =1. (F.1b)
T

py (z) dz ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass X einen Wert zwischen z und z +dz annimmt.

Dies ldsst sich einfach auf den Fall einer mehrdimensionalen kontinuierlichen Zufallsvariable
X mit Werten in einem Gebiet G verallgemeinern:

px(®) >0 Vxeg und /pX(:z:) dPx =1, (F.2)
g

wobei das D-dimensionale Elementarvolumen um einen Punkt « als dPx bezeichnet wird.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte kann auch Dirac-Distributionen beinhalten:
p)((x) = an5(1: - xn) + Px(x)’ (F'3a)

mit der Normierungsbedingung
an + /?X(x) dr =1, (F.3b)

mit pp, > 0 und einer nicht-negativen Funktion p,.. Im Fall p,, = 0 ist X einfach eine diskrete
Zufallsvariable. Die zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichte wird dann eher durch eine diskrete
Wahrscheinlichkeitsfunktion ersetzt, die die endlichen Wahrscheinlichkeiten p,, fiir die einzel-
nen Werte z,, angibt.

In der formellen Wahrscheinlichkeitstheorie unterscheidet man zwischen der Ergebnismenge (d.h.
die Menge aller FElementarereignisse) Q0 und der Ereignisalgebra F, die eine Teilmenge der
Potenzmenge (Menge aller Teilmengen) von 2 darstellt. Die Elemente von F werden FEreignisse
genannt, und beschreiben alle... Ereignisse, die man betrachten kann. Dann wird eine Funktion
(Wahrscheinlichkeitsmaf$) P von F in das reelle Intervall [0, 1] eingefiihrt, die jedem Ereignis A
eine Wahrscheinlichkeit P(A) zuordnet, mit den Bedingungen

m P(Q) =1 [Normierungseigenschaft, vgl. Gl. (F.1b)) oder (F.3b)],

m VA B e F, P(AUB) = P(A) + P(B) falls P(AN B) = 0 — d.h. insbesondere wenn
ANB=10—sonst P(AU B) < P(A) + P(B).

Das Tripel (Q, F, P) wird Wahrscheinlichkeitsraum genannt.

Sei ein solcher Wahrscheinlichkeitsraum. Eine eindimensionale Zufallsvariable ist eine Funktion
von 2 in R mit der Eigenschaft

Vee R, {weN| X(w) <z}eF,

d.h. die Menge aller Elementarereignisse w, deren Realisation X (w) kleiner als z ist, bildet ein
Ereignis. Dieser Zufallsvariable wird die Verteilungsfunktion F von R in [0, 1] assoziiert, die der
reellen Zahl z die Wahrscheinlichkeit P(X < z) = P({w € Q | X(w) < z}) zuordnet. Dann gilt

zt

Flz)=PX <x)= / (z') da’,

Px

mit der Wahrscheinlichkeitsdichte p, (x). (Hier bedeutet die Bezeichnung 2, dass falls p, einen
0(x)-Beitrag enthélt, dann wird dieser im Integral mitgezihlt.)

Bemerkung: Physikalische Groffen haben oft eine Dimension: Lénge, Masse, Zeit... Somit soll die
Wahrscheinlichkeitsdichte p,, fiir die Verteilung der Werte g einer solchen Groke G ebenfalls eine
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Dimension haben, und zwar die umgekehrte Dimension von G, damit die Wahrscheinlichkeit p,(g) dg
dimensionslos sei. Dies ldsst sich auf die Wahrscheinlichkeitsdichten in Abschn. [F.3] priifen.

Erwartungswerte und Momente

Neben der Ergebnismenge {2 und der Wahrscheinlichkeitsdichte p, werden weitere Begriffe einge-
flihrt, um eine Zufallsvariable X zu charakterisieren. In diesem Abschnitt ist X eindimensional.
Sei f eine Funktion definiert auf Q. Ihr Erwartungswert wird gegeben durch

Pﬂxnzljuny@ﬁm. (F.4)

Bemerkungen:

% Dieser Erwartungswert wird auch (insbesondere in der mathematischen Literatur) als E(f(X))
oder E[f(X)] geschrieben.

* Das Bilden des Erwartungswerts ist eine lineare Operation.

Sei m € IN. Das m-te Moment (oder Moment der Ordnung m) einer eindimensionalen Zufalls-
variable X (bzw. der zugehorigen Wahrscheinlichkeitsverteilung) ist der Erwartungswert

fm = (X™) . (F.5)

Insbesondere ist pq der Erwartungswert der Zufallsvariable, der in Analogie zum arithmetischem
Mittel oft ,Mittelwert genannt wird.
Aufserdem wird die Varianz der Wahrscheinlichkeitsverteilung definiert durch

0? = (X — (X)) = o — 113 (F.6)

Die positive Quadratwurzel o heifst Standardabweichung. Die Letztere wird oft (aber ungenau)
HFluktuation” genannt, weil o ein Mafs fiir die Streuung der Zufallsvariable um ihren Erwartungswert
bildet, d.h. fiir die Skala der Fluktuationen der durch die Zufallsvariable beschriebene Grofse.

Bemerkungen:
x Das Integral, das das m-te Moment einer Wahrscheinlichkeitsverteilung ergibt, kann divergieren!

Vel. z.B. §[F3.8

* Ahnlich der Varianz kann man auch das m-te zentrale Moment (X — (X))™) fiir eine beliebige
m € IN definieren.

x Wenn die Zufallsvariable eine physikalische Dimension hat, gilt das auch fiir ihre Momente.

Ein weiterer niitzlicher Begriff ist der der charakteristischen Funktion, definiert fiir k € R durch
Gx(k) = <eikX> :/eikxpx(a:) dz. (F.7a)
Q

Man priift einfach, dass die Taylor-Entwicklung von G(k) im Ursprungspunkt & = 0 lautet

(o)

Gx(k)=>_ ) (F.7b)

m!

m=0
d.h. die m-te Ableitung der charakteristischen Funktion im Punkt k£ = 0 ist mit dem m-ten Moment
der Wahrscheinlichkeitsverteilung verkniipft.

Bemerkungen:

x Genauer werden die Momente durch die sukzessiven Ableitungen in & = 0 der momenterzeugen-
den Funktion Gx (k) = Gx(—ik) gegeben.
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« Dank der Normierungseigenschaft (F.1b|) ist die charakteristische Funktion G(k) fiir beliebigen
reellen k definiert — das Integral ist immer konvergent. Dagegen ist es nicht immer der Fall der
momenterzeugenden Funktion.

x Die Analytizitit der charakteristischen Funktion in & = 0 hangt von der Existenz der Momente
tm ab, d.h. Gl. (F.7b)) gilt nur dann, wenn alle Momente beliebiger Ordnung existieren.

* Der Logarithmus von G (oder G) erzeugt die sukzessiven Kumulanten k,, der Verteilung:

(k)™
In Gx(k)=)_ s (F.8)
m=0
die manchmal niitzlicher als die Momente sind (s. Abschn. [F.4). Es gelten z.B. k1 = 1 = (X)) und
2
K9 = O0~.

Spezielle Wahrscheinlichkeitsverteilungen

In diesem Abschnitt werden einige Wahrscheinlichkeitsverteilungen dargestellt, die in der Physik oft
auftauchen, anfangend mit diskreten Verteilungen, gefolgt durch kontinuierliche Dichten.

F.3.1 Diskrete Gleichverteilung

Sei X eine Zufallsvariable mit der endlichen diskreten Ergebnismenge 2 = {xj,...,zn} mit
N € IN. Die diskrete Gleichverteilung
1
P = Vne{1,2,...,N} (F.9)
beschreibt den Fall, in dem die Wahrscheinlichkeit fiir alle Realisationen gleich ist.
1< 1 & 1 (XY
Der Erwartungswert ist (X) = N Z x,, und die Varianz o2 = N2 Z — N2 <Z a:n> .
n=1 n=1 n=1
F.3.2 Bernoulli-Verteilung
Zufallsexperimente, bei denen es nur zwei mogliche Ergebnisse gibt — oder genauer, deren

moglichen Ergebnisse in nur zwei Gruppen aufgeteilt werden —, werden BemoullExperimente
genannt. Die zwei moglichen Ergebnisse werden oft mit ,,Erfolg” und ,Misserfolg* bezeichnet.

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung mit 2 = {Erfolg, Misserfolg} und den jeweiligen Wahrschein-
lichkeiten p und 1 — p, wobei 0 < p < 1, heilst Bernoulli- Verteilung mit dem Parameter p.

Mit der (iiblichen) Zuordnung Erfolg = 1 und Misserfolg = 1 ist der Erwartungswert (X) = p
und die Varianz o2 = p(1 — p).

F.3.3 Binomialverteilung

Sei p eine reelle Zahl, 0 < p < 1, und N € IN.
Die Binomial-Verteilung zu den Parametern N und p ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir
eine Zufallsvariable mit der Ergebnismenge 2 = {1,2,...,n,... N} gegeben durch

Pn = <Z> ph(1—p)N " (F.10)

pp, ist die Wahrscheinlichkeit, dass es in der N-fachen Durchfiihrung eines Bernoulli-Experiments
genau n ,Erfolge gibt.
Der Erwartungswert ist (X) = pN und die Varianz o2 = Np(1 — p).

(>v) 3. BERNOULLI, 1655-1705
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Bemerkung: FEine verwandte Verteilung ist die sog. negative Binomialverteilung oder Pasca

Verteilung mit zwei Parameter r € IN — man kann die Definition auf einen postiven reellen r
verallgemeinern — und 0 < p < 1, mit der Ergebnismenge 2 = {0,1,2,...,} und den zugehdrigen
Wahrscheinlichkeiten
n+r—1
Pn = < . >p’"(1 —p)". (F.11)

pr, ist die Wahrscheinlichkeit, dass es in einem (n 4 r)-fach wiederholten Bernoulli-Experiment nach
n Misserfolgen genau r Erfolge gibt. Der Erwartungswert ist (X) = r(1 — p)/p und die Varianz

ot =r(1—p)/p*.

F.3.4 Poisson-Verteilung

Sei A eine positive reelle Zahl. Die Poisson-Verteilung zum Parameter A ordnet dem natiirlichen
Zahl n € N = Q (Ergebnismenge) die Wahrscheinlichkeit

A"
e M

~ (F.12)

DPn =

zu. Der Erwartungswert und die Varianz sind (X) = 02 = \.

F.3.5 Stetige Gleichverteilung

Sei X eine kontinuierliche Zufallsvariable, deren Ergebnismenge 2 das reelle Intervall ]a, b] mit
a < b ist. Eine konstante Wahrscheinlichkeitsdichte

fira<ax<bd
pX(as) =<{b—-a (F.13)

0 sonst

auf dem Intervall definiert die stetige Gleichverteilung, auch Uniformverteilung genannt. Dies stellt
offenbar die Verallgemeinerung der diskreten Gleichverteilung zum Fall einer kontinuierlichen FEr-
gebnismenge dar.

F.3.6 GauB-Verteilung

Sei X eine kontinuierliche Zufallsvariable mit der Ergebnismenge 2 = R, und zwei reelle Zahlen
wund o > 0. Die Wahrscheinlichkeitsdichte

1 (z — p)?
pX (I) - \/W exp |: 20_2
heilt Gauf- Verteilung (oder ,Normalverteilung").

Der Erwartungswert ist (X) = p und die Varianz 0. Auferdem kann man einfach priifen, dass
die Kumulanten &, aller Ordnungen m > 3 null sind.

(F.14)

F.3.7 Exponentialverteilung

Sei A eine positive reelle Zahl. Eine kontinuierliche Zufallsvariable X mit der Ergebnismenge
Q = R4 geniigt der Exponentialverteilung mit Parameter A, wenn ihre Wahrscheinlichkeitsdichte
durch
py () = e A (F.15)
1

1
gegeben ist. Der Erwartungswert ist (X) = — und die Varianz o2 =

A A2

(2B, PASCAL, 1623-1662
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F.3.8 Cauchy-Lorentz-Verteilung

Seien xg und v zwei reelle Zahlen, mit v > 0. Die Cauch fLoremf Verteilung, die in der
Physik auch oft Brez'f Wigne Verteilung genannt wird, ist
1 v

PX(JS) = 7(%

_ F.16
m(x — m0)2 +"}/2 ( )

firx e Q=R.
Alle Momente dieser Verteilung divergieren! xq ist die Position des Maximums der Verteilung,
wahrend 2+ die volle Breite der Kurve auf halber Maximalhohe darstellt.

Mehrdimensionale Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Sei X eine D-dimensionale Zufallsgréfsen, deren Komponenten als X7, Xo, ..., Xp bezeichnet wer-
den. Der Kiirze halber wird hiernach nur der Fall einer stetigen mehrdimensionalen Zufallsvariablen
betrachtet.

F.4.1 Definitionen

Die Wahrscheinlichkeitsdichte p,, (21, . ..,7p) = py (®) wird auch multivariate oder gemeinsame
Wahrscheinlichkeitsdichte der D Zufallsvariablen genannt.

Sei d < D und d Zufallsvariablen unten X, Xo,..., Xp — der Einfachheit halber, die d ersten
X1, ..., X4. Die Wahrscheinlichkeit, dass sie Werte in den jeweiligen Intervallen [z1, 21 4+ dz1], ...,
[x4, xq + dzg] annehmen, unabhdnhig von den Werten von X441, ..., Xp, ist

py(r1,. . xq)dry - dzg = [/pD(:El,...,md,xd+1,...,xp)d$d+1---d:nD dxq - - - dzy,

wobei das Integral iiber die Ergebnismengen fiir X411, ..., Xp lduft. Dann wird

pd(l‘l, . ,xd) = /pD(xl, vy Xdy Td41y e - - ,.CUD) dﬂfd+1 . 'dl‘D (Fl?)

Marginalverteilung oder Randverteilung genannt.

Wenn man den Zufallsvariablen X4.1,..., Xp feste Werte 2411, ...,2p zuordnet, kann man die
(bedingte) Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die anderen Zufallsvariablen unter dieser Bedingung
betrachten. Somit fithrt man die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte

pd|D—d($1""’xd|xd+1""’xD) (F.18)
ein. Es gilt dann
rp(x1,...,xp) = py_4(Tatr1,-..,7D) pd|D7d(a;1, ooy g | Ty, -, TD)
:pd(arl,...,xd)pDidw(achrl,...,xD\xl,...,xd).
Die erste Gleichheit kann auch als
pp®1,...,2D)
Pd|D—d(x1’ cey Xd| Tdg1, .-, XD) = R EYE— (F.19)

umgeschrieben werden, entsprechend dem Satz von Baye

Die Momente einer mehrdimensionalen Wahrscheinlichkeitsverteilung werden definiert durch

(XTnX32 . XPP) = /mTlx?Q P pp(a1, .. xp)deydeg - - - dap. (F.20)

(2 A, L. CAUCHY, 1789-1857 (™ H. A. LORENTZ, 1853-1926 (“*G. BREIT, 1899-1981 (“®E. WIGNER, 1902-1995
(c)T. BAYES, 17011761
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Sie werden erzeugt durch die charakteristische Funktion
Gx(ki,... kp) = <ei<k1X1+"'+kDXD>, (F.21)

mit reellen Hilfsvariablen k1, ..., kp. Dann erzeugt der Logarithmus der charakteristischen Funktion
die Kumulanten. Insbesondere kommt zur zweiten Ordnung — als Koeffizient (bis auf einen Faktor
i?) von kjk; mit | # j — die Kovarianz der Zufallsvariablen X; und X;, definiert durch

Cov(X;, X1) = ((X; — (X)) (X1 — (X)) . (F.22)

F.4.2 Stochastische Unabhéangigkeit

Wenn fiir alle Realisationen x1,...,24, £4+1,...,xp der Zufallsvariablen die Gleichheit

pp(1,...,zp) = py(x1,. ., 2a) ppy_y(Tay1s---,TD) (F.23)
gilt, werden die Variablensitze {X1,..., X4} und {Xg441,...,Xp} als stochastisch unabhdingig (oft
kurz nur ,unabhéngig”) bezeichnet. Dann ist die Marginalverteilung (F.17)) gleich der bedingten
Verteilung (F.18)).

Es seien z.B. zwei unabhéngige Zufallsvariablen X; und Xs. Dann gilt fiir alle Funktionen f;, fo
definiert auf den jeweiligen Ergebnismenge (f1(X7) f2(X2)) = (f1(X1)) (f2(X2)). Insbesondere
gilt fir alle Momente

(X X) = (XM (XP2) Vi, ma. (F.24)

Bemerkung: Wenn die Kovarianz (F.22) zweier Zufallsvariablen null ist, werden sie unkorreliert

genannt. Unabhéngige Zufallsvariablen sind laut Gl. (F.24) mit m; = mgy = 1 unkorreliert, die
Umkehrung gilt aber nicht.

F.4.3 Summe von Zufallsvariablen

Es seien wieder zwei Zufallsvariablen X7 und Xs, definiert auf derselben Ergebnismenge, mit
der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsdichte py (21, z2).
Thre Summe Y = X7 4+ X5 bildet eine neue Zufallsvariable, mit dem Erwartungswert

(Y) = (X1) + (X2) (F.25)
und der Wahrscheinlichkeitsdichte

Py(y) :/PX(Q?LM) Oy — x1 — x2) day da (F.26)
= /Px(fﬁl,y —z1)dxy /PX(?/ — 2, 72) dxo.
Dies entspricht der charakteristischen Funktion
Gy (k) = Gx, x,(k, k). (F.27)
Wenn X; und X3 stochastisch unabhéngig sind, wird Gl. (F.26]) mithilfe von Gl. (F.23) zu

B ) = [ pfon) by - ) don,

d.h. zur Faltung von Px, und Px, In diesem Fall ist die Varianz von Y

ol = Ugﬁ + 03(2. (F.28)

1) Dabei wird angenommen, dass das Produkt definiert werden kann, falls die Funktionen nicht reell- oder komplex-

wertig sind.
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Diese Eigenschaft lasst sich auf alle Kumulanten von Y verallgemeinern (aber nicht auf die zentralen
Momenten!), was aus der Gleichheit

Gy (k) = Gx, (k) Gx, (k)
folgt.

F.4.4 Mehrdimensionale GauB-Verteilung

Seien X eine positiv definite symmetrische D x D Matrix und p ein D-dimensionaler Vektor.
Die multivariate Gaufs-Verteilung fiir Zufallsvariablen X = (X1,...,Xp) ist

1 1 Ty—1
r) = ——o-"exp|—(x— S (x — , F.29
Px(®) = s o0 @ T e (7.29)
wobei der Index T die Transponierung bezeichnet.
Dann ist p der Erwartungsvektor (X) und I die Kovarianzmatriz, deren (i, j)-Element die
Kovarianz Cov (X;, X;) der Komponenten X; und Xj ist.

Zentraler Grenzwertsatz

Sei (X1, X9,...,X,,...) eine Folge von stochastisch unabhéngigen eindimensionalen Zufallsvaria-
blen mit derselben Ergebnismenge ) und derselben Wahrscheinlichkeitsverteilung. Es wird ange-
nommen, dass der Erwartungswert p und die Varianz o? der Verteilung existieren. Sei

N
1
Zn = nzl X, (F.30a)

die N-te Teilsumme dieser Zufallsvariablen, multipliziert mit einem geeigneten Normierungsfaktor.
Dank den Ergebnissen des §[F.4.3]ist der Erwartungswert von Zy genau gleich p und deren Varianz
o?/N.

Laut dem Zentralen Grenzwertsatz konvergiert die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Zy fiir
N — oo gegen die Gaufs-Verteilung mit diesen Parametern, d.h. fiir jedes reelle z

= (2 —w)* F.30b

P30 Vamoriw O ) (F300)

Dieser Satz liegt der wichtigen Rolle der Gaufs-Verteilung zugrunde, und wird aufier der Ma-

thematik oft als ,Gesetz der groften Zahlen“ bezeichnet. Da die Varianz der Verteilung von Zy mit

wachsender N kleiner wird — die relative ,Fluktuation® ist der Ordnung 1v/N —, weichen die Rea-

lisationen z weniger vom Erwartungswert p ab: die Verteilung néhert sich einer §-Distribution im
Punkt p an.

Bemerkungen:
* Bei der Konvergenz in Gl. (F.30b|) handelt es sich um punktweise Konvergenz.

* Es existieren weitere dhnliche Sétze — hier wurde nur der klassische Satz von Lindeber
Lév angegeben — fiir unabhéngige Zufallsvariablen mit unterschiedlichen Verteilungen, fiir
nicht unabhéngige Zufallsvariablen...

Elemente eines Beweises:
Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir Zy folgt aus den Verallgemeinerungen von Gl. (F.26) und
(F.23)

N
1
pZN(Z) :/pxl(,’l’,‘l) .. .pXN(xN)(S(Z — N;xn> dzy - --dzn,

(¢dJ.  W. LINDEBERG, 1876-1932 (““P. LEvy, 1886-1971
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wobei Px,» -+ Px, tatsdchlich immer die gleiche Dichte Py ist. Mithilfe der Fourier-Darstellung
der 0-Distribution ergibt sich

1 dk
PZN(Z) :/PX1($1)'~'PXN(JEN) exXp [lk<N;xn Z)] dxl"'de%

N N
) . dk : k dk
. —ikz ikz, /N . —ikz
f/e n|:|1 (/pX(zn)e da:n> 5 = /e {GX (Nﬂ o

wobei die charakteristische Funktion (I.7al) der Wahrscheinlichkeitsdichte p, benutzt wurde.
Mithilfe der (per Annahme existierende) Taylor-Entwicklung der Letzteren in k& = 0 erhélt man

Gx<k> oy e RAXE) +(9( 1 >

N N  2N? N3

d.h. 1202
o 1
NlnGX<> =ikp — oN +(9(N2>

Daraus folgt schliefslich

k202 dk 1 (z - u)z

~ — —ik(z — — = — .
pZN(Z) N>1 /exp{ IN 1 (z M):| o /7271_02/]\[ exp[ 20.2/]\] o

Literatur

e Dieser Kapitel ist stark inspiriert durch van Kampen, Stochastic Processes in Physics and
Chemistry [69], Kap. 1.
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Methode der Lagrange-Multiplikatoren
L J

Seien eine reelle Funktion f von M reellen Variablen x1,..., x5 und N < M unabhéngige Neben-

bedingungen
gn(1,...;xp0) =0 firn=1,...,N (G.1)

mit reellen Funktionen g,,. Dabei wird angenommen, dass die Funktionen f und {g,} differenzierbar
sind. Das Ziel ist, die Funktion f unter diesen Nebenbedingungen zu optimieren.

Sei eine neue Funktion (Lagmnge-Hilfsfunktio

N
F(xlv"‘va;)\lv"'y)‘N) = f('rlv"')xM) - Z)‘ngn(l‘la 7:CM) (GQ)
n=1
mit N reellen Parametern Ay, ..., Ay, den sog. Lagrange-Multiplikatoren oder Lagrange-Parametern,

deren Festlegung hiernach diskutiert wird. Dann kénnen die Extrema von f unter den Nebenbedin-
gungen (|G.1)) durch die folgende Methode erhalten werden:

1. Man sucht die Stellen der Extrema von F' als Funktion der Variablen z1,...,x;; unter der
Annahme, dass diese Variablen unabhéngig voneinander sind. Somit 16st man das System von
M gekoppelten Gleichungen

OF
—(x1,.. ., xa A, AN) =0 firm=1,..., M (G.3)
0z

nach den {z,,}. Eine Losung (27, ..., 2},) des Systems besteht aus Funktionen 7, (A1,..., An)

der Lagrange-Multiplikatoren.

2. Die Werte dieser Multiplikatoren werden bestimmt, indem die Losung (z7,...,z},) in die
Nebenbedingungen (G.1)) eingesetzt wird. Man erhélt somit N Gleichungen fiir die N Multi-
plikatoren.

3. Nach dem Losen dieser Gleichungen wird das Ergebnis in die {z},} eingesetzt, die dann ein
Extremum von F' bilden.

47 F wird auch ,Lagrange-Funktion® genannt, wie die Funktion L(t, {¢®}, {¢*}) des Lagrange-Formalismus der ana-
lytischen Mechanik.
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