Statistische Physik 1. Klausur Losungsvorschlag

1. Otto-Kreisprozess (35 P.)
i. Vorbereitung (10 P.)

a) (8 P.) Erster Hauptsatz: Es existiert Zustandsgrofie: innere Energie U. Sie ist konstant bei
isolierten Systemen (Energieerhaltung). Bei infinitesimalen Prozessen gilt dU = dW + §@Q mit am
System geleisteter Arbeit §W und vom System empfangener Warme 6Q).

Zweiter Hauptsatz: Es existieren 2 Zustandsgrofen: Entropie S, Temperatur 7T'. Bei infinitesi-
malen reversiblen Prozessen gilt dS = §Q/T’; bei irreversiblen Prozessen: dS > 0Q/T.

b) (2 P.) Adiabatischer Index v = Cp/Cy mit isobarer Warmekapazitit Cp und isochorer
Wiérmekapazitat Cy.
Bei adiabatischen Transformationen gilt P97 = konstant.
ii. (10 P.)
e A — B. Das Volumen nimmt ab: das System empfingt Arbeit, W4_,p > 0.
Adiabatisch: Qa_,p = 0.

e B — (' Isochor: Wg_,c =0.
Druck, und damit Temperatur nimmt zu: System empfangt Wéarme, Qp_.c > 0.

e ' — D. Das Volumen nimmt zu: das System leistet Arbeit, Wo_,p < 0.
Adiabatisch: Qc_p = 0.

e D — A. Isochor: Wp_4 =0.
Druck, und damit Temperatur nimmt ab: System gibt Warme ab, Qp_4 <0,

nutzbare Arbeit = —geleistete Arbeit ~ —(Wap + Wep)

Wirkungsgrad =

zugefithrte Warme QB_c
iii. (15 P.)
a) (2 P.) Thermische Zustandsgleichung: P9 = nRT. Innere Energie U = C,,T.
b) (11 P.)
VaY VY
e A — B. Reversible* Arbeit: 6W = —2dv. Hier mit ? = P4 -2 P =2 ) dank
. - vV vV
Adiabatizitét:

B Y Y L=y
B Vi _ PpVy 1y -y PeVB Va

Va\?
Mit PV = (v — 1)U kommt Wy_,p = Up [1 — (‘V) ]
B

e C' — D: dhnliche Berechnung mit ? = Pc(Ve/V)":
D o’ 1—v 1—v
_ Vo _ PoVe Vp . Vp
wewn == a5 ) v =222\ (Gg) -] el () 1] <o

Va7
Unter Nutzung von ¥Vp = Y4 und Vo = Vg kommt We_,p = U KA) — 1].

e B — C. Entweder mit 6() = C'yy dT und der Form der inneren Energie, oder ,direkt” mit dem
1. Hauptsatz bei verschwindender Arbeit kommt Qp_,c = Uo — Up.

e D — A (nicht gebraucht fir n): Qp—4 = Up — Ug.
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Aus Wy _.p und We_,p folgt die Gesamtarbeit

Va7
W =Was,p+Weop =(Up—Uc) [1 - ('VB) ]

Mit der Form der zugefithrten Warme @) p_,¢ erhdlt man dann den Wirkungsgrad

o (i)
= —1- () .
QB-c VB
Alternative Losung: Da es sich um ein Kreisprozess handelt, gilt AU = 0, d.h. (1. Hauptsatz)
W 4+ @ = 0. Daher ist —W = Q = Qp_c + @p—a: man braucht nur Qp_c = Cy(Tc — Tg) und
Qp—a =Cy(Ty —Tp) zu berechnen. Dann lautet der Wirkungsgrad
_@Bsc+@psa :1+QD—>A _ 1 _TIp—-T4
QB-c QB-c Tec —Tg

Aus der thermischen Zustandsgleichung folgert man To = (Pc/Pp)Ts (weil Vo = Vp) und Tp =
(Pp/Pa)Ta (weil Vp = V4) und daher

P P _
%n_fj*n_ﬁ*(%)”
Te—Tg 2o _1Tp Pc_ 1\ YV ’
c B - 141B - 1 B

wobei die letzte Gleichung aus Ta¥] ™' = Tp¥] ™" (s. unten unter c)) folgt.
Schliefslich kann man Pp = Po(Ve/Vp)Y und Py = Pp(Va/ V)" dank der Adiabatizitét von
C — D und A — B schreiben. Daher gilt

Py _po (VoY (VY _ 7o
Py P\ Vp Vi)  Pp’

wobei die letzte Gleichung aus Vo = ¥ und Vp = V4 folgt. Insgesamt findet man also

Va\ T
—1-(A) .
7 <’VB>
c) (2 P) Aus PV = nRT und P4V, = PgVj folgt TIL;‘I/X*1 = TB‘VE}Y*l, und daher
(‘VA/'VB)P'Y = T4/Tp. Somit kann der Wirkungsgrad noch in der Form

geschrieben werden.

2. Approximative Dampfdruckkurve (20 P.)

i. (12 P.) (Phasendiagramm auf der néchsten Seite)

Besondere Linien: da, wo zwei Phasen koexistieren konnen: Schmelzkurve, Verdampfungskurve,
Sublimationskurve (Festkorper — Dampf). Phaseniibergénge erster Ordnung.

Besondere Punkte: Tripelpunkt 7', wo die drei Phasen koexistieren kénnen. Kritischer Punkt C, am
Ende der Verdampfungskurve: dort findet ein kontinuierlicher Phaseniibergang statt.

ii. (2 P.) Die latente Wéarme Ly, gibt an, wie viele Warme einem System zugefiihrt werden muss,
um es von einer Phase I zu einer Phase II umzuwandeln. Wenn die Phase I stabil bei niedrigeren
Temperaturen ist, ist L > 0.
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fest

flissig

gasférmig

-T

de _ L
dT T(UH — ’()I)
Hier: I = Flissigkeit, II = Dampf, mit v; < vy1.

iii. (6 P.) Clausius—Clapeyron-Gl.: mit molaren Volumina o1, vyy.

v T P L P

Dampf als ideales Gas: vy = = R?: daraus folgt j—T = I};H T2

d? L dT P L 1 1
Nach Separation der Variablen: 7 - IEH T2 d.h. In 7, =— IEH (T — TO) und daher

Lysn/1 1
P(T) =P —— .
1) =oexp | 20 (1 - 1]

3. Thermodynamik (10 P.)

Um mit den Variablen T', P, & zu arbeiten, fiihrt man das thermodynamische Potential
G(T,?,&) =U(S,V,D)—TS+ PV —-&D
ein, mit dem totalen Differential

dG = -SdT + VdP — Dd&.
D.h., die partiellen Ableitung von G sind

oG oG oG
(aT)T,g“S ’ (W)T,g—‘V ’ (agl;‘”

Die darausfolgenden Maxwell-Relationen sind dann

PG\ __(9S\  _ (v °G \ _ _(9S\ _ _(9D
aToP), \oP)p, \OT ), = \0T9E), \0E ), \OT )ps

und
#G \ _(ov\ _ (oD
OPOE )y \ O Tﬂ,i oP T,é".

Somit gibt eine Messung von 8£ die gesuchte Anderungsrate % .
OP )r ¢ o€ ),
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4. Zweiniveausystem im kanonischen Gleichgewicht (15 P.)

i. (2 P.) Kanonische Zustandssumme: fiir ein Teilchen Z;(3) = >, e P = e o1 4 e Fo2 =
e Pe1(1 4+ 7 P2) mit Ac = ey —£.
Fiir N unabhiingige Teilchen: Zy(B) = [Z1(8)]V.

e_ﬁsi

Z1(B)

Daraus folgt die mittlere Besetzungszahl des oberen Niveaus: Npy =

ii. (3 P.) Besetzungswahrscheinlichkeiten der Niveaus: p; = firi=1,2.

N e PAe

1+ e PAe’
Dies ist nur dann grofer als N/2, wenn 5 < 0.

. N _
iii. (5 P.) Innere Energie: U = Npjie1 + Npaeg = m(EI +ege ﬁAE).
Man kann noch e; + ege P2 = g1 + (e1 + Ae)e_'BAE schreiben, woraus
Ag e PAc
U=n (51 + 1+e—6A>

folgt.

Fir T'— 0, d.h. 8 — oo, geht U — Ney: alle Teilchen sind im Grundzustand.

Fir T — 400, d.h. 8 — 0, geht U — N(eg1 + %As): die Hélfte der Teilchen sind im Grundzustand,
die andere Halfte auf dem angeregten Niveau.

oU oUos 1 U

iv. (5 P.) Warmekapazitit: C = — ou

or — 0BT kpT?0B 08’
) e—,BAa e—BAa )

—kpB?

Aus oau 9 NAge Pae
0B 0B\ 1+ePAe

Fiir T — 0, (8 — o0), gilt C — 0 wegen der exponentiellen Abnahme von e~ #2¢
NEk
Fiir 7 — oo, d.h. 8 — 0, gilt C ~ ?B(Ag)2 — 0.

5. Harmonische Oszillatoren im kanonischen Gleichgewicht (20 P.)
i. (3P)

a) (1 P.) Energieniveaus eines eindimensionalen harmonischen Oszillators (h.0.): &, = (n+ 3)hw
mit n € IN. Die Energieniveaus sind nicht entartet.

b) (2 P.) Kanonische Zustandssumme eines 1D h.O.: Z1(3) = Ze*ﬂs”, d.h.
n=0

e_BE/Q

p—— (geometrische Reihe)
—e

21(8) = 12 3 oo
n=0

mit € = hw.

ii. (2 P.) Bei unabhéngigen Systemen faktorisiert die kanonische Zustandssumme: fiir ein System
aus IV unabhéngigen identischen 1D h.O.:

e—N,Ba/2

Zx(8) = [210)" = o

iii. Thermodynamik (15 P.)

InZ InZ
O Zy ——Na D21 Aus anl(ﬁ):—&—ln(l—e_ﬁa) folgt

95 95 2

olnzy ¢ cePe € 2 € Be
_ = =0 (14— ) = Scoth .
98 2 1o 2( +e5€—1) 9 “M

a) (7 P.) Innere Energie U = —
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1 ) _Ns Bs Ne 2

. _8U_87U% 1 oU ,0U 1
Wirmekapazitat: C = oT ~ 080T ~ kg’ 08 kgp Xk weil 5 = T Mit U() kommt
0 [ Ne Be e/2 _ Nkp B2e? Nkpp?e?
C = —kpB? coth 22 ) = Nkgpg?s _ .
B0 a8 ( ) 50 sinh?(Be/2) 4 sinh?(Be/2)  (eF/2 —e—Be/2)2

Fir T — 0, d.h. 8 — o0, geht C' — 0.

Nk
Fir T — oo, d.h. 8 — 0, geht C — TB (weil sinh z ~ z fir kleinen x).

b) (1 P.) Freie Energie ' =U —TS.
c) (2 P.) Die freie Energie ist mit der kanonischen Zustandssumme verkniipft: F' = —kgT In Zy.

N
Aus In Zy = N1n Z; folgt F = —Nk:BT[—é8 —In(1 - 6_55)] = 78 + NkpTIn(1 — e=7).

U-F
d) (5P.) Aus F=U-TS folgt S= — Mit den Formen von U und F erhilt man

1 [Ne 2 Ne _ Be _
— | 1= syt _ e By — = _ o Be
S = T[ 5 (14—6&_1) 5 NkpTIn(l —e )} _NkB[eﬁf—l In(1 —e 79)|.

Fiir T — 0, d.h. § — oo, gilt ¢’ — 0o (exponentiell schneller als e selbst), d.h. e™#¢ — 0. Somit
gehen beide Terme in den eckigen Klammern nach 0: S — 0. Dies ist in Ubereinstimmung mit dem
3. Hauptsatz.

6. Quantengase (15 P.)

1

. Y _ . . 2(F) -

i. (6 P.) Fermi—Dirac-Verteilung: f*)(g) N emm e
_Rinstein- ' S fB) gy = — =

Bose-Einstein-Verteilung: f\*/(¢) e 1

Diese Verteilungen geben die mittlere Besetzungszahl eines Energieniveaus — ohne Beriicksichtigung

der Entartung — bei der inversen Temperatur 5 (= 1/kpT) und dem chemischen Potential p. Bei

Bosonen muss p kleiner als die Energie des Grundzustands sein.

ii. (9 P.) Bei Temperatur Null sind vorzugsweise die niedrigeren Energieniveaus besetzt.

Bei Fermionen darf jeder Ein-Teilchen-Zustand nur maximal einmal besetzt werden (Pauli-
Prinzip). Daher kann es maximal g, Teilchen auf den Zustdnden mit Energie ¢, geben. Bei T' =0
sind die niedrigeren Niveaus voll besetzt, bis zur Fermi-Energie ep. Oberhalb er sind die Niveaus
leer.

Bei Bosonen gibt es keine Einschriankung iiber die Besetzung der Ein-Teilchen-Zusténde. Daher
konnen bei T' = 0 alle Teilchen im Grundzustand eg sein: sie bilden ein Bose-Kondensat.



