Kernphysik Wintersemester 2014/15 Universitit Bielefeld

Ubung Nr. 6

Diskussionsthemen:
- Welche experimentelle Beobachtungen fithren zur Idee eines Schalenmodells des Atomkerns?
- Wie werden die Energieniveaus eines Nukleons in einem Kastenpotential hergeleitet?
- (Besprechung in der Woche vom 24.-28. November) Informieren Sie sich iiber die Anwendungen
der Kernspinresonanz, insbesondere die Magnetresonanztomographie.

Aufgabe 17. Elektrisches Quadrupolmoment

i. Zeigen Sie, dass eine kugelsymmetrische Ladungsverteilung kein elektrisches Quadrupolmoment
hat.

ii. Wir wollen im Folgenden das elektrische Quadrupolmoment eines deformierten Kerns ausrech-
nen. Hierbei sei die Oberflache eines prolaten Ellipsoiden beschrieben durch die Funktion

r(0,¢) = R[1+ azYa0(0, ¢)],

wobei R der mittlere Radius und asg der Deformationsparameter sind und

)
Yoo(0, ) = \/ﬁ(3cos2 6—1).

(Symmetrieachse ist die 2-Achse). Berechnen Sie das Quadrupolmoment Q.. = [p(7)(322 —r?) d*7
des deformierten Kerns unter der Annahme, dass die Ladung homogen iiber das Volumen des Ellip-
soids verteilt ist. Sie sollten hierbei eine Entwicklung in agg bis einschlieRlich zur Ordnung O(a3,)
vornehmen.

Aufgabe 18. Kernspinresonanz

Das magnetische Dipolmoment fi und der Spin-Operator S eines Teilchens mit dem Spin % seien
verbunden durch . A .
ﬁ = ’YS = N05-7
wobei 7 das sog. gyromagnetische Verhaltnis und g = vh/2 ist. Wir wollen hier das durch Isidor
Rabi eingefiihrte Prinzip der Messung von ~ beschreiben.

Die iibliche Darstellung der Pauli-Matrizen ist

. (01 . [0 i . (1 0
(o) = (00) (0 h) »

Die Eigenzustinde |+), |-) (in der Diracschen Bezeichnungsweise) der Operatoren 52 und S, bilden
gemeinsam eine Basis der Spinzusténde; diese Eigenzustinde geniigen den Gleichungen

ok .k S 3R
S.|+) _§|+>7 SZ|_>__§|_>a S |i>—7|i>
. A h A h A h A h
sowie Sel+) = 5’—% Se|—) = §\+>, Syl+) = 1§’—>7 Syl-) = —1§\+>

i. Spinpréizession in einem festen Magnetfeld
Wir betrachten zuerst die Prézession eines Teilchens mit dem Spin % in einem konstanten und
homogenen Magnetfeld %, entlang der z-Achse. Der entsprechende Hamilton-Operator is

I:I = —/j_[‘ ﬁo = —/Lo%oa'z. (2)

'Die Spin- und Orts- bzw. Impulsfreiheitsgrade des Teilchens sind unabhéngig voneinander, sodass wir nur den
Spin-Anteil des Hamilton-Operators in Betracht ziehen kénnen.
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Sei |1(t)) ein beliebiger Zustand, der bei ¢ = 0 die Bedingung [¢(0)) = «a|+) + B|—) erfiillt,
wobei a und S zwei komplexe Zahlen sind. Die spétere zeitliche Entwicklung des Zustands wird
durch die zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung mit dem Hamilton-Operator gegeben, so dass

210 %0

[$(t)) = ae™ 02| 4) + Bel02| =) mit wp =~ o (3)

Zeigen Sie, dass der Erwartungswert (/i) des magnetischen Dipolmoments im Zustand |1 (t)) lautet
(fiz) = 2p0 Re (*Be“0),  (fiy) = 2u0 Tm (@ Be"),  (f1z) = po (|of* — |B]?).
Schreiben Sie die x- bzw. y-Komponente mithilfe der Amplitude C' und der Phase ¢ der komplexen

Zahl pio o 8 um. Was fiir eine Bewegung hat die Projizierung von (ﬁ) auf die (z,y)-Ebene? Was fiir

eine Bewegung hat (fi)?

ii. Uberlagerung von einem festen und einem variablen Magnetfeld

Neben dem festen Magnetfeld ﬁo entlang der z-Achse wird ein zweites schwécheres Magnet-
feld %, eingefiihrt, das in der (z,y)-Ebene mit der Kreisfrequenz w rotiert; somit lautet nun der
Hamilton-Operator

H=—ji- (@’0 + % (t)) = — 0 Bot, — 0B cos(wt) 65 — 0By sin(wt) 6. (4)

Die entsprechende Schrodinger-Gleichung fiihrt fiir die zeitliche Entwicklung des auf 1 normierten
Zustands |¢(t)) = a4 (t)|+) + a—(t)|—) zu den differentiellen Gleichungen

.day wo Wi it
BT 5 a+(t) + e a—(t) )
ida_ WL (1) — wo )

a2 g 4=\

wobei wy = —2up%1 /h.
a) Zeigen Sie, dass das Ersetzen der Funktionen ay (t) durch by(t) = exp(+iwt/2)as(t) zu den
einfacheren folgenden Gleichungen fiihrt:

. db+ W — Wwo w1
—_— = - by(t)+ —b_(¢
i L0+ (1)
- @ w —
Priifen Sie, dass dies impliziert
by () _
72 <2> bi(t)=0 mit Q%= (w—wy)®+ w?. (6)

b) Der Spin sei zu ¢t = 0 im |+) Zustand, was b_(0) = a—(0) = 0 entspricht. Was sind die normierten
Losungen von Gl @? Zeigen Sie, dass die Wahrscheinlichkeit, den Wert —%/2 bei einer Messung
von S, um ¢ zu finden, lautet

Py (t)= <%>2 sin? %

Diskutieren Sie dieses Ergebnis fiir verschiedene Werte von w: Warum erlaubt die Messung der
Wahrscheinlichkeit des |+) — |—)-Ubergangs eine prézise Bestimmung der Larmorfrequenz wy und
hierbei (bei bekanntem Magnetfeld %) des gyromagnetischen Faktors ~?

Mithilfe dieses Verfahrens verbesserte Isidor Rabi die Genauigkeit der Messungen von y-Werten um
einen Faktor ~ 103! Dann kamen Felix Bloch & Edward Purcell...

iii. Wenn Sie Zeit haben... konnen Sie noch die zeitlichen Entwicklungen und herleiten!
Wias ist die physikalische Deutung der Substitution der Funktionen a4 durch die Funktionen b7



