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Ubung Nr. 5

Diskussionsthema: QM; Spin

Aufgabe 13. Dreidimensionaler harmonischer Oszillator
Der dreidimensionale (3D) harmonische Oszillator wird durch das Potential V(7) = fmw?i?
beschrieben.

i. Betrachten Sie den der kinetischen Energie entsprechenden Operator fiir den dreidimensionalen
harmonischen Oszillator in kartesischen Koordinaten.

a) Machen Sie einen Separationsansatz fiir die Wellenfunktion und zeigen Sie, dass man so die
Gleichungen fiir drei eindimensionale harmonische Oszillatoren erhélt. Folgern Sie daraus, dass die
Energieniveaus des 3D-Oszillators sich durch drei Quantenzahlen nq, ng, ns ausdriicken lassen.

b) Sei n = nj +ny+nz. Wie lautet der Entartungsgrad des Niveaus mit Energie E,, = (n+ 3)hw?

ii. Lost man das Problem des 3D-Oszillators in Kugelkoordinaten (was wir hier nicht tun wollen),
so findet man fiir die Energieniveaus:

Eno=hw 2(n—1)+€+§ ,

wobein=1,2,...,£=0,1,....
a) Welchen Entartungsgrad weisen die Energieniveaus auf? Berechnen Sie diesen explizit fiir die
ersten 6 Energieniveaus.

b) Welche Paritdt haben die Energieniveaus jeweils?
iii. Geben Sie die Energieniveaus fiir das Problem eines Teilchens der Masse m im Potentialtopf

- (7)

V() =T

an, wobei r = |7

Aufgabe 14. Spin-System
Der Hamilton-Operator eines Systems aus zwei Spin-1-Teilchen mit Spins S und S’ sei

H=A+BS -8 +C(5+5}),
mit A, B, C' Konstanten. Finden Sie die Energie-Eigenwerte des Systems. Gibt es Entartung?

Hinweis: Bestimmen Sie zuerst die Menge von Operatoren, die mit H vertauschen.

Aufgabe 15. Bahndrehimpuls A

Die Komponenten des Bahndrehimpuls-Operators sind Ej = (7_:' X [;’)j = €jpTEp mit €55 dem
vollig antisymmetrischen Levi—-Civita-Tensor. Dabei wird die Einstein-Konvention verwendet, ent-
sprechend einer implizierten Summation iiber k,1 = 1,2, 3.
i. Ausgehend von den Vertauschungsrelationen [7'j,7;] = 0 = [p;, px] und [}, pr] = ihd;j; konnen
Sie nun die folgenden Vertauschungsrelationen verifizieren:
a) [ﬁj, ﬁk] = ihejklﬁl [Einstein-Konvention fiir [];

b) [L2,L;] = [i%, L;] = [p?, L;] = 0 fiir j = 1,2,3.
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ii. Betrachten Sie den Bahndrehimpuls-Operator in der Ortsdarstellung, und zwar in Kugelkoor-
dinaten 7= (rsinf cos ¢, 7 sin @ sin @, r cos #) Leiten Sie seine kartesischen Komponenten her:

L= B <— sincpge - coswcot9£0> , Ly = ? <costp§9 - Sin(PCOW;zO) ; Ly = }118(?0

Leiten Sie hieraus L2 ab.

Aufgabe 16. Teilchen in einem endlichen Kastenpotential

i. Prdambel Bekannterweise kann ein Zwei-Korper-Problem mit zentraler Kraft nach Einfiihrung
der Relativkoordinate und der reduzierten Masse als Ein-Korper-Problem beschrieben werden. Wie
lautet aber die reduzierte Masse m,eq. in Abhéngigkeit von den Massen mi, mo der zwei Korper?
Was ergibt sich fiir myeq. wenn my = mo = my?
ii. Ein Teilchen mit Masse my /2 sei in einem kugelsymmetrischen Kastenpotential definiert durch
V(7)) = =W fiir |¥] < Ro und V(¥) = 0 fiir |7] > Ry, wobei V > 0. Mit einer passenden Wahl der
Parameter V5 und Ry kann es nur einen einzigen gebundenen Zustand geben. Sei £ = —FEp mit
Ep > 0 die Energie dieses Zustands.
a) Bei verschwindendem Bahndrehimpuls vereinfacht sich das Problem zu einem eindimensionalen
radialen Problem. Sei R(r) der radiale Anteil der Wellenfunktion mit r = |7]. Zeigen Sie, dass die
Schrodinger-Gleichung fiir u(r) = rR(r) zu den Differentialgleichungen

d?u(r) d?u(r)

dr? dr?

fiihrt, wobei k£ und K von my,, h, Vo und Ep abhéngen.

+ Ek%u(r) =0 fiirr < Ry und — K?u(r) =0 fiir r > Ry (1)

b) Fiir die Losung dieser Gleichungen macht man den Ansatz u(r) = Asin(kr) fir r < Ry [zu-
siitzliche Frage: warum nicht mit cos?] und u(r) = Be KU —Fo) fir r > Ry. Priifen Sie, dass die
Stetigkeit in 7 = Ry dieser Losung und ihrer Ableitung zu den Bedingungen Asin(kRy) = B und
kcot(kRy) = —K fiihrt, die wiederum die Bedingung

k?A% = (k* + K?)B? (2)

geben.
c) Die Losung der Schrodinger-Gleichung soll auf 1 normiert werden. Zeigen Sie, dass daraus die
Bedingung folgt [einige wichtigen ,Details” sollten Sie dabei nicht vergessen!|

A? : B2 1
%[ijRo —sin(2kRp)] + = o (3)

d) Lost man die Gleichungen — nach A und B unter Beriicksichtigung von K < k, so findet

man
A~B~ \IEe_KRO/Q
2m

K K
und daher u(r) = o e KRo/2 gin(kr) fiir r < R und u(r) = o K H/2=7) fisr > Ry,
™ s

Sei my = 939 MeV/c?, Vo = 38,5 MeV, Ep = 2,225MeV. Zeigen Sie, dass diese numerischen Werte
zu k = 0,938fm™! und K = 0,232fm~! fiihren. Sei dazu Ry = 1,93 fm. Plotten Sie u(r) und
berechnen Sie (mithilfe von Mathematica?) den mit der Wellenfunktion quadratisch gemittelten
Radius +/(r2).

e) Schauen Sie sich die oben angegebenen Werte von my und Ep an. Welchen Atomkern haben
Sie gerade modelliert?



