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I1.3.2 Der Kern als Einkomponenten-Fermi-Gas von Nukleonen

In diesem und im nichsten Abschnitt wird der Atomkern als ideales Fermi-Gas modelliert,
d.h. die Krafte zwischen den Nukleonen werden ignoriert — genauer besteht die einzige Rolle der
Wechselwirkungen darin, den Potentialtopf zu erzeugen; im Potential wechselwirken die Nukleonen
nicht mehr miteinander.

Die Beschreibung des Kerns als Gas von voneinander unabhéngigen Teilchen kann wegen des
kleinen Abstands zwischen Nukleonen und der entsprechenden starken Nukleon—Nukleon Wechsel-
wirkung zwar iiberraschend wirken. Im Grundzustand des Kerns sind aber alle niedrigsten Zusténde
im (effektiven) Potentialtopf durch Nukleonen besetzt, sodass irgendeine Streuung zwischen Nukleo-
nen kaum stattfinden kann: die in der Kollision beteiligten Nukleonen kénnen nédmlich nach dem
Stofs keine vorhandene freie Zustdnde finden, was effektiv die Streuung verhindert. Deshalb liefert
die Beschreibung als ein wechselwirkungsfreies System eine ziemlich gute Approximation.

Der Unterschied zwischen Protonen und Neutronen kann in einem ersten Schritt vernachlassigt
werden. In diesem Abschnitt wird somit ein ideales Gas aus zwei Fermionentypen mit je dem Spin %
und derselben Masse m, = m,, = my, und ohne elektrische Ladung betrachtet. Der Entartungsgrad
dieser Nukleonen ist somit g = 4, entsprechend 2 Spinzustédnden fiir jede Teilchenart.

Verwendet man die Beziehung mit der Nukleonenzahl A des Kerns als Gesamtzahl von
Teilchen auf der linken Seite und mit g = 4 und dem Volumen ¥ = Pern, so ergibt sich

o 2 (VKern 3

= S, (IL9)

wobei pr y den Fermi-Impuls fiir das Fermi-Gas aus Nukleonen bezeichnet. Daraus folgen sofort

A 1/3
prN = (37r2)1/3h(27/ > (11.10a)
Kern



38 Struktur von Kernen. Kernmodelle

und ) ; 2/
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fiir die Fermi-Energie er y des Nukleonen-Gases.
Mit dem Ansatz Vkern = %WR‘EA fiir das Kernvolumen (vgl. §[[.2.4 b)) erhdlt man
9 \1/3 h 9 \?/3 K2
- AL/3 Y G T ¢ 74 N — .11
PE.N ( 8 ) R, = BN ( 8 ) omnR2 (IL.11)

Mit dem Wert R, = 1,128A'/3 fm fiir den #quivalenten Radius ergeben sich pr,N = 265 MeV /c und
er,N =~ 40MeV. Die bisher nicht spezifizierte Tiefe Vjy des dem Kern bildenden Potentialtopfs muss
mindestens diesen Wert haben, damit die Nukleonen im Topf eingeschlossen bleiben. Bei S-stabilen
Kernen ist die Separationsenergie fiir die Abspaltung eines Nukleons etwa 8-10 MeV (§[1.3.3)), so
dass V ~ 50 MeV sein soll, wie schematisch in Abb. dargestellt wird.

V=0—77-—
Separationsenergie
~ 8-10 MeV
Fermi- L
Fliche |_ _o _o _o —-e —
- -0 -0 —0 —0 —
Fermi-See er,N =~ 40 MeV
- - -0 -0 —0 —
- - -0 -0 —0 —
—Vo ~—-50 MeV - - - -
Abbildung 1.5 — Schematisches Bild eines ug-Kerns als Einkomponenten-Fermi-Gas aus
Nukleonen.
Bemerkungen:

* Man hitte auch die Nukleonendichte im Kern A/%em = fiso = 0,17 Nukleonen/fm? direkt in
Gl. ([1.10a)) einsetzen kénnen, um den Fermi-Impuls

RY 1/3
PF.N = <2) hn})és

dadurch auszudriicken und zu berechnen.

* Wie zu erwarten war ist die Fermi-Energie der typischen Ordnung der Energien der Kernphysik.
Definiert man iiber kgTy = e eine Fermi- Temperatur, so ist diese fiir Atomkerne etwa 4,6 - 10 K.
Somit sind iibliche Temperaturen von 300 K oder sogar 3000 K viel kleiner als dieser Wert, was die
Annahme eines Fermi-Gases bei Null-Temperatur rechtfertigt.

Die gesamte kinetische Energie der A Nukleonen im Kern is
PEN 2 AN 3 i 3
p F,N
En=[edN(e) = —dp=-—""A=- A. I1.12
N /6 () /0 omy dp ¥ Bomy. 5 0N (I1.12)
Mit der oben berechneten Fermi-Energie ist die durchschnittliche kinetische Energie pro Nukleon
unabhéngig von der Nukleonenzahl: En/A = %ERN ~ 24MeV. Somit gilt Ey/A < myc?: die

52 Die letzte Identitit folgt aus % o p> und / ——dp = A.
0
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Nukleonen sind also nicht relativistisch, wie stillschweigend in der Herleitung angenommen wurde

(z.B. in GL [I1.10b).

11.3.3 Der Kern als Zweikomponenten-Fermi-Gas

Das einfache Modell eines idealen Fermi-Gases von undifferenzierten Nukleonen ist ja niitzlich,
um Grofenordnungen zu erhalten; es leidet aber an einem wichtigen Problem, und zwar dass alle
Nuklide in einer Isobarenreihe gleich stabil sind, was offensichtlich falsch ist.

Um diesen Mangel zu beheben wird der Unterschied zwischen Protonen und Neutronen in die-
sem Abschnitt beriicksichtigt werden. Statt eines einzigen Gases sind jetzt im Potentialtopf zwei
verschiedene Fermi-Gase von Protonen bzw. Neutronen mit m,, # m,, und unterschiedlichen Fermi-
Energien ey, bzw. ep,. Fiir jedes Gas ist der Entartungsgrad jetzt g = 2 Die elektrische Ladung des
Protons und die daraus folgende Coulomb-Abstofsung wird aber in der Diskussion noch ausgelassen.

Die Beziehung (I1.8]) angewandt auf jedes Fermi-Gas fiihrt jetzt zu

1 ‘VKern 3 1 ‘VKern 3
2= 3 men e N =5 P (HH19)
so dass die jeweiligen Fermi-Impulse der Gase durch
7 \L/3 N O\/3
e = e () e = ety o) (IL.14a)
Kern Kern
und die Fermi-Energien durch
B P%,p - (37r2)2/3h2 7z 3 I p%m B (37r2)2/3h2 N 3 (11.14b)
P 2m, o 2my, Viern ’ Fin = om,  2my Vikern '
gegeben sind. Mit dem Ansatz Vern = %WRE;’ lautet dies noch
9r \/? h 9 \/? h
— () g3 n= =] N3 1.1
o= (B0 ppm (0] ot 150
und
97 \2/3 h? 9 \2/3 K2
—(ZZ) z2/3 _ n=>) N23__"__ I1.15b
Fp < 1 > omyR2 ( 4 > 2m, 2 (IL.15b)

In Analogie zum einkomponentigen Fermi-Gas ergeben sich die gesamten kinetischen Energien
der beiden Gase:

3 3
E, = SsFJJZ und FE, = 551:’”]\[ (I1.16)
Die gesamte kinetische Energie £ = E,, + E,, aller Nukleonen des Atomkerns lautet dann

3 3/97\/3 w2 [ 75/3  NO/3
E="2(cp,7 N)=2(ZZ .
5 (erpZ +epal) 5<4> 2R§<mp + mn>

Dies ldsst sich als £ = En + AFE umschreiben, wobei Ex die oben berechnete gesamte kinetische
Energie ([I1.12)) des Einkomponenten-Nukleonen-Gases ist. Schreibt man

3/ 9 2/3 ﬁz 2 my my

22" A5/3 1 92/3( TN p5/3 | TN n5/3 45/
5\ 8 2m y R2 mp mp ’

so erhilt man unter Vernachldssigung der geringen Massendifferenz zwischen Neutron und Proton

3 9 \2/3 . A\/3
~ 2 il /3 5/3 _ =
AE_55F,N<A> Z°° + N 2<2> )

(11.17)
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Sei Ty =4(Z—-N)=Z-%,waszu Z = 4+ T3 und N = 4 — T} fiihrt. Die Taylor-Entwicklung

—4
von AFE fir |Z — N| < A gibt
o, \P/3 o T, \7/3
1423 R
(%) (%

3 9\2/3 1 A\0/3
AE—fF*N(A) (2)

4 TP 4 (Z-4)?
~ 381:‘,]\/ A = 35F,N A .
Daraus folgt die kinetische Energie pro Nukleon E/A

E 3 20 (Z — 4)?

Fiir feste Nukleonenzahl A passen symmetrische Kerne in einem seichteren Potentialtopf als asym-
metrische Kerne, bzw. wenn Z — N # 0 kann Energie durch §-Zerfélle kleiner werden: Z ~ N ist
eher stabil als |Z — N| grof. Wir konnen jetzt verstehen, weshalb Z ~ N energetisch giinstiger ist.
Dazu liefert Gl. die Form des Asymmetrieterms in der Bethe-Weizsécker-Massenformel.

Da sich ein Neutron durch §-Zerfall in ein Proton umwandeln kann — und umgekehrt, wenn
das energetisch moglich ist —, miissen die Fermi-Energien ep,, €r , bei einem stabilen Kern wie
in Abb. etwa gleich hoch liegen: es darf kein leeres Niveau zwischen den Fermi-Energien der
beiden Gase sein.
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Abbildung 11.6 — Schematisches Bild eines gg-Kerns als Fermi-Gas von Protonen und Neutro-
nen unter Beriicksichtigung der Korrektur, die durch die Coulomb-Abstoffung bedingt ist.
Sp bzw. S, ist die Separationsenergie fiir die Abspaltung eines Protons bzw. eines Neutrons.

Bemerkungen:

* Die kinetische Energie pro Nukleon sollte mutmafslich die Grofe der in der Bethe—
Weizsécker Massenformel eingefiihrten Asymmetrie-Energie liefern: mit ep x ~ 40 MeV findet man
ap = —%ER ~N =~ 52MeV. Das ist ungefdhr um einen Faktor 2 kleiner als der durch Anpassung der
Daten erhaltene Wert. Die Diskrepanz kommt daraus her, dass die Tiefe des Topfs —Vj selbst vom
Neutroneniiberschuft N — Z des Atomkerns abhéngt.

x Hohere Ordnungen in der Taylor-Entwicklung der Energiedifferenz liefern natiirlich zu-
satzliche Terme, die in die Massenformel kénnen eingefiihrt werden. Zum Beispiel hatte der néachste
Beitrag zur Masse pro Nukleon eine Abhéngigkeit (Z — §)4 /A% was fiir Nuklide im Stabilitétstal
nur eine geringe Korrektur darstellt.
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I1.3.4 Mogliche Verbesserungen des Modells

11.3.4 a Oberflachen- und Coulomb-Energien
Die Energie pro Nukleon (II.18)) basiert letztendlich auf den Gleichungen ([1.13), die selbst aus

der Teilchenzahl in einem infinitesimalen Impulsraumelement (I1.6)) folgen. Man kann zeigen, dass
diese Teilchenzahl leicht iiberschéatzt ist, weil sie tatsdchlich ein unendliches Volumen des Kerns in
Ortsraum Vern voraussetzt. Die entsprechende Korrektur zur Energie des Fermi-Gases ist eigentlich

proportional zur Oberflache des Kerns und tragt der Gesamtenergie einen Term proportional zu A2/3
bei, der der Oberflachenenergie in der Massenformel entspricht.

Wegen der Heisenbergschen Unschérferelation kann die Oberfliache eines mit dem endlichen Vo-
lumen reellen Kerns nicht fest sein: sonst hatten die Nukleonen an der Oberflache eine bestimmte
Position und 7 = 0, was gleichzeitig unerlaubt ist. Somit fehlen die Zustéinde mit dem Abstand
|| = Rs vom Kernzentrum und dem Impuls j = 0, sodass die Gesamtenergie um eine Korrek-
tur o< R? verringert ist. Eine quantitative Abschitzung der benétigten Korrektur zur Zahl der
Zusténde, befindet sich z.B. in Abschn. 2.3.1 von Ref. [I].

Dazu sollte die bisher ausgelassene Coulomb-Abstoftung zwischen Protonen in Betracht gezogen
werden. Eine erste einfache Folge dieser Abstofsung ist, dass der Potentialtopf, in dem die Proto-
nen eingeschlossen sind, wegen des destabilisierend wirkenden Coulomb-Terms oc —Z?2 /Al/ 3 (vel.

§|L1.2.1) seichter ist, d.h. Vg, < Vp , wie in Abb. dargestellt wird.
11.3.4 b Beriicksichtigung der Wechselwirkungen

Abweichung vom Modell des idealen Gases.

11.3.4 c Starken und Mangel des Fermi-Gas-Modells

Die Beschreibung des Kerns als ein Fermi-Gas liefert zunéchst niitzliche Gréffenordnungen, z.B.
die kinetische Energie der Nukleonen im Kern. Aufierdem erlaubt die oben beschriebene schrittweise
Verfeinerung eine Erklarung verschiedener Terme der Bethe-Weizsécker Massenformel, insbesondere
des Asymmetrie-Terms.

Dennoch léft das Fermi-Gas-Modell die beobachtete bevorzugte Paarung von Protonen bzw.
Neutronen in Kerne (d.h. den Paarungsterm Bs) unerklért. Des Weiteren kann das Modell keine
Auskunft iiber die Verteilung der Energieniveaus geben: das Energiespektrum eines Fermi-Gases
ist ndmlich strukturlos bzw. gleichféormig, wahrend die Anwesenheit einer bestimmten Struktur
durch verschiedenen Beobachtungen angedeutet wird, z.B. durch die gemessenen Anregungsenergien
unterschiedlicher Nuklide (s. Beispiel in § [[I.4.1]).



	II Struktur von Kernen. Kernmodelle
	Atomkern als ideales Fermi-Gas
	Der Kern als Einkomponenten-Fermi-Gas von Nukleonen
	Der Kern als Zweikomponenten-Fermi-Gas
	Mögliche Verbesserungen des Modells





