6.5 Anwendungen; H-Feinstruktur

E,-Niveaus des Wasserstoffatoms sind n?-fach entartet.
Wollen nun die “Feinstruktur” des Spektrums bestimmen
(vgl. Bem. auf S. 63; hier Z = 1), per Sto.

Beispiel: Feinstruktur des H-Spektrums [vgl. Miinster, §17.3]
(relativistische Korrekturen aus “Dirac-Gleichung” — QMII)

H=H,+ H,+ H,+ H.
kleine Storung
. P e’ gl
mit  Hy = oM +V(r), vgl. 85 V(r)= =—

die hier zu betrachtenden Korrekturen:

(a) relativistische kinetische Energie
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(b) Spin-Bahn-Kopplung, aus Dirac-Gleichung
(Im e~ -Ruhesyst. erzeugt p* ein B-Feld; koppelt per S - B an Spin des e”)
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(c) Darwin-Term, aus Dirac-Gleichung
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Notation: Hj hat Spin-Anteil — miussen nun Wellenfunktion mit Spin verwenden!
e~ hat |s,m,) = |3, £5) (= |+ 3) ab jetzt)
ungestdrtes Problem F hat die Lésung (vgl. §5)
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— addiere L + S = J zum Gesamtdrehimpuls, kann also auch Zustande
In; JM; 1) mit J =1+ 1 verwenden (vgl. §4.5, CG-Koeffs).

nun Sto. 1.0rdnung:

(a) H, = 2uc2 (Hy + /r)” ist bereits diagonal in der gewahlten Basis

1 1 1 1
<n; JM; ¢ Hg + 2vHy— +72—2 n; JM;£> — Egn + 2vEon <> +’y2 <2>
T T /e r e

e benotigen also zur Bestimmung der Diagonalmatrixelemente lediglich
radiale Erwartungswerte

e Erinnerung §5.2: Ry(r) ~ (kr)'e " )= ay(kr)P mit k = -
Losung, via azzl = (pf;;fallfpﬂ, gab Rng ~ (m")ee apl27 | (2kr)

mit verallg. Laguerre-Polynomen L"(z) = LaguerreL|n,m, x|
(rhs in Mathematica; diese l6sen zy” + (m + 1 — )y’ + ny = 0)

e benutze (r®) aus [Bethe/Salpeter: QM of One- and Two-Electron
Atoms, Plenum, NY 1977; S.15]

Gl ae ()~ mwarim (), wwwr
e an?’ \r2[n a?n3(0+1/2) T \r3 /. @330+ 1)(20 4+ 1)

Erinnerung: Bohr-Radius a = %
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— En 2pc? w0 27 an? +7 a’n3l 4+ 1/2
a? (1 n
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(b) Hy = 45 S - L2 ist auch schon diagonal, denn:
‘i " S -
P =S+L0?=8+1?+25-L & S-L=14P-1*-9
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= ((=0): EN® =0danun J=1 und damit [...] =
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wir erhalten also insgesamt fur die Korrektur in 1.0.5to:

2 _ _
B = E”“i? i_1+£+n1/2 _”J(JZ(EL 1%511)1) 3/4(1_5“);"%
fur £ #£ 0: benutze J=(+ % zur Vereinfacth)ng
‘]:”;: { }:_i+uqﬂbl__i+J+n1/2
1
fur ¢ = 0: J—; {..}:—i+2n—n——i—|—J+nl/2

e[ 3,

T2 e T U412
also (J — j)  Eyj =3 puc n2{1+n2(3+1/2 S+..)
Bemerkungen:

e haben “normale” Storungstheorie benutzt, trotz Entartung!
Grund: H, . vertauschen mit 52, L3, und diese haben verschiedene EW pro
Unem (Wobei E,, n’fach entartet ist). Also sind ¢, “gute” EZ, auch mit
Storung — Gliick gehabt.

e F-Korr. sind um a? ~ 1372 ~ 5-107° kleiner als ungestorte EW

e Spektrum: [Abb: E-Schema nf;, mit { =S, P,D,F,.. und j, =(+ %]

e die Dirac-Glg (vgl. QMII) Iiefert exakt ((1+e)" ~1+ne+ 224 )
E,j = pc*{l1+a’n — )+ +1/2)2 — a2} V2 — pe? S s.o.

e weitere Korrekturen (vgl. S.63: Lamb-Shift, Hyperfeinstruktur) sorgen fiir
weitere Aufhebung der Entartung

Naherungsmethoden-Fazit:

e Sto. anwendbar, wenn Problem sich nur wenig von einem exakt losbaren
unterscheidet

e Vari. gut fir Berechnung der Grundzustands-Energie, wenn man eine qual-
itative Vorstellung von der Form der Wellenfkt. hat
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