
6.4 Störungstheorie für entartete Zustände
(die in §6.2 versprochene Verallg.)

• Kerngedanke: innerhalb entarteter (oder fast entarteter) En’s ist der Effekt
der Störung λĤ1 nicht mehr “klein”.
→ Nehme also die wichtigsten Ĥ1-Anteile mit zu Ĥ0.

• Ausgangspunkt wie in §6.2: Ĥ = Ĥ0 + λĤ1, |λ| � 1
ungestörte Zustände: Ĥ0|ϕnk〉 = E0n|ϕnk〉
(n: Hauptquantenzahl(en); k = 1, . . . , N(n); N(n) Entartung)
ungestörte EZ orthonormal gewählt: 〈ϕnj|ϕnk〉 = δjk

• Ansatz für das volle System Ĥ|ψnα〉 = Enα|ψnα〉, α = 1, . . . , N(n)
mit Enα =

∑∞
m=0 λ

mE(m)
nα , E(0)

nα = E0n (wie vorher)

und |ψnα〉 =
∑∞

m=0 λ
m|ψnα〉(m), |ψnα〉(0) =

∑N(n)
k=1 b

(n)
αk |ϕnk〉

(weil die Wahl der |ϕnk〉 nicht unbedingt optimal für Stö. war)

• diesen Ansatz in die zeitunabh. Schröd.Glg einsetzen, λ-Koeff-Vergleich
(völlig analog zu §6.2, vgl. S.66)

⇒ Ĥ0|ψnα〉(m) + Ĥ1|ψnα〉m−1 =
m∑

p=0
E(p)

nα |ψnα〉(m−p) , m ≥ 0

m = 0: ist wieder trivial
Ĥ0|ψnα〉(0) = E0n|ψnα〉(0)

m = 1:
Ĥ0|ψnα〉(1) + Ĥ1|ψnα〉(0) = E0n|ψnα〉(1) + E(1)

nα |ψnα〉(0)

von links mit 〈ϕnj| multiplizieren

⇒ 〈ϕnj|Ĥ1|ψnα〉(0) = E(1)
nα 〈ϕnj|ψnα〉(0)

⇔
N(n)∑
k=1

{
〈ϕnj|Ĥ1|ϕnk〉 − E(1)

nαδjk
}
b
(n)
αk = 0 ∀j ∈ {1, . . . , N(n)}

dies sind also lineare Gleichungen f̈ır die Koeff’s b
(n)
αk

es gibt eine nichttriviale Lösung, falls

det
j,k

{
〈ϕnj|Ĥ1|ϕnk〉 − E(1)

nαδjk
}

= 0
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“Säkulargleichung” oder “charakterist. Polynom” (EW einer Matrix ≡
Nullst des char. Polynoms)

⇒ Die Energien E(1)
nα sind genau die (reellen) Eigenwerte der (hermitischen)

N(n)×N(n)-Matrix 〈ϕnj|Ĥ1|ϕnk〉

→ nachdem die E(1)
nα bekannt sind, können auch die b

(n)
αk bestimmt werden,

was die |ψnα〉(0) festlegt.

Bem.:

• die Energien E(1)
nα , α = 1, . . . N(n), sind i.A. nicht mehr entartet: Ĥ1 hat

weniger Symmetrien als Ĥ0 und löst die Entartung auf.

• mit bekannten E(1)
nα → b

(n)
αk → |ψnα〉(0) könnten wir wie in §6.2 dann |ψnα〉(1)

bestimmen, und auch höhere Ordnungen (in λ) betrachten ...
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Beispiel: Stark-Effekt (H-Atom im ~E-Feld)

[Abbildung: H in ~Ez]
wähle z-Achse entlang ~E-Richtung

⇒ Ĥ = − h̄
2

2µ
~∇2 − Ze2

4h̄ε0r
+ e| ~E|z

= Ĥ0 + λĤ1 (| ~E|“klein′′)

ungestörte Zustände: ϕnk(~r) ≡ ψnlm(~r) = Rnl(r)Ylm(θ, ϕ) (vgl. §5)
n = 1, 2, 3, . . . ; l = 0, 1, . . . , n− 1 ; m = −l, . . . ,+l
→ En ist (4)n2-fach entartet

Korrekturen zum Grundzustand E1? (nicht entartet → “normale” Stö.)

n = 1: ⇒ l = 0 , m = 0 ; Y00(θ, φ) = 1√
4π

〈ϕ10|Ĥ1|ϕ10〉 ∼
∫ ∞
0

dr r2|R10(r)|2
∫ π

0
dθ sin(θ)

∫ 2π

0
dϕ

=z︷ ︸︸ ︷
r cos(θ)

= 0 ⇒ keine Korrektur

Korrekturen zu E2?

kennen Y10(θ, ϕ) =
√

3
4π cos(θ) ; Y1±1(θ, ϕ) = ∓

√
3
8π sin(θ)e±iϕ (s.Ü27b)

undR20(r) = 1√
2

(
Z
a

)3/2 (
1− Zr

2a

)
e−

Zr
2a ; R21(r) = 1

2
√

6

(
Z
a

)5/2
re−

Zr
2a (s.Ü36)

sei nun Vjk ≡ 〈ϕ2j|λĤ1|ϕ2k〉 mit k = 1, 2, 3, 4

⇒
{
l = 0, 1, 1, 1
m = 0, 0, 1, −1

müssen die Vjk nun berechnen, z.B.

V12 = e| ~E|
∫ ∞
0

dr r2 · 1√
2

(
Z

a

)3/2 (
1− Zr

2a

)
e−

Zr
2a · r · 1

2
√

6

(
Z

a

)5/2

re−
Zr
2a ×

×
∫ 2π

0
dϕ

∫ π

0
dθ sin(θ) · 1√

4π
· cos(θ) ·

√√√√ 3

4π
cos(θ)

Subst.: Zr/2a ≡ r̂ ; cos θ ≡ u

= e| ~E| 24

2
√

2
√

6

2a

Z

∫ ∞
0

dr̂ r̂4(1− r̂)e−2r̂︸ ︷︷ ︸
=−9/8

×2π

√
3

4π

∫ 1

−1
du u2

︸ ︷︷ ︸
=2/3

= e| ~E| a
Z

4

(
−9

8

)
2

3
= −3e| ~E| a

Z
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→ die komplette Matrix Vjk (für Z = 1):

Vjk =


0 −3e| ~E|a 0 0

−3e| ~E|a 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


müssen also die folgende Säkulargleichung lösen:

det


−η −3e| ~E|a 0 0

−3e| ~E|a −η 0 0
0 0 −η 0
0 0 0 −η

 = η2[η2 − (3e| ~E|a)2] = 0

⇔ EW bzw. E2-Korrekturen η ∈ {0, 0,+3e| ~E|a,−3e| ~E|a}

⇒ Eigenzustände: η = 0 :


0
0
1
0

⇔ |211〉︸ ︷︷ ︸
n`m

und


0
0
0
1

⇔ |21−1〉

η = +3e| ~E|a :
1√
2


1
−1
0
0

⇔
1√
2
(|200〉 − |210〉)

η = −3e| ~E|a :
1√
2


1
1
0
0

⇔
1√
2
(|200〉+ |210〉)

insgesamt ist die Entartung des H-Spektrums durch das äußere Feld ~E teilweise
aufgelöst: [Abb: E vs | ~E|]
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