
5.2 Energiespektrum [vgl. z.B. Münster, §13.1]

wir betrachten nun konkret das Coulomb-Potential
V (r) = − Ze2

4πε0r
; Z = 1 für Wasserstoff

⇒ Radialgleichung
{
− h̄2

2µ∂2
r + h̄2l(l+1)

2µr2 − Ze2

4πε0r

}
u(r) = E u(r),

Randbedingungen u(0) = 0 = u(∞)
Lösung u(r) =? → gehe schrittweise vor:

(1) was passiert für sehr große r?

Veff(r) → 0 ⇒ − h̄2

2µ
u′′ = Eu → falls E > 0 : Oszillationen︸ ︷︷ ︸

X zu u(∞)=0

⇒ E < 0 !

(2) Notation: E ≡ − h̄2κ2

2µ ⇒ u(r) ∼ e−κr für r →∞

(3) dimensionslose Variable ρ ≡ κr ⇒ ∂r = κ∂ρ ; ρ0 ≡ Ze2κ
4πε0|E|

⇒
∂2

ρ −
l(l + 1)

ρ2 +
ρ0

ρ
− 1

 u(ρ) = 0

(4) asymptotisches Verhalten

• ρ →∞ ⇒ u(ρ) ∼ e−ρ (vgl.(2))

• ρ → 0 ⇒ u′′ ≈ l(l+1)
ρ2 u(ρ)

Ansatz u(ρ) ∼ ρα ⇒ α(α− 1)ρα−2 = l(l + 1)ρα−2

⇔ α = l + 1 oder α = −l︸ ︷︷ ︸
X zu u(0)=0

(5) dies motiviert den Ansatz u(ρ) = ρl+1e−ρw(ρ)

→ u′(ρ) = (l + 1)ρle−ρw − ρl+1e−ρw + ρl+1e−ρw′

→ u′′(ρ) = l(l + 1)ρl−1e−ρw − (l + 1)ρle−ρw + (l + 1)ρle−ρw′

−(l + 1)ρle−ρw + ρl+1e−ρw − ρl+1e−ρw′

+(l + 1)ρle−ρw′ − ρl+1e−ρw′ + ρl+1e−ρw′′

= ρle−ρ


l(l + 1)

ρ
− 2(l + 1) + ρ

 w + 2[l + 1− ρ]w′ + ρw′′


⇒ [−2(l + 1) + ρ0]w + 2[l + 1− ρ]w′ + ρw′′ = 0
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(6) Ansatz für w(ρ): Potenzreihe!

w(ρ) =
∑
k

akρ
k ; w′ =

∑
k

akkρk−1 ; w′′ =
∑
k

akk(k − 1)ρk−2

⇒
∑
k

[−2(l + 1) + ρ0]akρ
k + 2(l + 1) akkρk−1︸ ︷︷ ︸

k→k+1

−2akkρk + akk(k − 1)ρk−1︸ ︷︷ ︸
k→k+1

 = 0

⇔
∑
k

{[ρ0 − 2(l + 1 + k)]ak + (k + 1)[2(l + 1) + k]ak+1} ρk = 0

muss ∀ ρ gelten ⇒ {} = 0: Rekursion für Koeff. ak.

(7) Wähle k = −1 ⇒ a−1 = 0

und wegen ak = (k + 1) 2(l+1)+k
2(k+l+1)−ρ0

ak+1 ist a−2 = 0 = a−3 = a−4 = · · ·
⇒ k ≥ 0 damit ak 6= 0

(8) für k ∈ {0, 1, 2, · · ·} gilt also ak+1

ak
= 2(k+l+1)−ρ0

(k+1)(2l+k+2)

(9) betrachte k � 1: ak+1

ak
≈ 2

k ⇒ ak ∼ 2k

(k−1)!

dann ist w(ρ) ∼ ∑
k

2kρk

(k−1)! = 2ρ
∑

k
(2ρ)k−1

(k−1)! ∼ 2ρe2ρ︸ ︷︷ ︸
X zu u(ρ)

ρ→∞∼ e−ρ

(10) also muss die Reihe abbrechen!

→ ∃n ∈ {1, 2, · · ·} so dass ρ0 = 2n ⇒ Energie ist wieder quantisiert!

→ w(ρ) ist ein Polynom (“zugeordnetes Laguerre-Polynom”)

→ für eine gegebene “Hauptquantenzahl” n gilt:

k + l + 1 = n, k ∈ {0, 1, · · ·}

⇒ l = n− l − k ⇒ l ∈ {0, 1, · · · , n− 1}

Zusammenfassung

• die Energie-Eigenzustände werden durch drei Quantenzahlen spezifiziert:

n = 1, 2, 3, . . .

l = 0, 1, . . . , n− 1

m = −l,−l + 1, . . . , +l

(dazu kommen noch die Spinquantenzahlen)
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• die Energie-Eigenwerte sind also

ρ0 =
Ze2

4πε0

√
2µ|E|

h̄2

|E|
= 2n ⇔

 Ze2

4πε0h̄

2
2µ

|E|
= 4n2

⇒ En = −1

2
µc2 Z2

 e2

4πε0h̄c

2
1

n2 Rydberg − Formel

• Entartung: 22 ∑n−1
l=0 (2l + 1) = 4n2 (22 von Spins (e−, p+))

• Defs

Feinstrukturkonstante ≡ α ≡ e2

4πε0h̄c
≈ 1

137, 04

Rydberg −Konstante ≡ 1

2
mec

2α2 ≈ 13, 605 eV

Bohr− Radius ≡ a0 ≡
1

α

h̄c

mec2 ≈ 0, 53Å (1Å = 10−10m)

µ =
memp

me + mp
≈ me(1−

me

mp
+ · · ·) ≈ me(1−

1

2000
+ · · ·) und Z = 1

⇒ En ≈ −1

2
mec

2 · α
2

n2 ≈ − e2

8πε0

1

a0

1

n2 ≈ −13, 6 eV

n2

Bem.:

• eine genauere Betrachtung hebt die Entartung auf

→ Spin spielt dann auch eine Rolle

Notation: nljl
mit jl = l ± 1

2 ( =̂ Gesamt-Drehimpuls des e−)

• z.B. Feinstruktur (relativistische Korrekturen aus Dirac-Gleichung)

→ En hängt von jl ab: |E2S1/2
−E2P3/2

| = |E2P1/2
−E2P3/2

| = O(α4) ∼ 10−5 eV

• z.B. Lamb-Shift (relativistische Korrekturen aus QED)

→ En hängt von l ab: |E2S1/2
− E2P1/2

| = O(α5 ln 1
α) ∼ 10−6 eV

• z.B. Hyperfeinstruktur (Korrekturen wegen Ww mit Proton-Spin )

→ En hängt vom Eigenwert von ~̂S
(1)
+ ~̂S

(2)
ab:

|E(0)
1S1/2

−E
(1)
1S1/2

| = O(α4 me

mp
) ∼ 10−6 eV

(∼ Wellenlänge 21cm; grosse Bedeutung in Astrophysik)
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