
4.4 Spin

Zu Beginn der Behandlung von Drehungen:

Transformation

|ψ′〉 = e−
i
h̄α~n· ~̂J |ψ〉

für “skalare” (vgl. S.45) Funktionen ψ(~r) = 〈~r|ψ〉 ∈ C wurde ~̂J durch den

Bahndrehimpulsoperator ~̂L = ~̂r × ~̂p realisiert.

wir hatten gesehen (vgl. S.46), dass die Drehimpulsalgebra auch durch die
SO(3)-Matrizen Σj realisiert werden kann, [h̄Σj, h̄Σk] = ih̄εjkmh̄Σn

−→ Verallgemeinerung:

Seien Ŝj(j ∈ {1, 2, 3}) konstante (2s+1)×(2s+1)-Matrizen mit der Eigenschaft
[Ŝj, Ŝk] = ih̄εjkmŜm.
Dann genügen die Operatoren Ĵk ≡ L̂k + Ŝk der Drehimpulsalgebra (weil die
gemischten Terme verschwinden).

Der Zustand |ψ〉 hat insgesamt (2s+ 1) Freiheitsgrade,

〈~r, ∗|ψ〉 =


〈~r, s|ψ〉

〈~r, s− 1|ψ〉
...

〈~r,−s|ψ〉

 ∈ C2s+1,

und wir sprechen von einem Teichen mit Spin s

• die “alte” (skalare) Wellenfunktion: Spezialfall s = 0

• die 3× 3-Matrizen h̄Σj: Spezialfall s = 1

• jetzt: s = 1
2

Generatoren für s = 1
2

Können Generatoren für beliebige Spinquantenzahl s mit Hilfe der allgemeinen

Ergebnisse auf S.48 konstruieren (hatten dort normierte EZ |j,m〉 von ~̂J
2
, Ĵ3 er-

halten: Ĵ±|j,m〉 = C±(j,m)|j,m− 1〉 mit C±(j,m) = h̄
√

(j ∓m)(j ±m+ 1))
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•
〈1
2
, s′3|Ŝ3|

1

2
.s3〉 = h̄s3δs′

3s3

⇒ Ŝ3 =

( h̄
2 0
0 − h̄

2

)
=
h̄

2

(
1 0
0 −1

)

•

〈1
2
.s′3|Ŝ1|

1

2
, s3〉 =

h̄

2


√√√√(

1

2
− s3)(

3

2
+ s3)δ(s3+1)s′

3
+

√√√√(
1

2
+ s3)(

3

2
− s3)δ(s3−1)s′

3



⇒ Ŝ1 =
h̄

2

(
0 1
1 0

)

•

〈1
2
, s′3|Ŝ2|

1

2
, s3〉 =

ih̄

2


√√√√(

1

2
+ s3)(

3

2
− s3)δ(s3−1)s′

3
−
√√√√(

1

2
− s3)(

3

2
+ s3)δ(s3+1),s′

3



⇒ Ŝ2 =
h̄

2

(
0 −i
i 0

)

⇒ def Pauli-Matrizen σj, mit Ŝj ≡ h̄
2σj

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)

−→ es gilt σ†j = σj , Sp(σj) = 0 , σjσk = δjk12+2 + iεjkmσm

−→ also tatsächlich [Ŝj, Ŝk] = h̄2

4 [σj, σk] = h̄2

4 2iεjkmσm = ih̄εjkmŜm

−→ eine makroskopische Drehung im Spin-VR ist also

exp

(
− i

h̄
a~n · ~̂S

)
= exp

(
−iα

2
~n · ~σ

)
= 12×2 cos

(
α

2

)
− i~n · ~σ sin

(
α

2

)

Erwartungswerte

mit der vektorartigen Spinor-WF 〈~r, ∗|ψ〉 =

( 〈~r, 1
2|ψ〉

〈~r,−1
2|ψ〉

)
≡

(
ψ+(~r)
ψ−(~r)

)
können wir jetzt Erwartungswerte und Wahrscheinlichkeiten berechnen:
Skalarprodukt: 〈φ|ψ〉 =

∫
d3~r

∑−1/2
s3=+1/2〈φ|~r, s3〉〈~r, s3|ψ〉

=
∫
d3~r [φ∗+(~r)ψ+(~r) + φ∗−(~r)ψ−(~r)]

konjugierter Spinor: 〈φ|~r, ∗〉 = (φ∗+(~r), φ∗−(~r))
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Norm: 〈ψ|ψ〉 =
∫
d3r

[
|ψ+(~r)|2 + |ψ−(~r)|2

]
Wahrscheinlichkeitsdichte am Ort ~r: Ŝ3-Zustand ±1

2 : |ψ±(~r)|2
Erwartungswert:

〈ψ|Ŝj|ψ〉 =
∫

d3r
−1/2∑

s′
3=1/2

−1/2∑
s3=1/2

〈ψ|~r, s′3〉〈s′3|Ŝj|s3〉〈~r, s3|ψ〉

=
∫

d3r (ψ∗
+(~r), ψ∗

−(~r)) ·
 Ŝj als

Matrix

 ·
ψ+(~r)

ψ−(~r)


Hamilton-Operator
Ĥ muss auch als Matrix betrachtet werden.
Seine Form bestimmt, welche Op’s gleichzeitige EZ mit Ĥ haben.

Bsp.: Ĥ = { ~̂p
2

2m + V (|~r|)}1(2s+1)×(2s+1) ist ~̂S-unabhängig

⇒ [ ~̂S
2
, Ĥ] = [Ŝ3, Ĥ] = 0 = [~̂L

2
, Ĥ] = [L̂3, Ĥ]

→ können also s3 und l3 gleichzeitig bestimmen.

Bsp.: Ĥ = ~̂p
2

2m + V (|~r|) + κ ~̂L · ~̂S
jetzt gilt: • [L̂i, Ĥ] = κ[L̂i, L̂jŜj] = κ ih̄εijmL̂mŜj 6= 0

• [Ŝi, Ĥ] = κ[Ŝi, L̂jŜj] = κ L̂j ih̄εijmŜm 6= 0
aber der Gesamtdrehimpuls ist immer noch erhalten:

• [Ĵi, Ĥ] = [L̂i + Ŝi, Ĥ] = ih̄κ
(
εijmL̂mŜj + εijmL̂jŜm

)
= ih̄κεijm

(
L̂mŜj − L̂mŜj

)
= 0
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