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Einleitung

Die Quantenchromodynamik (QCD) beschreibt die fundamentale Wechselwirkung der
starken Wechselwirkung, welche die Quarks und Gluonen in Baryonen und Mesonen zu-
sammenschlieft. Die daraus resultierende Bindungsenergie entspricht hierbei 99 % der
Hadronen-Masse, sodass die Stirke der starken Wechselwirkung der Ursprung des Grof3-
teils der sichtbaren Materie im Universum ist. Die QCD stellt eine nicht-abelsche Quan-
tenfeldtheorie dar, basierend auf der Eichgruppe SU(3)., die auch als Farbgruppe be-
zeichnet wird.

Eine zentrale Eigenschaft der QCD ist die asymptotische Freiheit, das heifit, dass die
Stiirke der Wechselwirkung - ausgedriickt durch den Kopplungsparameter c,(Q?) - mit
steigender Energieskala () abnimmt und im Limes () — oo gegen Null konvergiert (siche
[Gross, Wilczek; 1973]). Derartig hohe Energien konnen bei Schwerionenkollisionen in
Teilchenbeschleunigern beobachtet werden.

Eine weitere Eigenschaft der QCD ist der Quark-Einschluss, auch Confinement
genannt. Dieser geht bei hinreichend hohen Temperaturen verloren. In diesem Decon-
finement-Ubergang bilden die charakteristischen Freiheitsgrade nicht mehr gebundene,
hadronische Zustdnde, sondern gehen in einen Zustand quasi-freier Quarks und Gluonen,
dem sogenannten Quark-Gluon-Plasma (QGP), iiber. Es ist bekannt, dass dieser Ubergang
in den anfédnglichen Phasen des Universums vorzufinden war. Confinement tritt zwischen
Quarks und Gluonen ein, wenn der Kopplungsparameter «; bei grofleren Abstinden
bzw. niedrigeren Energieskalen () zunimmt und damit sehr starke Wechselwirkungen
zwischen farbgeladenen Teilchen vorliegen. In diesem Bereich konnen folglich keine
storungstheoretischen Ansitze verwendet werden. Um die QCD néher erforschen zu
konnen, werden somit nicht-storungstheoretische Ansitze benotigt.

Ein solcher Ansatz, der zur Modellierung der QCD verwendet wird, stellt die Gitter-
QCD dar. In der Gitter-QCD wird das Raum-Zeit-Kontinuum durch ein diskretes Gitter als
Regulator ersetzt. Dabei wird das Mal} der Zustandssumme als Wahrscheinlichkeitsmaf}
interpretiert, allerdings ist dieses Maf} bei endlichem chemischen Potential nicht mehr
positiv und man spricht vom sogenannten Vorzeichenproblem. Das Vorzeichenproblem
stellt ein rein numerisches Problem dar und wird in dieser Ausarbeitung keine bedeutende
Rolle spielen, da hauptsichlich analytische Berechnungen durchgefiihrt werden.

In dieser Master-Arbeit wird die Zustandssumme fiir Ny = 1-Flavor Kogut-Susskind-
Fermionen ermittelt. Um eine analytische Berechnung der Zustandssumme vornehmen zu
konnen, wird eine effektive Gittertheorie verwendet, in der das auftretende Integral der
Zustandsfunktion Z iiber einen Teil der Freiheitsgrade analytisch ausgewertet wird (siehe
[Philipsen et al.; 2015]). Dabei werden die rdumlichen Freiheitsgrade ausintegriert. Die
resultierenden Freiheitsgrade sind die sogenannten Polyakov-Loops, welche geschlosse-
ne Quark-Linien in Zeitrichtung darstellen. Die effektive Wirkung setzt sich folglich aus
Nichste-Nachbar-Wechselwirkungen, Ubernichste-Nachbar-Wechselwirkungen, etc. die-
ser Variablen zusammen.

Zudem wird der Integrand der Zustandsfunktion in bestimmten Grenzwerten entwickelt.



Ein geeigneter Entwicklungspunkt ist die Theorie der stark gekoppelten Quarks, in der die
Integrale der Zustandssumme analytisch 16sbar werden. Der zugehorige Grenzwert wird
als Strong Coupling Limit bezeichnet und entspricht dem Grenzwert oy — 00, was in
der Gitter-QCD dem Verschwinden des Parameters [ o al — 0 entspricht.

Das Hauptaugenmerk dieser Arbeit besteht also darin, eine effektive Theorie fiir
Ny = 1 Flavour mit der Diskretisierungsmethode der sogenannten Kogut-Susskind-bzw.
Staggered-Fermionen im Strong Coupling Limit herzuleiten. Unter Vernachldssigung
gluonischer Anteile werden in dieser Master-Arbeit schwere statische Quarks, sowie dy-
namische Quarks untersucht. Man spricht daher vom Heavy-Quark-Mass-Bereich. Die
im Integranden der Zustandssumme auftretende Fermion-Determinante kann damit so-
wohl fiir Wilson-, als auch fiir Kogut-Susskind-Fermionen, in einen statischen und kine-
tischen Anteil faktorisiert werden, um physikalische Parameter iiber die statische Quark-
Determinante det(Qsat.) entwickeln zu konnen. Ignoriert man die kinetischen Anteile in
der Zustandssumme, so werden ausschlieBlich statische Baryonen und Mesonen untersucht
und man spricht vom Static Limit.

Verwendet man nun Gitter-QCD mit Kogut-Susskind-Fermionen, so taucht die Mas-
se im sogenannten Hopping-Parameter ks, auf. Die Indizes s und ¢ bezeichnen hierbei
die rdumlichen und zeitlichen Hops der dynamischen und statischen Quarks. Der Limes
unendlich schwerer Quarks stellt hiermit eine Entwicklung um die Punkte xs; — 0
dar, die auch als Hopping-Parameter-Entwicklung bekannt ist. Diese Entwicklungs-
methode wird zentraler Ausgangspunkt fiir die Berechnung der relevanten Single-Hop-
Zustandsfunktion Z5'*#* sein, die in der niedrigsten Ordnung O(x2) betrachtet wird (sie-
he Kapitel 2).

Im dritten Kapitel dieser Ausarbeitung wird das Resultat fiir die Zustandsfunktion,
welches mithilfe der 3d-effektiven Theorie hergeleitet wurde, mit der korrespondie-
renden Zustandssumme in der dualen Darstellung und auch mit dem Ergebnis fiir
Wilson-Fermionen verglichen. Die duale Darstellung stellt ebenfalls einen Ausweg dar,
das Vorzeichen-Problem im Strong Coupling Limit bei endlichem chemischen Potential
zu beheben und kann auf [Karsch, Miitter; 1989] zuriickgefiihrt werden. Der von ihnen
verfolgte Ansatz basierte darauf, die Zustandssumme explizit in ein Dimer-Modell zu
iberfithren (siche [Rossi, Wolff; 1984]), indem man zunichst iiber die Link-Variablen
integriert und anschlieBend die Grassmann-Integration ausfiihrt.

Mit der vorliegenden Single-Hop-Zustandsfunktion Z5'%% konnen schlieBlich fiir
die Untersuchung von Phaseniibergéngen relevante Observablen - der Polyakov-Loop-
Erwartungswert (Lz) und das chirale Kondensat (y ) - ausgewertet werden.



1. Eichtheorien und Gitter-Eichtheorien

In diesem Kapitel wird die Quantenfeldtheorie eingefiihrt, die die Invarianz der Fermionen
unter lokalen Gruppentransformationen beschreibt, sowie die Dirac-Lagrange-Funktion in
Abschnitt 1.1 . Nach einer kurzen Einfithrung in die Kontinuumsphysik erfolgt in Kapitel
1.2 eine Raum-Zeit-Diskretisierung, um die physikalische Theorie fiir Fermionen in ein
Gitter zu iiberfiihren.

Fiir diesen inhaltlichen Teil sind Literaturquellen verwendet worden, die sich mit den
Themengebieten der Quantenfeldtheorie (z.B. [Peskin, Schroder; 1995]) und der Gitter-
eichtheorie (z.B. [Montvay, Miinster; 1997], [Gattringer, Lang; 2008]) befassen.

1.1. Die Dirac-Lagrange-Dichte in der QCD
Der zentrale Ausgangspunkt der meisten Quantenfeldtheorien, insbesondere der Quanten-
chromodynamik (kurz: QCD), ist die Diracsche Lagrange-Dichte:
_ 1
L=V (D} +my) Ve, 5+ —F5 F, (1.1)

4= w

Die Farbindizes der fundamentalen Darstellung ¢, c; nehmen die Werte 1 bis 3, die der
adjungierten Darstellung nehmen die Werte a = 1, ..., 8 an. Die Raum-Zeit-Indizes u, v
durchlaufen die Werte 0, 1, 2, 3, wobei der Wert 0 fiir die Zeitrichtung steht. Die Flavor-
Indizes besitzen die Werte f =1, .., 6.

In der oben genannten Lagrange-Dichte treten die Fermion-Felder ¥, ¥ auf, die
Grassmann-Zahlen darstellen. Die Grassmann-Zahlen &, &, &, & erfiillen die sogenannte
Grassmann-Algebra, welche durch die Antikommutator-Relationen

{&.&} =0 und {&§,&} ={4,6} =0, (1.2)

sowie durch die Grassmann-Integration definiert wird (siehe [Gattringer, Lang; 2008]).

Die Yang-Mills-Theorie, die man aus der QCD konstruieren kann, indem man die Quark-
massen unendlich grof8 wihlt (siehe [Peskin, Schroder; 1995]), beschreibt gluonische
Wechselwirkungen und lautet:

£:1F“ F (1.3)

4 H %

Die in dieser Lagrange-Dichte auftretenden Feldstdrke-Tensoren, sowie die kovarianten
Ableitungen in GI.(1.1) hiingen dabei zusitzlich von den Eichfeldern A,, ab,
FS, = 0,A; — 0,A% + gf ™ A AS, (1.4)

D, =0, —igA®T*. (1.5)

Die Matrizen T sind die Generatoren der Eichgruppe und erfiillen die folgenden Identiti-
ten

[T, T"] = if*T, (1.6)
tr (T°T°) = %6@, (1.7)



wobei die Parameter £ die reellen, antisymmetrischen Strukturkonstanten der Eichgrup-
pe darstellen. Der Faktor ¢ ist die Kopplungskonstante der starken Wechselwirkung.

In dieser Ausarbeitung wird das Strong Coupling Limit betrachtet, das heilt, dass im
Grenzfall unendlicher Kopplung 8 = 29—137 — 0 fiir g — oo der Yang-Mills-Term vernach-
lassigt wird, um den Rechenaufwand in der analytischen Berechnung der Zustandssumme
zu reduzieren.

Die Zustandssumme Z stellt in der Quantenfeldtheorie eine wichtige GréBe dar. In der
QCD wird die Zustandssumme folgendermal3en definiert,

7 = / DUDUDA e ST (1.8)

mit den IntegrationsmaBen DYDY = [Le e d¥er s (@) 1L, 5, d¥,, ;(r), DA =
[1., dA.(z) (siche [Gattringer, Lang; 2008]). Die Wirkung S kann iiber die Lagrange-
Dichte ausgedriickt werden

S[A, U, V] = /d“xﬁ[A“,\Il,\I/], (1.9)

dadurch wird die QCD eindeutig durch £ und den Eigenschaften der Felder A, ¥, ¥ fest-
gelegt. Von groBer physikalischer Bedeutung sind Erwartungswerte hermitescher Opera-
toren O, die im Pfadintegral-Formalismus iiber die Zustandssumme ermittelt werden kon-
nen:

(O[A, T, T]) = %/D\IID\I/DA e ST o (1.10)

Die Menge dieser hermiteschen Operatoren reprisentiert physikalische Observablen.
In Kapitel 3 dieser Ausarbeitung erfolgt die Berechnung des Polyakov-Loop-
Erwartungswertes (Lz), der solch eine Observable darstellt.

1.2. Gitter-Feldtheorie und Gitter-Diskretisierung

Mit einer vorgegebenen Lagrange-Dichte £ bzw. ihrer zugehorigen Wirkung S besteht
nun die Moglichkeit, das Integral der Zustandssumme in GI. (1.8) auszuwerten. Dieses In-
tegral ist allerdings unendlich-dimensional und damit im Allgemeinen nicht wohldefiniert.
Es wird ein Regulator benétigt, der die Zustandssumme in eine analytisch 16sbare Form
tiberfiihrt.

Im sogenannten Gitter-Ansatz, der bereits 1974 von Wilson eingefiihrt wurde, wird die
kontinuierliche Raum-Zeit durch ein Gitter mit endlichem Gitterabstand a ersetzt, wodurch
die Existenz von Feldern und Variablen auf Gitter-Punkten eingeschrinkt wird. Die totale
Anzahl der Gitterpunkte ist eine dimensionslose GroBe und durch

Q= NN, = N3N, (1.11)

gegeben, wobei die jeweiligen Anzahlen der Gitterpunkte in Raum- und Zeitrichtung mit
N, und N, bezeichnet werden. Die zu betrachtende physikalische Theorie - in diesem



Fall die QCD - wird auf einem (3 + 1)-dimensionalen, hyperkubischen Gitter mit kleinst-
moglichem Gitterabstand @ — 0 betrachtet. N, nimmt auf dem Gitter endliche Werte an,
die rdaumlichen Gitterlingen L. = Nya werden mit N, — oo konstant gehalten. Die Re-
lation Ny, > N, beschreibt den thermodynamischen Limes (siche [Montvay, Miinster;
1997]). Die so entstehende Theorie wird als Gitter-QCD bezeichnet. Mit der Einfiihrung
einer diskretisierten Raum-Zeit miissen auch entsprechende diskrete Ableitungsoperatoren
- ausgedriickt durch endliche Differenzen - , sowie diskrete Eich- und Fermion-Felder defi-
niert werden, um im Kontinuumslimes ¢ — 0 die urspriingliche Theorie wiederherstellen
zu konnen.

Das Raum-Zeit-Gitter birgt zusitzlich ein Regularisierungsschema, das bedeutet, dass
fiir nicht-verschwindende Gitterabstinde a alle Impulse einen Ultraviolett-Cut-Off A = =
aufweisen. Dieses Schema ist nicht an die Storungstheorie gebunden, damit ist das Gitter
ein nicht-storungstheoretischer Regulator (siehe [Gattringer, Lang; 2008]).

Durch die Einfiihrung des Gitters wird die Anzahl der zu ermittelnden Integrale der
Zustandssumme zwar noch duflerst gro3, aber endlich, was insbesondere fiir Monte-Carlo-
Simulationen vorteilhaft sein kann.

1.2.1. Die Fermion-Wirkung

Fermionen erschweren Computer-Simulationen in der Gitter-Theorie, da diese aufgrund
ihrer vielen Freiheitsgrade die Rechenzeit erhohen. Im Kontinuum lautet die freie Fermion-
Wirkung im Euklidischen Raum:

5= [ da [Ba)00() + mita)ola)]. (1.12)

Um eine diskrete Variante dieser Wirkung zu erhalten, setzt man die Grassmann-Variablen
auf den Gitter-Punkten x = (zg, z1, 2, x3) fest und ersetzt die Ableitungsoperatoren durch
endliche Differenzen,

Stiat. = Y Pyt +m > ity (1.13)
T, T
wobei die Gitter-Variante der partiellen Ableitung definiert ist durch:

1
A,uwx = % <wx+ﬂ - wxf[» . (1~14)

Damit lautet die Fermion-Gitter-Wirkung (siehe [Gattringer, Lang; 2008])
B 1 &
Sy =a Z (mw(x)w(:c) -5 M:Ziow(x + /l)’y”UM(:c)w(:c)), (1.15)

wobei die Summe iiber diskrete Punkte auf dem Gitter erfolgt und die Kurznotation v~* =
—~* verwendet wird. Ublicherweise faktorisiert man die Felder in GI.(1.15) heraus und
stellt die Wirkung als Vektor-Matrix-Produkt dar,

+3

- 1
Sf = a4¢yQymwm ) Qym [U,u] = méy,r - % Z /VMUu<x)6y—u,x 9 (116)
pn==0



wobei Spin-und Eichfeld-Indizes hier zunichst nicht aufgefiihrt werden. Damit kann das
Integral iiber alle Fermion-Felder zu dem folgenden exakten Ausdruck vereinfacht werden:

/ Hd&idwjemw = det(Q). (1.17)
i,J

Die Matrix () bezeichnet hierbei den Dirac-Operator oder die Fermion-Matrix und det(Q))
ist die zugehorige Fermion-Determinante.

Im spiteren Verlauf dieser Ausarbeitung wird die Fermion-Determinante fiir Kogut-
Susskind-Fermionen in einen statischen und kinetischen Anteil faktorisiert, d.h.
det(Q) = det(Qstar.) - det(Qxin.), um Fermion-Fermion-, sowie Fermion-Antifermion-
Wechselwirkungen niher untersuchen zu kénnen.

1.2.2. Das Fermion-Doppler-Problem

Die im vorigen Abschnitt eingefiihrte Wirkung stellt eine naive Formulierung der Gitter-
Fermionen dar und birgt das sogenannte Doppler-Problem. Dies erkennt man durch ni-
here Betrachtung des Fermion-Propagators (siehe [Kogut, Susskind; 1975]):

—iryusin(p,a) + ma
5 s () +

1

aSp = (1.18)
Diese Groe besitzt 16 Pole in der Brillouin-Zone statt eines einzigen Pols im Ursprung,
dabei weist nur diese Polstelle einen physikalischen Bezug auf. Die zusitzlichen 15 un-
physikalischen Doppler entstehen durch die Gitter-Regularisierung.

Das Nielsen-Ninomiya-Theorem (siche [Nielsen, Ninomiya; 1981]) besagt, dass die

Existenz einer Fermion-Gitter-Wirkung, die eine Invarianz gegeniiber Translationen und
chiralen Transformationen besitzt, doppler-frei, lokal und bilinear zugleich ist, unmoglich
ist. Um die Doppler in der Wirkung beseitigen zu konnen, muss also eine der zuvor ge-
nannten Eigenschaften vernachlédssigt werden.
Im darauffolgenden Abschnitt wird eine Diskretisierungsmethode fiir Fermionen zur Um-
gehung des Doppler-Problems vorgestellt, die sogenannten Kogut-Susskind-Fermionen.
Dieser Fermion-Typ reduziert die Anzahl der Doppler von 16 auf 4 (siehe [Kluberg-Stern
et al.; 1983]).

Zur Vervollstindigung seien an dieser Stelle weitere Diskretisierungsmethoden fiir
Fermionen erwihnt: Die Wilson-Fermionen stellen ebenfalls eine Moglichkeit dar,
das Doppler-Problem durch Einfithrung eines Wilson-Terms zu beseitigen. In Kapitel
3 dieser Ausarbeitung wird die Zustandssumme der 3d-effektiven Theorie fiir Kogut-
Susskind-Fermionen im Strong Coupling Limit - im spiteren Verlauf als Single-Hop-
Zustandssumme Z;"*%® bezeichnet - dem entsprechenden Resultat fiir Wilson-Fermionen
gegeniiber gestellt (siehe [Philipsen et al.; 2015]).

Domain-Wall- (sieche [Kaplan; 1992]) und Overlap-Fermionen (siehe [Neuber-
ger; 1998]) weisen gute chirale Eigenschaften auf, wodurch zusitzliche Massen-
Renormalisierung verhindert wird. Die sog. Creutz-Fermionen (siehe [Creutz; 2008]) be-
sitzen sogar eine minimale Anzahl von Dopplern und werden deshalb auch Minimal-
Doppler-Fermionen genannt.
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Von den genannten Diskretisierungsmethoden werden hauptsidchlich Wilson- und
Kogut-Susskind-Fermionen fiir numerische Simulationen verwendet.

1.2.3. Kogut-Susskind-Fermionen

Wie bereits erwihnt, fiihrt die naive Diskretisierung der QCD zum Fermion-Doppler-
Problem. Obwohl der Ursprung dieses Problems auf die symmetrische Form der Gitter-
Ableitung zuriick gefiihrt werden kann, garantiert die Wahl dieser Ableitung die Hermi-
tizitdt der Wirkung. Allerdings miissen diese Doppler aus der Wirkung beseitigt werden,
um die korrekte Physik im Kontinuum beschreiben zu konnen. Eine Moglichkeit, die An-
zahl der Fermion-Doppler zu reduzieren, sind die sog. Kogut-Susskind-Fermionen (siche
[Kogut, Susskind; 1975]). Dazu betrachte man sich erneut die kontinuierliche Euklidische
Dirac-Wirkung fiir ein Fermion und ihre korrespondierende naive Diskretisierung (ent-
sprechend GI.(1.15)):

Sp) = / d* 21 (2) (1,0, + m)y ()

Sga‘ct.) — gt Z { Z&(aj)%i/f(x + 1) —(z — 1) 4 m&(gjm(x)}, (1.19)

2a
u=0

Die kontinuierliche Wirkung S§™ enthilt Gitter-Artefakte. Durch einen Variablentausch
der naiven Fermion-Wirkung in GI1.(1.19) kann die Anzahl der Freiheitsgrade je Gitter-
punkt von 4 auf 1 reduziert werden (die Farb-Freiheitsgrade werden hier vernachléssigt).
Mithilfe einer geeigneten Linearkombination der sechzehn Freiheitsgrade auf den jewei-
ligen Vertizes jedes Gitter-Einheits-Hyperwiirfels erhélt man somit vier Fermion-Felder.
Diese existieren nun auf einem Gitter mit doppelter Gitterbreite und es konnen zusitz-
liche physikalische Beitrige zum Fermion-Propagator nachgewiesen werden. Quantitativ
ausgedriickt bedeutet dies: Falls T'(z) eine unitire 4 x 4-Matrix ist, sodass

T (2)y, T (x £ i) = n,(n)1 (1.20)
gilt, dann iiberfiihrt die Transformation
d(x) = T(x)x(x), Wd(x)=x(@)T(x) (1.21)
die Wirkung in G1.(1.19) in

S — 13 {ZW(MZWW@ + /1)2;)2]‘(33 - /1)) _{_mZ)%j(aj))zj(l’)} :

T 7=0

Diese Wirkung ist im Dirac-Raum diagonal und beschreibt 4 unabhingige Felder
\; (), X, (). Betrachtet man sich nur eine Feld-Komponente y(z), x(z) je Gitterpunkt z,
so wird die Anzahl der Doppler von 16 auf 4 reduziert (siehe [Kluberg-Stern et al.; 1983]).
Der Index j kann somit als Flavor-Index o = 1, ..., Ny interpretiert werden, da die Masse

11



m in der Wirkung fiir jedes j unabhingig gewihlt werden kann. Mit der Transformation
X = a3 X lautet die freie Kogut-Susskind-Wirkung fiir beliebige Flavor-Zahl:

S%Swgg ZZ{ZW ( (x+ﬂ);Xa($—ﬂ))+ama>—<a(x)xa($)}.

r a=l1
(1.22)

Die Zahlen 7, sind die Kogut-Susskind-Phasen. Diese erhilt man durch Umsortieren der
v-Matrizen in G1.(1.15). Ublicherweise wird die T'(z)-Matrix folgendermaBen definiert:

T(x) =7 275° (1.23)

Aus dieser Definition erhilt man die Kogut-Susskind-Phasen

mo(z) =1, nu(w) = (=1)%v<e™ fiir u #0, (1.24)

wobei 1 = 0 dem Zeit-Index entspricht. Fordert man zusétzlich eine lokale Eichinvari-
anz in der Kogut-Susskind-Wirkung, so muss die Differenz in GI.(1.22) durch eine kova-
riante Ableitung auf dem Gitter ersetzt werden. Der endgiiltige Ausdruck fiir die Kogut-
Susskind-Wirkung ist unter Eichtransformationen invariant und lautet somit (siehe [Kogut,
Susskind; 1975]):

s -3y {Z 13(2) (Xal@)Ual(@)Xal(a + ) = Xalz + U Xa()) + 2ama>za<x>xa<x>} .

r a=l1

(1.25)

Damit liegt eine Wirkung vor, in der jedes Feld nur eine Komponente pro Gitterpunkt
besitzt, wodurch der einzige Hinweis auf einen Dirac- bzw. Spin-Index in den (lokalen)
Kogut-Susskind-Phasen 7, vorliegt. Dadurch wird die Anzahl der Freiheitsgrade pro Git-
terpunkt um einen Faktor 4 reduziert.

Die soeben vorgestellte Kogut-Susskind-Wirkung konvergiert im Kontinuumslimes a —
0 gegen eine Wirkung, die ein System aus vier, nicht-wechselwirkenden Dirac-Teilchen
beschreibt (siehe [Kogut, Susskind; 1975]). Betrachtet man sich fiir Ny = 1 Flavor einen
Hyper-Wiirfel auf dem Gitter der Kantenlinge a und Vertex-Position x = 2N (z und N
sind Multi-Indizes), so lauten seine 16 Vertex-Koordinaten r = 2N + p, wobei der Vektor
p nur aus 0- und 1-Eintrdgen besteht. Dann ist es moglich, alle Werte des Kogut-Susskind-
Feldes x(r) in einem Spinor zusammen zu fassen,

Xp(N) = x(2N + p), (1.26)
wobei p € {(0,0,0,0),...,(1,1,1,1)} ein Multi-Index ist. Die Variable N deutet auf

eine Position im Gitter mit Gitterabstand b = 2a hin. Die Felder x,(/N) konnen linear
kombiniert werden, um vier Dirac-Felder zu erzeugen.
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Ausgangspunkt dieses Formalismus ist also eine kontinuierliche Theorie, die ein Fermi-
on beschreibt, nun liegt aber eine Gitter-Theorie fiir vier Fermionen vor. Dieser Doppler-
Freiheitsgrad wird als Taste definiert. Genau genommen, entspricht ein einzelnes Kogut-
Susskind-Fermion exakt vier Tastes kontinuierlicher Fermionen (siehe [Kogut, Susskind;
1975] und [Kluberg-Stern et al.; 1983]). Mithilfe der Transformation

1

Van(N) = 2 D (T)anxp(N) mit T, = 5{*7{ 942’ (1.27)

p

wird nicht nur der Spinor-Index (hier durch den zweiten Index b ausgedriickt) reproduziert,
sondern auch der Bruch der Taste-Symmetrie verdeutlicht (der Index a ist der Taste-
Index).

Zusitzlich sei angemerkt, dass die Kogut-Susskind-Wirkung im chiralen Limes, (d.h fiir
mq = 0), keine vollstindig gebrochene Uy (Ny) x Ur(Ny)-Symmetrie aufweist. Transfor-
miert man fiir ungerade bzw. gerade Gitterpunkte x die Y, x-Felder in der Kogut-Susskind-
Wirkung (Gl1.(1.22)) mit den Faktoren «,, ae € U(1), so bleibt der kinetische Term inva-
riant, wogegen der Massenterm nur fiir o, = «, invariant ist. Im masselosen Fall liegt also
eine reduzierte chirale U,(1) x U.(1)-Symmetrie im Strong Coupling Limit vor, auch als
Even-Odd-Symmetrie bekannt (siehe [Kogut, Susskind; 1975]).

Die Zustandssumme der Gitter-QCD - zentraler Ausgangspunkt fiir alle folgenden Be-
rechnungen - lautet fiir Kogut-Susskind-Fermionen,

z= / [dU][dx][dx)e=5"™ (1.28)

wobei das IntegrationsmaB [dU] = [], ,dU,(x) das Haar-Ma dU der SU(N)-Eich-
Gruppe enthilt (sieche Appendix (A.2.1)). Das Mal} des fermionischen Pfad-Integrals,
[dx][dX] = 11,.0, @Xia(2)dXia(x) beruht auf der Definition der Grassmann-Integration
(siehe [Gattringer, Lang; 2008]). Die Grassmann-Felder in GI.(1.28) konnen fiir Ny = 1
Flavor analytisch ausintegriert werden, woraus die Fermion-Determinante resultiert (siche
GIl.(1.17) und [Gattringer, Lang; 2008]). Man erhilt also die Zustandssumme:

Z = / [dU] det(Q). (1.29)

Mithilfe der 3d-effektiven Theorie, die im folgenden Kapitel fiir Kogut-Susskind-
Fermionen hergeleitet wird, werden die rdumlichen Links in GI.(1.28) ausintegriert. Die
dabei entstehende effektive Wirkung,

oS — / [dU;]det(Q), (1.30)

ist nur noch von den zeitlichen Link-Variablen U, abhédngig. Damit lautet die zu untersu-
chende Zustandssumme:

Z= /[dUO]e—Seﬁ. (1.31)
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2. Die Herleitung der 3d-effektiven Theorie

In diesem Kapitel wird eine 3d-effektive Theorie fiir die Gitter-QCD mit Ny = 1-Flavor
schweren Kogut-Susskind-Quarks in rdumlicher, sowie in zeitlicher Richtung hergeleitet,
um daraus die Single-Hop-Zustandssumme der Ordnung O(k?) ermitteln zu konnen. Die
hierbei aufgefiihrten Aspekte basieren im Wesentlichen auf den Inhalten und Arbeiten von
[Glesaaen; 2016], [Langelage; 2014] und [Neuman; 2015], in welchen bereits Resultate
fiir Wilson-Fermionen vorliegen. Diese wiederum werden mit den hier aufgefiihrten Er-
gebnissen fiir Kogut-Susskind-Fermionen verglichen.

Die effektive Theorie dient zur Reproduktion der Gitter-QCD in einer gewissen
Parameter-Region. In dieser Ausarbeitung wird das Heavy-Quark-Mass-Regime, also
die Region schwerer Quarks im Strong Coupling Limit (d.h. bei unendlicher Kopplung
8 = 2]2V — 0 fiir ¢ — o0) untersucht. Diese Theorie kann mit numerischen Methoden
gelost werden, in diesem Kapitel wird aber ein analytischer Ansatz zur Berechnung
der Zustandssumme verfolgt. Die Single-Hop-Zustandssumme fiir Kogut-Susskind-
Fermionen wird hergeleitet, um diese mit der Zustandssumme der dualen Darstellung auf
eventuell iibereinstimmende Koeffizienten zu untersuchen (siehe Kapitel 3).

Die Herleitung der effektiven Theorie wird folgendermalen gegliedert: In Abschnitt 2.1
wird die effektive Theorie als generelle Strategie zur Trunkierung einer physikalischen
Theorie kurz vorgestellt. In den darauffolgenden Abschnitten 2.2 und 2.3 wird die soge-
nannte Hopping-Parameter-Entwicklung der Fermion-Determinante dargelegt, die sowohl
fiir Wilson-, als auch fiir Kogut-Susskind-Fermionen in einen statischen und kinetischen
Anteil faktorisiert. Der kinetische Antgil der Fermion-Determinante wird hierbei iiber die
effektive Kopplungskonstante h, = 5= Y- ausgedriickt und somit bis zur Ordnung O(K?%)
in Kapltel 2.5 untersucht. Um die raumhche Hopping-Parameter-Entwicklung bis zur Ord-
nung 2 durchfiihren zu kénnen, wird der statische Quark-Propagator fiir Kogut-Susskind-
Fermionen benétigt und in Abschnitt 2.4 ermittelt.

SchlieBlich erfolgt in Kapitel 2.6 die Herleitung der Kogut-Susskind-Zustandssumme
Z5'8% durch Entwicklung der kinetischen Quark-Determinante bis zur Ordnung x2. Al-
le Berechnungen beschrinken sich auf Ny = 1 Flavor, konnen aber auch auf beliebige
Flavor-Anzahlen erweitert werden.

2.1. Die 3d-effektive Theorie - Eine kurze Einflihrung

Der zentrale Aspekt bei der Herleitung der 3d-effektiven Theorie besteht darin, die rdum-
lichen Freiheitsgrade der Zustandsfunktion heraus zu integrieren. Die Reduzierung von
Freiheitsgraden vereinfacht numerische Auswertungen und mindert auch das zuvor disku-
tierte Vorzeichen-Problem. Integriert man die rdumlichen Links in der Zustandsfunktion
heraus,

/ HdU )det(Q(U,))e 5olUu] = / [ dvo(z)eseslol 2.1)
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so ergibt sich daraus die effektive Wirkung

Seff = _10g</HdU det U ))efsg[Uu]>

- _bg(/ HdU )det(Qur)det(Qun Je =) (2.2)
- _bg( / HdUi(x)det(Qstat,) (1 — te[PM] + O(x)) efsgw)’

die in dieser Ausarbeitung genutzt wird, um die kinetische Quark-Determinante bis zur
Ordnung O(k?) zu trunkieren.

Im Folgenden wird eine Entwicklungsmethode vorgestellt, die fiir die Herleitung der
3d-effektiven Theorie relevant ist.

2.2. Die Hopping-Parameter-Entwicklung

Fiihrt man Gitter-Simulationen selbst bei verschwindendem chemischen Potential ;. durch,
so ist die Berechnung der Fermion-Determinante mit einem hohen Rechenaufwand ver-
bunden. Fiir schwere Quarks nimmt die Quark-Matrix in dieser Determinante anndhernd
eine Block-Diagonal-Form an, bei leichten Quarks dagegen delokalisiert die Fermion-
Dynamik, sodass keine weiteren Vereinfachungen vorgenommen werden konnen. Des-
halb werden in diesem Kapitel schwere Quarks betrachtet. Damit besteht die Mog-
lichkeit, die sogenannte Hopping-Parameter-Entwicklung anzuwenden. Dabei wird
der Boltzmann-Faktor, der die fermionischen Wechselwirkungsterme enthilt, nach dem
Hopping-Parameter entwickelt. Mit der Hopping-Parameter-Entwicklung kann eine ef-
fektive Theorie fiir schwere Quarks hergeleitet werden. Durch Reskalieren der Felder in
GI.(1.16) kann die darin auftretende Quark-Matrix fiir Ny = 1-Flavour folgendermafen
umschrieben werden,

Oy — kH,y, K= s-—— fiir Wilson-Fermionen
Qua = { ’ ’ Aram) (2.3)

8yz + KH K= 5 fiir Kogut-Susskind-Fermionen,

YT 2am

wobei x der Hopping-Parameter und H die Hopping-Matrix darstellen. Das positive
Vorzeichen in der Quark-Matrix fiir Kogut-Susskind-Fermionen resultiert aus der posi-
tiven Kogut-Susskind-Wirkung (siehe GI1.(1.22), G1.(1.25) bzw. [Kogut, Susskind; 1975]).
Die Hopping-Matrix fiir Wilson-Fermionen (und Kogut-Susskind-Fermionen) mit Wilson-
Parameter » = 1 (r = 0 fiir Kogut-Susskind-Fermionen) lautet

(14 70)e™* Uso()d,20., + S (L) Ui(x )9, _;, fir Wilson-Fermionen

yx
£n0(2) e Uso ()00, + S  Eni(2)Ui(x)d, ;,  fur K-S-Fermionen.
(2.4)
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Die Hopping-Matrix fiir Kogut-Susskind-Fermionen enthélt im Gegensatz zu den Wilson-
Fermionen keine y-Matrizen, da die Information zur Spin-Struktur in den Kogut-Susskind-
Phasen enthalten ist,

mo(z) =1, ni(x) = (=)< fiir i = 1,2,3. (2.5)

In einem spéteren Abschnitt wird der Fermion-Propagator fiir die statische Quark-
Matrix, QL. , berechnet. Der Fermion-Propagator kann iiber Potenzen in  ausgedriickt
werden,

= ) K" (H")ya (2.6)
n=0

Da die Hopping-Matrix H ein Kronecker-Delta 9, ; , enthilt, beschreibt diese einen ein-
zelnen diskreten Hiipfvorgang auf dem Gitter. Der volle Fermion-Propagator ist somit die
Summe aller Fermion-Linien, die am Gitterpunkt x beginnen und in y enden. Bei Wilson-
Fermionen enthilt die Hopping-Matrix zusitzlich einen Spin-Faktor (1 + 7,,). Aufgrund
der Identitdt (1 —y,)(1 + ~,) = 0 ist das sogenannte Back-Tracking nicht erlaubt, das be-
deutet, es konnen fiir Wilson-Fermionen lediglich Pfade ohne ,,180°-Wendungen* beitra-
gen. Bei Kogut-Susskind-Fermionen dagegen liegt solch ein Spin-Faktor nicht vor, sodass
die Back-Tracking-Eigenschaft hier ihre Giiltigkeit behilt.

Die Determinante der Fermion-Matrix, det(()), kann unter Benutzung der Spur-
Logarithmus-Identitdt ermittelt werden,

exp (trlog(1 — kH)) = exp (— > oe; Lk"tr(H™)) fiir Wilson-Fermionen

n=1n

det(Q) =
exp (trlog(1+ xH)) = exp (— > %m”tr(H")) fiir K-S-Fermionen

n=1
2.7)
Die Spur iiber A" ergibt alle geschlossenen Fermion-Loops der Linge n mit oder ohne
Back-Tracking-Eigenschaft. Durch die Hopping-Parameter-Entwicklung wird erkennbar,

dass der Fermion-Propagator der Summe aller Fermion-Linien entspricht und die Deter-
minante der Fermion-Matrix die Exponentialfunktion aller Fermion-Schleifen darstellt.

2.3. Die 3d-effektive Theorie im Strong Coupling Limit 5 — 0

Der erste Schritt zur Herleitung einer drei-dimensionalen effektiven Theorie schwerer
Quarks im Strong-Coupling-Limit besteht darin, die Hopping-Matrix in Gl.(2.4) in zeit-
lich, sowie raumlich orientierte Hops (= Hiipfprozesse) zu trennen,

3
Hyz = Tya + Z Siye (2.8)
i=1
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wobei die zeitlichen und rdumlichen Hopping-Matrizen erneut in positive und negati-
ve Komponenten, den Forward- und Backward-Hop-Matrizen, zerlegt werden konnen,
T=T"+T",5 =5+ 5. Dabei gilt

(1 £ v0)e=*Uro(2)05704,+,+1 fiir Wilson-Fermionen
Tyﬂ; = (2.9)

j:no(a:)ei““Uio(:E)(ngéty,tzﬂ fiir K-S-Fermionen,
sowie

(1+ ’yl-)Uﬂ(:C)ég’f 1;0¢,4, fir Wilson-Fermionen

SE = (2.10)

,YT
+0;(2)U+i(2)0;5 #4301,  fur K-S-Fermionen.

Die Fermion-Determinante kann somit in einen statischen und kinetischen Anteil faktori-
siert werden (vgl. [Glesaaen; 2016]),

/

(det(1 — x,T — k,S) = det(1 — x,T) - det(1 — (1 — k,T) 'k,S) fiir Wilson-Fermionen
H/—/ N

~~
= Qstat. = Qxin.

det(Q) =

det(1 + k. T + ksS) = det(1 + k,T) - det(1 + (1 + x,T) 'k,S) fiir K-S-Fermionen.
H,—/ (.

~~
\ = Qstat. = Qkiu

2.11)

2.3.1. Die statische Quark-Determinante

Um die 3d-effektive Theorie fiir Kogut-Susskind-Fermionen herleiten zu kdnnen, werden
zwei GroBlen bendtigt: Der volle Quark-Propagator, der im darauffolgenden Abschnitt
ermittelt wird, sowie die statische Quark-Determinante. Neben der Berechnung der sta-
tischen Quark-Determinante mittels Hopping-Parameter-Entwicklung erfolgt in diesem
Abschnitt ein Vergleich der statischen Quark-Determinante det((Qstat. Stage.) Mit einem
bereits vorliegenden Resultat von [Bloch, Bruckmann; 2013] fiir die Fille N, = 2,4, 6.

Die statische Quark-Determinante kann mit der Spur-Logarithmus-Identitit ndher be-
stimmt werden und lautet:

det (1 — k,T) = exp (= Yoor ) 2kMr(TT +T7)") fiir Wilson-Fermionen
det(@sta‘c) =
det (1 + K,T) = exp (— > %mﬁtr(T* + T‘)”) fir K-S-Fermionen
(2.12)

Da fiir Wilson-Fermionen keine Backtracking-Einschrinkung vorliegt, gibt es keine
T+T~-Mischterme, sodass die statische Quark-Determinante in eine Fermion- und Anti-
Fermion-Determinante faktorisiert,

det (1 — £, T) = det (1 — x,T") det (1 — £, T7). (2.13)
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Diese Faktorisierungs-Eigenschaft kann auf Kogut-Susskind-Fermionen iibertragen wer-
den, allerdings gilt infolge der Backtracking-Eigenschaft fiir Kogut-Susskind-Fermionen:

(T+T_)M = Z TZJTy_Z = — Z U+0(y)55755t1,ty+1U*O(’Z)(Sg,f(sty,tz*l
y

Y
= —Uy(7, 1)U (%, ,)0z2 = — (Inexns ® Iy, xn, @ 1nxn,)

CERMM)

Dabei wurde U, (z) = Uiu(x + f1) benutzt, sodass beide U-Matrizen dieselben Zeitar-
gumente ¢, aufweisen. Das negative Vorzeichen folgt aus der Definition von 7. Die
Indizes i, 5 sind Farbindizes der U-Matrizen. Es entsteht also zusitzlich ein vom che-
mischen Potential 1 unabhéngiger Term, der im nachfolgenden Endresultat fiir die sta-
tische Quark-Determinante erneut auftritt. Ausgehend von GI.(2.12) kann dieser Faktor
fur beliebige gerade n mittels Mathematica ausgewertet werden, indem man die Identitit

tre;[(ITT7)2 | = (—1)% - N.N, verwendet:

(=32 S ()t (7)) =esn( = 3 32 SR (1))

2

n=2
1 1 N:Ne
— exp (NN log [5 (1+Vi+a2)]) = [5 (1+ vi+a)] (2.14)
NN,
1

N¢N. — AN,

— ciVr - - 1 :A <.
fr 2k, * 4rK2 * !

Die Spur-Operation in der Determinante schrinkt die graphischen Beitrige auf geschlos-
sene Schleifen ein, den sogenannten Fermion-Loops. Die Fermion-Determinante stellt so-
mit die Exponentialfunktion einer Summe iiber geschlossene Loops dar. Jeder Schleifen-
Term der Linge j tritt dabei mit einem Faktor % auf (siehe [Gattringer, Lang; 2008]).
Zusitzlich sorgt die Spur-Operation dafiir, dass die statische Hopping-Matrix in vollen
Windungen in Zeitrichtung resultiert. Ein solcher Term, der sich auf dem Gitter n-mal in
positiver Richtung herumwindet, besitzt fiir Wilson-Fermionen die folgende Form:

N;—1nN,—1
(—1)" &N (14 ) MmN Y = [ Un(# )
i=0 t;=0
1 —
— 5NT(—1)’1(26‘”‘,~@T)nfvf(1 + Y)W (Z). (2.15)
Hierbei bezeichnet W (#) = [[7, ' Uy(7,t) einen ungetraceten Polyakov-Loop, das ne-

gative Vorzeichen entsteht durch die Fermion-Antiperiodizitit. Zudem wurde die Identitit
(1+,)* =2(1 £~,) verwendet.

Der Anteil der statischen Quark-Determinante, der die positiven Hops in Zeitrichtung
beschreibt, vereinfacht sich fiir Wilson-Fermionen zu

exp((— 514790 Y0 (h) (@) = [Tdet(1+ MW@, @.16)

n=1
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wobei hi(p) = (2k.e®)Nr = elros(2:2))/T ze_log(ﬁ)/T(: hi(—p)) mit z =
e®Nr — 7 der statische (Anti-)Loop-Gewichtungsfaktor fiir Wilson-Fermionen mit Fu-
gazitdtsfaktor z ist. Das Resultat in GI1.(2.16) tritt mit dem Spin-Faktor 2 auf, der aus
der Spur-Operation tr, resultiert. Die statische Quark-Determinante kann somit iiber die
statischen Loop-Gewichtungsfaktoren ausgedriickt werden (siehe [Glesaaen; 2016]):

det(Qstar., witson) = | [ det(1+ kW (F))? - det(1 + h W (E))?

Ne=3

2 _ _ _ 12
I1 [1 + Ly + B2LL+ hﬂ [1 R LL+ R2L:+ B3] (2.17)

—

xT

Da W ein Produkt aus Up-Matrizen ist, muss es zur selben Symmetrie-Gruppe gehdren
wie die Up-Matrizen. Somit kann die Determinante durch eine Linearkombination von
Spur-Operationen dargestellt werden. Mit dem Cayley-Hamilton-Theorem kann die Deter-
minante also durch die in G1(2.17) dargelegten Polyakov-Loops

Nr—1

Ly = tr (W) :trc< I] vo(@ t)) (2.18)
t=0

fiir den SU(3)-Fall ausgedriickt werden. Eine explizite Berechnung der vollen Quark-
Determinante fiir Wilson-Fermionen kann beispielsweise in [Stamatescu, Seiler; 2016]
eingesehen werden. In [Glesaaen; 2016] wird die statische Quark-Determinante fiir
Wilson-Fermionen iiber eine Mercator-Reihe ausgedriickt (siehe Appendix (A.2.5)).

Die statische Quark-Determinante kann auch fiir Kogut-Susskind-Fermionen auf
Polyakov-Loops projiziert werden (siehe [Bloch, Bruckmann; 2013]). Dazu muss - wie
bereits in G1.(2.14) erldutert - die Backtracking-Eigenschaft beriicksichtigt werden.

Vernachldssigt man allerdings in den Identititen aus GI.(2.15) und GL.(2.16) die
Gamma-Matrizen, sowie die Spur iiber alle Spin-Konfigurationen, so stellt man fest, dass
die statischen Loop-Gewichtungsfaktoren fiir Kogut-Susskind-Fermionen keinen Spin-
Faktor 2 aufweisen,

N:—1nN-—1

(_1)n/{;r_LN7—enNTau Z H Uo(fytz>

=0 ;=0
= N (=1)" (kre™)" N W"(F), (2.19)
N——

—n
= hl,stagg.

und das Quadrat der Farb-Determinante aus G1.(2.16) entfillt,

exp( - %(—hl)” trJ/V”(f)) =[] det(1 + n W (2)). (2.20)

n=1

Das in GIl.(2.20) angegebene Resultat entspricht iibrigens der statischen Quark-
Determinante fiir Kogut-Susskind-Fermionen im Heavy-Dense-Grenzfall, in welchem
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das chemische Potential ;1 und die Quark-Masse m, unendlich gro3 gewihlt werden, wiih-
rend das Static-Loop-Weight iy = (k,e®)Nr = 108 GE/T yon der GroRenordnung 1
ist (siehe [Rindlisbacher; 2018]).

In dieser Ausarbeitung wird das Heavy-Quark-Mass-Regime untersucht. Mit G1.(2.14)
und GI1.(2.20) kann die zugehorige statische Quark-Determinante fiir Ny = 1-Flavor
schwere Kogut-Susskind-Fermionen folgendermafen angesetzt werden (das Produkt [ |
wird zunichst vernachléssigt):

det(Qstar.. Stage.) = Ap° - dete(1 + h W (Z)) - det(1 + by W (Z))
=AY - det(1+ MW () + W) + Juhy WHZ)W (D) (221)
2N. =1

= xNeNr AN det (kY7 4+ kN feT N () 4 e N W (7).
—_———

= A(kr—0)

Fiir den Fall N, = 3 erhilt man:

det(Qstar. stags.) = A7 - [ [ [1 +hiLz + hILL + hﬂ [1 + Iy Ll + BILz + hY|  (222)

T

Die statische Quark-Determinante fiir Kogut-Susskind-Fermionen kann somit in 0 + 1-
Dimensionen fiir gerade N, auf die Determinante einer 3 x 3-Matrix reduziert werden. In
[Bloch, Bruckmann; 2013] liegt ein vergleichbares Ergebnis fiir die Quark-Determinante
VOr:

1 23 2
det(Qstar.) = N det.(Algys + eTW () + e~ TWT(Z)). (2.23)
Dabei ist

A = 2cosh(p./T) (2.24)

der symmetrische Anteil der Zustandsfunktion mit dem kritischen chemischen Potential

ajt, = arsinh(am), sowie 1/T" = N,a. Mit dem Hopping-Parameter x, = ﬁ fiir
Kogut-Susskind-Fermionen erhélt man somit:
. 1
A = 2cosh Nyarsinh (2 ) ) (2.25)
Rr
N N,
Mathematica 1 1 1
ematiea |~ 4 — 41 — 41
2k, * 4k2 * * 2K, * 4k2 *

Das Resultat fiir die statische Quark-Determinante in G1.(2.21) stimmt - mit Ausnahme des
konstanten Faktors 23#1\@ und der Tatsache, dass in G1.(2.21) nur die /fﬁv 7-Potenzen aus der
kr — 0-Entwicklung von Gl.(2.25) beriicksichtigt werden - vollstandig mit dem Ergebnis
aus [Bloch, Bruckmann; 2013] in GI.(2.23) iiberein (fiir die vollstandige Entwicklung von
Gl.(2.25) fiir schwere Quarks siehe Appendix (A.2.6)). Zusitzlich stellt man fest, dass der
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Vorfaktor A; (siehe Gl.(2.14)) - bis auf den Faktor ﬁfﬂNT - dem ersten Summanden in
Gl1.(2.25) entspricht.

Der Ausdruck in GI.(2.25) stellt ein Polynom in ., fiir einen festen N,.-Wert dar. So
lautet der A-Term fiir N, = 2:

1
A(N, = 2) = 2cosh(2 arsinh (2

Kor

)) =2+ k2 (2.26)

Im Folgenden wird der Ausdruck fiir det(Qgtat.) in G1.(2.23) mithilfe von Mathematica
explizit berechnet:

det(Qutar.) = €V ( — %tr(W)tr(WQ) + %tr(W?’) + é(tr(W))g)

N J/
-~

=det(W)=1
1 1
+ e2Nran (—A(tr(W))2 ——A- (WP
2 2 ——

=(tr(W))? — 2t (W)

=A - tr(WT)

+ eNran ((A2 C (W) 4 L (W)W — L ) tr<WT>)
2 2 N——
=(tr(W))? — 2tr(WT)

(. J
v~

= (A% — 2)tr(W) + (tr(WT))2

+ A = 3A+ A tr(W)tr(WT) (2.27)
——
=|tr(W)2
4 e~ Nran ((A2 — )tr(WT) + %(tr(WT))%r(W) — % tr((W1)?) tr(W))
N—_——

=(tr(W1))2 — 2tr(W)

= (A% — 2)tr(VI‘;‘L) + (tr(W))?

1 1
+ g 2Nran (ﬁA(tr(WT))Q — A tr((WH)?) )
N—_———
=(tr(W1))2 — 2tr(W)

(. J/
-~

=A - tr(W)

| o—3Nran < _ %tr(WT)tr((WTf) 4 %tr((WT)g’) + é(tr(WT))i%) )

[\ J/

-~

=det(W1)=1

Dieses Resultat stimmt exakt mit der statischen Determinante aus [Bloch, Bruckmann;
2013], sowie mit Gl.(2.22) iiberein. Fithrt man ndmlich in GI.(2.22) die Polyakov-Loop-
Integration aus, so erhélt man die Zustandssumme im Static Limit

3
Zagatisen = | [ 20 = 70" (2.28)

T
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mit
. / AW det(Quar) = L+ 0+ B3+ Ty + 202 + T3S (2.29)

= 3N (2 cosh(3apuN,) 4+ w3V 4 w730 N gy

TV
= fiihrender Ordnungsterm von A% — 2A4 im
Heavy-Quark-Mass-Regime (siehe Appendix)

Die Polyakov-Loop-Integration von GI.(2.27) ergibt die Zustandssumme im Static Limit
N?
Ziatic = (2cosh(3auNT) FAP 344 A) , (2.30)
~—_——
—A3-24
mit dem Polynom fiir den Fall NV, = 2

A —2A =4+ 10k7% 4 6k 4+ kO

= k% (4k5 + 10K2 + 6K2 + 1). (2.31)
Fiir die Félle N, = 4, 6 erhilt man:
k2 (4K + 40510 4+ 106K8 + 112K8 + 54k + 12k2 4 1) fir N, = 4
A® — 24 = ¢ k184K 4 90k10 4 546K + 1387k12 + 1782k10 + 1287k% + 54645 :
+135k% + 18k2 + 1) fir N, = 6

Allerdings eignet sich die Darstellung in Gl.(2.22) fiir die spiter folgende Berech-
nung der Z,-Zustandssumme. Dafiir gibt es zwei praktische Griinde: Zunichst soll
die Single-Hop-Zustandssumme ausschlieBlich in Abhidngigkeit der statischen Loop-
Gewichtungsfaktoren h;,h; ausgedriickt werden, um die zugehorigen Koeffizienten
der beitragenden Quark-Antiquark-Paar-Konfigurationen zu erhalten. Zudem liegt die
statische Quark-Determinante aus GIl.(2.21) bereits in faktorisierter Form vor, wodurch
der Rechenaufwand bei der Ermittlung des ~2-Korrekturterms der Z,-Zustandssumme
deutlich reduziert wird.

Abschliefend wird die Zustandssumme aus [Bloch, Bruckmann; 2013] in GIL.(2.27)
mit der Zustandssumme aus der Hopping-Parameter-Entwicklung im Static Limit ver-
glichen. Dazu wird der Ausdruck fiir die statische Quark-Determinante benétigt (siehe
G1.(2.12)). Die Farb-Indizes der Uyo-Matrizen, die in den Forward-/Backward-Matrizen
thty enthalten sind, werden in den darauffolgenden Schritten beriicksichtigt. Zudem er-
folgt zunichst keine Integration iiber die zeitlichen Link-Variablen, um diejenigen Terme
in der statischen Quark-Determinante identifizieren zu konnen, die auf Polyakov-Loops
projiziert werden. Dies ermdglicht einen besseren Vergleich der oben aufgefiihrten stati-
schen Quark-Determinante mit dem bereits diskutierten Resultat aus [Bloch, Bruckmann;
2013] - insbesondere mit dem Ausdruck A% — 34, der offenbar nicht aus der Polyakov-
Loop-Integration resultiert (siehe GI1.(2.27)). Um die statische Quark-Determinante aus
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der Hopping-Parameter-Entwicklung mit dem A3 — 2A-Ausdruck identiﬁzieren zu kon-
nen, wird G1.(2.12) fiir die Fille N, = 2,4, 6 bis zur Ordnung <~V (= £, k12 k%) mit
Mathematica entwickelt (es wird nur die Entwicklung bis x¢ angezeigt). Dazu wird die
logarithmische Reihe in G1.(2.12) ebenfalls bis zur 6.(12., 18.) Ordnung betrachtet, sowie

nur gerade Potenzen in n beriicksichtigt. Man erhilt folglich fiir N, = 2:

NCNT:6 (_1)7’L+1
det(Qstat.,Stagg.)NT:Q = exp( Z

n=1

2t (T +T7)") ) (2.32)

=0 fiir alle N~

2 (L P g+ )

J/

=detox2(T++T-), Cayley-Hamilton—Theorem
1 1
+ it (ﬂ [treal T + )] =7 [tree T +T7)] tree (T +T7)7]
=0 fﬁ:;le N- =0 fﬁ:;le N-

b bt [T+ TP i [ 4 7))

+ K8 (7;() [trct(T+ +77)]° 418 [tre (TF + T‘)]‘itrc,t (TT+T7)%

.

=0 fur alle N, =0 fﬁ:;le N,
1 1
+ g [T+ T [tre (T +T7)?]° - 15 LtreeT* + 7))’
:0fﬁ;;lle N-
1 1
+ g e (T + T ooy (T +T7)%] - G et 4 T ) e, (T +T7)7]
L NS

~~
=0 fiir alle N =0 fiir alle N

X tres (T +T7)°] + % [tre (T + T’)?’}2 — % [tre (T + T*)}2

=0 fiir alle N+

e (75 T o Stne [T+ 7 b [(7F 477

1 1
+ 2 (T + T ) ey (T + 7)) - G tres [(T7 + )] ) +O(k7).
——_— ———

=0 fiir alle N+

Da die T*-Matrizen nur 0-Eintriige auf der Hauptdiagonalen besitzen, gilt fiir alle gera-
den N, die Identitit tr..(7+ + 7~) = 0. Zusitzlich wird mit G1.(2.32) verdeutlicht, dass
die statische Quark-Determinante mit dem Cayley-Hamilton-Theorem allgemein als Poly-
nom der Ordnung NN, in , mit den kanonischen Determinanten det,,,, (T + T7) als
Koeffizienten dargestellt werden kann,

NN~

det(Qtar.) Z K detyn (T 4 T7). (2.33)
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Die allgemeine Definition von det, ., (7" + 7~) und der Beweis von Gl.(2.33) liegen
in [Morozov; 2008] vor. Damit verfolgt die Hopping-Parameter-Entwicklung denselben
Determinanten-Ansatz, der auch in [Bloch, Bruckmann; 2013] geschildert wird.

Im Folgenden werden die nicht-verschwindenden Beitrdge aller x,-Ordnungen in
Gl.(2.32) ermittelt. Man beginne mit dem Koeffizienten des x2-Beitrags:

1 1
—Enztrc,t [(TT+T7)%] = _§/<aftrc7t Tt + T 1 + I +TTT
=N;Lz =N, L% =—N;Nc.=—6
— 0 nach Polyakov-Integr. z

— 0 nach Polyakov-Integr.

1
= (—12)K% = +6K2. (2.34)

Hierbei wurden die Identitéiten tr., [T77~| = —N,.N,, sowie tr.; [TtT*] = N,Lz und
tre. [T-1T7] = NTL; verwendet, wobei die zuletzt genannten Terme nach der Polyakov-
Loop-Integration verschwinden (zur Polyakov-Loop-Integration sieche Appendix A.2.3).
Dieser Wert stimmt mit dem Koeffizienten des x2-Ordnungsterms im Ausdruck fiir A* —
2A aus GL.(2.31) iiberein, nachdem man den Term ~~¥=¢ heraus faktorisiert hat. Die
Koeffizienten der hoheren x,.-Ordnungen gleichen ebenfalls den Werten von A% — 2A. So
erhilt man fiir die x2-Beitrige:

St (77 477777 = é( (bras [THTH])? + trey [THTH] b1y [T-T7]

/

TV
=N2L2 =N2LIL;
— O nach Polyakov-Integr. — N2 nach Polyakov-Integr.

trey [THTH] ey [T ] +trey [TTTF] tre, [T7T]

TV VvV
=—N.N2Lj; =—N.N2Lz
— O nach Polyakov-Integr. — 0 nach Polyakov-Integr.

/ N

ey [T7T ) ooy [TTT] + (tre, [TT7])° +tre, [T-T7] ooy [T7T7]

Vv Vv
2
=N2LLLy =NZ(LE) =—N.N2L%
— N2 nach Polyakov-Integr. —» 0 nach Polyakov-Integr. — 0 nach Polyakov-Integr.

tes [T7T | trey [T TH] +trey [THT ] trey [THTT]

VvV Vv
=—N.N2L, =—N.N2Lz
— 0 nach Polyakov-Integr. — Onach Polyakov-Integr.

b trey [THT7) trey [T-T7] + (b1 [THT7])? 4 trey [THT] trey [T T

/

TV TV
=7NCNZL1~. = N2N2=36 =N2N2=36
— O nach Polyakov-Integr.

ttrey [T7TH ] trey [TTTF] + trey [T7TF] tre, [T-T7]

Vv Vv
=—N,N2L; =—N.N2L,
— 0 nach Polyakov-Integr. — 0 nach Polyakov-Integr.
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© trg [T tres [THT] + (b1 [T-T7] )2)

= Ngﬁ =36 = N37\73=36
1
= g (4:36+8) = +19 (2.35)
e [T 7)) = 2 (s [T T 4ty [THTYT T 4ty [T THTHT]
4 c,t A4\ c,t N c,t ! c,t !
N2 = NoN,=6 ——N,L;
—s Onach Polyalfov—lntegr. — O nach Polyakov-Integr.

Aty [TTTTT T +trey [T T THTH +tre [T T T T

/

~~ ~~ ~~
:—N‘,-Li: = N:.N,=6 :NT(L;)Q

> Onach Polyakov-ntegr. — 0 nach Polyakov-Integr.

Ftrey [TT THT | +trey [T T T T +trey [TTTTHT]

/

Vv Vv VvV
=—N, L, —_N.LL =—N;Lz
— Onach Polyakgv-lntegr. — Onach Polyakgv—lntegr. —+ O nach Polyakov-Integr.

A trey [TTT T T | +trey [TTTTHT | +trey [TTT-T7T7)

~
—_N. LT, =N:N;=6 =N:N-=6
x
— O nach Polyakov-Integr.

ttrey [T THTITH) trey [TTHT T 4 tre [T THTHT]
— N, L N — NN, =6
— 0 nach Polyakov-Integr. =—NrLg

— Onach Polyakgv—lntegr.
+ trey [T-THT T )
N -~ 7
=N.N-=6

1
——736=-9 (2.36)

— étrc,t (T + 1) - itrc,t (TH+T7)*] =+19—-9=10.

Fiir die Berechnung des zweiten r2-Beitrags wurden die Identitéten tr., [TTT+TT"| =
tre, [T~ TTT*T~] = N.N, benutzt. SchlieBlich werden noch alle beitragenden Terme der
Ordnung O(k%) ermittelt:

3
_% [trc,t [(T+ + T7)2H3 = _4i8 <Erc,t [T+T+l+§rc’t [T*T*l+§rc,t [T*T*} + trey [T*Tﬂ >

—N.L; -N. LT — 2N, Ne=—12
1
R 2016 = +42 (2.37)
1 1
it (774 T tre, [(T 4 7)) = - (<8M2 —1282N?) = =58
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o g [ [T TP G [T+ T e [0+ 7]

=42 — 58 = —16. (2.38)

Der Ausdruck tgtre, (7T + T ~)3)? liefert keinen zusitzlichen Beitrag, da die einzelnen
Summanden (wie z.B. tr., [(T"7"T")]) nicht auf Polyakov-Loops projiziert werden kon-
nen. Der letzte Ausdruck der x%-Ordnung setzt sich aus insgesamt 64 Termen zusammen,
von denen 20 Terme den nicht-verschwindenden Beitrag N, N, = 6 aufweisen. Multipli-
ziert man diesen Ausdruck mit dem Faktor —% aus der Hopping-Parameter-Entwicklung,
so erhilt man schlieBlich:

—étrcyt [(TH +T7)%] = _é< tre, [(T7)°] 4+ tre, [(T7)°] +...
———— ————

:NTL% =N, L:% 3

— N7 nach Polyakov-Integr. g 50y Polyakov-Integr.

+20tre, [TTTTTHT-TT| )
- _7\77' N¢
1
-z (—20) - N, N, = +20. (2.39)
Daraus ergibt sich der Koeffizient des x¢-Ordnungsterms aus dem konstanten und L;Li—

abhidngigen Anteil der statischen Quark-Determinante, 20 — 16 = +4. Das aus der stati-
schen Quark-Determinante resultierende Polynom

1+ 6k2 + 10K2 + 4k° (2.40)

kann folglich mit dem Term A® — 2A aus [Bloch, Bruckmann; 2013] fiir N, = 2, aber
auch fiir hohere N,.-Werte, identifiziert werden.

Auf analoge Weise kann der Ausdruck fiir A iiber die Hopping-Parameter-Entwicklung
(siehe Gl.(2.32)) kalkuliert werden, indem man alle Terme der Ordnungen ffjl_ und n? in
Gl.(2.32) zusammenfasst, die - wie in GI1.(2.27) verdeutlicht wird - das (Anti-)Polyakov-
Loop-Paar

LLL: "= o, [THTH] - tr, [T T7] (2.41)

beinhalten. So erhilt man beispielsweise aus dem r2-Ordnungsterm nach Ausfiihrung der
tr,-Operation:

% [tre (T +T7)2]]" — é -2N2LLL;. (2.42)

Beriicksichtigt man zusitzlich die L;Lf—Anteile der k8-Ordnung, so generiert man - nach
der Faktorisierung von x~eVr = xS - den Ausdruck fiir A im Fall N, = 2:

1 1
<§ N2k 4 <ZN$’NC - NE) Kﬁ) LLLz (2.43)

— (2+k;%) LLLs.
N——

= A(N,=2)
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Die Werte von A®> — 2A wurden auch fiir die Fille N, = 4,6 berechnet, indem man
Gl1.(2.32) bis zur Ordnung N_.N, entwickelt. Diese stimmen mit den zuvor genannten Re-
sultaten iiberein, wobel
42K + 4R+ 1 fir N, =4
L (2k; +4rZ + 1) iir ' (2.44)
k79268 + 9Kk +6K2 +1) firN, =6
Damit stimmt die aus der Hopping-Parameter-Entwicklung hergeleitete statische Quark-
Determinante fiir alle V- mit dem Resultat aus [Bloch, Bruckmann; 2013] (siehe G1.(2.27))
iiberein.

2.4. Der statische Quark-Propagator

Der statische Quark-Propagator kann auf verschiedene Weisen ermittelt werden ([Gle-
saaen; 2016]). Eine Moglichkeit besteht darin, das Cayley-Hamilton-Theorem anzuwen-
den. In [Glesaaen; 2016] wurde das Inverse der statischen Quark-Matrix direkt mit
Zeilen-Stufen-Umformungen berechnet. Da fiir Wilson-Fermionen keine Back-Tracking-

Eigenschaft vorliegt, also 7t7~ = 0 gilt, kann der statische Propagator als Summe der
Inversen der Forward- und Backward-Hop-Matrizen in Zeitrichtung geschrieben werden:
Qi =1 -k D) '=1-r,TH '+ (1 —kT) =1 (2.45)

Fir Kogut-Susskind-Fermionen enthilt der statische Propagator ebenfalls die in
Gl.(2.45) genannten Matrix-Inversen, allerdings treten darin auch aufgrund der Back-
Tracking-Eigenschaft zusitzliche Potenzen von TF, sowie ein x.-abhingiger Faktor auf.
Der statische Propagator kann durch eine Von-Neumann-Reihe im Entwicklungsparameter
k. dargestellt (siehe [Glesaaen; 2016], [Gattringer, Lang; 2008]) und anschlieBend in allen
(geraden) Ordnungen von k. resummiert werden:

—1 _ _ n n — 1. . 2 +3\2 ~+r— —\2
Qusan = () (T = 125 L +12|(T) FALL) + (7 ?).
=1gy - Ty
(T 4 4 (T T 46 (TR 4 (T PTH +(T7)Y] 4+ O(kE)
N— N’ N— xy
— (T+)? = 1,y = (T-)?
esummation - - k - — - k
ey S Y (L) S (L)
n=2 k=n 2 n=2 k=n 2
n gerade k gerade n gerade k gerade
+ ) (Z)/ﬁ? (T T)]%. (2.46)
=2 5 ——
n gerade = (—1)F 1gy

Durch die Indexverschiebung i := k& — n erhélt man mit Hilfe von Mathematica:

> k
> (u)%ﬁ = 2"y (2.47)

k=n 2
k gerade
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Da sich die Indizes k,n € {2, ..., N;} in derselben Indexmenge befinden, kann der Index
k erneut in den Index n umbenannt werden. Daraus ergibt sich der statische Propagator
fiir Kogut-Susskind-Fermionen (die Einheitsmatrix wird als O-ter Summand in die Summe
absorbiert):

— - n n . n —\n . n (N n
Ol = 3 @@ e Y @@ 1 Y (—1)2(2)m
ng;elode n ge:rgde n 7ée_rgde 2
= ey
1
—(1-Cr)TH '+ (1 -2x)PT ) -2 14+ ———. (2.48)
(1 —(2r,)°TT) (1 —(2k,)"T7) T )

= k(kr) o kyt

Die Matrizen (1 — k,T*) weisen hinsichtlich des Zeit-Index eine nahezu obere bzw. un-
tere Dreiecksform auf - mit Ausnahme eines Eintrages, der durch die (anti-)periodische
Randbedingung entsteht. So hat die Forward-Hop-Matrix die Form:

1 —pUp(1) 0 0 0
0 1 —pUp(2) 0 ... 0

(1 — w5, T )y, = 0 0 1 —pUs(3) ... 0. (249
pUs(N,) 0 0 0o ... 1

Dabei ist p der in 7" auftretende, zeitunabhiingige Faktor. Dieser lautet p = (1+ )k, e
fiir Wilson-Fermionen und p = (2, )?e® fiir Kogut-Susskind-Fermionen.

Diese Matrix kann nun mithilfe von elementaren Zeilen-/Spalten-Umformungen inver-
tiert werden (siche [Glesaaen; 2016]),

] pUs(1) PPU(DU(2) ... %ﬁ
1 —pNIUG(2) 1 PUo(2) e
—pNUHQUIB) —pN U (3) 1 - iz

1+ H?LH on(t)

—pILn pUS () =PI pUS(t)  —p* TToe, pUL ()

und nimmt in Komponentenschreibweise die folgende Form an

(1= (26,)°T*); 1, = 61,4, + Bioy - (2.50)
Dabei ist
h1W a _ Uo(tx —t )
Bt—:tm - méty’tw + (2’{76 ,u)ty twl—i——hlVVy (thvtac - th@twaty> ) (251)
Wi aytat, Uo(te = 1) S
Btytl- = m&y,tz + (2:‘4,76 ) W (@tz,ty — h1W @ty,tz> . (252)
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Hierbei stellen © die Heaviside-Stufenfunktion, W = HNT ! Uo( ) einen ungetraceten

Polyakov-Loop und hy(p) = (k,e®)N7 = zel~ log( )/ T (= hi(—p)) den statischen
(Anti-)Loop-Gewichtungsfaktor dar. Zusitzlich wurde der Parallel-Transporter Uy(t, —
t,) eingefiihrt:

Lo Uo(t) fallst, <t
Up(ty — t,) = : (2.53)
o U(t) falls t, > t,

Der vollstindige Quark-Propagator fiir Kogut-Susskind-Fermionen lautet somit:

1
1+ (2k,)?
——_—

= k(kr)

Qstat (5ty te + Bt te ) (5tyytz + Bt;tz) - 2(5tyytz + 5ty7tz (2'54)

= Bz;:tz + B, + k(k,).

2.5. Die raumliche Hopping-Paramater-Entwicklung

Es liegen nun alle erforderlichen Gréen vor, um eine systematische Entwicklung der ki-
netischen Quark-Determinante im Hopping-Parameter x5 zu beginnen. Zunichst werden
die elementaren Bausteine der rdumlichen Hopping-Parameter-Entwicklung fiir Kogut-
Susskind-Fermionen vorgestellt:

3

P:ZP (1+ x,T) st (2.55)
=1
3

M = Z M; = (1 +k,T Z keSS (2.56)
=1

Die P- und M-Matrizen verdeutlichen hierbei einen Hiipfvorgang auf dem Gitter in po-
sitiver bzw. negativer Raumrichtung, der zusitzlich an einen beliebigen Hiipf-Prozess in
Zeitrichtung gekoppelt sein kann und alle Windungen der Polyakov-Loops beriicksichtigt.

Die zu entwickelnde kinetische Quark-Determinante lautet fiir Kogut-Susskind-
Fermionen:

det(Qyin) = det(L+ P+ M) = exp( - i #tr(P + M)”) (2.57)

n=1

Da die Matrizen P und M je mit einem Faktor x, auftreten, kann man diese um x; — 0
entwickeln. Die kinetische Determinante wird durch alle geschlossenen Fermion-Linien
beschrieben, daher wird bei der Entwicklung stets eine identische Anzahl an rdumlichen
Hops in positiver und negativer Richtung benétigt (hierbei werden Finite-Size-Effekte und
-Randbedingungen vernachléssigt).
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Ein wesentliches Ziel dieser Ausarbeitung besteht darin, den nicht-trivialen Beitrag
niedrigster Ordnung der kinetischen Quark-Determinante zu berechnen - in diesem Fall
also die Ordnung O(x?). Die nicht-verschwindenden Beitriéige der kinetischen Determi-
nante bis zur Ordnung O(x ) sind (siehe [Glesaaen; 2016]):

det(Qun) = exp( — tr(PM) — tr(PPMM) — %tr(PMPM) + O(HS)). (2.58)

Fiir jede Forward- bzw. Backward-Matrix P und M erhélt man eine Vielzahl verschiede-
ner Kombinationen, die sowohl eine Fermion-Fermion-, als auch Fermion-Anti-Fermion-
Kopplung beschreiben. Die vier Kombinationsmoglichkeiten fiir den geringsten Ordnungs-
term in x4 (damit ist der tr(P M )-Term gemeint) konnen in FIGUR 4.2 in [Glesaaen; 2016]
fiir Wilson-Fermionen eingesehen werden. Fiir Kogut-Susskind-Fermionen miissen auf-
grund der Backtracking-Eigenschaft diejenigen Kombinationen beriicksichtigt werden, in
welchen sich zwei rdumliche Links mit Farbfreiheitsgraden zu einem Meson iiberschnei-
den (in Abb. 1 wird einer dieser graphischen Beitrige gezeigt).

Um die raumlichen Link-Integrale berechnen zu kdnnen, sollte die Exponential-Funktion

o Ni nach rdaumlicher Link-Integration

Abb. 1: In dieser Abbildung wird die Wechselwirkung zweier Quark-Linien dargestellt, die zur
Bildung eines Mesons fiihrt. Dieser nicht-triviale Beitrag entsteht in der unten aufgefiihr-

ten Berechnung der x2-Ordnung der Zustandsfunktion. Fiihrt man die riaumliche Link-

Integration aus, so erhdlt man einen Faktor N%, (siehe GI.(2.63)), der mit den Faktoren /{3

2
N,
und N, zum Kopplungsparameter hy = ”ST zusammengefasst werden kann.

aus der vorigen Gleichung entwickelt werden. Der nicht-triviale Beitrag der Ordnung x>
der Zustandsfunktion lautet somit

Z, = / [dU],, det(Qstar)e™ M) / [dU],, det(Qstar) (1 — tr(PM) + O(ky)) -
(2.59)

Das einzige nicht-verschwindende Integral ist das iiber dem P M -Faktor. Betrachtet man
zunichst nur die raumlichen Links, so muss fiir Kogut-Susskind-Fermionen folgendes In-
tegral ausgewertet werden:

I[PM] = / [dU, tr(PM) (2.60)

~2 [ v, | 3 e Q@ (U7 0) QT+ s+ D)7 1))
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Die riumlichen Kogut-Susskind-Phasen 7;(#) = (—1)i<i® sind zeitunabhingig und
konnen somit aus der Spur tr.; herausgezogen werden. Das negative Vorzeichen folgt aus
der Definition der S~ -Matrizen. Zudem gilt die folgende Identitét fiir Kogut-Susskind-
Phasen (siehe [Sciarra; 2016] sowie Gl.(A.4)):

Mu(x + 1) = nu(x), p=0,1,23. (2.61)
Daraus ergibt sich
0y ()0 (T + 7) = (@) (F) = 1 (2.62)

Damit ist der ~2-Korrekturterm unabhiingig von den Kogut-Susskind-Phasen. Unter Ver-
wendung der Auswahlregel fiir Gruppenintegrale (siche GI.(A.32), Appendix (A.2.4))
kann das Integral in G1.(2.60) nur dann einen nicht-verschwindenden Beitrag liefern, wenn
die Zeitindizes identisch sind, ¢; = .

Setzt man nun den statischen Quark-Propagator in GI1.(2.60) ein, folgt daraus:

I[PM] = / U], Ztrct< (k,) + Bf + Bz Uy(&, 1) [k(m) + B +ij+3} Ul(z, tg))
= —K’tr Z [k(k:) + Bf + B ], - [/g(m) + 8;3 + B;d y Oty t /dU Up UL
Z,j —_—
= Nicaakﬁcd
(2.63)

In der zweiten Zeile wurden die Farb-Indizes eingefithrt und die rdumliche Link-
Integration ausgefiihrt, wobei die raumlichen Links in U umbenannt wurden. Somit erhélt
man:

2

KR _ _
I[PM] = _Fstrt > [k(w,) + Bf + B3], - [k(/{T) +BY .+ BM} Buandanda
C f]

trt Z tr. [k(x,) + Bf + B;] - tr. [k:(m) +B .+ Bgﬂ} Oty

Im letzten Schritt wird die Spur tr, ausgefiihrt, indem man iiber das Kronecker-Delta d,, ¢,
summiert und dadurch nur die Diagonalanteile der Matrizen B* beriicksichtigt:

+ + -
1PM] = ——;Ztrc () + B + Bz, - tre [k(sr) + BY + Bf+3]t2t1 Orvt
1,t2 &,
hi W hWi hy W W}
Ztrc ! + Lz F| - tre k(k.) + LY 7
& 1+h1Wa 1+ hyW} I+mWy 14+ hW!

Die Summe {iiber die Zeitindizes ergibt einen Faktor /V,. Aus diesem Ausdruck wird er-
sichtlich, dass der niedrigste Ordnungsterm der kinetischen Determinante eine Nichste-
Nachbar-Wechselwirkung zwischen Polyakov-Loop-abhidngigen Objekten beschreibt. Fiir
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weitere Berechnungen ist es sinnvoll, die folgende Kurznotation einzufiihren (siehe [Gle-
saaen; 2016]):

hy W)™ - hyWim
_(We)” und W, (%) t]rc—(hﬂ_/v"c)T .
(1 + haWe)m

(2.64)

Damit nimmt der niedrigste Ordnungsterm der effektiven Wirkung in riumlicher Hopping-
Parameter-Entwicklung die folgende Gestalt an,

KZN. . - _, -
e wPM) — 9 4 ST Z (ch(/if) + W (Z) + Wn(?ﬁ)) (ch("fr) + Wi (y) + Wn(@/)) + O(u, k).
~— S (&,])
Ehg

(2.65)

In hoheren Ordnungen des Hopping-Parameters ~, entstehen sowohl zusitzliche
Nichste-Nachbar-Beitréige, als auch nicht-lokale Terme, die das Gitter aufspannen. Bei-
spiele fiir solche Beitrdge konnen in FIG. 4.3 in [Glesaaen; 2016] eingesehen werden.

2.6. Die Zustandsfunktion 25" in erster Ordnung
Hopping-Parameter-Entwicklung

Im Fokus dieser Master-Arbeit steht die sogenannte Single-Hop-Zustandssumme Z,
welche Meson-Konfigurationen der Ordnung 2 beschreibt. Diese wird in Abhingigkeit
von den statischen Loop-Gewichtungsfaktoren hy, hy fiir N ¢ = 1 Flavor ausgedriickt. Mit-
hilfe dieser Zustandssumme wird es moglich sein, Ordnungsparameter wie den Polyakov-
Loop-Erwartungswert und das chirale Kondensat zu ermitteln (sieche Kapitel 3).

Ausgangspunkt fiir die Ermittlung dieser Zustandsfunktion ist die Zustandssumme der
3d-effektiven Theorie in Gl.(2.59). Die effektive Zustandssumme der Néchste-Nachbar-
Wechselwirkungen lautet also fiir Kogut-Susskind-Fermionen:

Z= / [dU) det(Quat) T ] [1 +A <L5L; + L;Lg)] (2.66)
)
X 3 [14 hy (NZE(Kz) + 2Nek (i) Wi (Z) + 2N k() Wi (Z)
e
+ Wi () W1 (§) + 2Wii (Z) W11 (§) + Wi (£) Wi (9))] -

Hierbei ist A u}v 7 die effektive Eichkopplung, die in dieser Berechnung vernachléssigt
wird, um die pure Fermion-Theorie im Strong Coupling Limit zu untersuchen. Setzt man
zusitzlich den Kopplungsparameter hy = 0 bzw. ks = 0, so wird nur das Integral iiber die
statische Quark-Determinante (das Static Limit) betrachtet:

Z(A=0,hy = 0) = / (dU] det(Quat) = / (V] det (Quint) (2.67)

— / H [1 + by Ly + h2LL + hﬂ [1 + LY+ hiLz + B‘Z’] [dW].
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Das Integrationsmal} weist keine Zeitabhdngigkeit auf, es liegen nur noch die vollen
Windungen der Polyakov-Loops als Freiheitsgrade vor, [ [dUp] = [ [dW]/det(Up) mit
det(U()) =1.

Alle Gitterpunkte sind identisch, sodass das Produkt aus der Definition der statischen
Quark-Determinante in GI1.(2.67) mit dem Integral vertauscht werden kann. Zudem be-
sitzt das Integral fiir jeden Gitterpunkt stets denselben Wert. Fiihrt man die Polyakov-

Loop-Integration in G1.(2.67) aus, so erhilt man den Ausdruck fiir zév : (siehe GI1.(2.28)
und GL.(2.29)). Die in z, auftretenden Terme konnen als Meson- und (Anti-)Baryon-
Beitrige interpretiert werden. Im Gegensatz zum Wilson-Fermion-Fall (siehe Appendix
(A.2.7)) weisen alle Beitrdage von 2, den Spin-Entartungs-Koeffizienten ,,1*“ auf, da die
Spin-Information vollstindig in den Kogut-Susskind-Phasen enthalten ist.

Um die Berechnung der Single-Hop-Zustandsfunktion Z; (siehe Gl.(2.59)) fortsetzen
zu konnen, miissen zunichst die in GI1.(2.65) eingefiihrten Knoten-Funktionen 17y, (Z)
und Wy, (7) niher bestimmt werden. Die Knoten-Funktionen beschreiben die Nchste-
Nachbar-Wechselwirkungen der Quark-Antiquark-Paare (siehe Abb. 1). Mit dem Cayley-
Hamilton-Theorem (siehe Appendix (A.2.7)) bekommt man:

ha Wy s hyLz+2h2L% + 303
W (7) = tr, (i) N Tube t 2ty 5 (2.68)
L+ mWs L+ hiLg+ h3L% + b3
_ ha W1 _5 hyLL+2h2Lz+ 303
Wi(@) = tr, | — et | V= ++ 1 ol (2.69)
1+ h W, 1+ hiLL+ hiLz+ h3

Mit den vorliegenden Informationen konnen nun die folgenden Integrale fiir N, = 3 aus-
gewertet werden, indem man den Nennerterm der 1¥/;;-Funktionen mit den Faktoren der
statischen Quark-Determinante (siche GI.(2.22)) kiirzt:

hiLz + 2h2L% + 3h3
Wi () det sia AW :A3/ T 1~z 1
/ 11(Z) det(Quear) [dW] = A3 1+ hiLz+ h2LL + 13

X [1 + hyLg + R3LL + hﬂ [1 + L+ B2 Lz + Bi’} AW

< ] / [1 + by Lz + RILL + hﬂ [1 +h LL R+ Bi’] AW
BN

(.

~~

d
*ZNS_l
- ~0

= A3. zévg_l [3h3 + hihy + 2h3hT + 3hThi] . (2.70)

Fiir die Knoten-Funktion Wy, (¥) bekommt man ein @hnliches Resultat:
/ Wit (2) det(Quar) [AW] = A3 - 2970 [373 4 Tk, + 20202 + 353KS] . (2.71)

In der Single-Hop-Zustandssumme treten zusétzlich Integrale iiber Produkte, bestehend
aus den Knoten-Funktionen W7, (%), W11 (Z) und der statischen Quark-Determinante, auf.
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Die Ergebnisse dieser Integrale werden hier nun vorgestellt:

5 / hiLgz + 2R3 L% + 3h3
1+ hy Lz + B2LL + B3
X [1 +hy Lz + hILL + hﬂ [1 L+ B2 L+ Bi’] AW

/Wn Wn det(@btat) [dW] =

. / hiLg+2h3L% + 313
1+ hyLy+ h2LE + b3
X (1 Ly BELY + ] [T+ B L+ B Ly + B3| awy

< T1 / 1+h1L +h2LT+h3} [1+h1LT+h2L +h3] AW
(PNEg

J/

N2
!
— A3 NP [ORS 4 6hyht + 120205 + 18B3RS + h2h3 + AR3h?
+10h1hT + 12h5h5 + 9KTRS] . (2.72)

Die iibrigen Integralterme werden analog berechnet:

/ Wi (2) W11 (7) det(Qua) [dW] = A3 - 2% “2[9RS + 6hihy + 12h3h3 + 18RSKS + hih? + Ah3h?
+10R1hT 4+ 12h7h7 4+ 9ASKS] (2.73)

/ W (Z) Wy () det(Qutar) [dAW] = A3 - 2072 [6hyht + 3h4hy + 6R5R3 + 6R2R5 + 9RSHS + ORSAS
+hihi + 13h3hT + 10h1hy + 12h3h + 9RSKS] .

Die Single-Hop-Zustandsfunktion Z, der niedrigsten Ordnung im Hopping-Parameter k4
lautet im Strong Coupling Limit (d.h. fiir A = 0):

Z5toes / [dW] det(Qstar) (1 + hy Z [ka;Z(/{T) + 2Nk (k7 ) Wit (2) 4 2Nk (k7 ) Wi ()
(@)

Wi (@)W (9) + 2Wn (2 )Wu( 7) + Wi (7 )Wu@ﬂ > (2.74)

= A1+ 6NCQk2(/-cT) 2N 1 190k (K, K22 U [3R3 4 383 + 2hyhy + 4R3R3 + 6R3R3]
+ 6Qim 22072 [ORS + ORS + 4RZK2 + 34R3K3 + 12hy kit + 12Rhy + 24R3R5 + 24R33
+36h§h? + 36hShT + 40h1hi + 48hTRT + 36h5hT] .

2
Hierbei wurde die Definition des Kopplungsparameters hy = ”Ni aus dem vorigen Ab-
schnitt, sowie

Z — 2d-N* = 6. N3 (2.75)
@9
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benutzt, wobei N¢ dem d-dimensionalen Gitter-Volumen entspricht, welches im totalen
Gittervolumen 2 = N, - N¢ enthalten ist. Der Faktor 2d = 6 entspricht hierbei der Anzahl
aller Néchster-Nachbar-Punkte auf dem raumlichen Gitter.

Aus dem letzten Term in GIl.(2.74) wird ersichtlich, dass die Koeffizienten aller
Quark-Anti-Quark-Paare, ausgedriickt durch die Kombinationen der Static-Loop-Weights
hYRY (fiir k — I = 0 mod N, liegt ein Baryon, fiir k& = [ ein Meson vor), identisch sind und
damit ein symmetrisches Verhalten aufweisen.

Damit liegt ein Ausdruck fiir die Single-Hop-Zustandssumme fiir Ny = 1-Flavor schwe-
re Kogut-Susskind-Fermionen im Strong Coupling-Limit vor. Mithilfe dieser Zustands-
funktion konnen nun Observablen wie der Polyakov-Loop-Erwartungswert (Lz), sowie
das chirale Kondensat ermittelt werden. Die Berechnung dieser beiden Groflen erfolgt im
nichsten Kapitel, nachdem die Zustandsfunktion Z5**%" mit dem entsprechenden Resultat
in der dualen Darstellung und fiir den Wilson-Fermion-Fall verglichen worden ist.
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3. Auswertung

In Kapitel 2.7 erfolgte die Herleitung der Zustandssumme Z5®% bis zur Ordnung

k2 im Strong Coupling Limit unter Benutzung einer 3d-effektiven Theorie. Die in der

S
Zustandssumme auftretende effektive Wirkung wurde dabei so definiert, sodass zunédchst
alle rdumlichen Link-Variablen U, ausintegriert wurden. Dies hatte zur Folge, dass die
effektive Zustandssumme nur noch von den zeitlichen Links U, abhédngig war und somit

vollstindig auf Polyakov-Loops Lz projiziert werden konnte.

In diesem Kapitel erfolgt die Auswertung relevanter Ordnungsparameter anhand der
in GL.(2.74) angegebenen Single-Hop-Zustandssumme Z;"%®" - es werden der Polyakov-
Loop-Erwartungswert (Lz), sowie das chirale Kondensat (y ) ermittelt.

Vor dem eigentlichen Auswertungsteil wird die Z;-Zustandssumme fiir Kogut-
Susskind-Fermionen sowohl mit der entsprechenden Zustandssumme in der dualen Dar-
stellung fiir V; = 1 Flavor, als auch mit der Single-Hop-Zustandssumme fiir Wilson-
Fermionen auf eventuelle Ubereinstimmungen oder Abweichungen untersucht.

3.1. Vergleich der Single-Hop-Zustandssumme Z; mit der
dualen Darstellung

In diesem Abschnitt werden die in GI.(2.74) auftretenden kombinatorischen Koeffizienten
aller hadronischen und mesonischen Zustinde - ausgedriickt durch Potenzen der Static-
Loop-Weights h*h}, k,I > 1 - mit denen der Kogut-Susskind-Fermion-Zustandssumme
in der dualen Darstellung im Strong Coupling Limit verglichen. Die in diesem Kapitel
aufgefiihrten Informationen zur dualen Darstellung basieren auf den Arbeiten von [Rossi,
Wolff; 1984] bzw. [Fromm; 2010].

Die duale Darstellung stellt neben der effektiven Theorie einen moglichen Ansatz zur
Abschwichung des Vorzeichenproblems dar. Anders als bei der effektiven Theorie, wird
bei der dualen Darstellung die Strategie verfolgt, die Kogut-Susskind-Fermion-Wirkung
S35 (siehe Abschnitt 1.2.3) im Fermion-Hopping-Parameter 2am,, zu entwickeln. Dar-
aufthin wird in der Zustandssumme die Reihenfolge der Integration vertauscht, das bedeu-
tet, es werden zunichst die Link-Variablen analytisch ausintegriert und anschlieend die
Grassmann-Variablen Y, x.

Ausgehend von der Zustandssumme der Gitter-QCD im Strong Coupling Limit (siehe
Abschnitt 1.2.3)

stagg.

20 Tom,) = [0 dx)e G.1)

mit der Fermion-Wirkung fiir 1-Flavor Kogut-Susskind-Fermionen (siehe GI.(1.25) bzw.
[Kogut, Susskind; 1975]) kann die Link-Integration [[dU] = [[], ,dU,(z) in GL(3.1)
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aufgrund des zu betrachtenden Strong Coupling Limit herausfaktorisiert werden:
/ H dx(z Je2amax(@)x(@) H [dU ()@ (X@)Us (m)x(ﬂc+ﬂ)—>'<(:v+/2)U;t(m)x(w))}>

/H dx(x Qaqu(‘” Hz x u) (3.2)

Im zweiten Schritt wurde das Ein-Link-Integral z(x, i) eingefiihrt (siehe [Fromm; 2010]),

2w, p) = / dg etr(omtem’) (3.3)
a
wobei G die Eich-Gruppe mit Gruppen-Elementen g bezeichnet. Wihlt man y = = + /i,
so lauten die Matrizen m,m! mit Farb-Indizes (m);; = xi(z)y;(y) und (mh)y =
—xk(y)Xu().

Das Ein-Link-Integral in G1.(3.3) ist bekannt und es existieren bereits geschlossene Aus-
driicke fiir verschiedene Eich-Gruppen, sodass z(x, 1) tiber Gruppen-Invarianten darstell-
bar ist (siehe [Eriksson, Svartholm; 1981], [Brower, Nauenberg; 1981]). Fiir die SU (N )-
Eichgruppe kann das Ergebnis fiir z(z, ;) in [Fromm; 2010] eingesehen werden.

Die endgiiltige Zustandssumme der dualen Darstellung im Strong Coupling Limit erhilt
man schlieBlich nach einer Grassmann-Integration an jedem Gitterpunkt x, wodurch die

Gewichtungsfaktoren w, eingefiihrt werden. Fiir Kogut-Susskind-Fermionen lauten diese
(siehe [Rossi, Wolff; 1984])

w= | [T e@dna(o) o (fopna(a)) G4

NS
- -~ (2am,)"™,

mit der Anzahl der Monomere n, = N, — k, und der Anzahl der Dimer-Links k, =
> i kio(x), die durch die Grassmann-Bedingung

> kio(z) +na = N, (3.5)
+0
festgelegt werden. Daraus ergibt sich unmittelbar, dass n, € {0,..., N.} und dass keine

Monomere an baryonischen Gitter-Seiten existieren konnen (siehe [Rossi, Wolff; 1984]).
Die Parameter n, und k.;(x) haben die folgende physikalische Bedeutung: So wird bei-
spielsweise durch den Wert n,, = 1 ein Quark-Monomer auf den Gitterpunkt x platziert,
der Wert n,, = 2 beschreibt dagegen zwei Monomere auf x. Analog wird durch den Wert
ky(x) = 1 ein Forward-Hop, sowie Backward-Hop eines Quarks auf dem Link b = (x,v)
aktiviert und mit k;(x) = 2 der Forward-/Backward-Hop zweier Monomere.
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Die Zustandsfunktion in der dualen Darstellung ist in allen Ordnungen des Hopping-
Parameters x = ﬁ giiltig und lautet im Strong Coupling Limit ([Rossi, Wolff; 1984])

—ng

Stagg Z H A '_ ::  y2bv0 H ]T:;C: (2amy)" - ll_[w(lB, moo

{kp,nz,lp} b=(z,v) T ,

B
~~ - - ~~ N’
Meson—Hops M, My chirales Kondensat Mz Baryvonen—Hops By By

(3.6)

wobei ky,n, € {0,...,N.} und g € {0,£1}. Der Gewichtungsfaktor w(lg, ), sowie
das Vorzeichen o(lg) = =1 zur Beschreibung eines orientierten Loops [ hingen hier-
bei von der Loop-Geometrie ab. Es besteht der folgende Zusammenhang zwischen der
Vorzeichen-Funktion o (I5) und dem Gewichtungsfaktor w(lp) (siche [Rossi, Wolff; 1984]
bzw. [Fromm; 2010]):

w(lp) o< o(lg)ersNeNrr, (3.7)

Der Faktor r;,, = +1 beschreibt die Windungszahl der Baryonen-Loops in Zeitrichtung.
Der Anisotropie-Faktor wird durch die Funktion £(7y) = 7* = % definiert. Dieser wird
benotigt, um die Temperatur kontinuierlich bei 5 = 0 variieren zu Konnen. Alternativ kann
der Anisotropie-Faktor iiber das Verhiltnis der Hopping-Parameter «, und x, dargestellt
werden,

1
Kr =ks > — =K, 'K, (3.8)
/‘y

und kann somit mit der Funktion k(x,) oc k! in G1.(2.74) identifiziert werden.

Die Zustandssumme der dualen Darstellung, G1.(3.6), weist zunichst einen gravieren-
den Unterschied zur Zustandssumme in GI1.(2.74) auf: In GI.(3.6) treten im Chiralen-
Kondensat-Anteil ausschlieBlich negative n,-Potenzen des Hopping-Parameters

kK, firv=20
K, =
ks firv >0

auf, die in der Single-Hop-Zustandssumme nicht vorliegen. Dieser Unterschied kann al-
lerdings beseitigt werden, indem man den konstanten Term (2am,)*N:"7 = (2am,)*® aus
den Gitter-Produkten in Gl.(3.6) herausfaktorisiert und fiir den spéteren Vergleich vernach-
lassigt. Der Exponent in x,, wird also positiv und GI.(3.6) lautet fiir N, = 3:

Nc
ZStagg 2amq E H . H ' 13/ Ny | |0. lB 3TZB;LN7—
N—— Ty
{kp,nz,lp} b=(z,v) x

konstant

(3.9)

Im folgenden Schritt werden die in GI1.(3.9) auftretenden Hopping-Parameter . und
separiert, wodurch die Zustandssumme in einen rdaumlichen und zeitlichen Anteil zerlegt
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3QZ

werden kann. Zusitzlich wird der Faktor N,! = 3! mit dem konstanten Term (2am,)>** zum

Normalisierungsfaktor N’ = N = ((2amy)Ne N )NV zusammengefasst. Aufgrund
der Grassmann-Bedingung 3 — n, = >, ky,(x) nimmt G1.(3.9) die folgende Form an:

!/

Stagg. 391\ Q (3 — kb)' 2k 1 2k(z,0) 3r; o uN-
Zsc™ = ((2amg)”3!) Z < H WHS ") 11) n—x!m -ll_[a(lB)e g
=\, B =1

{k’b,’ﬂx,lB} b:(Q?,Z)
—N=NE

(3.10)

Der Strich iiber der Summe bedeutet hierbei, dass bei jeder Konfiguration {k;, n,, (g} auf
dem Gitter die Grassmann-Bedingung erfiillt wird. Der Faktor 2 in den Exponenten beider
Hopping-Parameter resultiert aus der Backtracking-Eigenschaft der Kogut-Susskind-
Fermionen in Raum- und Zeitrichtung. Fiir statische Baryonen, die in Zeitrichtung durch
eine gerade, vertikale Linie beschrieben werden, wurde hierbei o(l{5) = +1 gesetzt (siche
[Fromm; 2010]).

Die Summe {iiber alle Gitter-Konfigurationen in G1.(3.10) kann zumindest im Static Li-
mit mithilfe der Grassmann-Bedingung n; + ko(t) + ko(t — 1) = N, = 3 Vt analytisch
bestimmt werden. So existieren z.B. auf einem N, = 4-Gitter mit n, = 0 Monomeren
insgesamt 4 Konfigurationen, die zeitlichen Dimer-Links auszurichten:

Im Regelfall werden Monte-Carlo-Simulationen durchgefiihrt, um die Zustandssumme
in der dualen Darstellung zu ermitteln. Da in dieser Ausarbeitung allerdings keine
numerischen Methoden verwendet werden, erscheint es sinnvoll, eine Zustandssumme als
Vergleichspunkt zu wihlen, die dieselben Koeffizienten - und damit dieselbe Anzahl an
Monomer-Dimer-Konfigurationen - besitzt wie die duale Darstellung in G1.(3.10).

Dazu wird zunichst das Static Limit der Zustandssumme aus [Demeterfi, Bilic; 1988]
fiir N, = 3 betrachtet:

sinh [4NTarsinh ( ﬁ) }

Zstatic, Dem.,Bilic = 2cosh(3auN;) + (3.11)

sinh [NTarsinh (ﬁ) }
Der antisymmetrische sinh-Teil von GI.(3.11) entspricht hierbei einem normierten Poly-
nom der Ordnung N.N, — M > 0 im Hopping-Parameter ., wobei M = 0,2,4,...
die Anzahl der beteiligten Monomere je Gitter-Konfiguration beschreibt. Damit besitzt
Gl1.(3.11) die polynomielle Darstellung in ~:
NN,
Zstatic, Dem. Bilic (Fr) = No </<iV“NT - 2cosh(3auN,) + Z CNT(M)/{iV“NT_M) (3.12)

M=0
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Die Koeffizienten ¢y, (M) sind generell N, -abhingig, variieren durch die Anzahl der vor-
handenen Monomere )M und geben die Anzahl der Konfigurationsmoglichkeiten an, M
Monomere auf einem anti-periodischen Gitter der Linge V. zu positionieren. Wie bereits
erldutert, stimmen diese Koeffizienten im Static Limit mit denen der dualen Darstellung
aus GL.(3.10) iiberein. So erhilt man z.B. fiir N, = 2 mit Mathematica den folgenden
Ausdruck fiir das Polynom in G1.(3.12):

Ztatic, Dem. Bilic (K7, Ny = 2) = Kk - 2cosh(3apuN,) + 4k + 10x2 + 6K2 + 1. (3.13)

Die darin auftretenden Koeffizienten c_—o(M) = 4, 10, 6 und 1 konnen ebenfalls iiber die
duale Darstellung hergeleitet werden und sind in Tab. 1 aufgelistet.

Anzahl Monomere M || ¢y, —2(M): Anzahl der Kon- | ¢y, —o(M) fiir N. =3
figurationen mit A/ Monome-

ren fiir beliebige N,
—3)1
0 2 (%Cc!-g!)' | % ) NJZ[!C-!O! ) % + 4
9 (Ne=D)!'  (Ne=2)!'  N! | N
N1 T N2 D Cor D or
9 Ne—Dt Nt (Ne—DU Nl L ol 4 1 9.3 = 10

Nc!-1! 1! Nc!-1! 1!
(Ne=2)! | Ny (Ne=0)! | Nt

N!-2! 1! N!-0! 1!

6 (Ne—0)1 NI~ (Ne—0)1 NI

9. Ne=D! Nl (Ne=O)! " N.! 2. % .3.3=6
1

Tab. 1: In dieser Tabelle sind die Anzahlen der moglichen Konfigurationen mit M =
0,2,..., N.N, = 6 Monomeren auf einem Gitter der Linge N, = 2 fiir beliebige Farb-
freiheitsgrade N, und fiir N, = 3 aufgelistet, die iiber die duale Darstellung hergeleitet
wurden. Diese Konfigurationszahlen stimmen exakt mit den Koeffizienten des Polynoms in
GL.(3.13) tiberein - auch fiir grofere N.-Werte.

Nun erfolgt ein Vergleich der Static-Limit-Zustandssumme aus [Demeterfi, Bilic; 1988]
(siehe Gl.(3.11)) und dem entsprechenden Resultat aus [Bloch, Bruckmann; 2013] (siehe
Gl1.(2.30)). In Kapitel 2.3.1 konnte nimlich bereits die statische Quark-Determinante der
Hopping-Parameter-Entwicklung mit der Static-Limit-Zustandssumme aus [Bloch, Bruck-
mann; 2013] fiir NV, = 2,4, 6 und fiir hohere N, identifiziert werden (siche GI1.(2.27)).
Gl1.(2.30) lautet

Zstatic, Bruckmann — QCOSh(3a,UNT) + A3 - QA, (314)

wobei A = 2 cosh(N; arsinh (ﬁ)) gilt. Diese Zustandssumme stimmt - bis auf den Fak-

tor k37, der analog zur dualen Darstellung vernachldssigt werden kann - mit der iiber

die Hopping-Parameter-Entwicklung ermittelten Zustandssumme im Static Limit (sieche
Gl.(2.28)) und auch mit der Zustandssumme in GI.(3.11) iiberein. Das liegt darin be-
griindet, dass der Ausdruck A® — 2A dieselbe polynomielle Darstellung wie GI.(3.12)
besitzt. Mit Mathematica kann die Aquivalenz der antisymmetrischen Terme A% — 2A und
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sinh [4NT arsinh( # )]

sinh[N.,—arsinh(ﬁ)]
fiir N, = 2 das bekannte Resultat

fiir alle /V,-Werte nachgewiesen werden. So erhilt man mit GI1.(2.26)

A? — 24 = k7%(4K8 + 10K2 + 652 + 1), (3.15)

welches dem Polynom in GI.(3.13) entspricht. Fiir V. = 4, 6 und folglich auch fiir hhere
N, stimmen die antisymmetrischen Terme beider Zustandssummen exakt iiberein (siehe
Kapitel 2.3.1).

Im Static Limit weisen also die Zustandssummen der dualen Darstellung, sowie
die Zustandssummen aus [Demeterfi, Bilic; 1988] und [Bloch, Bruckmann; 2013] und
der Hopping-Parameter-Entwicklung identische Koeffizienten auf, die die Anzahl der
moglichen Monomer-Konfigurationen beschreiben.

Nun wird die mg—Korrektur in der Zustandssumme aus Gl.(3.10) beriicksichtigt. Mithilfe
eines numerischen Auswertungsprogramms konnte die x2-Korrektur der dualen Darstel-
lung fiir ein (N, = 2) x (N, = 2)-Gitter ermittelt werden. Das Resultat enthilt keine
baryonischen Anteile und lautet:

_ o N3—2 400 6 4 2 0
Zaxa(Ks, kr) = K5 - 2 3 Hr + 320k, + 272k, + 96K + 12K | . (3.16)
Nun erfolgt der Vergleich beider Zustandssummen. Dazu wird die in Kapitel 2 hergeleitete
Single-Hop-Zustandssumme (Gl.(2.74)) fiir d = 3 verwendet. Die darin auftretende Funk-
tion k(k,) = \/ﬁ resultierte aus dem mesonischen Anteil des Quark-Propagators

(siche G1.(2.48)). Zudem stellt k(r, ) eine Ordnungsfunktion in x ! dar,

F(k) = —— o O = K2(ky) o< O(k2), (3.17)

V 1+ (2k,)2
und kann somit mit dem Anisotropie-Faktor v in Gl.(3.6) assoziiert werden, der die
Meson-Hops beschreibt.
Um die #2-Korrekturen beider Zustandssummen vergleichen zu kénnen, wird 25"
fiir den Fall N, = 2 betrachtet. Zusitzlich wurden die r,-abhingigen Funktionen A3
bis zur Ordnung O(x%) und k(k,) in filhrender Ordnung mit Mathematica entwickelt.

3_ 3_ . . .
Mit zév sl = 20 - zév 2 erhilt man - unter Vernachldssigung der baryonischen Anteile -
folgendes Polynom in «, und r:

ZSR8E (N, = 2, ky, kr) = 200 + 6N3K220° 212 + 96K2 + 276k + 43248

+ %/{f + O(k2°) + baryonische Anteile . (3.18)
Der «2-Anteil der Zustandssumme Z5"%® stimmt zum groften Teil mit dem Resultat in
Gl.(3.16) iiberein. So konnen unter anderem alle Koeffizienten bis zur Ordnung x? repro-
duziert werden. Die Koeffizienten der hoheren x,.-Ordnungen unterscheiden sich dagegen
von den Ergebnissen in GIl.(3.16). Diese Abweichungen konnen eventuell auf mogliche
analytische Rechenfehler bei der Herleitung von Z5"*%¢ zuriickgefiihrt werden.

g.
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3.2. Die Single-Hop-Zustandssumme 2z, fur N; = 1-Flavor
Wilson-Fermionen

In Kapitel 2 wurde bereits die Single-Hop-Zustandssumme fiir Kogut-Susskind-Fermionen
iiber eine rdumliche Hopping-Parameter-Entwicklung bis zur Ordnung 2 hergeleitet. Die
darin aufgefiihrten Rechenschritte und relevanten Groflen - wie z.B. die statische Quark-
Determinante oder der Quark-Propagator - wurden hierbei sowohl fiir Kogut-Susskind-,
als auch fiir Wilson-Fermionen zum Teil gegeniiber gestellt. Eine detaillierte Herleitung
dieser GroBen fiir Wilson-Fermionen kann u.a. in [Glesaaen; 2016] eingesehen werden
und wird in diesem Abschnitt nicht ndher erldutert.

Ausgangspunkt fiir die Berechnung der Zustandssumme Z,"!s°" ist die statische
Quark-Determinante fiir Wilson-Fermionen, die im Gegensatz zum Kogut-Susskind-
Fermion-Fall einen quadratischen Exponenten aufweist (siehe G1.(2.17) bzw. [Glesaaen;
2016]). Die Kopplungs-Parameter h () = (2x,€%)N" = hy(—u) sind dabei Funktionen
des Hopping-Parameters x, = Sam 78" Der Parameter h, stellt die effektive Kopplungs-
konstante in fithrender Ordnung dar (siehe [Glesaaen; 2016]) und beschreibt die Quark-
Beitrdge in der Zustandssumme.

In Kapitel 2 wurde bereits erldutert, dass die Quark-Determinante in einen statischen
und kinetischen Anteil faktorisiert werden kann,

det(Q) = det(Qstat) - det(Qxin)- (3.19)

Daraus ergibt sich der niedrigste Ordnungsterm der Zustandssumme im Hopping-
Parameter k4 (siehe GI1.(2.59)). Der einzige nicht-verschwindende Beitrag ist das Integral
iber den Faktor P . Das zu losende Integral lautet somit

Wikon[p\f] = / [dU); tr(PM) (3.20)
= / [dU; Ztrsct ( stat Z)(1 + ;)U;(7, tl)Q;it(er j)<1 - 'Yj)U;(fy t2)) ,

wobei ~; die rdumlichen Gamma-Matrizen sind. Der Quark-Propagator (., lautet fiir
Wilson-Fermionen:

(Qsiat)tyste = Ot te +

Die Operatoren Bi,tz wurden bereits in Kapitel 2 vorgestellt und beschreiben die Propa-
gation der Baryonen in Zeitrichtung.

Man beachte hierbei, dass in G1.(3.20) zusitzlich eine Spur-Operation iiber alle Spins
auftritt. Die Spin-Indizes weisen keinen Zusammenhang zu der Gruppen-Integration auf,
sodass die Spur try direkt berechnet werden kann. Setzt man den Ausdruck fiir den Quark-
Propagator (Gl.(3.21)) ein, so erhilt man:

1 - 14 1-
try (14 gt 2B ) (1) (14 B+ 27035+3>(1—7j))

2 7 2 7 2
= 2(Bf - B;)(B},, - B (3.22)

1+VOB+ +1_70B_

2 ty,tx 2 ty,tz”

(3.21)

:;4*5).
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Aufgrund der Spur tr entsteht zusétzlich ein Faktor 2, der bei Kogut-Susskind-Fermionen
nicht auftritt. Dieser Ausdruck kann schlieBlich in G1.(3.20) eingesetzt werden:

Visen P = 242 / AU Y " tra (B — By)U(, t)(BE,. — B;H)U]T(:E, ta))
Z,j

— 9,2 +_ p- + B
= 2621, (Bi — By )w(B1,. — B

j T+j

)edO%, 4 / dUULUS . (3.23)

Z,]

Benutzt man das bekannte Gruppen-Integral, f dUU, U ;a = Nieéabécd, und fiihrt die

Spur tr; aus, erhédlt man schlieBlich die /{?—Korrektur der Zustandssumme fiir Wilson-
Fermionen:

ilson 2"'{? — _
IW1 [PM] = Nc Z Ztrc(B; — Ba_c’ )tthtrc(B;+3 — Bi—i—i)tQtlatl’tQ

— = _ —
_ 5 KeN- tr ( MW@ Wi ) i ( mMW(y) () )
A e NL+mW(E) 14+ WD) NL+mW () 1+ W)
Def.:Wu 2hs Z (Wll(f) _ Wll(f)) (Wn(?j) — WH(@?)) . (3.24)
(@9

Die Summe iiber den Zeit-Index liefert erneut einen Faktor V.. Da keine Farb-Index-
Mischung an verschiedenen Gitterpunkten eintritt, beschreibt die niedrigste Ordnung
der rdumlichen Hopping-Parameter-Entwicklung eine Nichste-Nachbar-Wechselwirkung
zwischen Polyakov-Loop-abhingigen Objekten, die durch die bereits eingefiihrten
Knoten-Funktionen 17/;; und Wy, ausgedriickt werden konnen.

Der niedrigste Ordnungsterm O(x?) der effektiven Wirkung lautet somit:

e 7 =1 —2hy Z (Wi (@) = Wi (7)) (Wi (@) — Wi(9)) + O(u, k5).  (3.25)
(Z,9)

Daraus ergibt sich die Single-Hop-Zustandssumme fiir 1-Flavor Wilson-Fermionen:

2 = [1aWdet(Quue) (1~ 2ha 37 [Wia @)W (7) + War @ W @) — 2W2a ()W (7] )
(Z,9)
(3.26)

Bereits an dieser Stelle sind deutliche Unterschiede zwischen GI.(3.26) und der Single-
Hop-Zustandssumme fiir Kogut-Susskind-Fermionen feststellbar: Da der statische Quark-

Propagator fiir Kogut-Susskind-Fermionen den «,-abhingigen Term k(k,) = ﬁ

enthilt, entstehen in der ZQS *288_7ustandssumme Kopplungsterme bestehend aus statischer
Quark-Determinante und einzelnen Knoten-Funktionen, die mit k(x,) gewichtet sind. In
Gl1.(3.26) treten dagegen Kopplungen zwischen statischer Determinante und Paaren der
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Knoten-Funktionen auf. Neben der abweichenden Anzahl beitragender Terme in beiden
Zustandssummen besteht ein weiterer zentraler Unterschied darin, dass die mesonischen
Anteile der Z)V5°"-Zustandssumme - ausgedriickt durch den Wi, (%)W, (%)-Term bzw.
durch Terme der Form AThY, n > 2 - aufgrund des Spins subtrahiert werden.

Um diesen Abschnitt abzuschlieBen, wird die Single-Hop-Zustandssumme fiir Wilson-
Fermionen angegeben. Darauthin wird dieses Resultat mit der Zustandssumme ZQS *A8E fijr
den Fall N, = 2 verglichen. Die Ermittlung der in GI.(3.26) auftretenden Polyakov-Loop-
Integrale erfolgt dabei analog zur Herleitung der ZQS *288_7Zustandssumme in Kapitel 2 und
wird hier nicht ndher diskutiert (siche [Glesaaen; 2016]).

Ausgehend von der statischen Quark-Determinante fiir Wilson-Fermionen, siehe
GL(2.17), erhdlt man mit den Integrationsregeln fiir SU(3)-Polyakov-Loop-Integrale
(siehe Appendix (A.2.3)) die Single-Hop-Zustandssumme fiir Wilson-Fermionen im
Strong Coupling Limit:

ZWVilson _ zéY%vﬂson—12h2N§zéY%vj}son [4R3 + 9RS + 4R + 9RS + 4R, bt + 8hihy — 10R3N3
AR + 32h3h2 — STRSKY + AR3RS + ARSK? — 10R3h? — 2h313) |
(3.27)

Die in G1.(3.26) auftretende Summe iiber alle nichste Nachbarn > | (7.9 liefert einen Faktor
63 (siche Kapitel 2).
Fiir den Fall N, = 2 sieht diese Zustandssumme folgendermallen aus:

ils : _ 40 380 1448
ngnbon(NT = 2) = Z(])\,[{Nilson_GNgﬁgz(])\,[%Vi?son _3(2/{7)8 - ?(21{7)12 - T(Q’%T)w
3392 3272
_T@“T)% — 2104(2k,)* — - (2k,)® — 408 - (2k,)*
460 36 0 3 m : -
5 (26,)% — 24 - (2K,)" — 3 (2k,)** + baryonischeAnteile | .

(3.28)

Da die Static-Loop-Gewichtungsfaktoren hy, hy einen Faktor 2 enthalten, weist diese Zu-
standssumme duferst groBe Koeffizienten auf. Zudem ist der Term niedrigster Ordnung
von der Ordnung O(x%), dessen Koeffizient —% lautet. Dieser Koeffizient ist um einen
Faktor 10 kleiner als der Koeffizient % im Resultat fiir Kogut-Susskind-Fermionen in
GL.(3.16).

Somit konnen keine Gemeinsamkeiten zwischen den beiden trunkierten Zustands-
summen 2588 und Z}Vilson festgestellt werden.

Fiir Wilson-Fermionen kann diese Zustandsfunktion auf ein sogenanntes Vertex-Modell
abgebildet werden. Dies wurde bereits fiir das Schwinger-Modell durchgefiihrt, welches
auf ein 7-Vertex-Modell fir Ny = 1 (siehe [Salmhofer; 1991]) und auf ein modifiziertes
3-Zustand-20-Vertex-Modell fiir Ny = 2 Flavor abgebildet worden ist (siehe [Scharnhorst;
1996])).
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3.3. Observablen

In diesem Abschnitt erfolgt die Auswertung zweier Observablen, die fiir die Unter-
suchung von Phaseniibergiingen relevant sind - das chirale Kondensat (yx) und der
Polyakov-Loop-Erwartungswert (Lz). Beide Ordnungsparameter werden fiir den Fall
N, =2, N,y = 2, also auf einem 2 x 2-hyperkubischem Gitter, betrachtet.

Ausgangspunkt fiir die Berechnung dieser beiden Groflen ist die in Kapitel 2 hergeleitete
Zustandssumme Z5%*" fiir N; = 1 Flavor (siche G1.(2.74)).

3.3.1. Das chirale Kondensat

Zunichst wird das chirale Kondensat ermittelt. Diese Observable wird auf dem Gitter fol-
gendermallen definiert (siehe [Karsch, Miitter; 1984], [Rossi, Wolff; 1984]):

1 0 "
X0 =53, log 255", (3.29)
q

Hierbei ist 2 = N, N? das totale Gitter-Volumen und m,, die Quark-Masse.

Da die Berechnung im Strong Coupling Limit erfolgt (das bedeutet 3 = 0), ist die Zu-
standssumme Z5'*®®" durch die beiden Kopplungsparameter h; = (k.e™)Nt = hy(—p)

und hy = ”%Vi bzw. durch die Hopping-Parameter ~, und x, gegeben. Wird der im Kopp-

lungsparameier hy auftretende Fugazitiitsfaktor z = et bei der Differentiation konstant
gehalten, so erhilt man (der Faktor A% in Z5'*#% wird vernachlissigt):

1 0 , 1 02Z5ee 1
_ _ = 1 Zstagg. — 2 )
<XX> 0O amq 0829 o tan 9 amq . Zstagg.
Ok; O

stagg.
ZQ

Kette:nregel 1 1 <a’fs 8h2 0 Zstaggn

) . (3.30)

Q Z57% \ Om, Ory Ohy 2

. Omy 0k,

Zunichst wird die Zustandssumme nach hy bzw. k4 differenziert. Es gilt

hy = 5T =Tk, | (3.31)

sowie

Ors 0 ( 1 >:_ii:—ﬁ. (3.32)

omg  Omy \ 2am,

Die Differentiation von Z5*#¢ nach dem Kopplungsparameter h; ergibt

8 - —
aTzstagg = +6k2(:‘17—)N3N3Z(])\[§ + 12N§’k(I€T)NCZ(J)V§ 121 + GNS?,Z(J)VS 222 7
2

Zz=e%H

(3.33)
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wobei 21, 25 eine gewihlte Kurznotation fiir die x.-abhéngigen Terme

21 = 3h% + 3h3 4 2h hy + 4R2H2 + 6R3R3 (3.34)
2o = 34R3HY + 12k hT + 12h1hy + 24RTR5 + 24h5h3 + 36h3K° + 36R5HT  (3.35)
+ 4h3h3 + 40RhT R + 48h5hE + 36hShS + 9hS + R’

darstellt.
Daraus ergibt sich fiir den ersten Summanden in GI.(3.30):

1 1 OksOhy O _gage| 1 1 2 k2N,
Q 25188 Omg Ok Ohs 2 . Qzseeem, N,
——

= hy

K2 (1, ) N2N? )

F12N3k (k) N2 ey 1 6N3 2 ‘222] (3.36)

Def.Z_;tagg' 11 1 stagg. N3
= —QEZ;;—a% |:2ZQ — 220 ] .
AbschlieBend erfolgt die Berechnung der --Ableitung des zweiten Terms in GI.(3.30).
Dazu werden die in zp, z; und 2, auftretenden h["h}-Terme (n,m > 1) durch k, ausge-
driickt, sowie der Faktor k(r,) differenziert. Leitet man zunéchst die Quark-Antiquark-
Paar-Terme h"h} ab, so erhilt man allgemein:
RIRY = (ke )™ (et e = glmFmNe g tauin=m)N-

T

o - N,
— 3_h71"h7f = etaun=mNe (i 4 ) N, gmHIN-—1 — (m+n)N R hY.
Rr

z—etan K'/T

Diese Identitéit kann verwendet werden, um die Ableitungen der z;-Terme (¢ = 0, 1,2) zu
ermitteln. Man erhilt

0 1 _ _ _ _
5 2 = N3. 2V ' [BNGBY 4 BN+ 2N P+ ANBRE + 6N i)
T z—etap T
a1 , _ _
= N3N, -2 ' [307 4 3k} + 2huhy + 4R3R] + 6T (3.37)
= Q " E‘gl
Q N3-1
= —2z
K 0 21,
sowie
=2 _ N (97 + 93 + 4hihy + 16h3hT + 36hThT) (3.38)
l_aliTl_er_I{T 1 1 1741 1“1 1’1 .
0 N, _ _ _ _
Zh = 57 = — [204h$h} + 60hi k] + 60h hy + 168RTHT + 168h7h;
R z—eTan R+

+324R3hS + 324hShY + 16hThT + 320h1hy + 480RTh] + 432hSRS + 54h$ + 54h7] .
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Man benétigt noch die Ableitungen der Funktionen k(. ) und k?(k.):

0 0 -3 _ 1 2\~ 3 _ 3
8HTI{(HT) = o (1+(26,)7) 2 = (—5) (14 (26,)7) 2 - (+8kr) = —4k, - kP (K,) |
) = g (1 (20r?) = (1) (1 (o) (580) =~ 1)

Damit liegen alle relevanten Komponenten zur Ermittlung der . -Ableitung von Z5"8¢
vor. Unter Benutzung der Produkt-Regel erhélt man:

0 _stags. QO N3y N3 Q N3y
8_1172; 88 . = I{_TZO ST 2 + 6N QK2 [ — 8k -kt (Ky)zg " + kQ(HT)Ii_TZO =T 21]
_ Q— N, _ _
+ 12052 [ — 4K, - k3(m7)zévg Yoz 4 (k) - %zé\lg 224 k(/{T)zéVg
1 . QO —2N,) no
+ GQﬁFag [Zé\ﬁ 2+ %zé\ﬂ 5. zg] (3.39)
Differenziert man schlieBlich x. nach der Quark-Masse,
ok, 0 1 I N (3.40)
om, Omy \2am,)  2a m2 oomy '

setzt die Resultate aus GI1.(3.36), G1.(3.39) und ZStagg' in G1.(3.30) ein, wird der Faktor (2

heraus gekiirzt und die Zustandssumme im Static-Limit, zév : , eliminiert. Dadurch erhilt
man den folgenden Ausdruck fiir das chirale Kondensat im /Ny = 1-Flavor-Fall:

11
Ne

_ 1 _ 3_
(xx) = s [12ch:2(/-€7)f<;§zévg + 24]<:(/~€T)/<:§zév§ Yo+ 12—/€§zévs3 2+ zévg 'z
Mg

stagg.
2
: Q N3
+ 6N K2k, [ - 8/£Tk4(/€7)zévg + kzz(m)—z(])vg3 121]
K

- Q- NT — _
1262k, | — 4ok ()20 S b 2 )20
K

T

N3z, (2—2N:) w33 zH (3.41)

+ GNLCKU?/QT |:ZO ° Ty + —TZO Z5
Das chirale Kondensat stellt also eine gebrochen-rationale Funktion dar, wobei die Zihler-
und Nenner-Funktion (hier: Z5#%') Polynome in x2 und r, sind. Mithilfe von Ma-
thematica konnte das chirale Kondensat exemplarisch fiir ein hyperkubisches Gitter mit
N, = 2, N, = 2 berechnet werden. Die Zihler-Funktion und Z5'**® wurden hierbei je-
weils bis zur Ordnung O(x2k2*) fiir = 0 in der U (3)-Eichtheorie (d.h. ohne baryonische
Anteile) und bis zur Ordnung O(x2k!?°) fiir 4 = 1 in der SU(3)-Eichtheorie (d.h. mit
baryonischen Anteilen) betrachtet (siche Abb. 2 und Abb. 3). Zudem wurde k(x,) bis zur
Ordnung O(x!?) entwickelt und Q = N, N2 = 16 genutzt. Das chirale Kondensat ()
kann somit als Funktion in x, und x, dargestellt werden. In dem drei-dimensionalen Plot
in Abb. 2 kann das chirale Kondensat fiir 4 = 0 eingesehen werden. In der U(3)-Theorie
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Abb. 2: In diesem 3D-Plot wird das chirale Kondensat (xx) in Abhingigkeit von den Hopping-
Parametern s, und k, fiir ein hyperkubisches Gitter mit N, = 2, N, = 2 fiir p = 0 gra-
phisch dargestellt. In diesem Plot wird die U (3)-Eichtheorie betrachtet, die baryonischen
Anteile werden also vernachléssigt. Das chirale Kondensat weist dann ein symmetrisches
Verhalten in , und ., auf. Die Zustandssumme Z5*#%" und die Zihler-Funktion wurden
jeweils bis zur Ordnung O(k2k2%) betrachtet. Das negative Vorzeichen von (xy) wurde
vernachléssigt.

werden die baryonischen Anteile vernachléssigt, sodass das chirale Kondensat ein sym-
metrisches Verhalten in den Argumenten x, und x, aufweist. Diese chirale Symmetrie
wird durch die Anwesenheit von Baryonen in der SU(3)-Theorie gebrochen (siche Abb.
3). Die Werte von k, und . befinden sich im Intervall [0, i], da dieser Ordnungsparame-

ter im Heavy-Quark-Mass-Regime untersucht wird und die Funktion Z?+% fir kK, > }1

Polstellen aufweist.

3.3.2. Der Polyakov-Loop-Erwartungswert

Ein zentraler Aspekt dieser Master-Arbeit ist die Herleitung einer effektiven Theorie fiir
Kogut-Susskind-Fermionen, die als dynamische Variable den Polyakov-Loop Lz enthilt.
Mithilfe einer effektiven Wirkung konnen fermionische Theorien und auch Eich-Theorien
verstanden werden. Hierzu gehort insbesondere die Eigenschaft, dass nicht-abelsche
SU(N)-Theorien bei endlicher Temperatur einen Ubergang zwischen einer Tief- und einer
Hochtemperaturphase zeigen, den Confinement-Deconfinement-Phaseniibergang.

Im letzten Abschnitt wird eine Observable betrachtet, die Confinement charakterisiert
bzw. einen Ordnungsparameter fiir einen solchen Phaseniibergang darstellt. Diese Obser-
vable ist der Polyakov-Loop-Erwartungswert (Lz).

Der Polyakov-Loop ist sowohl mit der Zentrumssymmetrie der Eichtheorie, als auch
iiber die freie Energie eines Quarks F, iiber die Relation (Lz) oc e ?F+ mit dem Confi-
nement eng verbunden (siehe [Greensite; 2003] und [Pisarski; 2002]). Solange (Lz) = 0
ist, muss F;, unendlich grof} sein, was bedeutet, dass die Existenz eines einzelnen Quarks
unmoglich ist. Erst bei einem endlichen Erwartungswert fiir Lz wird F, ebenfalls endlich,
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Abb. 3: In diesem 3D-Plot wird das chirale Kondensat (xx) in Abhingigkeit von den Hopping-
Parametern x, und k4 fiir ein hyperkubisches Gitter mit N, = 2, Ny = 2 fiir p = 1
graphisch dargestellt. In diesem Plot wird die SU (3)-Eichtheorie betrachtet, die baryoni-
schen Anteile werden also beriicksichtigt. Durch die Anwesenheit der Baryonen wird die
Symmetrie in x5 und k. gebrochen, da das chirale Kondensat bei zunehmenden «.- und
abnehmenden r,-Werten zusiitzlich ansteigt. Die Zustandssumme Z5"*%¢ und die Zihler-
Funktion wurden jeweils bis zur Ordnung O(x2k120) betrachtet. Das negative Vorzeichen

von (xx) wurde vernachlissigt.

wodurch Deconfinement méoglich ist.

Der Erwartungswert einer Polyakov-Loop-abhingigen Observablen O wird fiir die rein
fermionische effektive Theorie auf dem Gitter folgendermalen definiert:

1

stagg.
Z2

(0) = / [dW] Oz e 5., (3.42)

Dabei ist e e die in Kapitel 2 hergeleitete effektive Wirkung, die die Kinetische x?2-
Korrektur fiir Kogut-Susskind-Fermionen enthilt (siehe G1.(2.66)).

Um den Polyakov-Loop-Erwartungswert (Lz) ermitteln zu konnen, wird der Operator
in G1.(3.42) durch den Polyakov-Loop ersetzt, Oz = L.

In GI.(3.42) miissen also erneut Integrale iiber Polyakov-Loops berechnet werden. Es
werden nur die Ergebnisse dieser Integrale angegeben (siehe Appendix (A.2.3) bzw. Re-
chenschritte in Kapitel 2; der Faktor A% wird dabei gekiirzt):

/[dW] Li - det(Qua) = 2771 /de Ls [1 +hyLg+ h2LL+ hi] [1 + L+ B2 Lg + B

— 2N [hy 4 B3Ry + B2 + B3B3 4 Iy
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Der zp-Term entspricht dem Integral iiber die statische Quark-Determinante (sie-
he GI1.(2.29)). Die restlichen Integrale in Gl.(3.42) enthalten zusitzlich die Knoten-

Funktionen Wy (%) und Wy (%) und sind linear im Kopplungsparameter hy = % Die
Ergebnisse dieser Integrale lauten:

/ [dW] Lz - Wiy () - det(Quar) = 20° L[R2y 2hF 4 203R3 4+ 3hih3] . (3.43)
Auf analoge Weise erhilt man fiir das 1, (7)-Integral ein unterschiedliches Resultat:
/ (AW Lz - Wiy (Z) - det(Quat) = 20° - Yo [hy o 2R3hy + 3R3RT 4+ k3] . (3.44)

SchlieBlich erfolgt die Berechnung der Integrale mit doppelt auftretenden Knoten-
Funktionen. Insbesondere bei den Integral-Termen, die die gemischten Knoten-Funktion-
Paare W1 (Z)Wi1(7) und Wiy (7)Wi1(%) enthalten, miissen die Nichste-Nachbar-
Ortsargumente ¥, i/ beachtet werden, da sich die Resultate in G1.(3.43) und Gl1.(3.44) un-
terscheiden. Das hat zur Folge, dass auch die W1, (Z)W11(4)- und Wy () W11 (Z)-Anteile
von (Lz) verschiedene Beitrige und Koeffizienten in den Ordnungen von «, aufweisen.
Die Resultate fiir diese Integrale lauten:

/ [AW] Lz - Wiy (£) Wiy (7) - det(Quar) = 207 2 (61 + 2hih} + 103 Ry + 18hTAT 4+ 9hy S
+9h1hS + hik; + AR{hY + ThihT + 6h9RT]

sowie

/ [dAW] Lz - Wiy (£) W1 (§) - det(Qua) = 27 2 [3R{ + hihy + 4RThT + 13RS + 6hTh
+9RShT + 12hhy + 9hShT + hihi + 2R3h + 3h1RS] .

SchlieBlich erhélt man fiir die Wy (Z) W11 (%)- und Wiy (§) Wi (Z)-Anteile:

/ [AW] Lz - Wiy (£) Wiy (§) - det(Qua) = 20 T2 [TRIRE + 2hi k4 TRIRY + 12R3K5 + 13h1N3
+9h1hS + 3hThy + ThIhy + 6hShT + 6hSRT ]|

und

/ [dAW] Lz - Wiy (£) Wi (§) - det(Qua) = 27 2 [3hyh3 + hihy + 203hT + ThiRS + 12h3h]
+11R3hT 4+ 9RSh + 3hah§ + hihi + 3h1AT) .

Setzt man alle ermittelten Resultate in die Definition des Polyakov-Loop-
Erwartungswertes ein und nutzt dabei aus, dass die Summe ) @i in Gl.(3.42) den
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Faktor 6 N? generiert, so erhilt man schlieRlich:
1 TP _ _
(La) = g [ (L+ ONDhaNZR (1)) 20" [+ By + B3+ B + k] (3.45)
2

12NN k(kp)hozg® ' [2h2 + ARy hd + 3h2hy + 5h3R2 + By
+ 6NBN ozl 2 [6h5 + Thahd + 19R20% + 43305 + 12,18 + 24R40S + 14R313
+37hih$ + 38h3hi 4+ 30RShT + 3R + 2hThy + 9hThy + 15R5KT] |.

Der Polyakov-Loop-Erwartungswert stellt wie das chirale Kondensat eine gebrochen-

rationale Funktion dar, wobei die Zihler-Funktion und Z5"**®" Polynome in x2 und &,
sind. Mit Mathematica konnte auch der Polyakov-Loop-Erwartungswert exemplarisch fiir

Abb. 4: In diesem 3D-Plot wird der Polyakov-Loop-Erwartungswert (Lz) in Abhéngigkeit von
den Hopping-Parametern ., und k; fiir ein hyperkubisches Gitter mit N, = 2, Ny = 2
fiir 4 = 0 graphisch dargestellt. In diesem Plot wird die U (3)-Eichtheorie betrachtet, die
baryonischen Anteile werden also vernachléssigt. Dadurch nimmt (Lz) den Wert O an. In
der U (3)-Theorie liegt damit Quark-Confinement vor. Die Zustandssumme Z5 %% wurde
bis zur Ordnung O(k2x24) betrachtet. Die Zzhler-Funktion nimmt fiir 1 = 0 den Wert 0
an.

ein hyperkubisches Gitter mit N, = 2, N; = 2 im Heavy-Quark-Mass-Regime berechnet
werden. Die Zihler-Funktion und Z5"#% wurden hierbei jeweils bis zur Ordnung O(x212*)
fir 4 = 0 in der U(3)-Eichtheorie (d.h. ohne baryonische Anteile) und bis zur Ordnung
O(k2k12) fiir p = 1 in der SU(3)-Eichtheorie (d.h. mit baryonischen Anteilen) betrachtet
(siche Abb. 4 und 5). Zudem wurde k(r,) bis zur Ordnung O(x!?) entwickelt. In dem
drei-dimensionalen Plot in Abb. 4 nimmt der Polyakov-Loop-Erwartungswert fiir y = 0
fiir alle ks und x, den Wert 0 an. Damit wird bestitigt, dass die Existenz eines einzelnen
Quarks nicht moglich ist und in der U (3)-Theorie Quark-Confinement vorliegt.
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Abb. 5: Links: In diesem 3D-Plot wird der Polyakov-Loop-Erwartungswert (Lz) in Abhingigkeit
von den Hopping-Parametern x.- und «; fiir ein hyperkubisches Gitter mit N, = 2, Ny = 2
fiir 4 = 1 graphisch dargestellt. In diesem Plot wird die SU (3)-Eichtheorie betrachtet, die
baryonischen Anteile werden also beriicksichtigt. (Lz) nimmt genau dann den Wert 0 an,
wenn schwere statische Quarks vorliegen. Fiir ¢ = 1 liegt dann Quark-Confinement vor.

1

Fiir zunechmende ,-Werte im Intervall [0, 1] tritt Deconfinement ein. Fiir 5, > 1 nimmt

(Lz) entlang der Diagonalen s = k, (d.h fiir v = 1) groBere Werte an, wodurch (Lz)
nicht mehr als Ordnungsparameter interpretiert werden kann. Die Zustandssumme Zj %%
und die Zéhler-Funktion wurden bis zur Ordnung O(x2x1%0) betrachtet. Rechts: In diesem
3D-Plot wird (Lz) in Abhingigkeit von ks = k- (dh. v = 1) und p € [0, 1] untersucht.
Fiir schwere Quarks, d.h. fiir k; — 0, gilt fiir alle p: (Lz) = 0. Fiir leichte Quarks bzw.
hohere r--Werte erreicht (Lz) als Funktion von g einen niedrigeren Schwellwert, der mit

der Pauli-Saturierung begriindet werden kann.

In Abb. 5 (links) wird deutlich, dass der Polyakov-Loop-Erwartungswert - unabhin-
gig vom Hopping-Parameter ~, und damit unabhiingig von der Anwesenheit dynamischer
Quarks - den Wert (Lz) = 0 erreicht, wenn die statischen Quarks schwer sind, d.h fiir
Kk, — 0. Nimmt (Lz) in Abb. 5 (links) einen endlichen Wert fiir nicht-verschwindende
k--Werte an, so wird durch die Anwesenheit von Baryonen Deconfinement moglich. Da-
mit stellt (Lz) - unter Beriicksichtigung dynamischer Quarks der Ordnung O(x?) - einen
Ordnungsparameter im Intervall ., € [0, %] dar, der den Phaseniibergang zwischen Confi-
nement und Deconfinement im Heavy-Quark-Mass-Regime beschreibt.

In der vollen Theorie - das heiBt, wenn hohere Ordnungen in k2 betrachtet werden und
somit der Anteil dynamischer Quarks zusitzlich ansteigt - wiirde (Lz) nicht mehr die-
sen Phaseniibergang beschreiben, da die Symmetrie durch die Anwesenheit dynamischer
Quarks gebrochen wird.

In Abb. 5 (rechts) wird (Lz) in Abhéngigkeit von k5 = k. (d.h. fiir v = 1) und p € [0, 1]
untersucht. Fiir leichte Quarks bzw. hohere «,-Werte tritt hierbei die Pauli-Saturierung
ein, da (Lz) als Funktion von y einen niedrigeren Schwellwert annimmt (siehe [Philipsen
et al.; 2015]).
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4. Zusammenfassung und Ausblick

Die hier vorgestellte effektive Theorie stellt einen Ansatz zur Untersuchung der Gitter-
QCD mit schweren Kogut-Susskind-Quarks dar, an welcher herkommliche Methoden
scheitern. Dieser Ansatz basiert darauf, ein System stark wechselwirkender, schwerer
Kogut-Susskind-Quarks in den beiden Hopping-Parametern x, — 0 und x, — 0
zu entwickeln. Mithilfe dieser Hopping-Parameter-Entwicklung kann also die rein
fermionische effektive Theorie fiir schwere Quarks formuliert werden, um damit die
Kontinuumsphysik der Heavy-Quark-QCD fiir Kogut-Susskind-Fermionen bei verschwin-
denden -Korrekturen, dem Strong Coupling Limit, zu approximieren.

Ein zentraler Aspekt dieser Master-Arbeit bestand darin, eine 3d-effektive Theorie fiir
schwere Kogut-Susskind-Quarks herzuleiten. Dazu wurden zunéchst in Kapitel 1 die we-
sentlichen Grundziige der Kontinuumsphysik und der Gitterfeldtheorie bzw. Gitter-QCD
vorgestellt. Dariiber hinaus wurde die fiir analytische sowie numerische Berechnungen
prominente Diskretisierungsmethode - die sogenannten Kogut-Susskind-Fermionen - ni-
her erldutert.

In Kapitel 2 erfolgte die analytische Herleitung der 3d-effektiven Theorie fiir Ny = 1-
Flavor Kogut-Susskind-Fermionen mithilfe der Hopping-Parameter-Entwicklung, wobei
die Eich-Anteile - ausgedriickt durch den Kopplungsparameter A - in den darauffolgenden
Kalkulationen vernachléssigt wurden.

Mit den nun vorliegenden Informationen zur 3d-effektiven Theorie und einigen berech-
neten Groflen, wie der statischen Quark-Determinante und dem Quark-Propagator,
konnte schlieBlich eine rdumliche Hopping-Parameter-Entwicklung bis zur Ordnung
#? durchgefiihrt werden, um daraus die Single-Hop-Zustandssumme Z“*®" mit den
kombinatorischen Koeffizienten der darin auftretenden Quark-Antiquark-Paare h¥h! zu
ermitteln.

Ausgehend von der Single-Hop-Zustandssumme Z;"**" konnten abschlieBend die fiir
die Untersuchung von Phaseniibergéngen relevanten Observablen - das chirale Kondensat
{xx) und der Polyakov-Loop-Erwartungswert (Lz) - in Kapitel 3 berechnet werden. Bevor
diese Berechnungen durchgefiihrt wurden, erfolgte zunichst ein Vergleich der Single-
Hop-Zustandssumme Z5"*%¢" mit der dualen Darstellung fiir Kogut-Susskind-Fermionen
im Strong Coupling Limit, sowie mit der korrespondierenden Single-Hop-Zustandssumme
fiir Wilson-Fermionen, Z)Vison,

Wie bereits erwihnt, sind alle Eichkorrekturen vernachlédssigt worden. Die Herleitung
der 3 + 1-dimensionalen effektiven Theorie fiir Kogut-Susskind-Fermionen wurde somit
nur auf das Strong Coupling Limit eingeschriinkt.

Fiir die Berechnung der Eich-Wechselwirkung kann unter anderem im Wilson-Fermion-
Fall die Linked-Cluster-Entwicklung verwendet werden (siehe [Glesaaen; 2016]). Mithilfe
dieses Ansatzes ist es moglich, den Eichanteil in der Zustandssumme (siehe GI1.(2.66) bzw.
[Glesaaen; 2016]), niher zu bestimmen. Die Linked-Cluster-Entwicklung fiihrt dann zu ei-
nem Reihenausdruck in A, indem Quellterme eingefiihrt und Funktional-Ableitungen aus-
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gefiihrt werden. Daraufthin miissen Eich-Integrale iiber auftretende Potenzen der Polyakov-
Loops gelost werden. Beriicksichtigt man hohere Ordnungen des Kopplungsparameters

hy = ”%V]\ZT , A und sogar Mischterme beider Kopplungen, so werden die statischen Loop-
Gewichtungsfaktoren h;, h; und die Kopplung hy nicht nur Funktionen der Hopping-
Parameter x,, ks, sondern auch Funktionen der Eichkopplung A (siehe [Glesaaen; 2016]).

Daraus ergibt sich unmittelbar die Fragestellung, ob die Linked-Cluster-Entwicklung
auch auf Berechnungen von Observablen oder anderen physikalischen Parametern fiir

Kogut-Susskind-Fermionen iibertragen werden kann.

SchlieBlich wire es noch von Interesse gewesen, weitere Observablen mithilfe der
Single-Hop-Zustandssumme Z5“#® zu ermitteln, wie z.B. die Erwartungswerte hoherer
Potenzen des Polyakov-Loops (L2), (L), sowie die entsprechenden Potenzen des Anti-
Polyakov-Loop-Erwartungswertes (L;) Der Erwartungswert des kubischen Polyakov-
Loops (L2) kann aus physikalischer Sicht als baryonischer Beitrag in dem verwende-
ten 3d-effektiven Modell interpretiert werden. Dariiber hinaus konnte mit dem kubi-
schen Polyakov-Loop-Erwartungswert die Korrelator-Funktion (L3L%) — (L2)(L?) be-
rechnet werden. Man kann zeigen, dass der zusammenhingende Korrelator zweier ku-
bischer Polyakov-Loops mit dem Potential zwischen zwei wechselwirkenden Baryonen
auf einer Position im Gitter assoziiert werden kann. Der Korrelator miisste dann als Funk-
tion des Abstandes zwischen den beiden Baryonen ermittelt werden, allerdings werden
hierfiir hohere Ordnungsterme im Hopping-Parameter ~, der Kogut-Susskind-Fermion-
Zustandssumme benotigt.
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A. Appendix

In diesem Abschnitt werden zentrale mathematische Aspekte dieser Ausarbeitung -
zum Einen einige relevante Formeln zur Berechnung des x2-Beitrages der Single-Hop-
Zustandsfunktion - niher erldutert und hergeleitet. Darunter zdhlen auch die mathemati-
schen Eigenschaften der Kogut-Susskind-Phasenfaktoren 7,,(z), die in Kapitel 2 verwen-
det wurden. Die im Folgenden aufgefiihrten Inhalte basieren auf [Sciarra; 2016] bzw. [Ko-
gut, Susskind; 1975] und [Glesaaen; 2016].

A.1. Der Kogut-Susskind-Formalismus

Die Kernidee des Kogut-Susskind-Formalismus wurde bereits in Abschnitt 1.2.3 vorge-
stellt. In diesem Abschnitt werden einige mathematische Aspekte dieser Diskretisierungs-
methode - insbesondere der Kogut-Susskind-Phasen 7, (z) erklart und hergeleitet. Zu-
sitzliche Aspekte - wie die chirale Symmetrie der Kogut-Susskind-Theorie - werden in
diesem Appendix nicht ndher thematisiert.

Fiir detaillierte Informationen zum Kogut-Susskind-Formalismus wird auf [Sciarra;
2016] bzw. [Kogut, Susskind; 1975] verwiesen.

A.1.1. Die Kogut-Susskind-Phasen 7, (z)

Die Transformationsmatrix 7'(n) = ~,°y7 75%ys* erfiillt die in GI.(1.20) angegebene
Identitdt 77 (n)v,T(n %+ i) = n,(n)1, aus der sich die Kogut-Susskind-Phasen

mo(n) =1, nu(n) = (=1)>v<e™ fiw p#0 (A.1)

ergeben. Verwendet man die Clifford-Algebra der Gamma-Matrizen fiir den euklidischen
Raum,

{Yu W}t =20 und A =, (A.2)

folgt daraus, dass (,)? = 1 und es kann eine Fallunterscheidung bzgl. des Index g durch-
gefiihrt werden (siehe [Sciarra; 2016] und [Kogut, Susskind; 1975] fiir eine detaillierte
Herleitung).

SchlieBlich werden die folgenden beiden Identitéten fiir die Kogut-Susskind-Phasen -
die auch zur Berechnung der Zustandssumme Z5"*%®" verwendet wurden - hergeleitet (der
Vektor p ist ein Vektor mit den Eintrdgen 0 und 1),

Nu(p % 1) = 1nu(p) (A.3)
Nu(P)(p £ 1) = = (p)nu(p £0) mit p# v, (A.4)

wobei die beiden Vorzeichen + in der unteren Gleichung unabhingig voneinander sein
konnen:

21 (A3) : nu(p & i) = (= 1)Zwanlbtr = (_1)2wcnrr = q (p)
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w(A4) : u(p)m(p £ i) = (—1)Zesnpe . (=1)e<ultthe

_ (1)<l . (=1)Xocvpo - (=1) = —n,(p)nu(p £ ) fallsp < v
(_1)Zo<“pa . (_1)20@% = —n(p)nu(p£7) fallsv < p.

A.2. Analytische Hilfsmittel flir die SU(/V)-Algebra

Die analytischen Berechnungen, die in diesem Abschnitt vorgestellt werden, beziehen sich
auf unterschiedliche SU (N )-abhingige GroBen. In diesem Teil des Appendix werden also
Komponenten wie das Haar-Mal3, Charakter-Integrale, Integrale iiber Gruppen-Polynome,
sowie die fiir die effektive Theorie relevanten fermionischen Funktionen, wie die statische
Quark-Determinante fiir Kogut-Susskind-Fermionen ermittelt.

A.2.1. Berechnung des Haar-MaBes

Das erste Ziel besteht darin, das invariante Gruppen-Mal} eines Gruppen-Elementes zu
bestimmen, welches iiber eine Spektral-Zerlegung dargestellt werden kann. Jede Matrix-
Darstellung einer U (N )-Matrix besitzt unitire Eigenwerte \; = ¢, wobei fiir Elemente
der SU(N) die zusitzliche Bedingung > . §; = 0 mod 2 erfiillt sein muss.

Eine beliebige Matrix U, die eine Darstellung der U (V) ist, besitzt die folgende Zerle-

gung:
U=WAWT, (A5)

wobei A = diag(e", ... e) eine Diagonal-Matrix ist und WWT = 1 gilt. Eine Ver-
dnderung in U lautet somlt

dU = WdAWT+ W [WTdw, A] W (A.6)

Unter Verwendung der kanonischen Metrik fiir unitidre Matrizen, ||M]|? = tr(MTM) be-
trigt die GroBe eines infinitesimal kleinen Quadrats in diesem Koordinaten-Raum

ds? = tr(dUTdU) = Zd92+22|e“’ i 2 |(Wdw),,)2. (A7)

1>7

Jede Koordinate kann iiber die Metrik mittels ds* = g, d§*d€" identifiziert werden, wor-
aus das folgende Mal} konstruiert werden kann:

dU (z) detg(z H der. (A.8)

Mit der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel kann der Term W7 dW iiber die Generatoren
von U (dg) ausgedriickt werden,

(WHaW)i; = i(T,)ij fap(w)dwy = Quji(w)dwy,. (A9)

Hierbei bezeichnet f eine Funktion der Parameter aus der Generator-Zerlegung. Die allge-
meinen Koordinaten werden somit eine Kombination aus den Eigenwert-Winkeln 6; und

56



den Parametern w;. Die Determinante dieser Metrik faktorisiert in einen Anteil, der von
diesen Koordinaten abhingt, und man erhélt

detg(x) o< (det@Q(w H |0 — |4, (A.10)
i>7

Da nur die Integrale iiber die Eigenwerte eine entscheidende Rolle spielen, konnen die
w;-Anteile ausintegriert werden. Man erhélt somit das invariante Maf}

dU =[] le® — e 2 T] dé,, (A.11)

i>j

— H(U)

wobei H(U) das Haar-Maf3 darstellt. Obwohl diese Relation nur fiir die U (N) giiltig ist,
kann diese auf den SU(N)-Fall erweitert werden, indem man die Bedingung ). 6, =
0 mod 27 beriicksichtigt.

Die Vandermonde-Determinante wird eingefiihrt, um die Berechnung des Haar-Males
zu erleichtern,

1oz ... 2

1 29 ... Zév !
[[Gi—2) =det(M) = o, (A.12)
i S .o

1 2y ... z%‘l

und das Haar-Maf} anders darzustellen,

.I. (]

A N 2
=z = z* = det(MIM) = c . 2

i>]

ST ) S

Die fundamentale Darstellung der SU (V) besitzt N — 1 Eigenwerte. Es ist bekannt, dass

Z m = X, (A.13)

die m-te Potenz eines Charakters ist. Daher kann das Cayley-Hamilton-Theorem verwen-
det werden, um den Zusammenhang zwischen den einzelnen Winkeln zu ermitteln. Das
Cayley-Hamilton-Theorem lautet

MY ey MNTU et M 4 (—1)NdetM 15 = 0. (A.14)

Die darin auftretenden Koeffizienten konnen mit dem Faddeev-LeVerrier-Algorithmus be-
rechnet werden,

1 m
CN-m =~ > enmprtr(MF). (A.15)
k=1
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Der erste und letzte Koeffizient lauten somit cy = 1 und ¢; = (—1)VdetM, wie in
Gl.(A.14) angegeben.

Verwendet man nun die Eigenschaften der SU(N)-Algebra, namlich detU = 1 und
UTU = 1, kann man Gl.(A.14) mit Potenzen von U' multiplizieren und anschlieBend
die Spur auf diese Gleichung anwenden, um Relationen zwischen den unterschiedlichen
fundamentalen Charakteren herzuleiten und somit die Anzahl der Unbekannten im Haar-
Mal zu reduzieren.

So erhilt man beispielsweise fiir den relevanten SU(3)-Fall den Term o = x? — 2x*,
woraus sich der folgende Ausdruck fiir das Haar-Mal ergibt:

3 X X —2x
HU) = X* 3 X =27 — 18]x|* + 8Re(x*) — |x|*. (A.16)
(X*)?—=2x x* 3
A.2.2. \,y,-Charakter-Integrale

In dieser Ausarbeitung treten regelméBig Integrale der Form

on = [ AUy A" (A17)

auf. Diese konnen meistens mit Hilfe einer Zerlegung in trigonometrische Funktionen be-
stimmt werden. Setzt man

N N N

x(U) = Zewa und y(U') = Ze‘wa mit Z@a = Omod 27 (A.18)

a=1 a=1 a=1
in Gl.(A.17) ein, so ergibt sich

Inm — /[d‘g]iH(U) 5(2 92' = 0) Z Z H H %emkek_iml@l’ (A.19)

mit Summen iiber ganzzahlige Partitionen, die die Bedingung

> " (n,m); = (n,m) (A.20)
erfiillen. Da die a-Phasen-Integrale den Wert

/<mwm:&m,ﬁnez (A.21)

—Tr

liefern, kann aus der Integration nur dann ein nicht-verschwindender Beitrag resultieren,
wenn sich die Exponenten in den Exponential-Funktionen herauskiirzen.
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A.2.3. Integrale Uber Charaktere der SU(3)

Fiir die zuvor behandelten Integrale gibt es keine allgemeine Losung, aus diesem Grund
wird der relevante Fall der SU(3)-Gruppe betrachtet. In diesem Fall liegen nur zwei freie
Winkel vor, die mit 6 und ¢ bezeichnet werden. Das volle Integral in Gl.(A.17) lautet somit

Lm = / dedgb H(Q,¢)(ei9 + eiqb + 6—i(6+¢))n(e—z‘6 + e~ + ez‘(9+¢))m (A.22)
m!
dfd¢p H(0 i0(h—l3—ki+ks)+ig(la—lz—katks)
/ ¢ ZZ l1|l2153| RPN ¢
{l:} {k:i}

Man definiert das folgende Integral ohne MaB, .J,,,,, = f [dO]; x™ ™. Dieses lautet:

(2m) %{Zkl} lleszgl k1|k2‘k‘3 5(l1 —lg— ki + k3)o(ly — I3 — ko + k3). (A.23)

Fiithrt man die Summe iiber alle vier Variablen explizit aus, so erhdlt man

n! m)
J = 27T ZZ“ (k+n m) (2n+m l—/{)'k' (l+m n) (2m+n l—k)

=0 k=0

wobei die restlichen Variablen [ und & so festgelegt sind, dass die Fakultidten nicht-negative
Argumente besitzen. Da das Haar-Mal} selbst durch Charaktere dargestellt werden kann,
erkennt man mit GI.(A.16), dass

]n,m = 27Jn,m - 18Jn+1,m+1 + 4Jn+3,m + 4Jn,m+3 - Jn+2,m+2 (A24)

gilt. Man erkennt unmittelbar, dass .J,,, symmetrisch unter Vertauschung der Indizes

Lm | 1 o ) 0 0ot ) (xx")®
1| 1 1 2 6 23 103 513
Vol 3 11 47 225 1173 6529
| s 21 08 498 2709 15565 93500
| 42 210 1122 6336 37466 230230 1461330
Y12 | 462 2574 15015 91091 571428 3688932 24410334
Y15 | 6006 36036 223652 1429428 9372168 62833836 429568036

Tab. 2: In dieser Tabelle sind einige Integrale iiber Charaktere der SU (3)-Algebra aufgelistet. Der
Integrand setzt sich hierbei aus dem Produkt der Eintrédge der ersten Zeile und den Eintrigen
der ersten Spalte zusammen. Die Charaktere konnen mit den Polyakov-Loops identifiziert
werden, Ly = tr(W) = x und L;% = tr(WT) = xI. Alle anderen Integrale ergeben
aufgrund der Auswahlregel, siehe G1.(A.32), den Wert Null.

n,m ist, Jpm = Jmn - und damit auch 7,,,,. Man fiihrt daher das normalisierte Integral,
Inm = I’(L);” ein. Einige Werte fiir I,,,» konnen in Tabelle 2 eingesehen werden. Dabei stellt
sich heraus, dass diese Koeffizienten eine kombinatorische Bedeutung aufweisen (siehe
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[OEIS; 2011]). Betrachtet man sich z.B. die erste Zeile dieser Tabelle, so stellt diese die
Sequenz der Permutationen der symmetrischen Gruppe .S,, mit der langsten wachsenden
Sequenz-Linge kleiner oder gleich 3 dar (siehe [Glesaaen; 2016]). Die erste Spalte dage-
gen entspricht den 3-dimensionalen Catalan-Zahlen (siehe [Unger; 2014]).

A.2.4. Die g"(g~!)™-Gruppen-Integrale

In diesem Abschnitt wird eine Methode zur Berechnung von Integralen tiber Matrix-
Darstellungen der SU (N )-Algebra vorgestellt. Damit sind Integrale der Form

kili,..., kmlm __ t t
LD = /dUUilj1 Ui Uy - Up 1 (A.25)
gemeint. Es existieren verschiedene Ansitze zur Ermittlung solcher Integrale, unter ande-

rem in [Creutz; 1978a, 1978b], die an dieser Stelle kurz vertieft werden.
Zunachst wird das generierende Funktional

W(J,K) = /dUexp (tr(JU + KUT)) (A.26)

eingefiihrt, um das Integral in Gl.(A.25) folgendermafen darzustellen:

bkl _ ( 0 0 0 0
a(]il7j1 a(]in7jn aKkl’ll aKkam

) WL K)| e, (A2])

Mit einer Kofaktor-Entwicklung in UT kann die K -Abhiingigkeit beseitigt werden,

1

detU
1
(N _ 1)'5]‘,1‘1 ----- in—1€i,51,0 jN71Ui1j1 <o

(cofUT)

T
Uij - ij

_ U (A.28)

N-1JN—-1"*

Hierbei wurden die total anti-symmetrischen e-Tensoren verwendet. Die K -Abhéngigkeit
des generierenden Funktionals kann somit aus dem Integral faktorisiert werden,

W(J,K) = exp(tr(Kcof%)) / dUexp (tr(JU)). (A.29)

.

-~

=W(J)

Da das generierende Funktional die Eigenschaft W(VUW) = W(U) fiir beliebige Ma-
trizen W,V € SU(3) besitzt (sieche [Creutz; 1978a]), kann das Funktional W(.J) iiber
Determinanten entwickelt werden. Man erhilt schlieBlich

W) =" 2,2' (Z (_ivj\;_l)ll)!(detj)i. (A.30)

1=
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Aus diesem Ausdruck kann eine Auswahlregel fiir Gruppen-Integrale hergeleitet werden.
Da die Determinante einer N x N-Matrix ein Polynom N-ter Ordnung ihrer Eintrige ist,

M.

P11 v -

M.

INJN>

1
detM = N' ..... in €1
bleiben nur Faktoren von Ableitungen N-ter Ordnung von WV {iibrig, wenn man J = 0
setzt. Da zusitzlich der Kofaktor ein Polynom (/N — 1)-ter Ordnung darstellt, erhdlt man
somit die Auswahlregel fiir Gruppenintegrale

(A.31)

7777 ]N

/dUU”UTm#O < n—m=0modN, (A.32)

Um diesen Abschnitt abzuschlieBen, wird hier exemplarisch das Gruppen-Integral berech-
net, das bei der Ermittlung der Single-Hop-Zustandssumme 25" auftrat:

1
I = /dU UUl, = (V= D)1 bt Sy /dU UijUiji - Uiy _yjns

1 o 0 0
= mqm ..... iN—1€kg1,iN 1 (aji,j aJi1,j1 Y ] > W<J7 K)}J:()

IN—1,JN—-1
1
= NIV = 1)1 i SRt Gt €
1 1
= NIV 1) (N = D)t6a(N = 1)1 = =0ad. (A.33)

Hierbei ist N = N, die Anzahl der Farb-Freiheitsgrade.

A.2.5. Die statische Quark-Determinante

Mit dem Integrationsmal} und den zuvor diskutierten Link-Integralen liegen die wichtigs-
ten Hilfsmittel vor, um zwei fundamentale GroB3en in der effektiven Fermion-Theorie
ermitteln zu konnen, ndmlich die statische Quark-Determinante fiir 1-Flavor Kogut-
Susskind-Fermionen und die sogenannten Knoten-Funktionen W,,,, die aus wechselwir-
kenden Loop-Termen bestehen. Die Knoten-Funktionen werden in Abschnitt (A.2.7) ndher
betrachtet. In diesem Abschnitt wird der Fokus auf die Herleitung der statischen Quark-
Determinante gerichtet,

det(Qstar) = [ [ det(1 + haW (Z))det(1 + ha W (Z)). (A.34)

Da die in Gl.(A.34) auftretenden Faktoren unabhingige GroBen darstellen, geniigt es,
eine dieser Determinanten - hier det(1 4+ h; W (%)) - zu ermitteln, wobei W € SU(N)
vorausgesetzt wird. Die Determinante kann mit der Trace-Log-Identitdit, sowie mit der
Mercator-Reihe folgendermalen dargestellt werden (siehe auch [Wissel; 2002]):

l+1

det(1 4+ MW Z Z H lklkl hlklt (Whk. (A35)

n=0 {k;}, =1
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=

14+~

1+ 12+ hixa

14 hi + hixa + 30304 — xe)

14 ht+ hixa + 5304 — x2) + sh30E — 3xaxe + 2x3)
1+ h% + hixt + 5h1(x3 — x2) + ¢33 — 3xaxe + 2x3)
+2hi(xd — 6x3x2 + 333 + 8xaxs — 6x4)

z ==z =2
I

I
S T NOGURY ORI

Tab. 3: In dieser Tabelle sind Resultate fiir den Faktor det(1 + hyW) der statischen Quark-
Determinante fiir die SU (N )-Algebra (N = 1, ...,5) aufgelistet. Die darin auftretenden,
unabhiingigen Charaktere lauten x; = tr(U?).

Dabei erfolgt die Summe iiber die Indexmenge {k;},, die die folgenden Bedingungen
erfiillt:

N
ki =n, und 1k; < N. (A.36)
> >

i=1 i=1

Der hochste Ordnungsterm der Mercator-Reihe wird durch die Identitédt detiV = 1 elimi-
niert, sodass das Cayley-Hamilton-Theorem (Gl.(A.14)) verwendet werden kann. In Tabel-
le 3 liegen Resultate fiir die statische Quark-Determinante der SU(N = 1 — 5)-Algebra
VOr.

Mit der Mercator-Reihe ist ein moglicher Ansatz zur Berechnung der statischen Quark-
Determinante vorgestellt worden. Der Ausdruck fiir die statische Quark-Determinante in
GI1.(A.34) kann alternativ - zumindest fiir Wilson-Fermionen - iiber die s-Resummations-
Methode hergeleitet werden (siehe [Stamatescu, Seiler; 2016]).

A.2.6. Der symmetrische A-Term aus Gl.(2.27) in Abhangigkeit von «..

Wie bereits in Abschnitt 2.3.1 erldutert, kann die statische Quark-Determinante in 0 + 1-
Dimensionen fiir gerade N, auf die Determinante einer 3 X 3-Matrix reduziert werden
(siehe [Bloch, Bruckmann; 2013], [Demeterfi, Bilic; 1988]):

det(Qstat.) = dete(Alsgys + eTtr,Ws + e_%trcW;). (A.37)
Dabei ist
A = 2cosh(u./T) (A.38)

der symmetrische Anteil der Zustandsfunktion mit dem kritischen chemischen Potential

ajp. = arsinh(am), sowie 1/T" = N,a. Mit dem Hopping-Parameter x, = 2a1nq fiir
Kogut-Susskind-Fermionen erhélt man somit:
) 1
A = 2cosh (Narsinh (5 ) ). (A.39)
Rt
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Das in G1.(2.27) vorgestellte Resultat fiir die statische Quark- Determinante stimmt - bis auf
den konstanten Faktor zx— 1= und dass in G1.(2.21) nur die hochsten kN~ -Potenzen aus der
k+ — 0-Entwicklung von GI.(2.25) beriicksichtigt werden - Vollstandlg mit dem Resultat
in GL.(2.21) iiberein (siehe [Bloch, Bruckmann; 2013], [Demeterfi, Bilic; 1988]). Dies wird
in diesem Abschnitt nun gezeigt.

Dazu wurde zunidchst mit Mathematica der A Term in Abhiéngigkeit von . ausge-
driickt. Ausgehend von GI.(2.25) und mit x = 2— wird der Ausdruck fiir A sowohl im
chiralen Limes (das bedeutet fiir m, — 0 bzw. x — 0), als auch im relevanten Fall schwe-
rer Quarks (m, — oo bzw. x — 00), dem Heavy-Quark-Mass-Regime, untersucht. Man

erhalt:

1 —N, N,
A= 2cosh(NTarsinh< 5 )) = <\/:1:2 +1+ x) + <\/3:2 +1+ x)

Fir
2+ N2z + SN2(N2 —4)z* + ... im chiralen Limes
) (Y 4 kN [1 = Npg2 4 ING(N, + 3)kd — LN,(N? + ON, + 20)s8
+5; N (N3 + 18N2 + 107N, + 210)x8 + .. ] fiir schwere Quarks

Es werden nun die Potenzen von A (bis zur 3. Ordnung) fiir beide Grenzfille angegeben,

(44 AN222 + LN2(N? — d)at + INA(NZ — 4)28 + LNH (N2 —4)a® + ... firm, — 0

k2N (14 2N-K2 + 2N, (N, — 3)k2 + LN, (4N? — 18N? + 20) k8
+3 N (2N3 — 18N? + 1IN, — 18)k8 4+ 1 N2(N2 — 14N?2 4 67N, — 110)x°

A? = ¢ +LN2(5N - 99N? + 725]\@2 — 2313N; + 2690)k22 + .. ]
+£2V [1 = 2N K2 + 2N, (N, + )kt — N, (4N? + 18N, + 20)x8
+IN(2N3 4+ 18N? + 1IN, + %) kS — IN2(N2 4 14N? + 67N, + 110)x2°
+5N2(BN2 4 99N 4 725N2 + 2313N; + 2690)k12 + .. ]
[ +2+ NZ(N? +55)R)° + g5 N2 (N, + 241N7 — 2690)k,% + ... fiir m, — oo
sowie
(8 + 12N222 + TN2(N? — )zt + 2NH(N2 — 2)28 + LNA(TN2 + 32N2 + 16)2® + ... fiirmy — 0
(K3 4+ k7387) [1 4+ 3N,62 + N, (N, — 1)kt — IN(IN2 + 27N, + 20)xS
4 +1IN-(27TN2 4+ 162N? + 321N, + 210)x5 — LN2(4N2 + 39N? + 134N, + 165)k1°

5 N2(23N2 + 324N? + 1691N? + 3744N, + 2690)x12 + .. ]

+(kY + k7N7) [3 = IN-k2 4+ ZN (N, + 1)kt — LN, (2TN? + 81N, + 60)x8

+ LN, (81N? + 486N? 4+ 963N, + 6305 — -N2(12N3 + 117N? + 402N, + 495)k}
\ +8N3(23J\f;l + 324N3 + 1691N? + 3744N, + 2690)k12 +...]  fiir my — o0
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Daraus ergibt sich der in Gl.(2.27) auftretende konstante Faktor ohne implizite -
Abhingigkeit

(2 + 9N22? + LN2(2TN2 — 12)a* + ... fiicm, — 0

(k3N 4+ k23N) [1 4+ 3N-k2 + IN-(N, — 1)k — N, (9N2 + 27N, + 20)x8

A? —3A = ¢ +iN,(27TN? + 162N2 + 321N, + 210)x5 — IN2(4N? + 39N2 + 134N, + 165)x1°
+2: N2(23N2 + 324N2 + 1691N?2 + 3744N, + 2690)k12 + .. ]
+ (kN 4+ kZN7) [=6N, k2 4+ 3N, (4N, + 3)kt — N, (13N2 + 36N, + 20)x5

| 3N (20N2 + 117N? + 214N, +105)s5 + O(k)°)]  fiir my — oo

AnschlieBend wird das Produkt der SU (3)-Determinanten in G1.(2.21) berechnet und mit
den Termen in GI.(2.27) verglichen:

[1+hiLz+ B2LE + B3] [1 4+ M LL + R3Lz + B3] = (1 + B3 + B3 + B3R3)
+ LE (4 B2 4+ B3RS + 7ah3) + L (ha + B2 4+ B3RS + B3hy) + LLLg (hihy + R303)
+ R2hy L% + hyh3(LL)2. (A.40)

Mit by = (k)N und h; = (k,e~*)N* erhilt man z.B. fiir den konstanten Teil von
GI1.(A.40):

1+ h3 + B + hihi = 1 + kSN + 2N (30N 4 g 3anT)
= 3N < RN 4 g N —i—ZCosh(BauNT))
—_———

= hochste Ordnung von A3 — 24
im Heavy-Quark-Mass-Regime
Auf analoge Weise konnen die iibrigen Koeffizienten in Gl.(A.40) mit den hochsten
k.-Ordnungen von A identifiziert werden. Somit ist die Aquivalenz von G1.(2.27) und
Gl.(2.21) im Heavy-Quark-Mass-Regime bewiesen.

A.2.7. Die Knoten-Funktion \V/,,,

Die letzte gruppen-abhédngige Grofe ist die Knoten-Funktion W,,,, die in der effektiven
Theorie eine zentrale Bedeutung hat. Fiir n, m € N sind diese folgendermallen definiert:

(bW )™

Wi = tr —— )
NN NGE

(A.41)
Die Knoten-Funktion kann also iiber Charaktere - und damit iiber Polyakov-Loops - ausge-
driickt werden. Es gibt verschiedene Moglichkeiten, diese GroB3e zu berechnen. Zunichst
kann der Nenner-Term in Gl.(A.41) durch eine Reihen ausgedriickt werden,

Wi = tr ((mW)m i (k * Z N 1) (—h1W)’“>. (A.42)
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Alternativ kann die W,,,,,-Funktion direkt als Linear-Kombination unabhiingiger Charak-
tere dargestellt werden,

N-1
Wom = Y aitrW' (A.43)
=0

Die Koeffizienten a; konnen mit der zuvor erwédhnten Reihendarstellung und dem Cayley-
Hamilton-Theorem ermittelt werden.

Eine dritte Moglichkeit besteht darin, ein generierendes Funktional zu konstruieren.
Hierbei erweist sich die statische Quark-Determinante als geeignetes Funktional zur Her-
leitung der Knoten-Funktionen,

G(a, p) = logdet(a + By V). (A.44)

Durch Differentiation des Funktionals nach den Parametern «, 3 erhilt man

(_1)n—1 a(n—m) om
W = Gla, A45
(n— 1)1 datm g &0 (A4)
Bei der Berechnung der Zustandssumme Z5*%®" tritt der Spezialfall n, m = 1 auf:
h W _3 hiLg+2h3LL + 3h3
Wi (%) = tr. (1—) Ne=3 b+ 2 2‘” —Ti_ 13 (A.46)
- . B1Wi N.=3 iLlLt + 2B%L5 + 3%?
Wii(Z) = tre — T = B = p—— (A47)
n) (1+hlwg> 1+ oL+ 3Lz + B

Um den Appendix abzuschlieen, werden einige Ergebnisse von Integralen der Form

/dW detQé\t[;thllm1 R W:ﬁmp, ni,m; € N, k; e NgVe=1,...,p (A.48)
fir Ny = 1, 2-Flavor Wilson-Fermionen im Heavy-Dense-Regime vorgestellt (d.h., dass
die Anti-Quarks in den Resultaten vernachlédssigt werden, hy — 0). Diese Terme bestehen
aus der statischen Quark-Determinante und Potenzen der Knoten-Funktion 1/, und sind
fiir die Berechnung von Z5 und n-Punkt-Funktionen relevant (siehe [Glesaaen; 2016]).

Fiir Ny = 1 Flavor erhilt man mit der statischen Quark-Determinante fiir Wilson-
Fermionen im Heavy-Dense-Grenzfall

detQuar = | [(1+ huLz + RILL + 1Y)? (A.49)

T
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/ AW detQuear = 1 + 47 + I,
/ AW detQsat Wiy = 6hF + 3hS,
/ AW detQgua Wi = 4R% + 915,
/ AW detQuuar Wy = hi + 17hY + By,

/ dW detQga Wi, = 21hS + 6h3.

Fir Ny = 2 Flavor erhélt man schlieBlich:

66

/ dW detQ?,, = 1+ 20h% + 50h8 4 20R] + hi?,
/ AW detQZ, W1 = 153 + 75h + 45h] + 3h{?,
/ AW detQ? W2 = 6h3 + 95hS + 96h% + 9h12,
/ AW detQ?, W, = h? + 90hS + 188h] + 27h12,

/ dW detQ?, W, = 60hS + 312h] + 81h;>.

(A.50a)
(A.50b)
(A.50c¢)
(A.50d)

(A.50e)

(A.51a)
(A.51b)
(A.51c)
(A.51d)

(ASle)



Literatur

[Gross, Wilczek; 1973]: D. J. Gross, F. Wilczek; Ultraviolet behavior of
non-abelian gauge theories; Physical Review Letters; 30(26): 1343-1346;
doi:10.1103/PhysRevLett.30.1343; 1973

[Philipsen et al.; 2015]: O. Philipsen, M. Neuman, J. Glesaaen; Heavy dense QCD
from a 3d effective lattice theory; published in PoS LATTICE2015 (2016) 173;
doi:10.22323/1.251.0173; e-Print: arxiv:1511.00967 [hep-lat]; 14 Seiten; 3. November
2015; siehe auch: https://th.physik.uni-frankfurt.de/philipsen/index.html - zuletzt besucht
am: 28.09.2018

[Langelage; 2009]: J. Langelage; Phase transitions in finite temperature lattice QCD
from strong coupling expansions; Miinster; 2009

[Peskin, Schroder; 1995]: M. E. Peskin and D. V. Schroeder; An Introduction To Quan-
tum Field Theory; Frontiers in physics. Westview Press; 1995; ISBN 9780813345437.

[Kogut, Susskind; 1975]: J. Kogut, L. Susskind; Phys. Rev D11 (1975) 395; T. Banks, J.
Kogut, L. Susskind; Phys. Rev D13 (1976) 1043; L. Susskind; Phys. Rev D16 (1977) 3031.

[Kluberg-Stern et al.; 1983]: H. Kluberg-Stern, A. Morel, O. Napoly, B. Petersson;
Nucl. Phys. B220 (1983) 447.

[Creutz; 1978b]: M. Creutz; On Invariant Integration Over SU(N); J. Math. Phys.;
19:2043; 1978b. doi:10.1063/1.523581.

[Fromm et al., 2012]: M. Fromm, J. Langelage, S. Lottini, and O. Philipsen; The QCD
deconfinement transition for heavy quarks and all baryon chemical potentials; JHEP;
01:042; 2012; doi: 10.1007/JHEP(2012)042.

[Christensen et. al.; 2015]: A. S. Christensen, J. C. Myers, P. D. Pedersen, and J.
Rosseel; Calculating the chiral condensate of QCD at infinite coupling using a generalised
lattice diagrammatic approach; JHEP; 03:068; 2015; doi: 10.1007/JHEP03(2015)068.

[Montvay, Miinster; 1997]: 1. Montvay and G. Miinster; Quantum Fields on a Lattice;
Cambridge Monographs on Mathematical Physics; Cambridge University Press; 1997;
ISBN 9780521599177.

[Glesaaen; 2016]: J. R. Glesaaen; Heavy quark QCD at Finite Temperature and Density
Using an Effective Theory; Dissertation; Frankfurt am Main; 2016

[Morozov; 2008]: A. Morozov, Sh. Shakirov; Analogue of the identity Log Det = Trace

67



Log for resultants; ITEP, Moscow, Russia; arxiv:0804.4632v3 [math-ph]; 2008; S. 3

[Sciarra; 2016]: A. Sciarra; The QCD phase diagram at purely imaginary chemical
potential from the lattice; Frankfurt am Main; 2016

[Nielsen, Ninomiya; 1981]: H. B. Nielsen and M. Ninomiya; Absence of Neutrinos on a
Lattice; 1. Proof by Homotopy Theory; Nucl. Phys.; B185:20; 1981a. doi: 10.1016/0550-
3213(81)90361-8;

Absence of Neutrinos on a Lattice; 2. Intuitive Topological Proof. Nucl. Phys.; B193:173;
1981b. doi: 10.1016/0550-3213(81)90524-1.

[Kaplan; 1992]: D. B. Kaplan; Phys. Lett. B 288; 1992; S. 342
[Neuberger; 1998]: H. Neuberger; Phys. Lett. B 417; 1998; S. 141
[Creutz; 2008]: M. Creutz; JHEP 0804; 2008; S. 17

[Langelage; 2011]: J. Langelage, S. Lottini, and O. Philipsen; Centre symmetric 3d
effective actions for thermal SU(N) Yang-Mills from strong coupling series; JHEP,
02:057; 2011; doi: 10.1007/JHEP07(2011)014,10.1007/JHEP02(2011)057. [Erratum:
JHEP07,014(2011)]

[Langelage; 2014]: J. Langelage, M. Neuman, and O. Philipsen; Heavy dense QCD
and nuclear matter from an effective lattice theory; JHEP, 09:131, 2014. doi: 10.1007
JHEP09(2014)131.

[Gattringer, Lang; 2008]: C. Gattringer and C. Lang; Quantum Chromodynamics on
the Lattice: An Introductory Presentation. Lecture Notes in Physics; Springer Berlin
Heidelberg; 2009; ISBN 9783642018497.

[Stamatescu, Seiler; 2016]: 1.-O. Stamatescu and E. Seiler; Discussion of the loop
formula for the fermionic determinant; 34th annual International Symposium on Lattice
Field Theory; University of Southampton, UK; 2016; arxiv:1611.00620v1

[Bloch, Bruckmann; 2013]: J. Bloch, F. Bruckmann and T. Wettig; Subset method for
one-dimensional QCD; Institute for Theoretical Physics, University of Regensburg; 93040
Regensburg, Germany; 2013; arxiv: 1307.1416v2

[Demeterfi, Bilic; 1988]: N. Bilic and K. Demeterfi; One-dimensional QCD With Finite
Chemical Potential; Phys. Lett. B 212 (1988) 83

[Rindlisbacher; 2018]: T. Rindlisbacher and P. de Forcrand; Two-Flavor Lattice

QCD with a Finite Density of Heavy Quarks: Heavy-Dense Limit and "Particle-
HoleSSymmetry; ETH Ziirich, Institute for Theoretical Physics; Ziirich, Switzerland;

68



2018; arxiv:1509.00087v2

[OEIS; 2011]: OEIS Foundation Inc. OEIS. The On-Line Encyclopedia of Integer
Sequences; http://oeis.org, 2011; zuletzt besucht am 22. Mai 2018

[Unger; 2014]: W. Unger; Combinatorics of Lattice QCD at Strong Coupling; PoS,
LATTICE2014:192; 2014

[Wissel; 2002]: S. Wissel; Die graphische Charakter- und Hoppingparameter-
entwicklung der N=1 SU(2)-Super-Yang-Mills-Theorie in d Dimensionen; Institut
fir Theoretische Physik der Westfdlischen Wilhelms-Universitdt Miinster; 2002;
https://www.uni-muenster.de/Physik. TP/archive/fileadmin/Arbeiten/wissel.pdf - zuletzt
besucht am 22. Mai 2018

[Salmhofer; 1991]: M. Salmhofer, Nucl. Phys. B 362 (1991) 641.
[Scharnhorst; 1996]: K. Scharnhorst, Nucl. Phys. B 479 (1996) 727.

[Fromm; 2010]: M. Fromm; Lattice QCD at strong coupling: Thermodynamics and
nuclear physics; Dissertation submitted to ETH Ziirich for the degree of Doctor of
Sciences; Tiibingen, Germany; 2010

[Rossi, Wolff; 1984]: P. Rossi, U. Wolff; Lattice QCD with fermions at strong coupling:
A dimer system; Volume 248, Issue 1; Newman Laboratory, Cornell University, Ithaca,
NY 14853; 1984; S. 105-122

[Karsch, Miitter; 1989]: F. Karsch, K.-H. Miitter; Strong Coupling QCD at finite
baryon-number density; Journal Article, PUB-ID: 1784395; Nuclear Physics, B 313(3);
1989; S. 541-559

[Greensite; 2003]: J. Greensite. The confinement problem in lattice gauge theory. Prog.
Part. Nucl. Phys., 51:1, 2003, hep-1at/0301023.

[Pisarski; 2003]: Robert D. Pisarski. Notes on the deconfining phase transition. 2002,
hep-ph/0203271.

[Eriksson, Svartholm; 1981]: K. E. Eriksson; N. Svartholm; B. S. Skagerstam; On
invariant group integrals in lattice QCD; Journal of Mathematical Physics, Volume 22,
Issue 10, S. 2276-2278; doi: 10.1063/1.524760; American Institute of Physics; 1981

[Brower, Nauenberg; 1981]: R. Brower, M. Nauenberg; Group Integration for lattice
gauge theory at large N and small coupling; Nucl. Phys. B, Volume 180, Issue 2, S.
221-247; doi: 10.1016/0550-3213(81)90416-8; 1981

69



A. Eigenstandigkeitserklarung

Hiermit versichere ich, dass die vorliegende Arbeit ohne unzulissige Hilfe Dritter und ohne
Benutzung anderer als der angegebenen Quellen angefertigt wurde. Die aus den Quellen
direkt oder indirekt iibernommenen Gedanken sind als solche gekennzeichnet.

Ort, Datum Name

70



	Einleitung
	Eichtheorien und Gitter-Eichtheorien
	Die Dirac-Lagrange-Dichte in der QCD
	Gitter-Feldtheorie und Gitter-Diskretisierung
	Die Fermion-Wirkung
	Das Fermion-Doppler-Problem
	Kogut-Susskind-Fermionen


	Die Herleitung der 3d-effektiven Theorie
	Die 3d-effektive Theorie - Eine kurze Einführung
	Die Hopping-Parameter-Entwicklung
	Die 3d-effektive Theorie im Strong Coupling Limit 0
	Die statische Quark-Determinante

	Der statische Quark-Propagator
	Die räumliche Hopping-Paramater-Entwicklung
	Die Zustandsfunktion Z2Stagg. in erster Ordnung Hopping-Parameter-Entwicklung

	Auswertung
	Vergleich der Single-Hop-Zustandssumme Z2 mit der dualen Darstellung
	Die Single-Hop-Zustandssumme Z2 für Nf = 1-Flavor Wilson-Fermionen
	Observablen
	Das chirale Kondensat
	Der Polyakov-Loop-Erwartungswert


	Zusammenfassung und Ausblick
	Appendix
	Der Kogut-Susskind-Formalismus
	Die Kogut-Susskind-Phasen (x)

	Analytische Hilfsmittel für die SU(N)-Algebra
	Berechnung des Haar-Maßes
	r s-Charakter-Integrale
	Integrale über Charaktere der SU(3)
	Die gn (g-1)m-Gruppen-Integrale
	Die statische Quark-Determinante
	Der symmetrische A-Term aus Gl.(2.27) in Abhängigkeit von 
	Die Knoten-Funktion Wnm


	Literatur
	Eigenständigkeitserklärung

