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Bitte versehen Sie jedes Blatt mit IThren Namen, Vornamen und Matrikelnummer und
nummerieren Sie die Blatter

Fiir die ,,Diskussionsfragen” sollten Sie nicht zu viel Text schreiben, sondern sich auf die wichtigen
Begriffe / physikalische Ideen / Stichworte fokussieren.

1. Ebenes Pendel mit zeitabhingiger Liange (30 P.)

i. Vorbereitung
a) Wie lauten allgemein die Euler-Lagrange-Gleichungen?
b) Aus welchem Prinzip werden sie hergeleitet? Definieren Sie die dabei auftretenden Funktionen

und physikalischen Grofsen.

ii. Betrachten Sie ein ebenes Pendel bestehend aus einer Masse m am Ende eines masselosen Stabs
dessen Linge £ mit der Zeit variieren kann.

a) Wie viele Freiheitsgrade gibt es?

b) Bestimmen Sie die Lagrange-Funktion.

c) Stellen Sie die Bewegungsgleichungen auf.

d) Angenommen {((t) = {y + ot mit ¢p und o konstanten Zahlen. Zeigen Sie aus dem Ergebnis aus

ii.c), dass sich fiir kleine Ablenkungen ¢(t¢) die Differentialgleichung
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ergibt — die Losung dieser Gleichung wird nicht gefragt.

2. Dreidimensionaler harmonischer Oszillator (30 P.)
Die Bewegungsgleichung eines isotropen dreidimensionalen harmonischen Ostzillators lautet
T — ki) )
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mit k einer konstanten reellen Zahl. Die Komponenten von Z(¢) bzw. vom zugehérigen Impuls p(t)
werden mit x; bzw. p; mit ¢ = 1, 2, 3 bezeichnet. Die Einstein’sche Summenkonvention iiber doppelt
auftretende Indizes wird durchwegs benutzt.
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i. Folgern Sie aus der Bewegungsgleichung die Erhaltungsgleichung Clljt()

Ai(t) = 5 piOps (1) + ghri()as(e) firij=1,2.3 (2)
Die A;; sind die Komponenten eines symmetrischen Tensors zweiter Stufe A, des Jauch-Hill-Fradkin
(JHF)-Tensors.
ii. Priifen Sie die folgenden Eigenschaften des JHF-Tensors:
a) Tr A = E, wobei Tr die Spur bezeichnet, wihrend F die Gesamtenergie des Oszillators ist.
b) L;A;; =0 mit L; der i-ten Komponente des Drehimpulses L.
c) zAyz; = i%E — L?/2m.
Hinweis: Dafiir diirfen Sie die Identitiit (@ - b)2 = @262 — (@ x b)2, die fiir alle Vektoren @,b € R3
gilt, ohne Beweis benutzen.
d) pidip; =1°E — kL?.
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iii. Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass die 3 FEigenwerte des JHF-Tensors
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A = 9 , und A3=0

sind, wobei w? = k/m. Dabei gelten A\; + A2 = E und A\ \p = w2f2/4.

a) Zeigen Sie, dass die Eigenvektoren zu A\; oder Ay senkrecht auf L sind. (Hinweis: Dafiir brauchen
Sie die Eigenvektoren nicht explizit zu bestimmen, sondern ein Resultat aus ii. benutzen!)
Welcher Eigenschaft der Bewegung entspricht dieses Ergebnis?

b) Betrachten Sie ein kartesisches Koordinatensystem, dessen Basisvektoren {¢;} Eigenvektoren zu
den A\; mit ¢ = 1,2, 3 sind.

Benutzen Sie das Ergebnis aus ii.c), um eine einfache Gleichung — in Abhéngigkeit von A1, Ao
und k& — fiir die Bahnkurve zu bestimmen. Erkennen Sie diese Trajektorie?

3. Ebene elektromagnetische Welle (40 P.)
Eine linear polarisierte ebene Welle ist definitionsgeméf eine Losung der Maxwell-Gleichungen

im Vakuum mit elektromagnetischen Potentialen der Form
O(t,7) = Aef(k-T—wt), A7) =2f(k-T — wt), (3)

mit A und w bzw. 2 und k zeit- und ortsunabhéngigen reellen Zahlen bzw. Vektoren und f einer
skalaren Funktion.
Zur Erinnerung gelten fir beliebige fq, fo, § die Identitaten

—

V[A@) )] = [VA@D)] fF) + L)V fa
V- [h@®§®)] = [VAM®] 307 + AV - §(
V x [A)FF)] = [VAF)] x 5@ + ATV x §(F).
Die Formel fiir das doppelte Kreuzprodukt ist @ x (b x @) = b(@ - @) — @ - b).
i. Wie lauten die zugehorigen Felder E(t,7) und B(t,7)?
Hinweis: ﬁf(lg T) = Ef’(E -7) mit f" der Ableitung von f.
ii. Rechnen Sie nach, dass die Transformation

Ao N=A+aY, 2o F@=F4ak

c
mit beliebigem o € R eine Eichtransformation ist.

iii. Geben Sie den Ausdruck der ,inhomogenen® Maxwell—GleichungenE] im Vakuum fiir die Welle
in Abhéngigkeit von der Funktion f bzw. von deren Ableitungen an. Zeigen Sie insbesondere, dass
diese Gleichungen zu den folgenden Beziehungen fithren

2
A2 =%F.2 und <“’—k2> <§—)\Cl<:) —0.
C

c? w

iv. Zeigen Sie anhand der Ergebnisse aus iii., dass die Losungen der Form fiir w? # k2
sogenannte ,reine Eichungen® sind, d.h. sie konnen durch eine Eichtransformation in ®'(¢,7) = 0,
A'(t,7) = 0 wegtransformiert werden.

v. Sei nunmehr w? = 2k2.

a) Benutzen Sie ein Ergebnis aus iii., um zu zeigen, dass die Potentiale (3|) der Lorenz-Eichbedingung
automatisch geniigen (obwohl die Eichung noch nicht fixiert wurde).

b) Fiir ein Feld, das keine reine Eichung ist, gilt A\* < 22,

Zeigen Sie, dass es moglich ist, durch eine Eichtransformation A = 0 anzusetzen. Welcher Eichung
entspricht diese Bedingung? Uberpriifen Sie, dass man die bekannten Eigenschaften von E (t,7) und

—

B(t,7) fiir eine transversal polarisierte ebene Welle erhilt.

1. die hier homogen sind, weil es keine Quellterme gibt!
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4. Magnetische Monopole (40 P.)
Sensationelle Entdeckung: isolierte magnetische Ladungen (Monopole) wurden gefunden! Sorg-
faltige Messungen haben die folgenden Ergebnisse ergeben:

A. Statische magnetische Ladungen erzeugen ein Magnetfeld B aber kein elektrisches Feld E.

B. Eine statische magnetische Punktladung ¢, 1 iibt auf eine zweite statische magnetische Punkt-

ladung gm 2 die Kraft .
0 M0 qm,19m,2 T S =
Fl yo="—"—"""—= By (7 4
1=2= 2 qm,2B1(7) (4)
aus, mit 7 dem Abstandsvektor von ¢m 1 nach gm 2, 7 = |F|, und By der durch ¢y, 1 erzeugten

magnetischen Induktion.
C. Ein stationdrer magnetischer Strom erzeugt ein elektrisches Feld E.
D. Magnetische Ladungen konnen weder erzeugt noch vernichtet werden, sondern sind erhalten.

Sie werden gefragt, die Maxwell-Gleichungen zu ,reparieren”, um diese Resultate zu beriicksichtigen.

Hinweis: Lassen Sie sich durch die ungewo6hnliche Form dieser Aufgabe nicht stéren. Sehr wenige
Physiker haben neue Gesetze ,erfunden”; die meisten haben Ahnlichkeiten mit schon bekann-
ten Phdnomenen benutzt und &dltere Gesetze fiir ihre Zwecke ,iibersetzt“ — z.B. hat Coulomb
sein Gesetz fiir die elektrostatische Kraft in Analogie mit der Gravitationskraft von Newton
formuliert. Hier reichen Kenntnisse aus der Vorlesung v6llig aus, um die gewiinschten Verallge-
meinerungen zu finden.

i. Traditionelles...

a) Geben Sie zunichst die ,jiiblichen” Maxwell-Gleichungen an — fiir die elektrischen Ladungs- und
Stromdichten kénnen Sie die Notationen pe, Jo verwenden.

b) Wie lautet die Lorentz-Kraft auf eine elektrische Punktladung g mit Geschwindigkeit 7

ii. In den herkommlichen Maxwell-Gleichungen gibt es deutliche Liicken, die es mit magnetischen
Ladungs- und Stromdichten pp,, 7 zu fillen gilt. Sie konnen die verallgemeinerten Gesetze natiirlich
raten, doch Begriindungen wéren sehr willkommen (um die volle Punktzahl zu kriegen. .. ). Einige
Elemente, die in Ihrer Antwort erwdhnt werden konnen, um alle experimentellen Ergebnisse A.-D.
zu beschreiben, sind

e die Ladungsdichte py, einer magnetischen Punktladung;

e das magnetische Gauft’sche Gesetz fiir das Feld einer solchen Punktladung;

e cine ,magnetische Kontinuititsgleichung®, um die Erhaltung der magnetischen Ladung lokal
auszudriicken;

e cin ,clektrostatisches Biot—Savart-Gesetz", oder etwas &hnliches, das das durch eine stationére
magnetische Stromdichte erzeugte elektrische Feld angibt.
Wie lauten die erweiterten Maxwell-Gleichungen?

iii. Kraft auf eine bewegte magnetische Punktladung
Wie sieht die verallgemeinerte Lorentz-Kraft auf eine magnetische Punktladung aus?
Hinweis: Sie sollten auf eine ,,Symmetrie“ der erweiterten Maxwell-Gleichungen achten. Und auf

Dimensionen.

iv. Dualitatstransformation
Man definiert neue Felder iiber (0 € R)

E' = FEcos+ cBsinf, c¢B = —Esinf+ cB cos, (5)
1 1 1

ph = pecost + —pysinh, —pl = —pesinf + —py cos b, (6)
c c c

w 1, . 1, Lo 1.

]e:jeCOSG—I—EJmSlnG, Ejm:—jeSIH0+EijOSQ, (7)

Wie lauten die Bewegungsgleichungen fiir £/ und B'?
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Es konnen 140 Punkte erreicht werden.
Noten (voraussichtlich):

0<P<5b0=5.0
50 < P <55 =140
55 < P <60 = 3.7
60 < P <65=33
65 < P<70=30
< P<T75 =27
H<P<8 =23
80P <8 =20
8B <P <9 = 1.7
W<P<9% =13

P>95=1.0



